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ANALIZA KOMUTATIVNIH PRSTENA
PRIDRU�IVAǋEM SIMPLICIJALNIH

KOMPLEKSA

REZIME

Predmet izuqavaǌa doktorske disertacije su simplicijalni kompleksi

pridru�eni komutativnim prstenima sa jedinicom. Generalno, kombi-

natorni objekti mogu biti pridru�eni prstenima na razliqite naqine,

i u ovoj disertaciji izuqavamo vixe simplicijalnih kompleksa koji

daju interesantne rezultate. Fokus rada je odre�ivaǌe homotopskog

tipa geometrijske realizacije takvih simplicijalnih kompleksa u slu-

qajevima kada je to mogu�e.

Za djelimiqno ure�en skup netrivijalnih ideala u komutativnom

prstenu, definixe se ure�ajni kompleks i odre�uje ǌegov homotopski

tip u generalnom sluqaju.

Simplicijalni kompleks mo�e biti i indirektno pridru�en prstenu,

kao kompleks nezavisnosti nekog grafa ili hipergrafa koji je pridru-

�en prstenu. Za komaksimalan graf definixemo ǌegov kompleks neza-

visnosti i odre�ujemo homotopski tip za generalne komutativne prstene

sa jedinicom.

Daǉe, ova teza se bavi i izuqavaǌem nula djeliteǉa tako xto se po-

smatraju ideali koji su nula djeliteǉi i definixe se kompleks ideala

nula djeliteǉa. Homotopski tip ovog simplicijalnog kompleksa odre-

�uje se za konaqne prstene kao i za prstene sa beskonaqno mnogo mak-

simalnih ideala. U ovom dijelu koristi se diskretna teorija Morsa

za simplicijalne komplekse. Teoreme dokazane u disertaciji primje-

ǌujemo na neke klase komutativnih prstena qime dolazimo do intere-

santnih kombinatornih rezultata.
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ANALYSIS OF COMMUTATIVE RINGS

BY ASSOCIATING SIMPLICIAL COMPLEXES

ABSTRACT

This dissertation examines simplicial complexes associated with commutative

rings with unity. In general, a combinatorial object can be attached to a ring in

many different ways, and in this dissertation we examine several simplicial complexes

attached to rings which give interesting results. Focus of this thesis is determining

the homotopy type of geometric realization of these simplicial complexes, when it is

possible.

For a partially ordered set of nontrivial ideals in a commutative ring with identity,

we investigate order complex and determine its homotopy type for the general case.

Simplicial complex can also be associated to a ring indirectly, as an indepen-

dence complex of some graph or hypergraph which is associated to that ring. For

the comaximal graph of commutative ring with identity we define its independence

complex and determine its homotopy type for general commutative rings with iden-

tity.

This thesis also focuses on the study of zero-divisors, by investigating ideals

which are zero-divisors and defining zero-divisor ideal complex. The homotopy type

of geometric realization of this simplicial complex is determined for rings that are

finite and for rings that have infinitely many maximal ideals. In this part of the

thesis, we use the discrete Morse theory for simplicial complexes. The theorems

proven in this dissertation are then applied to certain classes of commutative rings,

which gives us some interesting combinatorial results.
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UVOD

Analiziraǌe algebarskih svojstava pomo�u kombinatornih objekata

posebnu popularnost steklo je posledǌih godina kada su se pojavili

mnogi rezultati u radovima koji povezuju komutativnu algebru i te-

oriju grafova. U pionirskom radu Ixtvana Beka [6] iz 1988. godine,

prvi put se algebarska svojstva prstena izuqavaju algebarsko-kombina-

tornim metodama, tako xto se graf pridru�uje prstenu i ispituju se

svojstva toga grafa. Ipak, povezivaǌe teorije komutativnih prstena i

teorije grafova postaje interesantno tek nakon rada Andersona i Li-

vingstona [4] 1999. godine. Autori komutativnom prstenu pridru�uju

graf djeliteǉa nule ΓR tako xto za tjemena uzimaju prave djeliteǉe nule,

gdje su dva tjemena susjedna ako i samo ako je ǌihov proizvod nula.

Iako djeliteǉi nule imaju multiplikativno svojstvo, nemaju zatvore-

nost sabiraǌa u opxtem sluqaju, tako da skup djeliteǉa nule ne mora

biti potprsten. Me�utim, pridru�ivaǌem grafa prstenu na ovaj naqin,

ispostavilo se da djeliteǉi nule imaju jasnu grafovsku strukturu, za

razliku od algebarske. Tako je ovaj rad privukao veliku pa�ǌu i mnogi

autori su nastavili da koriste ovakav pristup daǉe izuqavaju�i graf

djeliteǉa nule.

Ideja Beka, kao i Andersona i Livingstona, podstakla je mnoge alge-

briste da osim djeliteǉa nule izuqavaju i druga algebarska svojstva

prstena na sliqan naqin. Pa tako, postoji znaqajan broj radova u kojima

vidimo da se graf mo�e pridru�iti prstenu na razliqite naqine, i

dobijeni rezultati mogu biti vixe ili maǌe znaqajni. Na primjer,
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UVOD

u radu [30] autori definixu komaksimalan graf tako xto za tjemena

uzimaju sve elemente prstena, gdje su dva tjemena susjedna ako i samo ako

generixu qitav prsten. Daǉe, u radu [3] autori definixu totalni graf

komutativnog prstena tako xto za tjemena uzimaju sve elemente prstena,

a dva tjemena su susjedna ako i samo ako je ǌihov zbir djeliteǉ nule

u prstenu. Znaqajan rad koji koristi ovakav algebarsko-kombinatorni

pristup je i [9] u kojem autori izuqavaju nerastavǉive elemente radi

prouqavaǌa faktorizacije u domenima. Za domen R, autori definixu

grafove nerastavǉivih djeliteǉa tako xto za dati element x u domenu,

za tjemena uzimaju sve ǌegove nerastavǉive djeliteǉe, a dva tjemena su

susjedna ako i samo ako je ǌihov proizvod djeliteǉ od x.

Navedeni su samo neki od mnogobrojnih primjera pridru�ivaǌa gra-

fa prstenu. Vixe o grafovima koji su pridru�eni prstenima na raz-

liqite naqine, qitalac mo�e na�i u radovima [1, 7, 27, 34].

Ako posmatramo grafove kao jednodimenzionalne simplicijalne kom-

plekse, prirodno je uopxtiti ovakvu analizu na generalne simplici-

jalne komplekse. Korist pridru�ivaǌa simplicijalnih kompleksa ko-

mutativnim prstenima je to xto mo�emo raqunati homologiju i poku-

xati da odredimo homotopski tip. Za neke od pomenutih grafova koji

su pridru�eni prstenima, komplement tih grafova mo�e se prirodno

uopxtiti na simplicijalni kompleks. Na primjer, u komplementu ko-

maksimalnog grafa tjemena su susjedna akko ne generixu qitav prsten.

Uopxteno, ukoliko neki skup tjemena ne generixe qitav prsten onda je

i svaki podskup tog skupa takav da tjemena u ǌemu ne generixu qitav

prsten, pa to prirodno qini simplicijalni kompleks. Na sliqan naqin,

bilo kojem grafu ili hipergrafu G mo�emo pridru�iti ǌegov kompleks

nezavisnosti i izuqavati topologiju ǌegove geometrijske realizacije.

Kompleks nezavisnosti (hiper)grafa je apstraktan simplicijalni kom-

pleks kojeg qine nezavisni skupovi u G, odnosno skupovi koji ne sadr�e

nijednu ivicu kao svoj podskup. Pomenuli smo vixe primjera grafova

2
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koji su pridru�eni prstenima na razliqite naqine, ali kompleksi neza-

visnosti tih grafova ili hipergrafova kao ǌihovih uopxteǌa nemaju

uvijek algebarskog smisla, pa nema koristi od ǌihovog izuqavaǌa. Na

primjer, za totalni graf komutativnog prstena ako zbir tri elementa

nije djeliteǉ nule, ne mora da znaqi da zbir neka dva od ta tri elementa

nije djeliteǉ nule, pa sam kompleks nezavisnosti nema i adekvatno al-

gebarsko svojstvo.

U ovoj disertaciji pridru�ujemo simplicijalne komplekse komuta-

tivnim prstenima sa jedinicom na razliqite naqine, i fokus je odre�i-

vaǌe homotopskog tipa tih kompleksa, kada je to mogu�e. Simplicijalni

kompleks mo�e biti definisan direktno, ili indirektno kao kompleks

nezavisnosti nekog grafa.

Rad je organizovan na slede�i naqin. U prvoj glavi izlo�en je kra-

tak pregled osnovne terminologije i teorema iz teorije komutativnih

prstena. Druga glava bavi se �elijskim kompleksima, odnosno, naro-

qito detaǉnim definicijama i teoremama u vezi simplicijalnih kom-

pleksa. U tre�oj glavi izlo�en je detaǉan osvrt na diskretnu teoriju

Morsa za simplicijalne komplekse, xto je va�an metod za odre�ivaǌe

homotopskog tipa konaqnih simplicijalnih kompleksa.

Ostale glave sadr�e originalne rezultate. Qetvrta glava oslaǌa

se na rad [23] i posve�ena je prouqavaǌu ure�ajnog kompleksa ideala.

Ideja da se simplicijalni kompleks definixe na ovakav naqin pro-

izilazi iz rada V.A. Vasiǉeva [32] gdje je pomenut ure�ajni kompleks

pridru�en djelimiqno ure�enom skupu netrivijalnih ideala u komuta-

tivnom prstenu sa jedinicom. U ovoj glavi odre�ujemo homotopski tip

takvog kompleksa za generalne komutativne prstene sa jedinicom.

Peta glava bavi se prouqavaǌem kompleksa nezavisnosti komaksi-

malnog grafa i komaksimalnog hipergrafa, i oslaǌa se na rad [21].

I u ovom sluqaju odre�ujemo homotopski tip kompleksa za generalne

komutativne prstene sa jedinicom.

3
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Xesta glava je centralna glava ove disertacije i bazira se na radu

[22]. Inspirisani izuqavaǌem grafa nula djeliteǉa, kao i malo dru-

gaqijim pristupom ovom problemu datom u [2], prouqavamo simplici-

jalni kompleks ideala koji su djeliteǉi nule i analiziramo ǌegovu

topologiju za sluqaj kada prsten ima beskonaqno mnogo maksimalnih

ideala, kao i za sluqaj konaqnih prstena. Kada je prsten konaqan, kako

bi odredili homotopski tip ovog kompleksa, koristimo naprednije me-

tode, odnosno diskretnu teoriju Morsa opisanu u tre�oj glavi. U tom

sluqaju dokazujemo da je kompleks homotopan buketu sfera razliqitih

dimenzija.

U sedmoj glavi predstavǉene su smjernice za daǉi rad.

4



Glava 1

OSNOVNI POJMOVI IZ TEORIJE

KOMUTATIVNIH PRSTENA

U ovoj glavi da�emo kratak pregled osnovnih pojmova i definicija

iz teorije komutativnih prstena. Upozna�emo se sa terminologijom i

navex�emo nekoliko poznatih teorema i tvr�eǌa potrebnih za ovu di-

sertaciju qije smo dokaze dodali radi kompletnosti. Generalne refe-

rence za teoriju komutativnih prstena su standardni u
benici [5] i

[16].

U ovom radu prsten R je uvijek komutativan prsten sa jedinicom,

ukoliko se ne naglasi drugaqije. Skup elemenata koji su razliqiti od

nule obiǉe�avamo sa R∗ = R \ {0}, skup invertibilnih elemenata sa

U(R), dok skup pravih netrivijalnih ideala obiǉe�avamo sa I∗(R). Sa

〈x〉 obiǉe�avamo glavni ideal generisan elementom x. Element a ∈ R je

djeliteǉ nule ako je ab = 0 za neko b ∈ R∗. Ideal I ⊂ R je djeliteǉ nule

ako je IJ = 0 za neki ideal J ∈ I∗(R). Ideal I ⊂ R je prost ako iz xy ∈ I
slijedi da je x ∈ I ili y ∈ I. Ideal M ⊂ R je maksimalan ako ne pos-

toji ideal I takav da je M ⊂ I ⊂ R. Oqigledno, M je maksimalan ideal

ako i samo ako je R/M poǉe. U svakom netrivijalnom prstenu postoji

makar jedan maksimalan ideal. Skup maksimalnih ideala obiǉe�avamo

5



1 Osnovni pojmovi iz teorije komutativnih prstena

sa Max(R), odnosno broj maksimalnih ideala jednak je |Max(R)|. Prsten
R sa jedinstvenim maksimalnim idealom M zove se lokalan prsten. Pr-

sten R koji ima konaqan broj maksimalnih ideala (i taj broj ve�i je od

jedan) zove se semilokalan prsten.

�ekobsonov radikal u prstenu R je presjek svih maksimalnih ideala

u prstenu, i obiǉe�avamo ga sa J(R).

Tvr�eǌe 1 ([5]). Element x ∈ J(R) ako i samo ako je element 1− xy inve-

rtibilan u R za svako y ∈ R.

Dokaz. Pretpostavimo da je x ∈ J(R) i da imamo element 1− xy koji nije

invertibilan za neko y ∈ R. Onda postoji maksimalan ideal M takav

da je 1 − xy ∈ M , a s obzirom da x ∈ J(R) ⊆ M , onda je xy ∈ M . Prema

tome, imamo da je 1 ∈ M qime dolazimo do kontradikcije. Obrnuto,

pretpostavimo da x /∈ J(R). Onda postoji maksimalan ideal M takav da

x /∈ M . Prema tome 〈x〉 + M = R, odnosno postoji y ∈ R i m ∈ M tako da

je xy +m = 1. Dakle 1− xy ∈M je neinvertibilan element.

Za ideal I u prstenu R, anulator ideala Ann(I) je skup svih eleme-

nata u prstenu r ∈ R takvih da je ra = 0 za svako a ∈ I. Ako je ideal I

glavni generisan elementom x, onda umjesto Ann(〈x〉) pixemo Ann(x).

Bi�e nam potrebna slede�a generalna teorema koja nam govori da ako

je ideal sadr�an u konaqnoj uniji prostih ideala, onda je sadr�an u

jednom od ǌih.

Teorema 2 (Teorema o izbjegavaǌu prostih ideala, [5]). Neka su p1, . . . , pn

prosti ideali i neka je ideal I sadr�an u
⋃n
i=1 pi. Onda je I ⊆ pi za neko i.

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po n ≥ 1 da ako I 6⊆ pi za 1 ≤ i ≤ n onda

I 6⊆
⋃n
i=1 pi. Ako je n = 1 rezultat je trivijalno taqan. Pretpostavimo
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1 Osnovni pojmovi iz teorije komutativnih prstena

da je n > 1 i da tvr�eǌe va�i za n−1. Primjeǌuju�i n puta induktivnu

pretpostavku, zakǉuqujemo da za svako i postoji xi ∈ I takvo da xi /∈ pj

kad god j 6= i. Ako za neko i imamo da je xi /∈ pi, onda je dokaz gotov.

Onda pretpostavimo da je xi ∈ pi za svako i. Razmatramo element y =∑n
i=1 x1 · · · x̂i · · ·xn. Oqigledno da je y ∈ I i y /∈ pi za svako 1 ≤ i ≤ n.

Prema tome I 6⊆
⋃n
i=1 pi.

Dva ideala I i J su komaksimalna ako je I + J = R. Prema tome za

komaksimalne ideale imamo da je I ∩ J = IJ.

Teorema 3 (Kineska teorema o ostacima, [5] tvr�eǌe 1.10.). Neka su

I1, . . . , In ideali u prstenu R takvi da su ideali Ii i Ij komaksimalni kad

god i 6= j. Onda je
∏n

i=1 Ii =
⋂n
i=1 Ii, i

R/ ∩ni=1 Ii
∼= R/I1 × · · · ×R/In

Dokaz. Dokaza�emo za n = 2. Generalni sluqaj slijedi indukcijom tako

xto �emo pokazati da su I1 i I2 · · · In komaksimalni ako je svaki par

razliqitih ideala komaksimalan. Za svako 2 ≤ i ≤ n postoji element

xi ∈ I1 i yi ∈ Ii tako da je xi + yi = 1. Prema tome 1 = (x2 + y2) · · · (xn + yn) ∈

I1 + I2 · · · In pa su I1 i I2 · · · In komaksimalni.

Dakle, dokaza�emo rezultat za n = 2. Neka su I i J komaksimalni

ideali, i neka je φ : R // R/I × R/J preslikavaǌe definisano sa r 7→

(r + I, r + J). Oqigledno, φ je homomorfizam prstena sa jezgrom I ∩ J.

Ideali I i J su komaksimalni pa postoje x ∈ I i y ∈ J takvi da je

x + y = 1. Onda je φ(x) = (0, 1) i φ(y) = (1, 0), pa za bilo koje r1, r2 ∈ R

imamo φ(r2x + r1y) = (r1 + I, r2 + J). Prema tome φ je surjekcija. Uvijek

imamo da je IJ ⊆ I ∩ J, a kada su I i J komaksimalni onda za a ∈ I ∩ J

imamo a = a · 1 = ax+ ay ∈ IJ, pa prema tome IJ = I ∩ J.
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Glava 2

�ELIJSKI KOMPLEKSI

Mnogi va�ni primjeri topoloxkih prostora mogu se predstaviti na

vixe naqina, a jedan od ǌih je pomo�u kombinatornih objekata kao xto

su simplicijalni kompleksi.

Generalno, osim simplicijalnih kompleksa, �elijski kompleksi koji

se pojavǉuju u kombinatornom kontekstu su i poliedarski kompleksi,

kubiqni kompleksi, i konaqno CW kompleksi. Naroqito su va�ni CW

kompleksi kao najgeneralnija klasa �elijskih kompleksa, i mnoga tvr�e-

ǌa koja su nam potrebna u ostalim poglavǉima definisana su upravo za

klasu CW kompleksa. Stoga, prije detaǉnog bavǉeǌa simplicijalnim

kompleksima, izlo�i�emo par definicija i kratak uvod o CW komple-

ksima.
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2 �elijski kompleksi

2.1 CW kompleksi

CW komplekse kao tip topoloxkog prostora uveo je �.H.K. Vajthed

za potrebe teorije homotopije. CW kompleks se sastoji od osnovnih gra-

divnih blokova koji se nazivaju �elije, i koje su topoloxki zalijepǉene

na odre�en naqin. Za svrhu ove doktorske disertacije, pomenu�emo samo

konaqne CW komplekse.

Sa Bd oznaqi�emo zatvorenu jediniqnu loptu u d-dimenzionalnom

Euklidskom prostoru, odnosno Bd = {x ∈ Ed : |x| ≤ 1}. Granica od Bd je

jediniqna (d− 1)-sfera Sd−1 = {x ∈ Ed : |x| = 1}. Topoloxki prostor koji

je homeomorfan Bd je d-�elija. Ako je σ neka d-�elija, sa σ̇ oznaqavamo

podskup od σ kojem odgovara Sd−1 ⊂ Bd pod bilo kojim homeomorfizmom

izme�u Bd i σ. �elija je topoloxki prostor koji je d-�elija za neko d.

Osnovna operacija kod CW kompleksa je dodavaǌe �elija. Neka je X

topoloxki prostor, σ jedna d-�elija i f : σ̇ // X neprekidno preslika-

vaǌe dodavaǌa. �eliju σ dodajemo tako xto uzimamo disjunktnu uniju

X i σ i identifikujemo x ∈ σ̇ sa f(x) ∈ X, za svako x ∈ σ̇. Rezultiraju�i

prostor obiǉe�avamo sa X ∪f σ.

Neprekidno preslikavaǌe dodavaǌa mora biti definisano u svim

taqkama iz σ̇, odnosno qitava granica od σ mora biti zalijepǉena na

X. Slika 2.1 to ilustruje kroz primjer gdje je topoloxki prostor X

kru�nica kojoj dodajemo 1-�eliju. Kako moramo zalijepiti sve taqke

granice 1-�elije (odnosno dva kraja ivice) vidimo da rezultiraju�i

prostor mo�e biti kao u dijelu (i) dok rezultiraju�i prostor nikad ne

mo�e biti prostor predstavǉen u dijelu (ii).
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2 �elijski kompleksi

(i) (ii)

Slika 2.1: Primjer dodavaǌa �elija

Konaqan CW kompleks je topoloxki prostor X takav da postoji kona-

qan ugnije�den niz

∅ ⊂ X0 ⊂ X1 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xn = X (2.1.1)

takav da za svako i = 0, 1, 2, . . . , n, Xi je rezultiraju�i prostor nakon

dodavaǌa �elije na prostor X(i−1).

Primjetimo da ova definicija zahtijeva da X0 bude 0-�elija. Ako je

X neki CW kompleks, onda za niz kao u 2.1.1 ka�emo da je CW dekompo-

zicija od X.

2.2 Simpleksi

Neka su x0, x1, . . . , xn taqke u nekom Rd. Za taqku x =
∑n

i=0 λixi gdje je∑n
i=0 λi = 1, ka�emo da je afina kombinacija taqaka xi. Afina ǉuska je skup

svih afinih kombinacija. Taqke x0, x1, . . . , xn su afino (geometrijski)

nezavisne ako su jednakosti
∑n

i=0 λixi = 0 i
∑n

i=0 λi = 0 mogu�e jedino za

λ0 = λ1 = · · · = λn = 0. Daǉe, n + 1 taqaka je afino nezavisno ako i samo

ako su vektori xi − x0, za 1 ≤ i ≤ n, linearno nezavisni. U Rd imamo

najvixe d linearno nezavisnih vektora, pa prema tome, imamo najvixe
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2 �elijski kompleksi

d+ 1 afino nezavisnih taqaka.

Afina kombinacija x =
∑n

i=0 λixi je konveksna kobinacija ako je λi ≥ 0

za svako 0 ≤ i ≤ n. Konveksna ǉuska je skup svih konveksnih kombinacija.

Geometrijski n-simpleks je konveksna ǉuska n + 1 afino nezavisnih ta-

qaka, σ = conv{x0, x1, . . . , xn}. ǋegova dimenzija je dimσ = n. Standardan

geometrijski n-simpleks ∆n je odre�en na slede�i naqin:

∆n := {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1
+ : x0 + x1 + · · ·+ xn = 1},

gdje je R+ skup svih ne-negativnih realnih brojeva. Postoji afina bi-

jekcija izme�u bilo kojeg geometrijskog n-simpleksa i standardnog geo-

metrijskog n-simpleksa. U daǉem tekstu, jednostavno koristimo pojam

simpleks umjesto geometrijski simpleks.

Za prvih par dimenzija, qesto koristimo posebna imena za simplekse,

taqka za 0-simpleks, ivica za 1-simpleks, trougao za 2-simpleks, i te-

traedar za 3-simpleks (slika 2.2).

Slika 2.2: S lijeva na desno: Taqka, ivica, trougao, i tetraedar

Bilo koji podskup afino nezavisnih taqaka je tako�e afino nezavi-

san, pa prema tome odre�uje simpleks. Lice simpleksa σ je konveksna

ǉuska nepraznog podskupa taqaka xi, i lice je pravo ako taj podskup nije

qitav skup. Pixemo τ ⊆ σ ako je τ lice simpleksa σ, odnosno τ ⊂ σ

ako je to lice pravo. S obzirom da skup od n + 1 elemenata ima 2n+1
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2 �elijski kompleksi

podskupova, ukǉuquju�i i prazan skup, σ ima 2n+1 − 1 lica od kojih su

sva prava osim samog σ. Granica simpleksa, koju obiǉe�avamo bd σ,

je unija svih pravih lica, dok je unutraxǌost simpleksa sve ostalo,

odnosno int σ = σ − bd σ. Taqka x ∈ σ pripada int σ ako i samo ako su

ǌeni koeficijenti λi pozitivni. Slijedi da svaka taqka x ∈ σ pripada

unutraxǌosti taqno jednog lica, koje je generisano taqkama xi kojima

odgovaraju pozitivni koeficijenti λi.

2.3 Simplicijalni kompleksi

Sa R⊕J obiǉe�imo direktnu sumu |J | (gdje J mo�e biti beskonaqno;

|J | je kardinalnost skupa J) kopija R (pa je prema tome podskup u RJ

kojeg qine sve taqke x = (xj)j∈J ∈ RJ takve da je xj = 0, za sve osim

konaqno mnogo j ∈ J).

(Geometrijski) simplicijalni kompleks K u R⊕J je kolekcija simple-

ksa u R⊕J koja zadovoǉava slede�a dva uslova:

(1) Svako lice simpleksa u K je simpleks u K.

(2) Neprazan presjek dva simpleksa u K je lice svakog od ta dva sim-

pleksa.

Primjer simplicijalnog kompleksa dat je na slici 2.3. Skup sim-

pleksa koji ne qine simplicijalni kompleks dat je u primjerima (i), (ii)

i (iii) na slici 2.4. U primjeru (i) nedostaje ivica i dva tjemena; u

primjeru (ii) presjek trouglova je segment koji nije lice ni jednog ni

drugog trougla; dok u primjeru (iii) ivica presjeca trougao u taqki koja

se nalazi u unutraxǌosti tog trougla.
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2 �elijski kompleksi

Slika 2.3: Primjer simplicijalnog kompleksa

(i) (i) (iii)

Slika 2.4: Nije simplicijalni kompleks

Dimenzija kompleksa K je maksimalna dimenzija ǌegovih simpleksa.

Sa |K| obiǉe�avamo uniju svih simpleksa u K. Ovom skupu je data

topologija na slede�i naqin: skup F ⊂ |K| je zatvoren ako i samo ako je

F ∩ σ zatvoren u σ za svaki simpleks σ ∈ K (sam simpleks σ naslije�uje

topologiju koju indukuje n-dimenzionalna ravan koju odre�uju ǌegova

tjemena). Topoloxki prostor |K| naziva se geometrijska realizacija i

odre�en je do na homeomorfizam.

2.3.1 Apstraktni simplicijalni kompleksi

Apstraktni simplicijalni kompleksi su qisto kombinatorni analog

13



2 �elijski kompleksi

simplicijalnih kompleksa. Apstraktne simplicijalne komplekse mo-

�emo posmatrati kao vixedimenzionalno uopxteǌe grafova.

Apstraktan simplicijalni kompleks K je kolekcija konaqnih nepra-

znih skupova takvih da ako je A ∈ K, i ∅ 6= B ⊆ A, onda je B ∈ K. Skupovi

u K su ǌegovi simpleksi.

Dimenzija simpleksa je dimA = |A|−1 a dimenzija kompleksa je maksi-

malna dimenzija ǌegovih simpleksa. Ponekad pixemo α(d) da oznaqimo

simpleks α dimenzije d. Lice od A je bilo koji neprazan podskup B ⊆ A.

Skup tjemena je unija svih simpleksa V (K) = ∪K = ∪A∈KA. Potkompleks

je apstraktan simplicijalni kompleks L ⊆ K.

v1

v2

v3

v4

v5

{{v1}, {v2}, {v3}, {v4}, {v5},
{v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v3},
{v2, v4}, {v3, v4}, {v3, v5},

{v4, v5}, {v1, v2, v3}, {v3, v4, v5}}

Slika 2.5: Apstrahovaǌe jednog geometrijskog kompleksa

Svaki geometrijski simplicijalni kompleks mo�e se apstrahovati, i

obrnuto svakom apstraktnom simplicijalnom kompleksu K mo�e se pri-

dru�iti odgovaraju�i geometrijski simplicijalni kompleks K, odnosno

govorimo da je |K| geometrijska realizacija kompleksa K. Slika 2.5 pri-

kazuje apstrahovaǌe jednog geometrijskog kompleksa a slika 2.6 vixe

homeomorfnih geometrijskih realizacija apstraktnog simplicijalnog

kompleksa K = {{v1}, {v2}, {v3}, {v4}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v3}, {v1, v4}, {v3, v4},
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2 �elijski kompleksi

{v1, v2, v3}}.

v1

v2

v3

v4

v1

v2

v3

v4

Slika 2.6: Homeomorfne geometrijske realizacije

Simpleksi σ ∈ K koji nisu sadr�ani ni u jednom drugom simpleksu

u kompleksu nazivaju se maksimalni simpleksi. Simpleks τ naziva se

slobodno lice simpleksa σ ako je τ ⊂ σ, σ je maksimalan simpleks i

τ nije lice nijednog drugog maksimalnog simpleksa u kompleksu. Za

simpleks σ = {x0, . . . , xn} ∈ K, koristimo oznake σ \ xi = {x0, . . . , x̂i, . . . xn}

i σ + y = {x0, . . . , xn, y}.

U nastavku rada, apstraktne simplicijalne komplekse obiǉe�i�emo

na isti naqin kao i geometrijske, odnosno sa K, L, itd. Kada govorimo

o topoloxkim svojstvima apstraktnog simplicijalnog kompleksa K, to

se uvijek odnosi na topoloxki prostor |K|.

2.3.2 Simplicijalna preslikavaǌa

Neka je K simplicijalni kompleks sa tjemenima x0, x1, . . . , xk. Svaka

taqka u kompleksu x ∈ |K|, pripada unutraxǌosti taqno jednog simple-

ksa u K. Neka je σ = conv{x0, x1, . . . , xn} taj simpleks, onda je x =
∑n

i=0 λixi
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2 �elijski kompleksi

sa
∑n

i=0 λi = 1 i λ > 0 za svako i. Obiǉe�imo bi(x) = λi za svako 0 ≤

i ≤ n i bi(x) = 0 za n + 1 ≤ i ≤ k. Imamo da je x =
∑k

i=0 bi(x)xi i bi(x)

zovemo baricentriqne koordinate od x u K. Baricentriqne koordinate

koristimo da bismo definisali simplicijalna preslikavaǌa.

Simplicijalno preslikavaǌe izme�u dva apstraktna simplicijalna

kompleksa K i L je preslikavaǌe dato na tjemenima f : V (K) // V (L)

takvo da ako je {x0, x1, . . . , xn} simpleks u K, onda je {f(x0), f(x1), . . . , f(xn)}

simpleks u L. Za takvo preslikavaǌe f pixemo da je f : K // L. Ovo

preslikavaǌe mo�e se produ�iti na neprekidno preslikavaǌe izme�u

topoloxkih prostora |K| i |L|. Neprekidno simplicijalno preslika-

vaǌe |f | : |K| // |L| definisano je sa |f |(x) =
∑n

i=0 bi(x)f(xi). Kada je iz

konteksta jasno da se radi o preslikavaǌu izme�u topoloxkih prostora,

to preslikavaǌe �emo qesto oznaqiti sa f umjesto |f |.

2.4 Simplicijalna topologija

U ovom dijelu da�emo kratak pregled teorije homotopije za simpli-

cijalne komplekse. Za obuhvatniju analizu upu�ujemo qitaoca na [13,

17, 24].

Za data dva topoloxka prostora X i Y , mo�e se uvesti relacija

ekvivalencije na prostoru svih neprekidnih preslikavaǌa iz X u Y .

Neka su f, g : X // Y dva neprekidna preslikavaǌa i I = [0, 1]. Ne-

prekidno preslikavaǌe F : X × I // Y je homotopija od f do g ako je

F (−, 0) = f i F (−, 1) = g. Homotopiju od f do g oznaqavamo sa f ∼ g.

Homotopska ekvivalencija f : X //Y je neprekidno preslikavaǌe takvo
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2 �elijski kompleksi

da postoji neprekidno preslikavaǌe g : Y //X takvo da je f ◦ g ∼ idY i

g ◦ f ∼ idX. Ka�emo da su topoloxki prostori X i Y homotopski ekvi-

valentni, X ' Y , ako postoji homotopska ekvivalencija f : X // Y . Za

homotopski ekvivalentne prostore ka�emo da X ima homotopski tip

prostora Y .

Neka je X topoloxki prostor sa potprostorom A ⊆ X, i neka je i : A ↪→

X inkluzija. Neprekidno preslikavaǌe f : X // A naziva se:

• retrakcija ako je f |A = idA;

• deformacijska retrakcija ako je f retrakcija i i ◦ f : X //X homo-

topno identitetu idX.

• jaka deformacijska retrakcija ako postoji homotopska ekvivale-

ncija F : X × I // X izme�u i ◦ f i idX koja je konstantna na A,

odnosno, F (a, t) = a za svako t ∈ I i a ∈ A.

U tom sluqaju ka�e se da je A retrakt, deformacijski retrakt, odnosno

jak deformacijski retrakt od X.

Ka�e se da je prostor X kontraktibilan ako je homotopski ekviva-

lentan taqki X ' ?. To je ekvivalentno qiǌenici da je identitet idX

nulhomotopan, odnosno homotopan konstantnom preslikavaǌu.

Za apstraktne simplicijalne komplekse K i L ka�emo da su homo-

topno ekvivalentni ako su ǌihove geometrijske realizacije |K| i |L|

homotopno ekvivalentne. Generalno, kada god govorimo o topoloxkim

svojstvima apstraktnog simplicijalnog kompleksa, govorimo o ǌegovoj

geometrijskoj realizaciji.

Neka je K simplicijalni kompleks i σ, τ ∈ K simpleksi takvi da je:
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(1) τ ⊂ σ;

(2) σ je maksimalan simpleks, i nijedan drugi maksimalan simpleks ne

sadr�i τ .

Simplicijalni kolaps je odstraǌeǌe svih simpleksa γ takvih da je τ ⊆

γ ⊆ σ. Ako uz to imamo dim τ = dimσ − 1 onda se radi o elementa-

rnom kolapsu. Simplicijalni kolapsi su znaqajni jer dovode do jake

deformacijske retrakcije, odnosno do homotopske ekvivalencije. Daǉe,

simplicijalni kompleks K je kontraktibilan ako i samo ako postoji niz

kolapsa i ekspanzija (antikolapsa, inverzna operacija od kolapsa) koji

vode od K do nekog tjemena i obrnuto.

Za simplicijalni kompleks K sa skupom tjemena V (K) ka�emo da je

konus sa vrhom v ∈ V (K) ako za svaki simpleks σ ∈ K va�i da je σ∪{v} ∈

K. Ako je simplicijalni kompleks K konus sa vrhom v onda je ǌegova

geometrijska realizacija kontraktibilna.

�elijski kompleks je buket sfera ako se sastoji od kd �elija dimenzije

d kao i jedine 0-�elije α tako da se sve �elije sijeku u α i nigdje

drugo. Buket sfera zapisujemo sa
∨
kd
Sd. U kombinatornoj topologiji,

simplicijalni kompleksi qesto imaju homotopski tip buketa sfera.

Potrebne su nam i slede�e leme.

Lema 4 (Lema 2.5, [24]). Ako je K konaqan simplicijalni kompleks, onda

je topoloxki prostor |K| kompaktan. Obrnuto, ako je podskup A od |K|

kompaktan, onda je A ⊂ |K0| za neki konaqan potkompleks K0 u K.

Treba obratiti pa�ǌu da je ova lema u [24] formulisana za sim-

plicijalne komplekse koji se nalaze u RN za neko N , xto ograniqava
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kardinalnost kompleksa K i dimenziju ǌegovih simpleksa. Me�utim, u

slede�em poglavǉu u [24], autor uklaǌa ova ograniqeǌa, tako da ovaj

rezultat va�i u generalnom sluqaju xto �emo i koristiti.

Potrebna nam je i lema kontraktibilnog potkompleksa:

Lema 5 (Haqer [13], tvr�eǌe 0.17). Neka su K i L simplicijalni kom-

pleksi tako da je L kontraktibilan potkompleks u K. Onda su K/L i K

homotopno ekvivalentni.

U istra�ivaǌu homotopskog tipa kompleksa vixe puta �emo koristi-

ti tereomu �.H.K. Vajtheda koja nam govori da je preslikavaǌe izme�u

CW-kompleksa koje indukuje izomorfizme na svim homotopskim grupama

homotopska ekvivalencija.

Teorema 6 (Teorema Vajtheda, [13] teorema 4.5.). Ako je f : X // Y pre-

slikavaǌe izme�u dva povezana CW kompleksa koje indukuje izomorfizme

f? : πn(X) // πn(Y ) za svako n, onda je f homotopska ekvivalencija. U slu-

qaju kada je f inkluzija potkompleksa X ↪→ Y onda je X deformacijski

retrakt od Y . Posebno, ako je πn(X) trivijalna za svako n, onda je X

kontraktibilan.
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Glava 3

DISKRETNA TEORIJA MORSA

Pretpostavimo da imamo konaqan simplicijalni kompleks K. Qesto

je sluqaj da K ima CW dekompoziciju sa mnogo maǌe �elija nego u

originalnoj simplicijalnoj dekompoziciji. Kako mo�emo na�i takvu

,,efikasnu” CW dekompoziciju kompleksa K? Upravo je diskretna te-

orija Morsa koju je uveo Robin Forman ([11, 12]) znaqajna alatka koja

olakxava analizu homotopskog tipa konaqnih kompleksa tako xto sma-

ǌuje veliqinu kompleksa istovremeno quvaju�i homotopski tip. Ova

teorija razvijena u 1990-tim godinama je kombinatorni analog origi-

nalne Morsove teorije, koju je razvio Marston Mors u 20-tim godinama

proxlog vijeka. Originalna teorija se bavi analizom ekvivalencije ge-

neralnih topoloxkih prostora dok diskretna teorija Morsa daje sliqne

metode za analizu topoloxkih prostora koji imaju diskretnu strukturu.

Neka je K simplicijalni kompleks. Mo�emo sagledati diskretnu te-

oriju Morsa kao generalizaciju teorije simplicijalnih kolapsa. Neka

je {σ, τ} par simpleksa u K takvih da je σ ⊂ τ i dimσ = dim τ − 1. Da
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3 Diskretna teorija Morsa

bismo imali elementaran kolaps τ na σ, τ mora biti maksimalan sim-

pleks i jedini maksimalan simpleks u kompleksu koji sadr�i σ. Tada

mo�emo odstraniti unutraxǌost ta dva simpleksa σ i τ . Vidimo da

niz simplicijalnih kolapsa mo�emo kombinatorno gledati kao skup pa-

rova simpleksa {σ, τ} koji oznaqavaju svaki simplicijalni kolaps. Me-

�utim, proizvoǉni skup uparivaǌa simpleksa ne predstavǉa nu�no i

niz simplicijalnih kolapsa. Upravo diskretna teorija Morsa je metod

uparivaǌa simpleksa na naqin koji daje niz simplicijalnih kolapsa,

tako da kompleks svedemo na xto maǌi broj �elija kako bismo odredili

ǌegov homotopski tip.

3.1 Diskretna Morsova funkcija

Neka je K konaqan simplicijalni kompleks i preslikavaǌe f : K //N.

Razmislimo o mogu�em svojstvu da za svaki par simpleksa α, β ∈ K gdje

je α lice simpleksa β imamo da je f(α) < f(β) (uvijek mo�emo na�i makar

jedno takvo preslikavaǌe f tako xto definixemo da je f(α) = d gdje je

d dimenzija simpleksa α). Diskretna Morsova funkcija gotovo da ima

ovo svojstvo, to jest, ima najvixe jednu ,,grexku” lokalno. Ova ideja je

formalizovana u slede�oj definiciji:

Definicija 7. Neka je K simplicijalni kompleks. f : K //N je diskretna

Morsova funkcija ako za svaki simpleks α(d) ∈ K va�i da:

1. f(β(d+1)) ≤ f(α(d)) za najvixe jedan simpleks β(d+1) ⊃ α(d)

2. f(β(d−1)) ≥ f(α(d)) za najvixe jedan simpleks β(d−1) ⊂ α(d)
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3 Diskretna teorija Morsa

Kao jednostavan primjer razmotrimo sliku 3.1. Kompleks je ,,prazan”

trougao gdje su taqke (0-simpleksi) i ivice (1-simpleksi) obiǉe�eni

ǌihovim vrijednostima. Primjetimo da u drugom dijelu slike, primjer

(ii), vrijednosti koje su zadate su takve da simpleks f−1(0) (doǌa ivica

trougla) ima dva lica (tjemena) koja imaju ve�e vrijednosti. Stoga,

ovaj simpleks krxi drugo pravilo diskretne Morsove funkcije, pa ovaj

primjer numerisaǌa simpleksa nije diskretna Morsova funkcija. S

druge strane, primjer dat u dijelu (i) slike 3.1 zadovoǉava aksiome

diskretne Morsove funkcije.

2
5

4

1

0

3

(i)

1

5

2 4

0
3

(ii)

Slika 3.1: (i) jeste diskretna Morsova funkcija, (ii) nije diskretna

Morsova funkcija

Slede�a definicija identifikuje simplekse koji nemaju nijednu lo-

kalnu ,,grexku” u odnosu na svojstvo monotonosti f(α) < f(β) gdje je α

lice simpleksa β.

Definicija 8. Za diskretnu Morsovu funkciju f , α(d) ∈ K je kritiqna

taqka ako va�i da:

• f(β(d+1)) > f(α(d)) za svaki simpleks β(d+1) ⊃ α(d)

• f(β(d−1)) < f(α(d)) za svaki simpleks β(d−1) ⊂ α(d)
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3 Diskretna teorija Morsa

Iz same definicije diskretne Morsove funkcije mo�e se pokazati

da svaki simpleks zadovoǉava makar jedan od uslova za test kritiqne

taqke, odnosno da se uslovi 1 i 2 u definiciji 7 ne mogu istovremeno

desiti.

Lema 9 (Lema 2.5 u [11]). Neka je f diskretna Morsova funkcija defini-

sana na kompleksu K, i neka je α(d) neki simpleks u K. Ne postoje sim-

pleksi γ(d−1) ⊂ α(d) ⊂ β(d+1) takvi da je f(γ(d−1)) ≥ f(α(d)) ≥ f(β(d+1)).

Dokaz. Pretostavimo suprotno, da za neki simpleks α(d) ∈ K imamo da

je γ(d−1) ⊂ α(d) ⊂ β(d+1) tako da je f(γ(d−1)) ≥ f(α(d)) ≥ f(β(d+1)). Posma-

trajmo neko drugo lice simpleksa β(d+1) koje sadr�i γ(d−1), odnosno sim-

pleks α
(d)
2 6= α(d) tako da γ(d−1) ⊂ α

(d)
2 ⊂ β(d+1). Prema definiciji dis-

kretne Morsove funkcije moramo imati f(γ(d−1)) < f(α
(d)
2 ) pa je prema

tome f(β(d+1)) ≤ f(α(d)) i f(β(d+1)) < f(α
(d)
2 ) qime dolazimo do kontradik-

cije.

Sada mo�emo navesti glavnu teoremu diskretne teorije Morsa:

Teorema 10 (Teorema 2.5 [12]). Neka je K simplicijalni kompleks sa dis-

kretnom Morsovom funkcijom. Onda je K homotopan CW kompleksu sa po

jednom �elijom dimenzije d za svaki kritiqan simpleks dimenzije d.

Dakle, diskretna Morsova funkcija daje naqin konstrukcije simpli-

cijalnog kompleksa tako xto pridru�ujemo simplekse redom koji je de-

finisan funkcijom, odnosno, prvo dodajemo simplekse koji imaju najma-

ǌu vrijednost.
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3 Diskretna teorija Morsa

3.2 Gradijentno vektorsko poǉe

Mo�e se odmah primijetiti da za bilo koji kompleks definisaǌe dis-

kretne Morsove funkcije nije texko, dovoǉno je da uzmemo f(α(d)) = d.

Me�utim, u tom sluqaju svaki simpleks bi bio kritiqan pa bi teorema

10 bila samo neinteresantna konstatacija. S druge strane, odre�ivaǌe

diskretne Morsove funkcije koja daje interesantan rezultat je mnogo

ve�i izazov. Iz pomenute teoreme smo vidjeli da se kompleks mo�e

lakxe analizirati ukoliko imamo maǌe kritiqnih simpleksa. Kako

onda generalno numerisati svaki simpleks tako da zadovoǉava aksiome

Morsove funkcije a da pri tom imamo xto maǌe kritiqnih simpleksa?

Na sre�u, u praksi ne moramo eksplicitno odrediti diskretnu Morsovu

funkciju. Dovoǉno je odrediti gradijentno vektorsko poǉe za Morsovu

funkciju, xto �emo i objasniti u ovom dijelu poglavǉa.

Ilustrujmo ovu ideju primjerom (i) slika 3.1. Nekritiqni simpleksi

dolaze u parovima. U ovom primjeru, f−1(1) nije kritiqan simpleks

zato xto ima lice koje je numerisano ve�im brojem (to je tjeme f−1(2)).

Odnosno, obrnuto gledano f−1(2) nije kritiqan simpleks zato xto je

sadr�an u simpleksu ve�e dimenzije f−1(1) koji ima maǌu vrijednost.

Prema lemi 9, svaki nekritiqan simpleks je sadr�an u taqno jednom

paru, i taj par mo�emo oznaqiti tako xto �emo nacrtati strelicu od

maǌeg ka ve�em simpleksu. U ovom primjeru strelica ide od tjemena

f−1(2) do ivice f−1(1). Sliqno tome, imamo strelicu koja ide od tjemena

f−1(4) do ivice f−1(3) (vidjeti sliku 3.2).
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2
5

4

1

0

3

Slika 3.2: Gradijentno vektorsko poǉe za diskretnu Morsovu funkciju

prikazanu u primjeru (i) slika 3.1

Ovaj proces mo�emo primijeniti na bilo koji simplicijalni kom-

pleks sa diskretnom Morsovom funkcijom. Za svaki nekritiqan sim-

pleks α(d) za koji postoji α(d) ⊂ β(d+1) takav da je f(β) ≤ f(α), crtamo

strelicu koja ide od α do β (uvijek od maǌeg ka ve�em simpleksu). Slika

3.3 ilustruje malo slo�eniji primjer.

10

3 0

12 17

5

7

6

4 9
8

2

15 13 1 19
14 18

11 16

Slika 3.3: Jox jedan primjer diskretne Morsove funkcije i ǌenog gra-

dijentnog vektorskog poǉa

Iz leme 9 proizilazi da svaki simpleks α zadovoǉava taqno jedan od

slede�ih uslova:

25



3 Diskretna teorija Morsa

1. α je rep taqno jedne strelice.

2. α je vrh taqno jedne strelice.

3. α nije ni rep ni vrh nijedne strelice.

Primjetimo da je simpleks kritiqan ako i samo ako nije ni rep ni vrh

nijedne strelice, odnosno ako zadovoǉava tre�i uslov. Na primjeru na

slici 3.3 kritiqni simpleksi su f−1(0) i f−1(13). Teorema 10 nam govori

da je ovaj kompleks homotopski ekvivalentan CW kompleksu sa taqno

jednom 0-�elijom i jednom 1-�elijom, odnosno, homotopan je kru�nici.

Ove ,,strelice” ili ,,vektore” sa repom u α(d) i vrhom u β(d+1), mo�emo

posmatrati kao parove {α(d), β(d+1)} koji definixu diskretno vektorsko

poǉe.

Definicija 11. Diskretno vektorsko poǉe V simplicijalnog kompleksa

K je skup parova {α(d), β(d+1)} gdje je α(d) ⊂ β(d+1), tako da se svaki simpleks

u kompleksu nalazi u najvixe jednom paru.

Prema tome, za datu diskretnu Morsovu funkciju f : K // N mo�emo

konstruisati diskretno vektorsko poǉe tako xto formiramo parove

{α(d), β(d+1)} kad god imamo f(α(d)) ≥ f(β(d+1)) i α(d) ⊂ β(d+1). Takvo dis-

kretno vektorsko poǉe zovemo gradijentno vektorsko poǉe od f . Kao xto

�emo vidjeti kasnije, lakxe je raditi sa diskretnim vektorskim poǉem,

odnosno sa strelicama, nego sa diskretnom Morsovom funkcijom.

Vidjeli smo da kada imamo diskretnu Morsovu funkciju f , direktno

mo�emo definisati diskretno vektorsko poǉe formiraju�i parove sim-

pleksa, ali kada va�i obrnuto? Odnosno, kada je diskretno vektorsko
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3 Diskretna teorija Morsa

poǉe simplicijalnog kompleksa K ujedno i gradijentno vektorsko poǉe

neke diskretne Morsove funkcije f? Da bismo odgovorili na to pitaǌe,

treba nam definicija V -putaǌe.

Neka je V diskretno vektorsko poǉe simplicijalnog kompleksa K.

V -putaǌa je niz simpleksa

α
(d)
0 , β

(d+1)
0 , α

(d)
1 , β

(d+1)
1 , α

(d)
2 , . . . , β(d+1)

r , α
(d)
r+1 (3.2.1)

tako da za svako i = 0, . . . , r imamo {αi, βi} ∈ V i βi ⊃ αi+1 6= αi. Ka�emo da

je takva putaǌa zatvorena ako je α0 = αr+1 za neko r > 0. Ova definicija

nam je potrebna radi slede�eg rezultata:

Teorema 12 (Teorema 3.4 [12]). Neka je V gradijentno vektorsko poǉe dis-

kretne Morsove funkcije f . Onda je niz simpleksa kao u (3.2.1) V -putaǌa

ako i samo ako je αi ⊂ βi ⊃ αi+1 za svako i = 0, . . . , r, i

f(α0) ≥ f(β0) > f(α1) ≥ f(β1) > · · · ≥ f(βr) > f(αr+1).

Prema tome V -putaǌe su upravo nizovi simpleksa du� kojih se vri-

jednosti funkcije f smaǌuju. Ova teorema upravo ukazuje da ako je V

gradijentno vektorsko poǉe, da ne postoje zatvorene V -putaǌe. Glavna

teorema koju navodimo u ovom dijelu poglavǉa je da je i suprotan iskaz

taqan.

Teorema 13 (Teorema 3.5. u [12]). Diskretno vektorsko poǉe V je gra-

dijentno vektorsko poǉe neke diskretne Morsove funkcije ako i samo ako

nema zatvorenih V -putaǌa.
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3.3 Kombinatorni aspekti

Za dati kompleks K posmatramo ǌegov Haseov dijagram, odnosno, par-

cijalno ure�en skup simpleksa u K koji su ure�eni relacijom ,,biti

lice”. Tjemena dijagrama su simpleksi u kompleksu, dok su segmentima

povezani susjedni elementi ure�eǌa, odnosno dva simpleksa su susjedna

ako je jedan simpleks lice drugog i razlika u ǌihovim dimenzijama

iznosi 1. Haseov dijagram mo�emo posmatrati i kao usmjereni graf

(digraf). Tjemena su simpleksi u kompleksu, i postoji usmjerena ivica

od β do α ako i samo ako je α lice simpleksa β i dimα = dim β − 1. Neka

je V diskretno vektorsko poǉe kompleksa K. Modifikujemo opisani di-

graf na slede�i naqin: za svaki par {α(d), β(d+1)} ∈ V okrenemo smjer

ivice izme�u α i β (primjer na slici 3.4). Prema tome, kombinatorno

gledano, diskretno vektorsko poǉe mo�emo prikazati kao djelimiqno

uparivaǌe susjednih simpleksa na Haseovom dijagramu. Neupareni od-

nosno kritiqni simpleksi su oni od kojih sve usmjerene ivice vode samo

ka simpleksima maǌe dimenzije. Ako je svaki simpeks u kompleksu sa-

dr�an u nekom paru u V onda ka�emo da imamo potpuno uparivaǌe na

Haseovom dijagramu.

Sada V -putaǌu mo�emo posmatrati kao usmjerenu putaǌu na ovom

modifikovanom grafu. Slede�i rezultat je lako provjeriti:

Teorema 14 (Teorema 6.2. [12]). Za dato diskretno vektorsko poǉe V ne

postoje zatvorene V -putaǌe ako i samo ako ne postoje zatvorene usmjerene

putaǌe na odgovaraju�em usmjerenom Haseovom dijagramu.

Dakle, diskretno vektorsko poǉe je gradijentno vektorsko poǉe ako
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{3}

{1} {2}

{1, 3} {2, 3}

{1, 2}

{1, 2, 3}
{1, 2} {1, 3} {2, 3}

{1, 2, 3}

{1} {2} {3}

(i)

{3}

{1} {2}

{1, 3} {2, 3}

{1, 2}

{1, 2} {1, 3} {2, 3}

{1, 2, 3}

{1} {2} {3}

(ii)

Slika 3.4: Od diskretnog vektorskog poǉa do usmjerenog Haseovog di-

jagrama

i samo ako je djelimiqno uparivaǌe na Haseovom dijagramu acikli-

qno. Glavnu teoremu diskretne Morsove teorije sada mo�emo ponovo

izraziti sa kombinatorne taqke gledixta. Potrebno je naglasiti da se

obiqno ukǉuquje prazan skup u Haseovom dijagramu dok mi ranije nismo

ukǉuqivali prazan skup u diskretnom vektorskom poǉu.

Teorema 15. Neka je V acikliqno djelimiqno uparivaǌe na Haseovom di-

jagramu simplicijalnog kompleksa K (pretpostavimo da prazan skup nije

uparen sa nekim simpleksom). Neka je ud broj neuparenih d-simpleksa. Onda

je K homotopno ekvivalentan CW kompleksu sa taqno ud �elija dimenzije

d, za svako d ≥ 0.
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Haseov dijagram simplicijalnog kompleksa koji je modifikovan na

gore pomenuti naqin (za parove u V ivice idu od simpleksa maǌe ka

simpleksu ve�e dimenzije, za ostale smjer ivice je od simpleksa ka ǌe-

govim licima) obiǉe�i�emo sa D = D(K,V ). Odnosno D = D(K,V ) je

digraf qija su tjemena simpleksi u K, i usmjerenim ivicama od σ do τ

ako i samo ako va�i neki od slede�ih uslova:

1. {σ, τ} ∈ V (σ ⊂ τ)

2. {σ, τ} /∈ V i σ = τ + x za neko x /∈ τ .

Za refleksivno i tranzitivno zatvoreǌe relacije ,,ivica” od σ do τ

u D, ka�emo da postoji usmjerena putaǌa od σ do τ u D i pixemo σ −→ τ .

Za familije M i N pixemo M−→ N ako postoji M ∈ M i N ∈ N tako

da M −→ N . Simbol 6−→ oznaqava da ne postoji takva usmjerena putaǌa.

Mo�e se lako pokazati da je diskretno vektorsko poǉe V acikliqno ako

je D acikliqan, odnosno, ako iz σ −→ τ i τ −→ σ slijedi da je σ = τ . Za

vixe detaǉa, vidjeti [15] i [28].

3.4 Simplicijalna teorija Morsa

Diskretna teorija Morsa qesto se primjeǌuje u ciǉu dokazivaǌa

da je neki topoloxki prostor X homotopno ekvivalentan buketu sfera,

ili makar za raqunaǌe homoloxkih grupa prostora X. U nekim situ-

acijama mo�e se na�i gradijentno vektorsko poǉe V tako da nema kri-

tiqnih �elija u susjednim dimenzijama, xto rjexava pitaǌe raqunaǌa

homoloxkih grupa prostora X. Me�utim, kako bi odredili homotopski

tip, mora se na neki naqin zakǉuqiti da su kritiqne �elije nezavisne
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jedna od druge. Originalna diskretna teorija Morsa koju je uveo Robin

Forman u radu [11] mo�e se primijeniti na mnogo ve�u klasu �elijskih

kompleksa, a u ovom dijelu poglavǉa, fokus je na primjenu ove teorije

na simplicijalne komplekse. Detaǉnija analiza simplicijalne teorije

Morsa mo�e se na�i u [28] i [15] qiji pristup usvajamo.

Poqe�emo sa teoremom koja ukazuje da je mogu�e uraditi kolaps sim-

plicijalnog kompleksa na ǌegov potkompleks ukoliko taj potkompleks

sadr�i sve kritiqne simplekse i ne postoji usmjerena putaǌa od tog

potkompleksa do simpleksa koji nisu u tom potkompleksu.

Teorema 16 (Jonson teorema 4.4. [15]). Neka je K0 potkompleks u K takav

da K0 6−→ K \K0 i takav da svi kritiqni simpleksi pripadaju K0. Onda

je mogu� kolaps od K na K0. Posebno, K i K0 su homotopno ekvivalentni.

Prema tome K nema homologiju u dimenziji koja je strogo ve�a od dimK0.

Dokaz. Prema pretpostavci, restrikcija gradijentnog vektorskog poǉa

na K \ K0 daje potpuno uparivaǌe, odnosno svaki simpleks u K \ K0 je

sadr�an u nekom paru. Naime, ako je simpleks τ ∈ K \ K0 uparen sa

σ ∈ K0, τ 6⊂ σ jer je K0 potkompleks, pa je σ ⊂ τ . Prema tome imamo

σ −→ τ , xto je kontradikcija. Dokazujemo lemu indukcijom po |K \K0|.

Ako je K = K0, dokaz je gotov. U protivnom, neka je σ simpleks u K \K0

takav da nijedna ivica u digrafu D ne zavrxava u σ (s obzirom da je

D acikliqan i s obzirom na pretpostavku K0 6−→ K \K0 takav simpleks

uvijek postoji). Dakle σ je uparen sa nekim simpleksom ve�e dimenzije

τ ∈ K \K0, i σ nije lice nijednog drugog simpleksa. Prema tome, kolaps

kompleksa K na potkompleks K \{σ, τ} je mogu�. Induktivno dolazimo do

zakǉuqka da je kolaps K \ {σ, τ} na K0 mogu�, qime je dokaz zavrxen.
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Naredne teoreme koje koristimo mogu se na�i u [15] (vidjeti dokaz

teoreme 4.11 u [15] i ǌene posǉedice), gdje autor primjeǌuje Formanove

teoreme diskretne teorije Morsa kako bi pokazao da kompleks mo�emo

podijeliti na vixe potkompleksa ukoliko nema usmjerenih putaǌa iz-

me�u tih potkompleksa u digrafu D. Onda je kompleks homotopno ekvi-

valentan buketu tih maǌih potkompleksa.

Neka je V gradijentno vektorsko poǉe konaqnog simplicijalnog kom-

pleksa K, i neka je U(K,V ) skup kritiqnih simpleksa u K u odnosu na V .

Za neprazan skup kritiqnih simpleksa V ⊆ U(K,V ), razmatramo slede�i

potkompleks u K:

KV = {τ ∈ K : σ −→ τ, za neko σ ∈ V}

Uzimamo da je V ⊆ KV . Kada V sadr�i taqno jedan simpleks σ, ovaj

potkompleks obiǉe�avamo sa Kσ.

Lema 17 (Jonson [15]). KV je simplicijalni kompleks. Ako je {σ, τ} ∈ V

sa σ ⊂ τ i τ ∈ KV , onda je σ ∈ KV . Odnosno,

U(KV , VV) = KV ∩ U(K,V ),

gdje je VV restrikcija od V na KV .

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je σ simpleks najve�e dimenzije

takav da σ /∈ KV i takav da postoji tjeme {y} sa svojstvom σ + y ∈ KV .

S obzirom da imamo V −→ σ + y, onda imamo par {σ, σ + y} ∈ V jer bi u

suprotnom (σ+ y, σ) bila ivica u D. Prema tome, σ+ y /∈ U(K,V ). Dakle,

postoji ivica (τ, σ + y) u D tako da je τ ∈ KV . Poxto {τ, σ + y} 6∈ V , mora

biti da je σ + y ⊂ τ ; prema tome, postoji z 6= y tako da je τ = σ ∪ {y, z}.
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3 Diskretna teorija Morsa

Prema pretpostavci maksimalnosti simpleksa σ van KV koji ima dato

svojstvo, imamo da je σ + z ∈ KV . Me�utim zato xto {σ, σ + z} 6∈ V mora

biti da je (σ + z, σ) ivica u D qime dolazimo do kontradikcije.

Slede�a teorema je adaptirana iz [15].

Teorema 18. Neka je familija V ⊆ U(K,V ) takva da je Σ = KV∩KU\V nepra-

zan i kontraktibilan potkompleks. Onda je K homotopno ekvivalentan

buketu KV ∨KU\V .

Dokaz. Prema teoremi 16 i lemi 17, K je homotopno ekvivalentan KU ;

dakle mo�emo pretpostaviti da je K = KU = KV ∪ KU\V . Prema lemi

kontraktibilnog potkompleksa (lema 5), K je homotopan koliqniqkom

kompleksu K/Σ. Prema istoj lemi (lema 5), KV ∨ KU\V je homotopno

ekvivalentan (KV/Σ) ∨ (KU\V/Σ). Prema tome,

K/Σ ' (KV/Σ) ∨ (KU\V/Σ)

Direktna posǉedica ove teoreme je slede�i rezultat:

Posǉedica 19. Neka je U(K,V ) familija k razliqitih kritiqnih simple-

ksa, U(K,V ) = {σ1, . . . , σk} tako da je dimσ1 = 0 i dimσi > 0 za sve 1 < i ≤ k.

Daǉe, pretpostavimo da za svako 1 < i ≤ k, jedini kritiqni simpleksi

u Kσi su σ1 i σi. Onda je K homotopno ekvivalentan
∨k
i=1Kσi, odnosno

K '
∨k
i=1 S

dimσi.

Dokaz. Neka je S bilo koji podskup skupa kritiqnih simpleksa, S ⊂

U(K,V ), i neka σi /∈ S. S obzirom na pretpostavku da za kritiqni sim-

pleks dimenzije ve�e od 0 va�i da ǌegov kompleks sadr�i samo dva kri-

tiqna simpleksa (0-simpleks σ1 i taj dati kritiqni simpleks), onda je
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3 Diskretna teorija Morsa

σ1 jedini kritiqni simpleks u Σ = Kσi ∩ KS pa je stoga Σ neprazan i

kontraktibilan. Kako ovo va�i za bilo koji podskup skupa kritiqnih

simpleksa, indukcijom po broju kritiqnih simpleksa i primjenom te-

oreme 18 dokazujemo ovu posǉedicu. Prema tome, K '
∨k
i=1Kσi, a svaki

od potkompleksa Kσi je homotopno ekvivalentan CW kompleksu sa jednom

0-�elijom i jednom �elijom dimenzije dimσi qija je granica zalijepǉena

na tu 0-�eliju xto je upravo sfera dimenzije dimσi. Prema tome imamo

da je K '
∨k
i=1 S

dimσi

Ova posǉedica nam govori da ukoliko mo�emo da odredimo acikliqno

vektorsko poǉe sa datim uslovima, mo�emo pokazati da je kompleks ho-

motopan buketu sfera. Me�utim to je dovoǉan ali ne i neophodan uslov

da bi kompleks bio homotopan buketu sfera. Navex�emo primjer koji to

ilustruje, odnosno primjer kompleksa i gradijentnog vektorskog poǉa

za taj kompleks, tako da je kompleks homotopan buketu sfera koje odgo-

varaju kritiqnim simpleksima, a pri tom postoji kritiqan simpleks σ

takav da Kσ osim σ i kritiqnog 0-simpleksa sadr�i i neki drugi kri-

tiqan simpleks.

v1

v2

v3

v4

v6

v7

v8

v9

Slika 3.5: Kompleks L
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3 Diskretna teorija Morsa

Posmatramo kompleks L sa 9 tjemena koji je konstruisan na slede�i

naqin: tjemena v2, . . . , v9 su tjemena prazne kocke qije su qetiri strane

podijeǉene na po dva trougla, a preostale dvije suprotne strane dija-

gonalama su podijeǉene na po qetiri trougla i izvrxena je identifi-

kacija tih centara koje �emo oznaqati tjemenom v1 (slika 3.5, strana sa

tjemenima v2, v3, v4, v5 je tako�e podijeǉena dijegonalama qiji je centar

tjeme v1). Kako je izvrxena identifikacija tjemena koja su presjeci di-

jagonala na tim suprotnim stranama, kompleks L je homotopan buketu

S1 ∨ S2.

v2 v3 v4 v5 v2

v6 v7 v8 v9 v6

v1

v1

Slika 3.6: Vektorsko poǉe kompleksa L

Na slici 3.6 prikazano je vektorsko poǉe za ovaj kompleks. Stre-

lice koje idu od simpleksa maǌe do simpleksa ve�e dimenzije pri-

kazuju koji su simpleksi upareni. Lako je uoqiti da je ovo vektor-

sko poǉe acikliqno i da su jedini kritiqni simpleksi {v1}, {v2, v6} i
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3 Diskretna teorija Morsa

{v2, v5, v9}. Prema tome za svaki kritiqan simpleks imamo sferu iste

dimenzije, odnosno L '
∨3
i=1 S

dimσi. Me�utim kako imamo usmjerenu pu-

taǌu {v2, v5, v9} → {v2, v6} potkompleks K{v2,v5,v9} sadr�i sva tri kritiqna

simpleksa pa uslovi posǉedice 19 nisu zadovoǉeni.
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Glava 4

URE�AJNI KOMPLEKS IDEALA

Za bilo koji djelimiqno ure�en skup P , mo�e se definisati apstrak-

tan simplicijalni kompleks, odnosno ure�ajni kompleks ∆(P ). Tjemena

kompleksa ∆(P ) su elementi skupa P iz kojeg iskǉuqujemo najmaǌi i

najve�i element (ukoliko postoje) a za n-simplekse uzimaju se lanci

n + 1 elemenata iz skupa P . Ure�ajni kompleks praznog skupa P je pra-

zan simplicijalni kompleks. Djelimiqno ure�eni skupovi se pojavǉuju

u mnogim oblastima, pa time i ure�ajni kompleksi. Za neke skoraxǌe

i interesantne primjere ure�ajnih kompleksa u algebarskom kontekstu,

qitalac mo�e pogledati [8, 14, 19, 20, 26, 29, 31]. Za opxte informacije

o ure�ajnim kompleksima, preporuqujemo [17, 33].

U radu V.A. Vasiǉeva Topology of discriminants and their complements [32]

pomenut je ure�ajni kompleks pridru�en djelimiqno ure�enom skupu ne-

trivijalnih ideala u komutativnom prstenu sa jedinicom. Ova glava
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4 Ure�ajni kompleks ideala

bavi se izuqavaǌem tog kompleksa i odre�ivaǌem homotopskog tipa ǌe-

gove geometrijske realizacije za generalne komutativne prstene sa jedi-

nicom. Nakon definicije, posmatramo ovaj ure�ajni kompleks za sluqa-

jeve kada je prsten lokalan, semilokalan i kada ima beskonaqno mnogo

maksimalnih ideala. Za svaki od ovih sluqajeva odre�ujemo homotopski

tip time kompletiraju�i rezultat za generalne komutativne prstene sa

jedinicom.

4.1 Definicija ure�ajnog kompleksa

Neka je R komutativan prsten sa jedinicom, i neka je I∗(R) skup svih

pravih ne-nula ideala u R. Ure�ajni kompleks ∆(R) sa skupom tjemena

I∗(R) definixe se na slede�i naqin:

{I0, I1, . . . , In} ∈ ∆(R) ako i samo ako I0 ⊂ I1 ⊂ · · · ⊂ In.

Na primjer, slika 4.1 ilustruje djelimiqno ure�en skup I∗(Z60), kao

i geometrijsku realizaciju ure�ajnog kompleksa |∆(Z60)|.

〈12〉 〈20〉 〈30〉

〈2〉 〈3〉 〈5〉

〈4〉 〈6〉 〈10〉 〈15〉

〈5〉 〈15〉 〈3〉

〈30〉

〈10〉 〈6〉

〈20〉 〈12〉
〈2〉

〈4〉

Slika 4.1: Primjer za prsten R = Z60
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4 Ure�ajni kompleks ideala

4.2 Ure�ajni kompleks za lokalne prstene

Tvr�eǌe 20. Ako je prsten R lokalan sa maksimalnim idealom M , onda

je |∆(R)| kontraktibilan.

Dokaz. Svaki pravi ideal u prstenu sadr�an je u maksimalnom idealu

M , pa se svaki lanac ideala I0 ⊂ I1 ⊂ · · · ⊂ Im (ukoliko Im 6= M) mo�e

proxiriti na lanac I0 ⊂ I1 ⊂ · · · ⊂ Im ⊂ M . Prema tome ure�ajni

kompleks ∆(R) je konus sa vrhom M pa mo�emo zakǉuqiti da je |∆(R)|

kontraktibilan.

4.3 Ure�ajni kompleks za semilokalne prstene

Pretpostavimo sada da je R semilokalan prsten sa n > 1 maksimalnih

ideala. Prvo �emo pokazati povezanost kompleksa.

Tvr�eǌe 21. Neka je R semilokalan prsten sa n > 1 maksimalnih idela,

tako da R nije izomorfan proizvodu dva poǉa. Tada je kompleks |∆(R)|

povezan.

Dokaz. Presjek bilo koja dva maksimalna ideala u prstenu nije trivi-

jalan. U suprotnom prsten bi bio izomorfan proizvodu dva poǉa xto je

kontradiktorno pretpostavci. Posmatramo graf koji je jednodimenzi-

onalni skelet kompleksa. Za netrivijalne prave ideale I i J u prstenu,

putaǌa na grafu koja pokazuje povezanost je I,MI ,MI ∩MJ ,MJ , J, gdje je

MI bilo koji maksimalan ideal koji sadr�i I, odnosno MJ bilo koji

maksimalan ideal koji sadr�i J.
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4 Ure�ajni kompleks ideala

Mo�emo primjetiti da za sluqaj kada je prsten R izomorfan pro-

izvodu dva poǉa, geometrijska realizacija kompleksa ∆(R) sastoji se

od dvije nepovezane taqke (u tom sluqaju kompleks nije povezan).

Kako bi odredili homotopski tip kompleksa prvo �emo posmatrati

semilokalne prstene u kojima je �ekobsonov radikal trivijalan.

Tvr�eǌe 22. Neka je R semilokalan prsten. Ako je |Max(R)| = n > 1 i

J(R) = {0}, onda je |∆(R)| ' ∆̇n−1.

Dokaz. S obzirom da J(R) = {0}, Kineska teorema o ostacima (teorema

3) nam govori da je R izomorfan direktnom proizvodu konaqno mnogo po-

ǉa, R ∼= F1× · · · ×Fn. Prema tome, svaki ne-nula pravi ideal u prestenu

je oblika I1 × · · · × In gdje je Ij ili {0} ili Fj, uz uslov da nije svaki

istovremeno {0} i da nije Ij = Fj za svako 1 ≤ j ≤ n. Time, imamo jedan-

na-jedan preslikavaǌe skupa I∗(R) na skup P({1, . . . , n}) \ {{1, . . . , n}, ∅}.

Dakle, simpleksi u ure�ajnom kompleksu su lanci pravih podskupova

skupa {1, . . . , n} pa je time jasno da je geometrijska realizacija ovog

ure�ajnog kompleksa upravo baricentriqna podjela ∆̇n−1.

001 010 100

011 101 110
110

101 011

100 010

001

Slika 4.2: Primjer za prsten R = F1 × F2 × F3

Par primjera mo�emo vidjeti na slikama 4.2 i 4.3 koje ilustruju
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4 Ure�ajni kompleks ideala

Haseov dijagram djelimiqno ure�enog skupa netrivijalnih ideala i ge-

ometrijsku realizaciju ure�ajnog kompleksa za sluqaj kada je n = 3

(slika 4.2), odnosno kada je n = 4 (slika 4.3). Kako bismo uprostili

notaciju, 110 oznaqava ideal F1 × F2 × {0} i sl. Na primjeru za prsten

sa qetiri maksimalna ideala treba obratiti pa�ǌu na identifikacije

koje pokazuju da je |∆(R)| u ovom sluqaju granica tetraedra.

0001 0010 0100 1000

0011 0101 0110 1001 1010 1100

0111 1011 1101 1110

0001

0010 0100

1000

0011 0101

0110 0110

1001

1010

1010

1100

1100

0111

1011 1101

1110 1110

1110

Slika 4.3: Primjer za prsten R = F1 × F2 × F3 × F4

Slede�e trvr�eǌe razmatra semilokalne prstene u kojima J(R) 6= {0}.

Tvr�eǌe 23. Neka je R semilokalan prsten. Ako J(R) 6= {0}, onda je |∆(R)|

kontraktibilan.
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4 Ure�ajni kompleks ideala

Dokaz. Prvo �emo pokazati da postoji maksimalan ideal M u prstenu

R takav da M ∩ I 6= {0} za svaki ne-nula ideal I u prstenu. Neka je

x bilo koji ne-nula element u J(R). Tvrdimo da je ideal 〈x〉 + Ann(x)

pravi ne-nula ideal. Naime, ako je 〈x〉 + Ann(x) = R, onda je 1 = rx + a,

za neki element r ∈ R i a ∈ Ann(x). S obzirom da je x ∈ J(R), po dobro

poznatom svojstvu �ekobsonovog radikala (tvr�eǌe 1), a = 1−rx ∈ U(R).

Kako je ax = 0 i a invertibilan, onda slijedi da je x = 0, xto dovodi

do kontradikcije.

Svaki ne-nula pravi ideal je sadr�an u nekom maksimalnom idealu u

prstenu, pa neka je M maksimalan ideal koji sadr�i 〈x〉+ Ann(x). Daǉe,

neka je I bilo koji ne-nula ideal, i neka je t bilo koji ne-nula element

u idealu I. Razmatramo element tx.

1) Ako je tx = 0, onda je t ∈ Ann(x), pa je t ∈ I ∩M . Prema tome imamo

i I ∩M 6= {0}.

2) Ako tx 6= 0, onda je tx ne-nula element u I∩M , pa imamo I∩M 6= {0}.

Sa K(M) obiǉe�i�emo potkompleks ure�ajnog kompleksa ∆(R) qija

su tjemena ne-nula ideali sadr�ani u maksimalnom idealu M . Oqi-

gledno je da je ovaj potkompleks konus sa vrhom M , pa je |K(M)| kon-

traktibilan.

Neka je I0 ⊂ I1 ⊂ · · · ⊂ In ⊂ R bilo koji lanac ideala u prstenu R,

odnosno neka je {I0, I1, . . . , In} bilo koji simpleks u ∆(R). Kako M ne-

trivijalno sijeqe svaki ne-nula ideal u R, imamo da je {0} 6= I0 ∩M ⊆

I1∩M ⊆ · · · ⊆ In∩M . Prema tome, {I0∩M, I1∩M, . . . , In∩M} je simpleks u

K(M) qija dimenzija svakako mo�e biti maǌa od dimenzije originalnog
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4 Ure�ajni kompleks ideala

simpleksa. Time imamo preslikavaǌe I 7→ I ∩M kojim dobijamo simpli-

cijalno preslikavaǌe f : |∆(R)| // |K(M)|. Tvrdimo da je ovo preslika-

vaǌe jak deformacijski retrakt. Naime, svaki simpleks {I0, . . . , In} u

∆(R) je lice simpleksa {I0 ∩ M, . . . , In ∩ M, I0, . . . , In} i naxe simplici-

jalno preslikavaǌe je nixta drugo do projekcija tog ve�eg simpleksa

na ǌegovo lice {I0∩M, . . . , In∩M}. Jasno je da je ovo (jak) deformacijski

retrakt s obzirom da se svaka taqka u |∆(R)| preslikava na ǌegovu sliku

du� linije unutar odgovaraju�eg simpleksa.

Prema tome, |∆(R)| ' |K(M)|, a ranije smo primijetili da je |K(M)|

kontraktibilan s obzirom da je konus. Stoga je ure�ajni kompleks za se-

milokalne prstene sa netrivijalnim �ekobsonovim radikalom kontrak-

tibilan.

Kao primjer mo�emo pogledati sliku 4.1 gdje je M = 〈2〉. Imamo

simplicijalno preslikavaǌe gdje se ideal 〈3〉 preslikava u 〈6〉, ideal

〈5〉 u 〈10〉, a ideal 〈15〉 se preslikava u 〈30〉. Ostaje kompleks saqiǌen od

xest trouglova sa zajedniqkim tjemenom 〈2〉.

4.4 Ure�ajni kompleks za prstene sa beskona-

qno mnogo maksimalnih ideala

Da bismo odredili homotopski tip ure�ajnog kompleksa za prstene

sa beskonaqno mnogo maksimalnih ideala, prvo �emo dokazati slede�u

lemu.

Lema 24. Neka je prsten R takav da je skup maksimalnih ideala Max(R)
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beskonaqan. Ako je K0 konaqan potkompleks u ∆(R), onda postoji potkom-

pleks K1 takav da je K0 potkompleks u K1 i |K1| je kontraktibilan.

Dokaz. Neka je K0 bilo koji konaqan potkompleks u ∆(R), i neka je

{I1, . . . , Im} skup svih tjemena u K0. Prvo �emo pokazati da postoji mak-

simalan ideal M u prstenu R takav da Ik ∩M 6= {0} za svako 1 ≤ k ≤ m.

Time �emo i ujedno pokazati da je |∆(R)| povezan.

Neka je Mk maksimalan ideal koji sadr�i Ann(Ik) i neka je M mak-

simalan ideal takav da M 6= Mk za svako 1 ≤ k ≤ m. Tvrdimo da

M ∩ Ik 6= {0}.

Po teoremi o izbjegavaǌu prostih ideala (teorema 2) imamo da M 6⊆

M1 ∪ · · · ∪Mm pa mo�emo odabrati element x ∈ M \ (M1 ∪ · · · ∪Mm). Neka

je k ∈ {1, . . . ,m}. S obzirom da x 6∈ Ann(Ik), postoji element tk ∈ Ik takav

da xtk 6= 0. Prema tome, element xtk je ne-nula element u M ∩ Ik. Dakle,

maksimalan ideal M netrivijalno sijeqe svaki ideal u K0, odnosno

M ∩ Ik 6= {0} za svako 1 ≤ k ≤ m.

Daǉe, dokaz je sliqan dokazu tvr�eǌa 23. Sa K1 obiǉe�imo potkom-

pleks K0 ∪K(M), gdje je K(M) potkompleks u ure�ajnom kompleksu ∆(R)

qija su tjemena svi ideali u R koji su sadr�ani u M . Konstruixemo

simplicijalno preslikavaǌe f : |K1| // |K(M)| koje je definisano na tje-

menima sa I 7→ I ∩M . Kao i ranije, ovo simplicijalno preslikavaǌe je

projekcija simpleksa na ǌegovo lice, xto nam pokazuje da je |K(M)| jak

deformacioni retrakt od |K1|. S obzirom da je |K(M)| kontraktibilan,

onda je i |K1| tako�e kontraktibilan.

Nakon dokaza ove leme mo�emo odrediti homotopski tip ure�ajnog

kompleksa |∆(R)| za prsten R sa beskonaqno mnogo maksimalnih ideala.
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Tvr�eǌe 25. Ako je skup maksimalnih ideala Max(R) beskonaqan, onda je

|∆(R)| kontraktibilan.

Dokaz. S obzirom da |∆(R)| ima homotopski tip CW-kompleksa, mo�emo

koristiti Vajthedovu teoremu (teorema 6). Treba da poka�emo da su

sve homotopske grupe u |∆(R)| trivijalne. Pretpostavimo da je n ≥ 1 i

da je g : Sn // |∆(R)| neprekidno preslikavaǌe. Slika g[Sn] je kompaktna,

pa prema lemi 4, postoji konaqan potkompleks K0 takav da je g[Sn] ⊆ |K0|.

Lema 24 nam govori da postoji potkompleks K1 takav da je K0 ⊂ K1 i

|K1| kontraktibilan. Stoga, preslikavaǌe g mo�emo faktorisati kroz

kontraktibilan prostor |K1| pa je homotopski trivijalno. Zakǉuqujemo

da je πn(|∆(R)|, ∗) trivijalna. Ovo va�i za svako n, pa prema teoremi

Vajtheda zakǉuqujemo da je |∆(R)| kontraktibilan.
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Glava 5

KOMPLEKS NEZAVISNOSTI

KOMAKSIMALNOG GRAFA

Bilo kojem grafu ili hipergrafu G mo�emo pridru�iti ǌegov kom-

pleks nezavisnosti i izuqavati topologiju ǌegove geometrijske reali-

zacije. Kompleks nezavisnosti (hiper)grafa je apstraktan simplici-

jalni kompleks kojeg qine nezavisni skupovi u G, odnosno skupovi koji

ne sadr�e nijednu ivicu kao svoj podskup.

U ovoj glavi bavimo se prouqavaǌem kompleksa nezavisnosti komak-

simalnog grafa i hipergrafa koji su pridru�eni komutativnim prste-

nima sa jedinicom, i odre�ujemo homotopski tip tih kompleksa. Skup

tjemena u komaksimalnom grafu qine elementi prstena R, i dva razli-

qita tjemena x i y su susjedna ako i samo ako je Rx + Ry = R. Ovaj

graf su prvobitno definisali Xarma i Batvadekar u [30], kada su do-

kazali da je hromatski broj konaqan ako i samo ako je i sam prsten

konaqan. Daǉe, ovaj graf koji obiǉe�avamo sa Γ(R), izuqavali su i
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5 Kompleks nezavisnosti komaksimalnog grafa

Maimani i drugi u [18] (oni su u stvari i skovali termin komaksima-

lan) i Mocoǌa i Petrovi� u [25], odredivxi strukturu komaksimalnog

grafa u sluqaju kada je broj maksimalnih ideala u prstenu R konaqan.

Sliqno tome, definixemo komaksimalan hipergraf H(R) kao generali-

zaciju komaksimalnog grafa: tjemena su elementi u prstenu R a ivice

su neprazni podskupovi u R koji su generatorski skupovi tog prstena,

odnosno {x0, x1, . . . , xn} je ivica ako i samo ako je Rx0 + · · ·+Rxn = R.

5.1 Definicija

Kompleks nezavisnosti komaksimalnog hipergrafa IndH(R) qine sim-

pleksi koji su nezavisni skupovi u H(R), odnosno, {x0, x1, . . . , xn} ∈ IndH(R)

ako i samo ako Rx0 + · · ·+ Rxn 6= R. Ovi simpleksi prirodno formiraju

simplicijalni kompleks s obzirom da ako neka (n+ 1)-torka ne generixe

qitav prsten, onda i bilo koji maǌi podskup ne generixe qitav prsten.

Primjetimo da je jednodimenzionalni skelet ovog kompleksa graf koji

je komplementan komaksimalnom grafu.

Simpleksi u kompleksu nezavisnosti komaksimalnog grafa IndΓ(R) su

nezavisni skupovi u Γ(R), odnosno simpleksi su skupovi {x0, x1, . . . , xn}

takvi da Rxi + Rxj 6= R za svaki par me�usobno razliqitih indeksa

0 ≤ i, j ≤ n. Kada imamo Rx0 + · · · + Rxn 6= R onda {xi, xj} nije ivica

u Γ(R) za bilo koji par me�usobno razliqitih indeksa 0 ≤ i, j ≤ n, tako

da je {x0, x1, . . . , xn} nezavisan skup u Γ(R) i prema tome qini simpleks

u IndΓ(R). Dakle, kompleks nezavisnosti komaksimalnog hipergrafa je

potkompleks kompleksa nezavisnosti komaksimalnog grafa. Stoga, prvo

�emo posmatrati kompleks nezavisnosti komaksimalnog hipergrafa i
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odrediti homotopski tip ǌegove geometrijske realizacije, a zatim �emo

pomo�u ovih rezultata odrediti homotopski tip kompleksa nezavisnosti

komaksimalnog grafa.

Oqigledno je da u ovim kompleksima elementi �ekobsonovog radi-

kala su povezani sa svakim neinvertibilnim tjemenom, dok su inver-

tibilni elementi izolovana tjemena. Stoga, interesantnije je posma-

trati komplekse u kojima su odstraǌena tjemena koja su invertibilni

elementi i tjemena koja su elementi u �ekobsonovom radikalu; uko-

liko ukǉuqimo elemente iz J(R) onda bi jednostavno uvijek imali kon-

traktibilane komplekse u sluqajevima kada J(R) 6= 0. Prema tome,

posmatra�emo komplekse nezavisnosti podgrafa komaksimalnog grafa

Γ′2(R) i podgrafa komaksimalnog hipergrafa H ′(R), sa skupom tjemena

V (Γ′2(R)) = V (H ′(R)) = R \ (U(R)∪ J(R)) (koristimo istu notaciju za pod-

graf Γ′2(R) kao u radu [18]). Obiǉe�i�emo ove komplekse sa IndΓ′
2(R) i

IndH′(R) i odrediti ǌihov homotopski tip.

Kompleks nezavisnosti komaksimalnog hipergrafa mo�emo defini-

sati i na ekvivalentan naqin: {x0, x1, . . . , xn} ∈ IndH′(R) ako i samo ako

postoji maksimalan ideal M u R takav da x0, x1, . . . , xn ∈M .

Odredi�emo homotopski tip kompleksa |IndH′(R)| i |IndΓ′
2(R)| direktnim

pristupom razmatraju�i tri sluqaja: (1) kada je prsten lokalan (2) kada

prsten ima beskonaqno mnogo ideala i (3) kada je prsten semilokalan.

Primjetimo da u sluqaju kada je prsten R lokalan sa maksimalnim

idealom M , rezultiraju�i kompleksi IndH′(R) i IndΓ′
2(R) su prazni s ob-

zirom da je svaki neinvertibilan element iz R sadr�an u M (imamo

J(R) = M).
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5.2 Konstriktivni kompleksi

Generalno, izuqavaǌe topologije kompleksa nezavisnosti predstavǉa

interesantan istra�ivaqki problem. U radu [10], autori Ehrenborg i

Hetei izuqavali su topologiju izvjesne klase kompleksa nezavisnosti,

tzv. konstriktivnih kompleksa. Autori su pokazali da je konstrikti-

van kompleks kontraktibilan ili homotopski ekvivalentan sferi. Za-

kǉuqci u vezi kompleksa nezavisnosti komaksimalnog grafa i hiper-

grafa sliqni su onima u vezi konstriktivnih kompleksa, pa je prirodno

zapitati se da li se ovi rezultati mogu dobiti dokazuju�i da kompleksi

nezavisnosti koje izuqavamo pripadaju klasi konstriktivnih kompleksa.

Ehrenborg i Hetei izuqavaju kompleks K u odnosu na ǌegova ne-lica,

odnosno, familiju {A ⊆ V (K) : A /∈ K}. Minimalno ne-lice simplici-

jalnog kompleksa naziva se ciklus.

Definicija 26. Simplicijalni kompleks K sa skupom tjemena V (K) je

konstriktivan ako je kompleks K granica simpleksa definisanog na skupu

tjemena V (K) ili ako postoji tjeme v ∈ V (K) koje pripada najvixe jednom

ciklusu, i sa slede�im svojstvima:

• v ne pripada nijednom ciklusu; ili

• v pripada jedinstvenom ciklusu B 6= V (K) i postoji tjeme u /∈ B

takvo da kontrahovaǌe ivice {u, v} daje konstriktivan kompleks,

gdje je ivica {u, v} kontraktibilna ako i samo ako ne postoji ciklus

koji sadr�i {u, v}.

Konstriktivan kompleks K je homotopno ekvivalentan tjemenu ili

granici nekog simpleksa.
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Iako �emo u ovoj glavi do�i do sliqnih zakǉuqaka u vezi homo-

topskog tipa, ispostavi�e se da kompleksi nezavisnosti koje prouqa-

vamo nisu uvijek konstriktivni, xto �emo pokazati kontraprimjerom.

Neka je R = Z/p2
1p2Z gdje su p1 i p2 razliqiti prosti brojevi. Razma-

tramo komplekse IndH′(R) i IndΓ′
2(R) koji su identiqni za ovaj prsten. Neka

je a bilo koje tjeme u kompleksu. S obzirom da elementi iz J(R) ne pri-

padaju skupu tjemena, a je djeǉivo sa p1 ili p2 ali ne i sa p1p2. Stoga,

geometrijska realizacija ovog kompleksa sastoji se od dva nepovezana

konusa, gdje je svaki konus saqiǌen od tjemena koja pripadaju jednom od

maksimalnih ideala, a ne nalaze se u �ekobsonovom radikalu (vidjeti

primjer za prsten Z/12Z na slici 5.1). Oqigledno je da ovaj kompleks

nije granica simpleksa, i s obzirom da svaki konus ima najmaǌe dva

tjemena, onda je svako tjeme dio vixe od jednog ciklusa. Ciklusi u kom-

pleksu za prsten Z/12Z su skupovi {a, b} gdje je a djeǉivo sa 2 a b djeǉivo

sa 3. Prema tome, ovaj kompleks nije konstriktivan.

3

9

2

4

8

10

Slika 5.1: IndΓ′
2(Z/12Z)
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5.3 Kompleksi nezavisnosti za prstene sa be-

skonaqno mnogo maksimalnih ideala

Posmatramo sluqaj kada prsten R ima beskonaqno mnogo maksimalnih

ideala. Kako bismo odredili homotopski tip kompleksa nezavisnosti u

ovom sluqaju, trebaju nam slede�e leme.

Lema 27. Neka je prsten R takav da je skup maksimalnih ideala Max(R)

beskonaqan. Ako je K0 konaqan potkompleks u IndH′(R), onda postoji pot-

kompleks K1 u IndH′(R) takav da je K0 potkompleks u K1i |K1| kontrakti-

bilan.

Dokaz. Neka je K0 bilo koji konaqan potkompleks u IndH′(R) i neka je

{σ1, . . . , σm} skup svih maksimalnih simpleksa u K0. Za svaki od ovih

maksimalnih simpleksa σi = {xi0, . . . , xini
} ∈ K0 postoji maksimalan ideal

Mi koji sadr�i elemente koji su tjemena tog simpleksa xi0, . . . , xini
. Stoga

imamo konaqan skup maksimalnih ideala {M1, . . . ,Mm} (koji ne moraju

biti me�usobno razliqiti) koji sadr�e elemente koji su tjemena odgo-

varaju�ih maksimalnih simpleksa. Pokaza�emo da postoji element y ∈

R \ (U(R) ∪ J(R)) takav da je {xi0, . . . , xini
, y} ∈ IndH′(R) za svako 1 ≤ i ≤ m.

Time �emo ujedno pokazati da je |IndH′(R)| povezan.

Neka je y element u
⋂m
i=1 Mi, takav da y /∈ J(R). Takav element po-

stoji zato xto presjek konaqno mnogo maksimalnih ideala nije jednak

J(R). Naime kada bi imali da je
⋂m
i=1Mi = J(R), onda bi za neki drugi

maksimalan ideal Mm+1 /∈ {M1, . . . ,Mm} va�ilo
⋂m
i=1Mi ⊂ Mm+1, xto bi

znaqilo da je Mi ⊆ Mm+1 za neki indeks i ∈ {1, . . . ,m} qime dolazimo do

kontradikcije.
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Neka je K1 potkompleks u IndH′(R) kojeg qine sva tjemena iz K0 zajedno

sa y (primjetimo da y ve� mo�e biti element koji je tjeme K0, pa u tom

sluqaju uzimamo K1 = K0). Za svaki simpleks σi = {xi0, . . . , xini
} ∈ K0,

imamo da je xi0, . . . , xini
, y ∈ Mi, pa je σi lice simpleksa {xi0, . . . , xini

, y} ∈

K1. Prema tome |K1| je konus sa tjemenom y, odnosno kontraktibilan.

Lema 28. Neka je prsten R takav da je skup maksimalnih ideala Max(R)

beskonaqan. Ako je K0 konaqan potkompleks u IndΓ′
2(R), onda postoji pot-

kompleks K1 u IndΓ′
2(R) takav da je K0 potkompleks u K1 i |K1| kontrakti-

bilan.

Dokaz. Neka je {σ1, . . . , σm} skup svih maksimalnih simpleksa u K0. Za

svaki simpleks σi = {xi0, . . . , xini
} ∈ K0 i svaki skup parova {xij, xik},

j 6= k, koji je lice simpleksa σi, postoji neki maksimalan ideal M

koji sadr�i elemente xij, xik, tako da imamo konaqan skup maksimalnih

ideala {M1, . . . ,Mt} koji sadr�e parove elemenata koji su tjemena od-

govaraju�ih maksimalnih simpleksa. Pokaza�emo da postoji element

y ∈ R\(U(R)∪J(R)) takav da je {xi0, . . . , xini
, y} ∈ IndΓ′

2(R) za svako 1 ≤ i ≤ m.

Ovime �emo ujedno pokazati da je |IndΓ′
2(R)| povezan.

Neka je y element u
⋂t
i=1 Mi, takav da y /∈ J(R). Kao i u prethodnoj

lemi, ovakav element uvijek postoji. Neka je K1 potkompleks u IndΓ′
2(R)

kojeg qine sva tjemena iz K0 zajedno sa y (primjetimo da y ve� mo�e biti

element koji je tjeme K0, pa u tom sluqaju uzimamo K1 = K0). Za svaki

simpleks σi = {xi0, . . . , xini
} ∈ K0 i svako 0 ≤ j ≤ ni, neki maksimalan

ideal sadr�i {xij, y}, pa stoga {xij, y} nije ivica u Γ′2(R). Prema tome

{xi0, . . . , xini
, y} je nezavisan skup pa qini simpleks u IndΓ′

2(R). Time je

svaki simpleks σi ∈ K0 lice simpleksa {xi0, . . . , xini
, y} ∈ K1 pa je |K1|
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konus sa tjemenom y, odnosno kontraktibilan.

Sada mo�emo pokazati slede�e:

Teorema 29. Ako je skup maksimalnih ideala u prstenu beskonaqan, onda

su kompleksi |IndH′(R)| i |IndΓ′
2(R)| kontraktibilni.

Dokaz. Ovaj dokaz je u potpunosti analogan dokazu Tvr�eǌa 25. Dokaz

mo�emo primjeniti za oba kompleksa pa neka Ind oznaqava i IndH′(R) i

IndΓ′
2(R).

S obzirom da |Ind| ima homotopski tip CW-kompleksa, mo�emo ko-

ristiti Vajthedovu teoremu (teorema 6). Trebamo pokazati da su sve

homotopske grupe u |Ind| trivijalne. Pretpostavimo da je n ≥ 1 i da

je g : Sn // |Ind| neprekidno preslikavaǌe. Slika g[Sn] je kompaktna, pa

prema lemi 4, postoji konaqan potkompleks K0 takav da je g[Sn] ⊆ |K0|.

Leme 27 i 28 nam govore da postoji potkompleks K1 takav da je K0 ⊂ K1 i

|K1| kontraktibilan. Stoga, preslikavaǌe g mo�emo faktorisati kroz

kontraktibilan prostor |K1| pa je homotopski trivijalano. Zakǉuqu-

jemo da je πn(|Ind|, ∗) trivijalna. Ovo va�i za svako n, pa prema teoremi

Vajtheda zakǉuqujemo da je |Ind| kontraktibilan.

5.4 Kompleks nezavisnosti komaksimalnog hi-

pergrafa za semilokalne prstene

Neka je R semilokalan prsten sa m maksimalnih ideala M1, . . . ,Mm,

m > 1. Primjetimo da su maksimalni simpleksi u IndH′(R) saqiǌeni

od skupova tjemena koja su elementi nekog maksimalnog ideala, odnosno
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imamo m maksimalnih simpleksa u kompleksu. Prema tome bi�e korisno

da prvo razmotrimo srodan kompleks qija su tjemena pravi ideali u R

(naravno iskǉuquju�i J(R) i ǌegove podskupove).

Definicija 30. Neka je R komutativan prsten sa jedinicom i neka je

I◦(R) skup svih pravih ideala u R koji sadr�e i nisu jednaki J(R). Kom-

pleks C (R) sa skupom tjemena I◦(R) definixe se na slede�i naqin:

{I0, . . . , In} ∈ C (R) ako i samo ako I0 + · · ·+ In 6= R

I ovdje imamo ekvivalentnu definiciju kompleksa: {I0, . . . In} ∈ C (R)

ako i samo ako postoji maksimalan ideal M takav da je I0, . . . In ⊆ M .

Posmatramo potkompleks K̃ u C (R) qija su tjemena svi maksimalni ide-

ali i ǌihovi presjeci (osim presjeka svih m maskimalnih ideala), od-

nosno, tjemena su
⋂
i∈SMi gdje je S bilo koji pravi neprazan podskup

skupa {1, 2, . . . ,m}. Geometrijska realizacija ovog potkompleksa za slu-

qaj kada je m = 3 je prikazana na slici 5.2.

M1 ∩M2

M1 ∩M3 M2 ∩M3

M1 M2

M3

Slika 5.2: Kompleks K̃ za m = 3
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Primjetimo da je ovaj kompleks povezan osim kada je |Max(R)| = 2.

U narednom dijelu bi�e korisno oznaqiti [m] = {1, 2, . . . ,m}, dok za

presjek i uniju svih maksimalnih ideala qiji indeksi pripadaju skupu

S ⊂ [m] koristimo istu notaciju kao u radu [25], odnosno, MS =
⋂
i∈SMi

i MS =
⋃
i∈SMi.

Lema 31. Neka je R semilokalan prsten, i neka je |Max(R)| = m > 1. Tada

je |K̃| ' ∆̇m−1.

Dokaz. Primjetimo da u kompleksu K̃ postoji taqno m maksimalnih sim-

pleksa. Naime, za svaki indeks i = 1, . . . ,m imamo maksimalan simpleks

qija su tjemena ideali sadr�ani u maksimalnom idealu Mi. Za svaki

takav maksimalan simpleks σi, posmatramo ǌegovo lice τi qija su tje-

mena ideali M[m]\{j} za svako j = 1, ...,m i j 6= i. Neka je K0 potkom-

pleks sa m tjemena M[m]\{j} za svako j = 1, ...,m. Onda K0 ima taqno

m maksimalnih simpleksa τ1, . . . , τm, i ǌegova geometrijska realizacija

je granica (m − 1)-simpleksa. Definixemo neprekidno preslikavaǌe

f : |K̃| // |K0| tako xto svako tjeme MS u |K̃| slikamo u baricentar

simpleksa qija su tjemena M[m]\{j} za svako j = 1, ...,m i j /∈ S (to je

upravo simpleks
⋂
i∈S τi). Time, bilo koju taqku x =

∑n
i=0 aiMSi

slikamo

u f(x) =
∑n

i=0 aif(MSi
). Na ovaj naqin, projektujemo svaki maksimalan

simpleks σi na ǌegovo odgovaraju�e lice τi, s obzirom da se bilo koja

taqka iz |K̃| koja je unutar σi projektuje u odgovaraju�u taqku simpleksa

τi du� linije unutar simpleksa σi. Prema tome preslikavaǌe f je jak

deformacijski retrakt, pa je stoga |K̃| ' |K0|, odnosno, |K̃| ' ∆̇m−1.

Na primjer, u sluqaju kada je |Max(R)| = 3 (pogledati Sliku 5.2),
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imamo tri maksimalna simpleksa (u geometrijskoj realizaciji pred-

stavǉeni su kao tri puna trougla) koje projektujemo na odgovaraju�u

stranu praznog trougla u centru. Imamo preslikavaǌe f koje xaǉe

tjemeM1 u baricentar simpleksa {M1∩M2,M1∩M3}, M2 u baricentar sim-

pleksa {M1∩M2,M2∩M3}, iM3 u baricentar simpleksa {M1∩M3,M2∩M3}.

Konaqno mo�emo odrediti homotopski tip kompleksa nezavisnosti

IndH′(R) kada je prsten R semilokalan.

Teorema 32. Neka je R semilokalan prsten i |Max(R)| = m > 1. Tada je

|IndH′(R)| ' ∆̇m−1.

Dokaz. Kako bi dokazali ovu teoremu, pokaza�emo da je |IndH′(R)| ' |K̃| i

iskoristiti gore navedenu lemu.

Za svaki pravi neprazan podskup S ⊂ [m], po teoremi o izbjegavaǌu

prostih ideala skup MS \MSc
mora biti neprazan. Prema tome, za svaki

neprazan pravi podskup S ⊂ [m], mo�emo odabrati element aS ∈MS \MSc
.

Sada razmatramo potkompleks u kompleksu nezavisnosti IndH′(R) qija su

tjemena takvi elementi aS. Neka je simplicijalno preslikavaǌe izme�u

IndH′(R) i kompleksa K̃ dato preslikavaǌem na tjemenima f : aS 7→ MS.

Ovo preslikavaǌe je dobro definisano i bijektivno jer je aS = aT ako i

samo ako je S = T , odnosno, ako i samo ako je MS = MT . Daǉe, mo�emo za-

kǉuqiti da je ovo preslikavaǌe izomorfizam jer {aS0 , . . . , aSn} ∈ IndH′(R)

ako i samo ako postoji i ∈ S0 ∩ · · · ∩ Sn, odnosno akko MS0 , . . . ,MSn ⊆ Mi,

to jest, akko {MS0 , . . . ,MSn} ∈ K̃. Prema tome kompleksi IndH′(R) i K̃ su

izomorfni, pa imamo |IndH′(R)| ' |K̃|.

Sada definixemo simplicijalno preslikavaǌe g : |IndH′(R)| //|IndH′(R)|
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tako xto se tjeme x preslikava u aS gdje je S skup indeksa svih maksi-

malnih ideala koji sadr�e element x, odnosno, preslikavamo svaki ele-

ment iz R \ (U(R) ∪ J(R)) u odgovaraju�eg predstavnika presjeka svih

maksimalnih ideala koji sadr�e taj element. Za bilo koji simpleks

{x0, . . . , xn} u IndH′(R) postoji maksimalan ideal koji sadr�i elemente

x0, . . . , xn, koji onda tako�e sadr�i i elemente g(x0), . . . , g(xn). Prema

tome, simpleks {g(x0), . . . , g(xn)} u kompleksu IndH′(R) je lice ve�eg sim-

pleksa {x0, . . . , xn, g(x0), . . . , g(xn)} pa je naxe simplicijalno preslikavaǌe

projekcija tog ve�eg simpleksa na ǌegovo lice. Ovo je oqigledno jak de-

formacijski retrakt s obzirom da se svaka taqka u |IndH′(R)| preslikava

du� linije unutar odgovaraju�eg simpleksa. Slijedi da je |IndH′(R)| '

|IndH′(R)| ' |K̃|, pa imamo |IndH′(R)| ' ∆̇m−1.

5.5 Kompleks nezavisnosti komaksimalnog gra-

fa za semilokalne prstene

Za razliku od kompleksa nezavisnosti komaksimalnog hipergrafa,

pokaza�emo da je kompleks nezavisnosti komaksimalnog grafa kontrak-

tibilan za semilokalne prstene sa vixe od dva maksimalna ideala.

Kako bi to dokazali koristi�emo sliqnu ideju kao u prethodnom di-

jelu.

Teorema 33. Neka je R semilokalan prsten sa maksimalnim idealima

M1,M2, . . . ,Mm. Ako je m = 2 onda je |IndΓ′
2(R)| homotopno ekvivalentan

paru nepovezanih taqaka, a ako je m > 2 onda je kompleks |IndΓ′
2(R)| kon-

traktibilan.
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Dokaz. Elementi maksimalnih ideala qine simplekse u kompleksu (zato

xto nijedan par elemenata sadr�an u maksimalnom idealu ne mo�e ge-

nerisati qitav prsten), pa za svaki pravi neprazan podskup S ⊂ [m] oda-

berimo element aS ∈ MS \MSc
, i posmatramo potkompleks IndΓ′

2(R) qija

su tjemena ti elementi. Neka je g : |IndΓ′
2(R)| // |IndΓ′

2(R)| simplicijalno

preslikavaǌe koje preslikava tjeme x na aS gdje je S skup indeksa svih

maksimalnih ideala koji sadr�e x. Za bilo koji simpleks {x0, . . . , xn} u

IndΓ′
2(R) imamo da je {x0, . . . , xn, g(x0), . . . , g(xn)} u IndΓ′

2(R) zato xto je svaki

par tjemena sadr�an u nekom maksimalnom idealu pa ne mo�e generisati

qitav prsten; naime {xi, g(xj)} (ovdje i i j ne moraju biti me�usobno raz-

liqiti) i {g(xi), g(xj)} su podskupovi u maksimalnom idealu koji sadr�i

{xi, xj}. Dakle, sliqno kao u dokazu teoreme 32 mo�emo zakǉuqiti da je

g jak deformacijski retrakt, pa je |IndΓ′
2(R)| ' |IndΓ′

2(R)|.

Sada posmatramo preslikavaǌe f : |IndΓ′
2(R)| // |IndΓ′

2(R)| koje presli-

kava aS u baricentar simpleksa qija su tjemena a[m]\{j} za svako j =

1, . . . ,m i j /∈ S. Svaki simpleks σ projektujemo na ǌegovo odgovaraju�e

lice du� linije unutar simpleksa σ pa je ovo jak deformacijski retrakt.

Prema tome kompleks |IndΓ′
2(R)| je homotopno ekvivalentan potkompleksu

kojeg qine tjemena a[m]\{1}, . . . , a[m]\{m}. Ako je m > 2 ova tjemena qine

simpleks zato xto je svaki par elemenata sadr�an u nekom maksimalnom

idealu, pa je stoga kompleks nezavisnosti IndΓ′
2(R) kontraktibilan u ovom

sluqaju. Ako je m = 2 kompleks nezavisnosti je homotopno ekvivalentan

paru nepovezanih tjemena.
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Glava 6

KOMPLEKS IDEALA DJELITEǈA

NULE

Povezivaǌe teorije komutativnih prstena i teorije grafova postaje

interesantno algebristima nakon rada Andersona i Livingstona [4]

1999. godine. Autori komutativnom prstenu pridru�uju graf djeliteǉa

nule ΓR tako xto za tjemena uzimaju prave djeliteǉe nule, gdje su dva

tjemena susjedna ako i samo ako je ǌihov proizvod nula. Ovaj rad pri-

vukao je veliku pa�ǌu, i mnogi autori su nastavili da koriste ovakav

pristup daǉe izuqavaju�i graf djeliteǉa nule ili pridru�uju�i graf

prstenu na neki nov naqin. Autori Ahtar i Li u [2] (2007. godine) ta-

ko�e se bave problemom djeliteǉa nule ali koriste drugaqiji pristup:

umjesto nula-djeliteǉa za tjemena uzimaju prave ideale u prstenu i izu-

qavaju homologiju. U ovom radu, autori se uglavnom bave raqunaǌem

nulte homoloxke grupe za generalne komutativne prstene sa jedinicom,

kao i prve homoloxke grupe i Ojlerove karakteristike za prsten Z/prZ

gdje je p prost broj.
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6 Kompleks ideala djeliteǉa nule

Inspirisani ovim pristupom, u ovoj glavi izuqavamo simlicijalni

kompleks ideala koji su djeliteǉi nule (xto je i implicitno defini-

sano u [2]) i analiziramo ǌegovu topologiju za sluqaj kada prsten R

ima beskonaqno mnogo maksimalnih ideala i za sluqaj kada je R kona-

qan prsten. Za prvi sluqaj do rezultata dolazimo direktno, a za sluqaj

konaqnih prstena koristimo diskretnu teoriju Morsa. Dobijene rezu-

ltate primjeǌujemo na neke klase i primjere komutativnih prstena qime

dolazimo do interesantnih kombinatornih rezultata.

6.1 Definicija

Neka je R komutativan prsten sa jedinicom i neka je I∗(R) skup svih

pravih netrivijalnih ideala u R. Kompleks idala djeliteǉa nule qiji

je skup tjemena I∗(R) definixe se na slede�i naqin:

{I0, I1, . . . , In} ∈ K(R) ako i samo ako I0I1 · · · In 6= 0

Pogledajmo par primjera ovog kompleksa, odnosno kako izgleda ǌegova

geometrijska realizacija.

p4 p p6

p2

p3

p5

p7

Slika 6.1: |K(Z/p8Z)|
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6 Kompleks ideala djeliteǉa nule

Primjer 34. Neka je R = Z/p8Z gdje je p prost broj. Radi kra�eg zapisa,

zloupotrijebi�emo oznake tako da sa pi oznaqavamo ideal I = 〈pi〉. Geome-

trijska realizacija ovog kompleksa data je na slici 6.1.

Primjer 35. Neka je R = Z/p2q2Z, gdje su p i q razliqiti prosti brojevi.

Kao i u prethodnom primjeru, radi kra�eg zapisa koristimo oznaku piqj za

ideal I = 〈piqj〉. Geometrijska realizacija ovog kompleksa data je na slici

6.2.

p q

q2

pq

pq2

p2q

p2

Slika 6.2: |K(Z/p2q2Z)|

6.2 Kompleks prstena sa beskonaqno mnogo mak-

simalnih ideala

Lema 36. Neka je prsten R takav da je Max(R), skup maksimalnih ideala,

beskonaqan. Ako je K0 konaqan potkompleks u K(R), onda postoji potkom-

pleks K1 takav da je K0 potkompleks u K1 i |K1| kontraktibilan.
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6 Kompleks ideala djeliteǉa nule

Dokaz. Neka je K0 bilo koji konaqan potkompleks u K(R). Za svaki sim-

pleks σi = {I0, . . . , In} ∈ K0, neka je Mi maksimalan ideal u R takav da

je Ann(I0 · · · In) ⊆ Mi. S obzirom da postoji konaqno mnogo, recimo k,

maksimalnih simpleksa u K0, mo�emo odrediti konaqano mnogo takvih

maksimalnih ideala M1, . . . ,Mk (koji naravno me�usobno ne moraju biti

razliqiti). Odaberimo element a ∈ R \
⋃k
i=1Mi koji nije invertibilan

(s obzirom da prsten ima beskonaqno mnogo maksimalnih ideala, takav

element uvijek postoji). Onda, za bilo koji simpleks σ ∈ K0 imamo

〈a〉I0 · · · In 6= 0, pa ukoliko 〈a〉 ve� nije tjeme u simpleksu σ onda je

{〈a〉, I0, . . . , In} ∈ K(R).

Neka je K1 potkompleks u K(R) koji je jednak kompleksu K0 zajedno sa

svim simpleksima {〈a〉, I0, . . . , In} za svaki simpleks σ = {I0, . . . , In} ∈ K0

kada 〈a〉 ve� nije tjeme u σ. Prema tome |K1| je konus sa tjemenom 〈a〉, pa

je stoga kontraktibilan.

Tvr�eǌe 37. Ako je Max(R) beskonaqan skup, onda je |K(R)| kontraktibi-

lan.

Dokaz. Prvo �emo pokazati da je kompleks povezan. Neka su I i J bilo

koja dva prava netrivijalna ideala u prstenu, i neka su M1 i M2 maksi-

malni ideali takvi da je Ann(I) ⊆ M1 i Ann(J) ⊆ M2. Neka je a element

u R \ (M1 ∪M2) koji nije invertibilan, onda je 〈a〉 susjedan sa tjemenima

I i J. U nastavku, dokaz je ekvivalentan dokazu u lemi 25. Sve homoto-

pske grupe u |K(R)| su trivijalne, pa s obzirom da |K(R)| ima homotopski

tip CW-kompleksa, uz pomo� teoreme Vajtheda dokazujemo da je |K(R)|

kontraktibilan.
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6 Kompleks ideala djeliteǉa nule

6.3 Konaqni prsteni

Za razliku od prethodnog sluqaja, kada je R konaqan prsten homo-

topski tip kompleksa ideala koji su djeliteǉi nule nije trivijalan.

Rezultate dobijamo uz pomo� diskretne teorije Morsa koja je opisana

u glavi 3. Kako je direktno nala�eǌe diskretne Morsove funkcije koja

daje znaqajan rezultat (kompleks sa xto maǌe kritiqnih simpleksa) te-

�ak zadatak, koristimo pristup nala�eǌa diskretnog vektorskog poǉa,

odnosno djelimiqnog uparivaǌa simpleksa u kompleksu.

Dakle, u ovom dijelu predstavi�emo algoritam kojim se dobija dis-

kretno vektorsko poǉe V za kompleks ideala nula djeliteǉa za konaqne

prstene. Daǉe, dokaza�emo da je ovo vektorsko poǉe acikliqno i ekspli-

citno �emo pokazati koji simpleksi ostaju neupareni (kritiqni). Nakon

toga, odredi�emo homotopski tip kompleksa.

6.3.1 Acikliqno vektorsko poǉe

Neka je R konaqan komutativan prsten sa jedinicom. Prsten ima

konaqno mnogo maksimalnih ideala, |Max(R)| = m, koje �emo obiǉe�iti

sa M1, . . . ,Mm.

Prvo �emo predstaviti vektorsko poǉe za sluqaj kada je m = 1. Neka

je σ = {I0, . . . , In} bilo koji simpleks u K(R). �elimo da poka�emo da

postoji simpleks τn−1 ⊂ σ takav da je {τ, σ} ∈ V ili da postoji simpleks

ρn+1 ⊃ σ takav da je {σ, ρ} ∈ V , ili da σ ostaje neuparen.

Uzmimo da je {M1} neuparen simpleks. Za svaki drugi simpleks σ =

{I0, . . . , In} primjeǌujemo algoritam za uparivaǌe simpleksa u V koji je
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6 Kompleks ideala djeliteǉa nule

dat na slici 6.3).

M1 ∈ {I0, . . . , In}?

{σ \M1, σ} ∈ V

da

M1 + σ ∈ K?

{σ,M1 + σ} ∈ V

da

σ je neuparen

ne

ne

Slika 6.3: Algoritam diskretnog vektorskog poǉa za konaqan lokalan

prsten.

Sada pretpostavimo da je m > 1, i pretpostavimo da R nije izomorfan

proizvodu dva poǉa (odnosno, da ako R ima taqno dva maksimalna ideala

onda je M1M2 6= 0). Bavi�emo se sluqajem kada je m = 2 i M1M2 = 0

kasnije u poglavǉu 6.3.3 (tvr�eǌe 40), kada �emo direktno odrediti

homotopski tip kompleksa za ovaj sluqaj.

Uzmimo da je {M1} neuparen simpleks. Za svaki drugi simpleks σ =

{I0, . . . , In} primjeǌujemo algoritam za uparivaǌe simpleksa u V koji je

dat na slici 6.4.

Kako bi pokazali da je ovo zaista diskretno vektorsko poǉe treba�e

nam slede�a lema, koja �e se pokazati korisnom i u narednim djelovima

ove glave.

Lema 38. Pretpostavimo da I0 · · · In 6= 0 i da je MiI0 · · · In = 0 za neki

maksimalan ideal Mi u R. Onda za bilo koji drugi maksimalan ideal Mj u

R, j 6= i, imamo da je MjI0 · · · In 6= 0.
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6 Kompleks ideala djeliteǉa nule

M1 ∈ {I0, . . . , In}?

{σ \M1, σ} ∈ V

da

M1 + σ ∈ K?

{σ,M1 + σ} ∈ V

da

M2 ∈ {I0, . . . , In}?

σ \M2 +M1 ∈ K?

M3 ∈ {I0, . . . , In}?

σ \M3 +M1 ∈ K?

Mm ∈ {I0, . . . , In}?

σ \Mm +M1 ∈ K?

σ je neuparen

da

{σ \Mm, σ} ∈ V

ne

da

{σ,Mm + σ} ∈ V

ne

...

da

{σ \M3, σ} ∈ V

ne

da

{σ,M3 + σ} ∈ V

ne

da

{σ \M2, σ} ∈ V

ne

da

{σ,M2 + σ} ∈ V

ne

ne

ne

Slika 6.4: Algoritam diskretnog vektorskog poǉa za semilokalan ko-

naqan prsten koji nije izomorfan proizvodu dva poǉa.
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6 Kompleks ideala djeliteǉa nule

Dokaz. Oqigledno da je Mi ⊆ Ann(I0 · · · In) pa s obzirom da je Mi maksi-

malan ideal imamo da je Mi = Ann(I0 · · · In). Za bilo koji drugi maksi-

malan ideal Mj 6= Mi, imamo da Mj * Mi = Ann(I0 · · · In), pa stoga imamo

da MjI0 · · · In 6= 0.

U datom algoritmu za diskretno vektorsko poǉe prije svega treba

pokazati da su sva uparivaǌa validna. Kada je odgovor na pitaǌe da

li je M1 + σ ∈ K negativan (tada je M1I0 · · · In = 0), daǉe pitamo da li je

M2 me�u tjemenima tog simpleksa. Ako jeste, i ako je σ\M2+M1 ∈ K daǉe

pitamo da li je M3 me�u tjemenima itd. sve dok ne na�emo maksimalan

ideal koji nije me�u tjemenima (ukoliko se to ne desi, σ ostaje neuparen

ili je uparen sa svojim licem σ \Mm). Neka je Mi prvi takav maksima-

lan ideal koji nije me�u tjemenima simpleksa σ. Kako je M1I0 · · · In = 0

primjenom leme 38 imamo da MiI0 · · · In 6= 0, pa je prema tome Mi + σ sim-

pleks u kompleksu i {σ,Mi+σ} ∈ V je validno uparivaǌe. Daǉe, moramo

ustvrditi da ne uparujemo prazan skup u V , odnosno da ne postoji par

{σ \Mi, σ} ∈ V gdje je σ = {Mi}. Razmotrimo sa kojim simpleksima upa-

rujemo simplekse {Mi}, i > 1. Ako je |Max(R)| = 2 pretpostavili smo da

je M1M2 6= 0 pa je stoga {{M2}, {M1,M2}} ∈ V . Daǉe, ako je |Max(R)| > 2,

tvrdimo da je M1Mi 6= 0. Naime ako je M1Mi = 0 i Mj neki tre�i mak-

simalan ideal, j 6= 1 i j 6= i, onda je Mj ⊇ M1Mi = 0, pa s obzirom da

su maksimalni ideali prosti, imamo da je Mj ⊇ M1 ili Mj ⊇ Mi qime

dolazimo do kontradikcije. Prema tome, za svaki maksimalan ideal Mi,

i > 1, imamo uparivaǌe {{Mi}, {M1,Mi}} ∈ V .

Mo�e se zakǉuqiti da je algoritam dat na slici 6.4 zaista diskretno

vektorsko poǉe V za simplicijalni kompleks K(R) za konaqan prsten R

koji nije lokalan i koji nije izomorfan proizvodu dva poǉa. Kako bi
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6 Kompleks ideala djeliteǉa nule

ilustrovali uparivaǌa u datom vektorskom poǉu, na slici 6.5 dat je

digraf D (modifikovan Haseov dijagram) za takvo vektorsko poǉe V za

primjer kada je R = Z/p2q2Z gdje su p i q razliqiti prosti brojevi.

Kao i u prethodnim primjerima radi lakxeg zapisa piqj oznaqava ideal

〈piqj〉. Strelice u suprotnom smjeru pokazuju parove u V . Osjenqeni

simpleksi su neupareni simpleksi (nema strelica u suprotnom smjeru

koje vode od ovih simpleksa).

{p, p2, p2q} {p, p2, q} {p, p2, pq} {p, q, q2} {q, q2, pq} {q, q2, pq2}

{p2, p2q} {p, p2q} {p, p2} {p2, q} {p, pq} {p2, pq} {p, q} {p, q2} {q, q2} {q, pq} {q2, pq} {q, pq2} {q2, pq2}

{p2q} {p2} {p} {pq} {q} {q2} {pq2}

Slika 6.5: Digraf diskretnog vektorskog poǉa za R = Z/p2q2Z

Kako bi pokazali da je V acikliqno diskretno vektorsko poǉe (za oba

sluqaja, kada je m = 1 i za m > 1), pokaza�emo da ne postoje zatvorene

V -putaǌe.

Primjetimo da za sluqaj kada je m > 1 uparivaǌa u V su slede�eg

tipa:

1. {{I0, . . . , In}, {M1, I0, . . . , In}}, ili

2. {{I0, . . . , In}, {Mk, I0, . . . , In}} xto mo�emo obiǉe�iti sa {σ \ Mk, σ}.

Uslovi koji va�e kod ovakvog tipa uparivaǌa su slede�i:

• M1 /∈ {I0, . . . , In}
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6 Kompleks ideala djeliteǉa nule

• M1I0 · · · In = 0

• Mi ∈ {I0, . . . , In} i σ \Mi +M1 ∈ K za svako 1 < i < k, i

• σ \Mk +M1 /∈ K

Kada je R konaqan lokalan prsten uparivaǌa u V su samo prvog tipa,

tako da dokaz acikliqnosti za semilokalne konaqne prstene je ujedno i

dokaz za lokalne konaqne prstene.

Pretpostavimo da je α0, β0, α1, β1, . . . , αr, βr neka V -putaǌa. Svaki αi je

n-simpleks, svaki βi je (n + 1)-simpleks, {αi, βi} ∈ V i βi ⊃ αi+1 6= αi za

svako 0 ≤ i ≤ r. Pokaza�emo da ova putaǌa ne mo�e biti zatvorena,

odnosno, ne mo�emo imati α0 = αr+1 za neko r > 0.

Pretpostavimo da je {α0, β0} ∈ V uparivaǌe prvog tipa, odnosno da je

α0 = {I0, . . . , In} i β0 = {M1, I0, . . . , In}. S obzirom da je α1 lice simpleksa

β0 i da je α1 6= α0, onda je α1 = {M1, I0, . . . , Îi, . . . In} za neko 0 ≤ i ≤ n. U

diskretnom poǉu V ovakav n-simpleks je uparen sa (n − 1)-simpleksom

{I0, . . . , Îi, . . . In} koji ne mo�e biti β1 (β1 mora biti (n + 1)-simpleks).

Prema tome, ova putaǌa zavrxava se sa β0 i stoga nije zatvorena.

Sada pretpostavimo da je {α0, β0} ∈ V uparivaǌe drugog tipa, od-

nosno, α0 = {I0, . . . , In}, β0 = {Mk, I0, . . . , In}, sa uslovima koji va�e za ovaj

tip uparivaǌa. Oznaqimo ovaj par kao {σ \ Mk, σ}. S obzirom da je

α1 lice simpleksa β0 i α1 6= α0, imamo da je α1 = {Mk, I0, . . . , Îi, . . . In} za

neko 0 ≤ i ≤ n. Qemu je jednak simpleks β1 zavisi od toga koji ideal

iz simpleksa β0 nedostaje u simpleksu α1. Prvo �emo pretpostaviti da

je iskǉuqen ideal jedan od maksimalnih ideala Mj, 1 < j < k. Uslov

da je σ \Mj + M1 ∈ K, nam govori da je β1 = α1 + M1. Daǉe, koriste�i
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isti argument kao za uparivaǌe prvog tipa, α2 je lice simpleksa β1 raz-

liqito od α1, i upareno je sa (n − 1)-simpleksom α2 \M1, pa je putaǌa

okonqana i nije zatvorena. Sada pretpostavimo da je iskǉuqen ideal Ii

neki drugi maksimalan ideal Mj, j > k koji mo�e biti me�u idealima

{I0, . . . , In}. AkoM1MkI0 · · · Îi · · · In 6= 0 imamo da je β1 = α1+M1 i primjeǌu-

jemo isti argument kao ranije qime zakǉuqujemo da se putaǌa zavrxava

i da nije zatvorena. U suprotnom, ako je M1MkI0 · · · Îi · · · In = 0, lema 38

nam govori da M1MjI0 · · · Îi · · · In 6= 0 pa je simpleks σ \Mk + M1 ∈ K xto

je kontradiktorno jednom od uslova koji va�e za ovaj tip uparivaǌa.

Prema tome, zakǉuqujemo da ideal Ii koji je iskǉuqen iz β0 kako bismo

dobili simpleks α1 ne mo�e biti nijedan od maksimalnih ideala. To

znaqi da nikad ne mo�emo zatvoriti V -putaǌu, odnosno ne mo�emo imati

α0 = αr+1 za neko r > 0 jer nikad ne mo�emo ponovo ukǉuqiti ideal Ii,

s obzirom da ne postoji uparivaǌe tipa {τ, τ + Ii} ∈ V za ideal Ii koji

nije maksimalan.

Dokazali smo da ne postoje zatvorene V -putaǌe, pa prema teoremi 13,

V je gradijentno vektorsko poǉe za neku diskretnu Morsovu funkciju.

6.3.2 Kritiqni simpleksi

Iz algoritma za acikliqno uparivaǌe V , primje�ujemo da

1. za sluqaj kada je m = 1, neupareni (kritiqni) simpleksi su:

• {M1}, i simpleksi oblika

• {I0, . . . , In} gdje M1 /∈ {I0, . . . , In} i M1I0 · · · In = 0.

2. za sluqaj kada je m > 1, neupareni (kritiqni) simpleksi su:
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• {M1}, i simpleksi oblika

• {M2, . . . ,Mm, I0, . . . , In} za koji va�i daM1 /∈ {I0, . . . , In}, proizvod

M1M2 · · ·MmI0 · · · In = 0 i proizvod M1M2 · · · M̂i · · ·MmI0 · · · In 6= 0

za svako 2 ≤ i ≤ m.

6.3.3 Homotopski tip

Kako bi odredili homotopski tip kompleksa ideala nula djeliteǉa

za konaqne prstene, razmotri�emo vixe sluqajeva konaqnih prstena.

Teorema 39. Neka je R konaqan lokalan prsten sa maksimalnim idealom

M . Ako je Ann(M) = 0 onda je K(R) kontraktibilan. Ako je Ann(M) = M

onda je K(R) homotopno ekvivalentan uniji konaqnog broja nepovezanih

taqaka. Konaqno, ako je Ann(M) 6= 0 i Ann(M) 6= M , onda je K(R) homo-

topan uniji konaqnog broja nepovezanih taqaka i povezanog kompleksa koji

je homotopno ekvivalentan buketu sfera.

Dokaz. Ako je Ann(M) = 0 onda je oqigledno da je K(R) konus sa vrhom M ,

pa je kontraktibilan. Pretpostavimo da Ann(M) 6= 0. Ann(M) je pravi

ideal u R, i s obzirom da za bilo koji drugi ne-nula pravi ideal I u R

imamo da je I ⊆ M , onda je Ann(M) · I = 0. Dakle, Ann(M) je izolovano

tjeme. Isto obrazlo�eǌe va�i i za bilo koji ideal I ⊂ Ann(M) koji je

prema tome tako�e izolovano tjeme.

Kada Ann(M) 6= M , kompleks |K(R)| je unija konaqnog broja izolova-

nih tjemena i potkompleksa |K̃(R)| qija su tjemena ideali I * Ann(M). Za

svako tjeme I u ovom potkompleksu imamo da je I ·M 6= 0, xto pokazuje da

je ovaj potkompleks povezan. Primjeni�emo algoritam za gradijentno
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vektorsko poǉe za sluqaj lokalnog konaqnog prstena na ovaj potkom-

pleks i obiǉe�iti kritiqne simplekse u odnosu na ovo vektorsko poǉe

sa U(K̃, V ). Kritiqni simpleksi su {M} i {I0, . . . , In} gdje M /∈ {I0, . . . , In}

i MI0 · · · In = 0. Neka je |U(K̃, V )| = k. S obzirom da su tjemena u ovom

kompleksu ideali koji nisu sadr�ani u Ann(M), onda je M jedini kri-

tiqan 0-simpleks. Za svaki kritiqan simpleks σ ∈ U(K̃, V ), razmotrimo

slede�i potkompleks u |K̃(R)|:

Kσ = {τ ∈ K : σ −→ τ},

Ako je σ = {M} onda je Kσ = {M}. Neka je σ = {I0, . . . , In} ∈ U(K̃, V ).

Primjetimo da MI0 · · · Îi · · · In 6= 0 za svako 0 ≤ i ≤ n, s obzirom da svaki

ideal Ii ⊂ M i I0 · · · In 6= 0. Prema tome za svaki indeks 0 ≤ i ≤ n,

imamo upareǌe {{I0, . . . , Îi, . . . , In}, {M, I0, . . . , Îi, . . . , In}} ∈ V . Stoga, osim

lica simpleksa σ, jedini simpleksi τ ∈ K̃ takvi da imamo σ −→ τ su

simpleksi {M, I0, . . . , Îi, . . . , In} i prirodno ǌihova lica. Prema tome,

|Kσ| je granica (n+ 1)-simpleksa, xto je homotopno sferi Sn.

Primjetimo da jedini kritiqni simpleksi u Kσi su simpleksi {M}

i σi, pa prema posǉedici 19, kompleks ideala nula djeliteǉa |K̃(R)| je

homotopno ekvivalentan
∨k
i=1 |Kσi |, odnosno buketu sfera

∨k
i=1 S

dimσi.

Tvr�eǌe 40. Neka je R prsten sa dva maksimalna ideala M1 i M2 takav

da je M1M2 = 0. Onda je R izomorfan prozivodu dva poǉa i kompleks |K(R)|

je homotopno ekvivalentan uniji dvije izolovane taqke.

Dokaz. Prema kineskoj teoremi o ostacima, R ∼= R/M1 × R/M2. Za bilo

koja dva ideala takva da je I ⊆ M1 i J ⊆ M2 imamo da je IJ = 0. Prema

tome, kompleks K(R) je unija dva nepovezana potkompleksa: K(M1) kao

potkompleks generisan svim idealima koji su sadr�ani u M1 i K(M2)
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6 Kompleks ideala djeliteǉa nule

kao potkompleks generisan svim idealima koji su sadr�ani u M2. Neka

je {I0, . . . , In} neki simpleks u K(M1) koji ne sadr�i tjeme M1. Ako je

I0 · · · InM1 = 0 onda je M1 = Ann(I0 · · · In) a s obzirom da tako�e va�i

da je M2 ⊆ Ann(I0 · · · In) jer je M1M2 = 0, dolazimo do kontradikcije.

Prema tome, K(M1) je konus sa vrhom M1, pa je stoga kontraktibilan.

Sliqno tome, K(M2) je konus sa vrhom M2, pa je kompleks K(R) homotopno

ekvivalentan uniji dvije nepovezane taqke.

Kako bi odredili homotopski tip kompleksa ideala nula djeliteǉa

za posledǌi sluqaj, treba nam slede�a lema.

Lema 41. Neka je R konaqan prsten koji nije lokalan i koji nije izomorfan

proizvodu dva poǉa. Neka je σ, τ ∈ U(K, V ), i dim τ > dimσ. Onda va�i

τ 6⊃ σ.

Dokaz. Mo�emo primjetiti da ako je σ = {M1}, onda τ 6⊃ σ za bilo koji

kritiqan simpleks τ . Pretpostavimo da je σ ⊂ τ , gdje su σ i τ kritiqni

simpleksi drugog tipa. Obiǉe�imo σ = {M2, . . . ,Mm, I0, . . . , Ir} i τ =

{M2, . . . ,Mm, I0, . . . , Ir, Ir+1, . . . , In} gdje va�e slede�i uslovi za takav tip

kritiqnih simpleksa:

• M1 /∈ {I0, . . . , In}

• M1M2 · · ·MmI0 · · · Ir = 0, i

• M1M2 · · · M̂i · · ·MmI0 · · · In 6= 0 za svako 2 ≤ i ≤ m.

Razmotrimo ideal Ir+1. Neka je Ir+1 ⊂Mi za neko 1 ≤ i ≤ m.

Ir+1 ⊂ M1 = Ann(M2 · · ·MmI0 · · · Ir) bi bilo kontradiktorno qiǌenici
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da M2 · · ·MmI0 · · · IrIr+1 6= 0 (simpleks {M2, . . . ,Mn, I0, . . . , Ir+1} je lice sim-

pleksa τ). Prema tome Ir+1 ⊂ Mi za neko 2 ≤ i ≤ m. S obzirom da va-

�e uslovi da M1M2 · · · M̂i · · ·MmI0 · · · Ir 6= 0 i da je M1M2 · · ·MmI0 · · · Ir =

0, imamo da je Ann(M1M2 · · · M̂i · · ·MmI0 · · · Ir) = Mi. Dakle, iz Ir+1 ⊂

Mi zakǉuqujemo da je M1M2 · · · M̂i · · ·MmI0 · · · IrIr+1 = 0 xto je kontra-

diktorno uslovu koji va�i za ovaj tip kritiqnih simpleksa, odnosno

M1M2 · · · M̂i · · ·MmI0 · · · In 6= 0.

Teorema 42. Neka je R konaqan prsten takav da je broj maksimalnih ideala

m > 1, i pretpostavimo da R nije izomorfan proizvodu dva poǉa. Onda

je kompleks |K(R)| homotopno ekvivalentan buketu sfera
∨k
i=1 S

di, gdje je

di dimenzija svakog od kritiqnih simpleksa σi u odnosu na gradijentno

vektorsko poǉe V .

Dokaz. Za bilo koji ne-nula pravi ideal I 6= M1 u R, ako je M1I = 0

onda je M2I 6= 0 (lema 38). Time smo pokazali da je kompleks povezan,

s obzirom da R nije izomorfan proizvodu dva poǉa pa M1M2 6= 0. Osim

toga, imamo upareǌe {{I}, {Mi, I}} ∈ V gdje je i = 1 ili i = 2, pa je {M1}

jedini kritiqan 0-simpleks u odnosu na gradijentno vektorsko poǉe V .

Neka je U(K, V ) skup k kritiqnih simpleksa u K u odnosu na V , i neka

je D odgovaraju�i digraf. Neka je σ ∈ U(K, V ) i:

Kσ = {τ ∈ K : σ −→ τ},

Ako je σ = {M1} onda je Kσ = {M1}. Neka je σ = {M2, . . . ,Mm, I0, . . . , In} ∈

U(K, V ). �elimo da poka�emo da je σ \ J + M1 ∈ K(R) gdje je J svaki

od ideala iz skupa {M2, . . . ,Mm, I0, . . . , In}. Ako je J ∈ {M2, ...,Mm} ili

J ⊂Mi za neko 2 ≤ i ≤ m, onda je tvrdǌa taqna s obzirom da va�i uslov

M1M2 · · · M̂i · · ·MmI0 · · · In 6= 0. Sada pretpostavimo da je J ⊂M1. Kada bi
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imali da σ\J+M1 /∈ K(R) onda bi σ\J bio kritiqan simpleks xto je kon-

tradiktorno lemi 41. Dakle, osim lica simpleksa σ, jedini simpleksi

τ ∈ K takvi da σ −→ τ su simpleksi σ\J+M1 za J ∈ {M2, . . . ,Mm, I0, . . . , In}

i prirodno ǌihova lica. Dakle, jedini kritiqni simpleksi u Kσ su σ

i M1. Neka je d dimenzija simpleksa σ (imamo da je d = n+m− 1). Mo-

�emo zakǉuqiti da je Kσ granica d+ 1-simpleksa koji je dat tjemenima

{M1,M2, . . . ,Mm, I0, . . . , In}. Dakle ovaj kompleks je homotopan sferi Sd.

Prema tome, za svaki kritiqan simpleks σi ∈ U(K, V ) i σi 6= {M1},

jedini kritiqni simpleksi u Kσi su σi i {M1}. Prema posǉedici 19,

|K(R)| je homotopan
∨k
i=1 |Kσi |. Obiǉe�imo dimenzije simpleksa σi sa

di + 1. Mo�emo zakǉuqiti da je |K(R)| homotopno ekvivalentan buketu

sfera
∨k
i=1 S

di.

6.3.4 Neke primjene rezultata

Primjeni�emo dobijene rezultate na neke klase i primjere komuta-

tivnih prstena.

Tvr�eǌe 43. Kada je R konaqan prsten izomorfan proizvodu m poǉa, gdje

je m > 2, |K(R)| je homotopan Sm−2.

Dokaz. Imamo da je proizvod svih maksimalnih ideala M1M2 · · ·Mm = 0

pa jedini kritiqni simpleksi u odnosu na diskretno poǉe V su {M1}

i {M2, . . . ,Mm}. Prema tome, primjenom teoreme 42, |K(R)| je homotopan

sferi Sm−2.

Tvr�eǌe 44. Neka je R = Z/prZ gdje je p prost broj i r > 1. Onda je |K(R)|

homotopno ekvivalentan uniji taqke i sa ǌom nepovezanog buketa sfera
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∨k
i=1 S

di gdje je broj sfera dimenzije n jednak broju cjelobrojnih particija

broja r − 1 na n+ 1 razliqitih cijelih brojeva koji su ve�i od 1.

Dokaz. Ideali u R su oblika I = 〈pi〉. Primjetimo da je Ann(〈p〉) =

〈pr−1〉, koji nema ne-nula pravih podideala, pa je jedino izolovano tjeme

u kompleksu ideal 〈pr−1〉. Xto se tiqe povezanog potkompleksa (vidjeti

teoremu 39), kritiqni simpleksi s obzirom na diskretno vektorsko poǉe

V su oblika {〈p〉} i {I0, . . . , In} takvi da 〈p〉 /∈ {I0, . . . , In} i 〈p〉I0 · · · In =

0. Prema tome, ideali I0, . . . , In su takvi da je I0 · · · In = 〈pr−1〉. Daǉe,

s obzirom da su ideali oblika I = 〈pi〉, i 6= 1, svaki od ideala mora

imati drugaqiji stepen broja p kao ǌegov generator i suma svih stepena

generatora mora biti jednaka r− 1. Dakle, broj kritiqnih n-simpleksa

je broj cjelobrojnih particija broja r − 1 na n + 1 razliqitih cijelih

brojeva koji su ve�i 1.

Podsjetimo se da u radu [2], autori su izuqavali prvu homoloxku

grupu za prsten R = Z/prZ i izraqunali su da je rang H1(Z/prZ) (kori-

stimo iste oznake kao u [2]) jednak r−4
2

kada je r paran, odnosno r−5
2

kada

je r neparan broj. Ovo je upravo broj cjelobrojnih particija broja r− 1

na dva razliqita cijela broja koji su ve�i od 1, odnosno, broj sfera

dimenzije 1 xto smo i pokazali u tvr�eǌu iznad.

Tvr�eǌe 45. Neka je R = Z/aZ gdje je a = pr11 · · · prmm za neke me�usobno

razliqite proste brojeve p1, . . . , pm i m > 1. Pretpostavimo da R nije

izomorfan proizvodu dva poǉa. Onda je |K(R)| homotopno ekvivalentan

buketu sfera
∨k
i=1 S

di gdje je broj sfera dimenzije n jednak broju naqina na

koji mo�emo rastaviti broj pr1−1
1 · · · prm−1

m kao proizvod n−m+2 me�usobno

razliqitih cijelih brojeva gdje nijedan od ǌih nije iz skupa {p1, . . . , pm}.
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Dokaz. Primjenimo algoritam za gradijentno vektorsko poǉe V za se-

milokalne prstene. Kritiqni simpleksi su {〈p1〉} i simpleksi oblika

{〈p2〉, . . . , 〈pm〉, I0, . . . , In−m+1} gdje je 〈p2〉 · · · 〈pm〉I0 · · · In−m+1 = 〈a/p1〉. Dakle,

postoje kritiqni n-simpleksi upravo za svaku od kombinacija ideala

I0, . . . , In−m+1 takvih da je I0 · · · In−m+1 = pr1−1
1 · · · prm−1

m qime zakǉuqujemo

tvr�eǌe.
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Glava 7

SMJERNICE ZA DAǈI RAD

Postoji znaqajan broj radova u kojima se grafovi pridru�uju ko-

mutativnim prstenima na razliqite naqine. Ova oblast bila je veoma

popularna u posǉedǌih petnaest godina ali kako su mnogobrojne ideje

ve� iscrpǉene, interesovaǌe za grafove koji su pridru�eni prstenima

polako jeǌava. Me�utim, mo�emo dobiti nov pogled na izuqavaǌe alge-

barskih svojstava kombinatornim metodama ako takvu analizu uopxtimo

na generalne simplicijalne komplekse. Osim simplicijalnih kompleksa

koji su izuqavani u ovoj disertaciji, postoji i niz drugih naqina na

koje mo�emo definisati simplicijalne komplekse koji su pridru�eni

komutativnim prstenima.

Najpopularnija ideja pridru�ivaǌa grafova komutativnim prste-

nima je preko djeliteǉa nule, predstavǉena u radu Andersona i Livin-

gstona [4] kao i mnogobrojnim radovima koji se nadovezuju. Ovu ideju

smo donekle koristili u Glavi 6 u kojoj umjesto elemenata u prstenu

koji su djeliteǉi nule za tjemena simplicijalnog kompleksa uzimamo

ideale koji su djeliteǉi nule. U ovoj glavi dobijeni rezultati nam
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daju neka interesantna kombinatorna svojstva pa bi sigurno bilo ko-

risno izuqavati i kompleks nula-djeǉiteǉa odnosno kompleks qija su

tjemena pravi djeliteǉi nule a simpleksi skupovi tjemena qiji proizvod

nije nula.

Daǉe, znaqajnu popularnost stekao je i graf nerastavǉivih djeliteǉa

u radu [9] u kojem autori izuqavaju nerastavǉive elemente kako bi pro-

uqavali faktorizacije u domenima. Sliqna ideja se mo�e primijeniti

i na simplicijalne komplekse: za dati element x u domenu R neka su tje-

mena kompleksa svi nerastavǉivi djeliteǉi od x, a skup tjemena qini

simpleks ako i samo ako je proizvod tih tjemena djeliteǉ od x. Ova

ideja qini se zanimǉivom iako se time ,,zaboravǉa” koliko puta neki

djeliteǉ dijeli x; naime, iz samog kompleksa nemogu�e je vidjeti ste-

pen nekog djeliteǉa, xto �emo ilustrovati primjerom. Neka je k poǉe i

neka je D = k[x3, x4] potprsten polinomskog prstena k[x]. Onda je x24 ∈ D

i jedini nerastavǉivi djelioci od x24 u D su x3 i x4. Me�utim, tri

razliqite faktorizacije x24 = (x3)8 = (x4)6 = (x3)4(x4)3 predstavǉene su

kao jedna ista ivica izme�u dva tjemena u kompleksu.

Graf presjeka ideala je u [7] definisan na slede�i naqin: tjemena su

svi pravi ne-nula ideali, a dva tjemena su susjedna ukoliko presjek tih

ideala nije nula. Na sliqan naqin mo�emo pridru�iti simplicijalni

kompleks sa istim skupom tjemena: skup ideala qini simpleks ako i samo

ako ǌihov presjek nije trivijalan. Koriste�i metode iz qetvrte i pete

glave u ovoj disertaciji, mo�e se pokazati je ovaj kompleks uvijek ko-

traktibilan osim ukoliko je prsten izomorfan proizvodu n poǉa - u tom

sluqaju kompleks je homotopno ekvivalentan granici (n− 1)-simpleksa.
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7 Smjernice za daǉi rad

Generalnija smjernica za daǉi rad je pridru�ivaǌe simplicijalnih

kompleksa grupama umjesto komutativnim prstenima. Iako bi grupe vje-

rovatno bile znatno komplikovanije za rad nego prsteni, potencijalno

mo�e proiza�i veliki broj ideja kao naqina pridru�ivaǌa grupama.

Na primjer, za simetriqne grupe mo�emo posmatrati slede�i kompleks:

neka su tjemena kompleksa sve permutacije skupa od n elemenata, a skup

tjemena qini simpleks ako i samo ako taj skup nije generatorski skup za

Sn. Drugim rijeqima, maksimalni simpleksi u ovom kompleksu su mak-

simalne podgrupe u Sn. Kakva bi bila korist od ovakvog simplicijalnog

kompleksa tek treba da vidimo.
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