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3AXBAJIHOCT

3axBaspyjeM ce MeHTOPY mnpod. ap 3opany llerpoBuhy Ha HecebuuHO]
nmoMohu mpu u3panau OBe AUCEPTalUje Kao U pagoBa KOjU Cy MOBEIU N0 HeE.
Bes merose noceehenocTu, oxpabpema u CMjepHUAIA OBa AUCEPTaNNja HE Ou
buna Moryha - merosa HmOJPIIKA Aaja je KbydaH JOIPUHOC MOM Ipodecu-
OHAJIHOM Ca3pUjeBamy. 3aXBaJjbyjeM Ceé W OCTAJUM UJIAHOBUMMA KOMUCHje Ha
OeTa/bHUM KOMEHTApUMa U CYTeCcTHUjaMa KOje Cy 3HATHO YHAIpUjeIuie OBaj
pa.

I[Tocebny 3axBaJHOCT AyTryjeM MOPOAWIM U HpUjaTebUMa, KOJU CY Bjepo-
BaJIM Y MEHEe TOKOM CBUX I'OAMHA MOjer MIKOJOBalka, HAPOUUTO POIUTEHUIMA

KOjU Cy yJarajau y Moje oOpa3oBame U MOAPKAIU MOje aMbunuje.
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AHAJIN3A RKOMYTATUBHUX IIPCTEHA
MNP APYRUBAILEM CYMIIVIMIINJAJIHNX
KOMIIJIERCA

PE3SVME

[Ipeamer n3yuaBama MOKTOPCKE OUCEPTAIAje CY CUMIIIUAINA]AJHU KOMIIJIEKCU
IPUAPY:KEHN KOMYTATUBHUM IPCTEHUMA Ca jeauHUNnoM. ['eHepaJHO, KOMOU-
HATOPHU ODjE€KTU MOTY OUTU MPUAPY:KEHU IPCTEHUMA HA PA3JIMJYUTE HAUUHE,
U Yy OBOj AMCEPTAIUU M3yYaBaMO BUIINE CUMILIUIN]ATHAX KOMIIJIEKCA KOJU
najy uHTepecanTHe pedyiartare. Pokyc pana je ompebuBame XOMOTOICKOT
TUIa T€eOMETPUjCKe peasim3alliije TAaKBUX CUMILIWIN]AJTHNX KOMIIJIEKCa Y CIY-
JajeBUMa Kala je To Moryhe.

3a mjenuMudHO ypeheH CKynl HeTPUBUjATHUX HIeaJd Y KOMYTATUBHOM
npcreny, neduruire ce ypebajun koMmiaekc u onpebyje HmeroB XOMOTOICKU
TUN y TeHePaJIHOM CJIydajy.

CuMnanmmja Hy KOMIIJIEKC MOKe OUTU U UHAUPEKTHO MPUAPYKEH IPCTEHY,
Ka0 KOMIIJIEKC HEe3aBUCHOCTU HEKOT rpada nuiau xuneprpada KOju je Ipuipy-
’KeH IIPCTEHY. 3a KOMaKCHMaJaH rpa¢ ne(UHUIIEMO HEroB KOMIJIEKC He3a-
BUCHOCTU U oApehyjeMo XOMOTOIICKM TUII 3a T€HepaJIHE KOMYTATUBHE IIPCTEHE
ca jeIMHUIIOM.

ITame, oBa Te3a ce DaBU U M3ydaBamEM HYyJa NjEeJIUTEIHA TAKO IITO CE IO-
cMaTpajy naeanm Koju Cy HyJa AjeNTebd M NePUHUIIE ce KOMIIJIEKC MUIealia
HyJa IjeJIUTeha. XOMOTOICKU TUI OBOT CUMILJIUIIA]AJTHOT KOMIIJIEKCA OIpe-
Dyje ce 3a kKoHauHe NMpCTEHE KAO U 3a IPCTEHE ca OECKOHAYHO MHOI'O MakK-
CUMAJIHUX uaeasa. Y OBOM IUjesy KOPUCTHU ce MUCKpeTHa Teopuja Mopca
3a CUMILIUIIAjaJTHE KOMIUJIEKce. TeopeMe moka3aHe y OUCEPTAIUjU MPUMje-
BbYyjeMO Ha HEKe KJjlace KOMYyTaTUBHUX NPCTEHA YMMe NOJa3UMO IO WHTEepe-

CAHTHUX KOMOUHATOPHUX PE3yJaTaTa.
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ANALYSIS OF COMMUTATIVE RINGS
BY ASSOCIATING SIMPLICIAL COMPLEXES

ABSTRACT

This dissertation examines simplicial complexes associated with commutative
rings with unity. In general, a combinatorial object can be attached to a ring in
many different ways, and in this dissertation we examine several simplicial complexes
attached to rings which give interesting results. Focus of this thesis is determining
the homotopy type of geometric realization of these simplicial complexes, when it is
possible.

For a partially ordered set of nontrivial ideals in a commutative ring with identity,
we investigate order complex and determine its homotopy type for the general case.

Simplicial complex can also be associated to a ring indirectly, as an indepen-
dence complex of some graph or hypergraph which is associated to that ring. For
the comaximal graph of commutative ring with identity we define its independence
complex and determine its homotopy type for general commutative rings with iden-
tity.

This thesis also focuses on the study of zero-divisors, by investigating ideals
which are zero-divisors and defining zero-divisor ideal complex. The homotopy type
of geometric realization of this simplicial complex is determined for rings that are
finite and for rings that have infinitely many maximal ideals. In this part of the
thesis, we use the discrete Morse theory for simplicial complexes. The theorems
proven in this dissertation are then applied to certain classes of commutative rings,

which gives us some interesting combinatorial results.
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YBO1

Ananusupame anredbapckux cBojcraBa nmomohy KoMOmMHATOpHUX OOjerara
noceOHyY HOMYJIapHOCT CTEKJIO je MOCIeMI’BUX TOAWHA Kala Cy Ce IOjaBUIN
MHOT'M pe3yJITATU y PpaloBUMa KOjU IMOBe3yj]y KOMYTATUBHY aJredpy u Te-
opujy rpadosa. Y mnuonupckoMm pany Mmrsana Beka [6] uz 1988. roaune,
IPBU IIyT ce ajredapcka CBOjCTBa NPCTEHA M3yUaBajy aJjJaredapckKo-KoMOUHa-
TOPHUM MeTOoZaMa, TAaKO IITO ce rpad OpUAPYXKYyje IPCTEHYy W MUCIUTY]Y Cce
cBOjcTBa Tora rpada. VMmak, nmoBe3auBame TeOpUje KOMYTATUBHUX IPCTEHA U
Teopuje rpadoBa Mocraje MHTEPECAHTHO TEK HakKOH pana Aumepcona u Jlu-
Bunarctona [4] 1999. rogume. AyTOpu KOMYyTATUBHOM TPCTEHY TPUIAPYIKY]Y
epad djeaumenma nyae I'p Tako mTO 32 TjeMeHa y3UMajy IpaBe AjenuTelse Hye,
raje cy OBa TjeMeHa CyCjelHa aKO W CaMO aKO je HUXOB IIPOM3BOJ HYyJIA.
Nako njenuresnsu Hyse MMajy MYJTUIIUKATUBHO CBOjCTBO, HEMAjy 3aTBOpE-
HOCT cabupama y OIIITEM CIydYajy, TAKO & CKYIl AjeuTesba HyJe He MOpa
outu nornpcred. MebyTuMm, npunpy:xuBameM rpada IpCTeHy Ha OBaj HAUNH,
HUCIIOCTABUJIO Ce Na NjeJUTebU HyJle MMa]y jacHY I'pa(OBCKY CTPYKTYDPY, 3a
pa3nury on aiaredbapcke. Tako je oBaj pang IPUBYKAO BEJIUKY HNaKHy U MHOTU
ayToOpu Cy HACTABUJIU Ja KOPUCTE OBaKaB IPUCTYI najbe m3ydaBajyhu rpad

njenuTeiba HyJIe.

UNneja Beka, kao u Aumepcona u JIMBUHICTOHA, MMOACTAKIIA j€ MHOTE aJre-
OpucTe na OocCuM [OjesimTelba HYJ€ M3ydaBajy W Apyra aJjredapcka CBOjCTBa
IpCTEeHa Ha camdaH HaunH. lla Tako, moctoju 3Hauajan 0poj pamoBa y KOjuMa
BUIUMO Oa ce rpa@ Mo:ke HNPUAPYRUTU IPCTEHY Ha Pa3IUduTe HAUYUHE, U

nobujeHu pe3yaTaTud MOry OWTH BuUllle UIU Mame 3Hadajuu. Ha mpumjep,
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y paxy [30] ayropu mepuHHILY KOMAKCUMAAGH 2pa@ TAKO MITO 3a TjeMeHa
y3UMa]y CBe eJeMeHTe IPCTEHA, TAje Cy JIBa TjeMeHa CyCjellHa aKO U CaMO aKoO
resepumry unras npcred. asse, y pany [3] ayropu neduHumy momantu epagd
KOMYTaTHUBHOI IPCTEHA TAKO IITO 3a TjeMeHa y3MMajy CBe eJIEeMeHTe IIPCTEHA,
a IBa TjeMeHa Cy CyCjedHa aKO M CaMO aKO je HBUXOB 30Up AjesuTesh HyJie
y MpCTeHy. 3HadajaH pal KOju KOPUCTU OBaKaB aJrebapCKO-KOMOUHATOPHU
npuctyn je u [9] y KojeM ayTopy u3ydaBajy HEPACTABJHUBE €JIEMEHTE DaIu
npoydJaBama (pakTopu3aluje y AOMEHMMa. J3a JOMeH R, ayTopu nepuHUNTY
epadoee Hepacmassueur djesumesna TAKO IMITO 33 DATU €JIEMEHT T y NOMEHY,
3a TjeMeHa y3WMajy CBe HeroBe HepacTaBJbUBE jeJINTEhe, a IBA TjeMeHa CY

cycjemHa aKO M CaMO aKO j€ HBUXOB MPOW3BOJI MjeJUTEs O .

HaBenenu cy camo HEKM 01 MHOTOODPOjHUX NPUMjepa IPUAPYKUBAHA I'Da-
¢a npcreny. Bume o rpadoBuMa Koju Cy HPUAPY:KEHU NPCTEHMMA Ha pas-

auuuTe HauWHe, yuTajan Moske Hahu y pamosuma [1, 7, 27, 34].

Axro mocmaTpamo rpagoBe Kao jeTHOIUMEH3NOHAHE CUMIIIAIN]aTHe KOM-
IJIeKCe, TPUPOMHO je YOUIITUTU OBAKBY aHAJMW3y HaA TEHEPAJHE CUMIIJIUIU-
jaJiHe KOMILIeKce. Kopuct mpuapy:KuBama CUMIIUANN]AJHUX KOMILJIEKCA KO-
MYTATUBHUM MPCTEHUMA j€ TO IITO MOKEMO PavYyHATU XOMOJOTH]Y U IOKY-
MmaTu A& OAPEIMMO XOMOTOICKM THUI. 3a HEKe OX MOMEHYyTUX rpadoBa Koju
Cy IPUAPY:KEHNW IPCTEHNMa, KOMIUIEMEHT THUX I'padoBa MOXKE Ce IPUPOIHO
VONIITUTA HAa CUMIIUIMjaJHU KOMIUIekc. Ha mpumjep, y KOMIIJIEMEHTY KO-
MaKCUMAJIHOT Irpada TjeMeHa Cy CycjeqHa aKKO He I'€HEePUIIy YUTaB IPCTEH.
YoumreHo, YKOJIUKO HEKU CKYI TjeMeHa He TeHEePUIle YNTaB MPCTEH OHIA je
Y CBAKU IOJCKYN TOI CKyIla TaKaB Ma TjeMeHa y HmbEeMy He T'eHEePUIly JUTaB
MPCTEH, Ta TO MPUPOIHO YMHU CUMILIMNINjaJHU KoMIekc. Ha cauvan HavumH,
6uio kojeMm rpa¢y nim xuneprpady G MOKEMO IPUIAPYRKUTH HETOB KOMIIIEKC
HE3aBUCHOCTY W M3y4YaBaTU TOMIOJIOTHU]y HETrOBE I'€OMETPHUjCKE peasu3alnje.
KowMmmieke mesasucHocTu (xumep)rpada je ancTpakTaH CUMILIUI]ATHA KOM-
IJIEKC KOjer YMHe He3aBUCHU CKynoBu y (G, OMHOCHO CKYIIOBU KOjU HE CAIP:Ke

HUje[HY MBUILY Kao CBOj noickyn. Ilomenynu cMmo Bume npumjepa rpadgona
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KOJU Cy NPUIAPY:KEHU IPCTEHNMa Ha pa3anuduTe HauuHe, aJu KOMIIJIEKCU He3a-
BHCHOCTU THUX r'padoBa miam xurneprpadona Kao BUXOBUX YOIIITEHa HEMajy
yBUjeK aaredbapCcKor CMHUCIa, IIa HeMa KOPUCTU O BUXOBOI M3ydaBarma. Ha
IprMjep, 3a TOTAJHMU I'pal KOMYTATHUBHOT IPCTEHA aKO 30Up TPU e€JIeMEHTA
HUje OjenuTess HyJle, He MOpa [a 3HAauM Oa 30Up HEeKa ABa O]l Ta TPU €JIEMEHTA
HUje OjeanTelb HyJle, a caM KOMIIEKC HEe3aBUCHOCTU HeEMa U aJIeKBATHO aJl-

rebapCcKO CBOjCTBO.

Y 0BOj mucepTanuju TPUAPY-KY]EMO CUMIIIUINjAJTHE KOMIIJIEKCE KOMYTa-
TUBHUM IIPCTEHMMA Ca jeQUHUIIOM Ha pa3jInduTe HAUYWHE, U POKyC je onpebn-
Barh€ XOMOTOIICKOT TUIA TUX KOMILJIEKCa, Kama je To Moryhe. CuMmannujaanu
KOMIIJIEKC MOK€ OWUTU ne(pUHUCAH OUPEKTHO, MU UHIVPEKTHO KAaO KOMIIJIEKC

HE3aBUCHOCTU HEKOI Trpada.

Pan je opranuzoBan na cinenmehu mauus. Y mpBOj TiiaBU U3JIO0KEH je Kpa-
Tak Iperjen OCHOBHE TEPMUHOJIOTUje W TeOPeEMa W3 TeOpuje KOMYTATUBHUX
npcreHa. lpyra rsnaBa 6aBu ce henujckum KOMIJIEKCUMa, OTHOCHO, HAPO-
YNTO OEeTAJLHUM OeUHUIMjaMa M TeopeMaMa y Be3UW CUMILIUIM]aJTHUX KOM-
niaekca. Y Tpehoj riaBu M3J0KEH je neTa/baH OCBPT HA OUCKPETHY TEOPUjy
Mopca 3a cumniaunujaHe KOMIIEKCE, IITO je BaskaH MeToJ 3a oapebuBame

XOMOTOIICKOT' TUIIa KOHaYHUX CI/IMHJII/IL[I/IjaJIHI/IX KOMIIJICKCa.

Ocrane raaBe caap:ke OpuUrvHajgHe pe3yiarare. YerBpra riaaBa ociama
ce Ha paxn [23] u mocsehena je mpoyuaBamy ypebajHOr KOMIIEKca mueasia.
Nneja ma ce cuMnammujajHd KOMIIJIEKC Oe(WHWIIE Ha OBaKaB HAYWH IIPO-
n3unasu u3 paga B.A. Bacumesa [32] rgje je momenyr ypebajuu kommiaekc
IPUAPY:KEH AjeIUMUYHO ypeDheHOM CKyny HeTPUBUjAJTHUX MAEAa y KOMYTa-
TUBHOM NPCTEHY Ca jeOWHUNIOM. Y OBOj riaBu onapehyjeMo XOMOTOIICKUA TUII

TaKBOI' KOMIIJIEKCa 3a I'€HEpaJIHE KOMYTAaTUBHE IIPCTEHE Ca je,]_II/IHI/IHOM.

[lera rnaBa OaBu ce mpoyJyaBameM KOMIIJIEKCA HE3aBUCHOCTU KOMAaKCH-
MaJHOI rpada M KOMaKCHMAJHOD xumeprpada, u ociama ce Ha pazn [21].
N y oBoMm cayuajy ompeDyjeMO XOMOTOIICKM THWII KOMIIJIEKCA 3a TeHepaJIHe

KOMYTaTUBHE IIPDCTEHE Ca je,HI/IHI/I]'_IOM.
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[lecta rnaBa je menTpaJHa riaaBa OBe AUCepTalvje U 0a3mpa ce Ha pamy
[22]. Mucnupucanu m3yuaBameM rpada HyJda Ajeauresba, Ka0 U MaJio APY-
rauyrjuM MOPUCTYIIOM OBOM Tpobiemy mgatoM y [2], mpoydyaBamMo CUMILIUIM-
jaJHU KOMILJIEKC MAeaJja KOJU Cy jeJIUTEbU HyJe W aHAJU3UPaAMO HETOBY
TONOJIOTUjY 3a& CJayda] KajJa IPCTeH mMa OEeCKOHAYHO MHOT'O MAaKCUMAaJHUX
unealia, Kao0 U 3a CJIydaj KOHAUYHUX IpPCTeHa. Rana je mpcTeH KOHAYaH, KAKO
Ou ogpenuaIu XOMOTOICKUA TUII OBOT KOMILJIEKCA, KOPUCTUMO HAIpeITHUje Me-
TOmEe, OMHOCHO muckpeTHy Teopujy Mopca onucany y tpehoj riasu. Y ToMm
ciIy4dajy MOKa3yjeMO na je KOMIIJIEKC XOMOTOIAaH OYKeTy cdepa paslImduThX

TUMEH3M]a.

Y cemMoOj riaBu IPEINCTaBJ/bEHE CY CMjepHUIE 3a TaJbU PAI.




I'masa 1

OCHOBHU/ I10JMOBU N3 TEOPNJE

ROMYTATNBHUX IIPCTEHA

Y oBoj raaBu mahemo KpaTak mperJyief OCHOBHUX IMIOjMOBa U Oe(PUHUI]A
13 Teopuje KOMyTATUBHUX OpCTeHa. Y mo3HaheMmMo ce ca TEPMUHOJIOTUjOM U
HaBemNeMO HEKOJUKO MO3HATUX TeopeMma u TBphema moTpebHUX 3a OBy IU-
ceprammjy umje CMO OOKa3e JOMaJM Paau KoMiuieTHOocTu. ['eHepasHe pede-
peHIle 3a Teopujy KOMYTATUBHUX NPCTEHA Cy CTaHgapIHu yyubenunu [5] u

[16].

Y oBoM panmy mpcTeH R je yBHUjeK KOMYTaTWBAH IPCTEH Ca jeIUHUIIOM,
VKOJMKO ce He Harjgacu apyraumje. CKym egeMeHaTa KOju Cy Pa3JIUUYUTUA O
Hyse obmibeskaBamo ca R* = R\ {0}, ckyn meBepTuOniHUX eneMeHaTa ca
U(R), mOK CKyI mpaBUX HETPUBMjaJHUX uueaJsa obuibeskaBamo ca [*(R). Ca
(x) obumeskaBaMO IJIABHU UIEAJ T€HEPUCAH ejleMeHTOM z. EsemeHt a € R je
djeaumen Hyase ako je ab =0 3a mexo b € R*. NUnean I C R je djeaumen wyae
ako je IJ =0 3a weku unean J € ["(R). Unmean I C R je npocm ako u3 zy € [
ciujeqy na je x € I mmm y € I. Unean M C R je marxcumasan ako He TOC-
toju nnean I rakas na je M C I C R. Ouurnenno, M je makcmMaJsaH umeas
ako 1 caMo ako je R/M mosse. Y CBAKOM HETPUBUjAJHOM IIPCTEHY MOCTOjU

Makap jeman MakcuMaJsaH maeas. CKyn MaKCUMAaJHUX Haeasaa o0ubexaBaMo



1 OcHOBHU TTOjMOBU U3 TEOpPHUje KOMYTATUBHUX MIPCTEHA

ca Max(R), omrocHO 6poj MakcumanHux naeata jenxak je |Max(R)|. IIpcren
R ca jemuaCcTBEeHUM MakcuMaJHUM uueajom M 30Be ce soxansan npecmen. Ip-
creH R koju mMa koHauaH 6poj MakcuMaaHUX uneata (u Taj 6poj Behu je oxn

jeman) 30Be C€ CeMUAOKAAAH TPCMEH.

[lexobconos padukxan y npcreny R je mpecjek CBUX MaKCUMAJHUX KIeaja

y mpcTeny, u obumexkasamo ra ca J(R).

Tepbemwe 1 ([5]). Eaemenm x € J(R) axo u camo ako je enemenm 1 — xy unse-

pmubusar y R 3a cearxo y € R.

Joxas. IlpernocraBumo na je x € J(R) u na numamo eseMeHT 1 — xy KOju HUje
naBepTubuian 3a HeKo y € R. Onma mocroju makcumasan maeasa M rtakas
na je 1l —xy € M, a ¢ o63upom na = € J(R) C M, ouna je vy € M. Ilpema
ToMe, umMaMo ga je 1 € M uywmme monazmumo o KoHTpamukiuje. OOpHYTO,
npernoctaBuMmo na x ¢ J(R). Ouma mocroju makcumasian npeas M Takas na
x ¢ M. Ilpema tome (z) + M = R, omsocHo mocroju y € R u m € M tako na

jexy+m=1. Hakne 1 —xy € M je HemHBepTUOUIAH €JIEMEHT. [

3a umean [ y npcreny R, amynarop umgeana Ann(/) je ckym cBux eseme-
HaTa y mpcreny r € R takBux ma je ra = 0 3a cBako a € I. Axko je mmeas [

IJIABHU TEHEPUCAH eJIeMEeHTOM I, oHga yMjecto Ann((z)) numemo Ann(x).

Buhe nam morpebua cieneha remepaJina TeopemMa Koja HaM TOBOPH Ja aKO
je mpeas canpykaH y KOHAYHO] YHUJU MTPOCTUX UAeaa, OHAA je caap:kKaH y

jeTHOM Ol HUX.

Teopema 2 (Teopema o uzbjerasamy npoctux mneana, [5]). Hexa cyp,,...,pa

npocmu udeanu u nexa je udean I cadpacan y | J_, pi. Onoa je I C p; 3a nexo i.

Loxasz. Hokasyjemo mumykmujom mo n > 1 ma ako I ¢ p; 3a 1 < ¢ < n ouma

I ¢ U, pi. Aro je n =1 pesyarar je rpuBmjanso tadad. IIpermocraBumo

6



1 OcHOBHU TTOjMOBU U3 TEOpPHUje KOMYTATUBHUX MIPCTEHA

na jen > 1 u na rBpheme Baku 3a n— 1. [IpuMjemyjyhu n nyra uHIyKTUBHY
IPETHOCTABKY, 3aK/bY4yjeMoO Ha 3a CBako i moctoju x; € I TakBo ma x; ¢ p
Kan ron j # i. Ako 3a HEKO i mMamo ma je r; ¢ P;, OHIA je IOKa3 TrOTOB.
Onma mpermocTaBUMO Oa je x; € P; 3a CBako i. Pasmarpamo ejleMeHT y =
Yo Xy Ty Xy Oumruenso ma je y € I ny ¢ p; 3a ceako 1 < i < n.

IIpema tome I Z |J;, pi. []

IBa mneana [ u J cy xomaxcumaana axo je I +J = R. Ilpema Tome 3a

KOMaKcuMaJiHe uaeajie mmamo na je [ NJ =1J.

Teopema 3 (Kumecka Teopema o ocramuma, [5] tBpbeme 1.10.). Hexa cy

L, ..., I, udearu y npcmeny R maxeu da cy udearu I; u I; Komakcumarnu xao

2001 # j. Onda je [ L =i, L, u
R/ ﬁ?zl ]z = R/Il X e X R/]n

Joxas. Horazahemo 3a n = 2. 'emepannu cayyaj caujeam MHAYKINjOM TaKO
mTo hemo mokaszatu na cy [y u Ip--- [, KOMakKCMMaJHUA aKO je CBAaKU Iap
Pa3IMYNTUX Maeasla KOMakKCUMaJiaH. 3a cBako 2 < ¢ < n MOCTOjU €JEeMEHT
xr; € [ my; € I; tako ma je z; +y; = 1. Ilpema tome 1 = (2 +1y2) -+ (xp +yn) €
L+ 1---1, nacy I u Iy--- [, KOMAKCUMAaJIHA.

Iaxme, moraszahemo pesyarar 3a n = 2. Herka cy [ m J KOMakcuMaJHUA
nneanau, u Heka je ¢: R—= R/I x R/J npecivnkaBame ne@rHUCAHO ca T —
(r+ 1,7+ J). Ouursenno, ¢ je xomomop¢dusam mpcrera ca jesrpom I N J.
Nneanu [ u J cy KOMakcuMaJHU Ta moctoje x € [ m y € J TakBu ma je
r+y =1. Onna je ¢(z) = (0,1) n ¢(y) = (1,0), ma 3a 6uno xoje 11,72 € R
umamo @(rox + ry) = (r1 + I,ro + J). IIpema Tome ¢ je cypjeruuja. Y BuUjek
umamo na je IJ C INJ, a kana cy [ mu J komakcumaJHu oH#a 3a a € [ N J

uMaMo a = a -1 =ax + ay € 1J, na npema Tome IJ =1NJ. [




I'imasa 2

HEJINJCE KOMIIJIERCU

Muoru BasKHU MPUMjepPU TOMOJOIMKUX MPOCTOPA MOTY Ce€ MPEACTABUTU HA
BUIlle HAUUHA, & jelaH O HBUX je TOMONy KOMOMHATOPHUX OOjekara Kao IMITO

CY CHUMIIIUIM]jAIJHN KOMIIJIEKCHU.

[enepanno, oCcUM CUMIIUNIN]ATHUX KOMIIJIIEKCA, NEJINjCKU KOMILJIEKCU KOjuU
ce MOojaBJ/byjy Y KOMOMHATOPHOM KOHTEKCTY CY W MOJIMEeIapPCKU KOMIIJIIEKCH,
KyOuunm rommiekcu, u konauyno CW komniercu. Hapouwro cy Baskau CW
KOMIIJIEKCHU Ka0 HajreHepaJHUja Kiaca NeanjcKkux KOMIJIEKca, 1 MHOTa TBP he-
Ba KOja Cy HaM IMOTPeOHAa y OCTAaJUM IOTJIaBhUMa NePUHUCAHA Cy yIPaBO 3a
riacy CW kommiekca. Crora, mpuje meTabHOT OaB/bema CUMILIAINN]AJTHAM
KOMIIJIEKCUMA, M3J0kmheMo nap mepuauimja u kparak yBon o CW rommie-

KCHMa.



2 henujcku xKoMmIeKCH

2.1 CW ©roMijaekcu

CW xkowmmiekce kao Tun Tomosomkor npocropa yseo je [I.X.K. Bajrxen
3a morpebe Teopuje xomoronuje. CW KOMIIJIEKC ce cacToju O OCHOBHUX I'Da-
IUBHUX OJIOKOBA KOjU ce Ha3uBajy heauje, U KOje Cy TOMOJIOUIKU 3aJIN]eIlJhbeHe
Ha onpebhen HaumH. 3a CBPXYy OBe MJOKTOPCKE AMcepTaluje, TOMeHyhemo camo

rkoHaune CW romiuiexce.

Ca B? osmaumheMo 3aTBOPEHY jeIWHWYHY JONTY y d- IMMEH3MOHATHOM
Eyxaumnckom mpoctopy, omaocuno B? = {x € E: |z| < 1}. I'panumna ox B? je
jemuruuna (d — 1)-cpepa S¢' = {x € E?: |z| = 1}. Tonosomku npocTop Koju
je xomeomopdan B¢ je d-heauja. Axo je o mHeka d-hemmja, ca ¢ 03HaAYABAMO
MOJICKYT OJ 0 KOjeM OAroBapa S < B? nonx 6umno KOJUM XOMEOMODP(PU3MOM

usmeby BY u 0. Heauja je TONOJOMEN IPOCTOP Koju je d-henmja 3a Heko d.

Ocuosua omnepamnuja kom CW kommiekca je dodasawe heauja. Hera je X
TOTOJIOIIKA TPOCTOP, o jenua d-hemuja u f: 6 — X HEOPEKUAHO MPECIUKA-
Balme€ N0JaBama. Nenujy ¢ noJajeMo Tako IMTO Y3WMaMO IUCjYHKTHY YHU)Y
X u 0 n unentuduryjemo x € ¢ ca f(r) € X, 3a cBako = € 6. Pesynrupajyhu

npocTop obuibexaBamo ca X Uys 0.

Henpernnuo npecnmkaBame nomaBama MoOpa OUTH Ae@UHUCAHO Y CBUM
TavykaMa "3 ¢, ONHOCHO YWTaBa TPAHUNA OJ 0 MOpa OWUTH 3ajujemnbeHa Ha
X. Cumra 2.1 TOo maycrpyje Kpo3 mpuMjep riaje je TOMOJIOMEKU IPocTop X
KPYsKHUIA KOjoj momajemo l-hesujy. Kako mopamo 3anaujenutu cBe Tauke
rpauune 1-henuje (omHOCHO mBa Kpaja WMBUIE) BUIAUMO Oa pPe3yaTUpPajyhn
IPOCTOP MOKe OuTy Kao y aujery (i) HOK pe3ynaTupajyhiu mpocTop HUKAZ HE

MOKe OUTU IIPOCTOP NpencTaBibeH y maujery (ii).




2 henujcku xKoMmIeKCH

(i) (i)
Cnura 2.1: Ilpumjep monaBama hemuja

Fonavwarn CW xomnaerc je Tononomku npoctop X TakaB Aa MOCTOjU KOHA-

YyaH yTHUjEKIEH HU3
PcXocX;CcX;C--CX,=X (2.1.1)

takaB ma 3a cBako ¢ = 0,1,2,...,n, X; je pesyarupajyhu mpocTtop HaKOH

nonaBama henumje Ha mpocTop X(i_1).

[Ipumjerrmo na oBa mepumuunmja 3axtujeBa na X, oyme 0-henuja. Axo je
X mexkun CW rommiekc, ouga 3a Hu3 kKao y 2.1.1 raxkemo ma je CW dexomno-

suyuja 00 X.

2.2 CumMniaekcu

Hexka cy zo,21,...,T, Tauke y Hekom R?. 3a taury = = Y.  \a; raje je
St oA = 1, RaskeMo ma je agura Kombunayuj Ka ;. A je CK

o =1, na j yuja ragakra ;. Aduna wycka je cryn
cBux a¢uHrx KoMOunanuja. Taure xg,21,...,%, cy aduno (zeomempujcru)
He3asucHe ako Cy jemHakocT . (Ax; =0 m Y . A = 0 moryhe jenuso 3a
=M =-=), =0. Hame, n+ 1 Tavaka je apuHO HE3aBUCHO aKO U CaMO
aKO Cy BEKTOPH T; — Tg, 3a 1 < i < n, muHeapHo He3zaBucHu. Y RY mmamo

HajBUImle d JUHEAPHO HE3aBUCHUX BEKTOpAa, Ma IpeMa TOMe, MMaMO HajBUIIle
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2 henujcku xKoMmIeKCH

d+ 1 ajuHO HE3aBUCHUX TAYaKA.

A¢duna kombunammja © =Yy ', \x; je Konsexcha kobunayuja ako je \; > 0

(2
3a cBako 0 < i < n. Koueexcha mycka je CKyl CBUX KOHBEKCHUX KOMOUHAIM]A.
I'eomempujcku n-cumnaexc je KOHBEKCHa JbyCcKa n + 1 aduHO HEe3aBUCHUX Ta-

yaka, 0 = conv{zg,zi,...,T,}. Hberosa dumensuja je dimo = n. Cmandapdan

reomerpujcku n-cumiiekc A" je onpeben Ha ciaemehu maumn:
A" = {($07x1a"'7$n) < R?-—i_l o+ T+ Ty = 1}7

raje je R, ckyn cBux He-HeraTWBHUX peayiHUX OpojeBa. IlocToju adumua Ou-
jekmuja n3mely OMIIO KOjer reoMeTpujCKOT N-CUMIIJIEKCa U CTaHIapIHOT T'eo-
METPHUjCKOT N-CUMILJIEKCa. Y OajbeM TEKCTY, je JTHOCTABHO KOPUCTUMO IIOjaM

CUMILJIECKC YMjeCTO FeOMeTpI/IjCKI/I CHUMIILJIIEKC.

3a mpBUX ap AUMEH3Uja, 4eCTO KOPUCTUMO MOoCceOHa MMeHa 3a CUMIIIEKCE,
mayka 3a 0-CUMIIJIEKC, uBuUUaG 338 1-CUMIIJIEKC, MPoyz2a0 38 2-CUMILIEKC, U Me-

mpaedap 3a 3-cumiiiekc (cianka 2.2).

Cauka 2.2: C naujeBa Ha mecuo: Tauka, mBuia, TpOyrao, u TeTpaenap

Buno koju monckyn apuHO He3aBUCHUX Tadvaka je Takohe apumHO He3aBU-
caH, ma nmpeMa ToMe onpebyje cummiekc. Jluye cUMIIEKCA 0 je KOHBEKCHA
JbyCKa HEMPAa3HOT MOJICKYyNa Tadaka T;, W JUIE je npaso aKko Taj MOACKYI HUje
uyntaB ckyn. [lumemo 7 C o ako je T juie cuMIiekca o, OOQHOCHO T C O

ako je To mume mpaso. C oG3upoM ma ckym ox n + 1 ememenara mma 27!

11



2 henujcku xKoMmIeKCH

NOJACKYyHOBa, YKBYUyjyhu u npasan ckym, o uma 2" — 1 jguna on xojux cy
cBa mpaBa ocuM caMor o. [I'panuya cuMIIeKca, KOjy obuibekaBamo bd o,
je yHUja CBUX NPaBUX JUIA, AOK j& YHYMpauwmnocm CUMIIJIIEKCA CBE OCTAJIO,
omHocHO int ¢ = 0 — bd 0. Tauka xr € ¢ mpunmanga int ¢ ako #u camMo akKo Cy
IeHN KoeduiujerTu \; mosutusHu. Crnmjenu na cBaka Tadyka T € ¢ OPUNALA
VHYTPAIIKHOCTU TAYHO jETHOT JNIA, KOje je TeHePMCAHO TadykKaMa T; KOjuMa

OroBapajy MO3WTUBHU KOEPUIJEHTH ;.

2.3 CuMnaunujasTHu KOMIIJIEKCU

Ca R®’/ obumexumo muperrny cymy |J| (raje J mMoske 6utu GecKoHAUHO;
|J| je kapmumamHOCT ckyma J) komuja R (ma je mpema Tome moackyn y R
Kojer umHe cBe Tauke r = (z;)je; € R’ Tarse ma je x; = 0, 3a cBe ocum

KOHAYHO MHOrO j € J).

(Teomempujeru) cumnauyujarnu vomnaexe K y R®! je romexkmmja cummie-

kca y R’ koja 3amoBosmasa ciaeneha mBa yciosa:
(1) Ceako mune cummiekca y K je cummiekc y K.

(2) Hempasanm npecjek nsa cumiuiekca y K je juie CBakKOT O Ta OBa CUM-

IIJICKCa.

[Ipumjep cumnaunujasHor KoMmIiiekca nar je Ha ciaumu 2.3. Ckyn cum-
IJIeKCA KOJU He UMHE CUMILIUIU]AJHA KOMIUIEKC nat je y npumjepuma (i), (i)
n (iii) ma caumu 2.4. Y npumjepy (i) Hemocraje mBUIIA U OBa TjeMeHa; Y
npumjepy (ii) mpecjek TPOyrioBa je CerMeHT KOjU HUje JIMIE HU jeIHOT HU
Ipyror Tpoyria; Hok y npuMjepy (iiil) mBuma mpecjema Tpoyrao y TAukKU KOja

Ce HaJa3u y yHYTPAIIlBOCTU TOT TPOYTJIA.
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v
YR

Cnura 2.3: IlpuMjep cUMIIUIMjaTIHOT KOMIIIEKCA

(i) (i) (iif)

Cnura 2.4: Huje cuMnaunujaanu KOMIJIEKC

Jumenzuja kommaekca K je MakcuMaJiHA OUMEH3Uja HETOBUX CUMIIIEKCA.
Ca |K| obumeskaBamo yHujy cBux cummiekca y K. Oowm ckymy je mara
ronoJsioruja Ha ciaenehu vauwn: ckyn F' C |K| je 3aTBOpeH ako u caMo ako je
F No 3aTBopen y o 3a cBaku cuMmiuiekc o € K (cam cummiiekc o Hacaujebyje
TOIIOJIOTUjY KOjy WMHAYKYje n-IUMEeH3UMOHAJHA paBaH Kojy onpebyjy merosa
tjemena). Tomomoukn mpocrop |K| Ha3uBa ce 2eoMeMPUjCKa Peasu3ayuja

onpeben je mo ma xoMeoMopduzaM.

2.3.1 AmncTpakKTHU CUMILJIUIjAJTHU KOMIIJIEKCI

ATCTPAKTHU CUMIIVNINAjAJTHNA KOMIJIEKCU Cy YMCTO KOMOMHATOPHU AHAJIOT
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CUMIIIUIjAJTHUX KOMILJIEKCA. ATCTPAKTHE CUMIIIUANAjAJTHE KOMIIIEKCE MO-

KeMO IIoCMaTpaTr KaO BUIMMECAVMEH3MOHAJHO YOIIIIITCH€ rpanOBa.

Ancmpaxman cumnavyujasty xomnaeke K je KOJEKIMja KOHAUHUX HEIpa-
3HMX CKyIlOBa TakBux na ako je A € K, u () # B C A, ouna je B € K. Ckynosu

y K cy ®Berosu cumMnaexcu.

Jlumensuja cummierca je dim A = |A|—1 a quMeH3uja KOMIIEKCA je MaKCU-
MaJjiHa, MUMEH3Uja H-erOBUX CUMILIeKca. llomekan mumemo o'? ma osmaummo
cuMmIIekc o mumensuje d. Jluue om A je 6uino xKoju Henpasan moackyn B C A.
Cryn mjemena je yuuja csux cummiekca V (K) = UK = UaecA. [Tomkxomnaerc

je ancrpakran cummiunyjasaan komiiexke £ C K.

U2

{{Ul}a{UQ}a{U3}7{U4}7{U5}7

» E—— pVp —> {U17U2}7{U17U3}7{027U3}7

%)
{U27 U4}7 {U37 U4}7 {U37 U5}7

V3 {U4uv5}7{U17U27U3}7{U37U47v5}}

Cnuka 2.5: AncrpaxoBame jeqHOT T€OMETPUjCKOT KOMILIEKCa

CBaky TreOMeTPUjCKU CUMILIUIN]AJTHI KOMIIIEKC MOKE Ce allCTPaxOBaTu, U
OOpPHYTO CBAKOM AICTPAKTHOM CUMILIUIIAjAJTHOM KOMIUIEKCY K MO:ke ce mpu-
IPYRUTU OAroBapajyhu reoMeTprjCcKy CUMIINIA]AIHI KOMIIEKC K, O THOCHO
rosopumo 1a je |K| zeomempujcra pearuzayuja kommnerca K. Cnura 2.5 npu-
Ka3yje alCTpaXOBaIhe jeTHOI Te€OMETPUjCKOT KOMIIJIEKCa a CJAnKa 2.6 Buie

XOMEeOMOP(HUX TeOMETPUjCKUX peau3aluja alCTPAKTHOI CUMILININ]AJIHOT

komrtekca K = {{v1}, {va}, {vs}, {va}, {v1, vo}, {v1, v3}, {ve, v3}, {v1,v4}, {v3,0v4},

14
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{Ul, V2, Ug}}.

V2
V2

U1 U3 U1 U3

(1
V4

Cnuka 2.6: XomeoMOp(dHE reOMETPUjCKEe peasn3aluje

Cumniuekcu o € K Koju HUCY caApKaHU HUA Y jeTHOM APYTOM CUMILIEKCY
Yy KOMILIEKCY Ha3UBajy C€ MaKCUMAAHU cumnaercu. CUMILUIEKC T HA3UBa Ce
cn0600H0 AuYEe CUMIIEKCA 0 ako je 7 C 0, 0 je MaKCUMaJaH CHUMILIJIEKC U
T HUje JUIe HUjeTHOT APYTOT MAaKCUMAJHOD CUMIIJIEKCA y KOMIUIEKCY. 3a
cummnerc o = {xg,...,r,} € K, xopuctumo o3zuake o \ r; = {xo,...,Li, ... Ty}

no+y={zo...,Tny}.

Y HacTaBKy paja, allCTPaKTHE CUMILIUIAjaJHe KOMIIEKCe O0ubesKkuheMo
Ha MCTU HAYWH KA0 U FeOMeTpPUujcke, onHocHo ca K, L, mta. Kaga roBopumo
O TOIOJIOMKUM CBOjCTBUMA AICTPAKTHOT CUMILIUIM]AJHOT KOMIIeKca K, TO

ce YBUjeK OJHOCU HA TONOJOWKMU IpocTop |K|.

2.3.2 CuMmmmujajiHa IpecJMKaBama

Hera je K cumnaunujasHym KOMIJIEKC Ca TjeMEeHUMa X, Ty, ...,Tk. CBaka
Tauyka y KOMIUIeKCY = € |K|, mpumana yHyTPAIIHBOCTA TAYHO jE€IHOT CUMILIE-

kca y K. Hexra je 0 = conv{zg, z1,...,x,} Taj cCUMILIEKC, OHIA je T = y ., \;Z;
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2 henujcku xKoMmIeKCH

ca y i gA =1m A >0 3a csako i. Obumexumo b;(z) = \; 3a cBako 0 <
i<mnub(r)=03an+1<i<k Wvamo maje x = >+ bi(x)z; u bi(x)
30BeMO bapuyenmpuune koopouname on x 'y K. Dapunenrpruse koopausare

KOPUCTUMO Ja OMCMO Ne(pUHUCATN CUMIINIM]jAIHA IPECINKABAKA.

Cumnauyujasrno npecauvkasame naMebhy nOBa AMCTPAKTHA CUMILIVIV]ATHA
kommiekca K wm L je mpecnukaBame naro Ha TjemennMma f: V(K) — V(L)
TaKBO na ako je {xg,x1,...,o,} cummaekc y K, onna je {f(xo), f(z1),..., f(zn)}
cumnierc y L. 3a takBo mpecauraBame [ mumemo na je f: K — L. Oso
IPECINKABAKLE MOMKE Ce NPOILYKATYU HA HEIPEKUIHO NpecinkaBame uaMeby
ronosiomkux npocropa |K| u |L|. HemnpekumaHo CUMIIUNIU]ATHO MTPECIUKA-
Bame |f|: |K|—|L| mepunucano je ca |f|(z) = Y I bi(z)f(z;). Kana je us
KOHTEKCTa jaCHO JJa Ce paay O IpecinKaBamy u3Mehy Tonosomkunx npocropa,

TO IpeciuKaBame heMo yecto o3Hauutu ca f ymjecto |f|.

2.4 CuMmniaunujajsiHa TOIIOJIOTHja

Y oBom mujeny maheMo KpaTak Iperjen TeOpHrje XOMOTOIMje 38 CUMIIIU-

jajHe KOMIIeKce. 3a oOyxXBaTHHU]y aHauu3y ymyhyjemo umraona Ha [13,

17, 24].

3a mara mOBa TOMOJOIMKa mpoctopa X um Y, MOKe ce yBeCcTU peJsialuja

€KBUBAJICHIINj€ HA MPOCTOPY CBUX HENPEKUIHUX MpecaukaBama u3d X y Y.

Heka cy f,g: X — Y nBa menperumna npecaukaBama u [ = [0,1]. He-
npexkuaHo mnpeciaukaBame F: X X [ —Y je zomomonuja om f mo g ako je

F(—,0)=fu F(—,1) = g. Xomoronujy on f mo g o3HauaBamo ca f ~ g.

Xomomoncra exsusanenyuja f: X—=Y je HENPEKUIHO MPECIUKABAHE TAKBO
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2 henujcku xKoMmIeKCH

Ia MOCTOju HEMPEKUIHO MpeciukaBame ¢: Y —= X TakBo ma je fog ~idy u
go f ~idx. Raxemo ma cy Tomosjomku npoctopu X u Y TOMOMONCKU eKeu-
sanenmuu, X ~ Y, akO MOCTOju XOMOTOICKa ekBuBaJienrnuja f: X —Y. 3a
XOMOTOIICKM €KBUBAJIEHTHE IIPOCTOpe KaykeMO Oa X HuMa TOMOMONCKU Mun

npocrtopa Y.

Heka je X Tomosomku npocrtop ca nornpocropom A C X, u Heka je i: A —

X wmuraysuja. Hempermnmao npecnukaBame f: X — A mHasusa ce:
e perpaknuja axo je f|4 = ida;

e neopManujcka perparuuja ako je f perpakmuja m o f: X — X xoMmo-

TOITHO UIEHTUTETY idx.

e jaka medopMalljCKa peTpaklrja akKo IOCTOJU XOMOTOIICKA EKBUBAJIE-
aiuja F: X x [ — X usmeby i o f u idy kKoja je KoHCcTanTHa Ha A,

omuocHo, F(a,t) =a 3a cBako t € [ u a € A.

Y ToMm cayuajy Kaxke ce nga je A perpakT, neGopMaIyjCcKu peTpakKT, OJHOCHO

jak medopmanmjCKm peTpakxT onm X.

Kasxke ce ma je mpocrop X kxonwmpaxmubusah ako je XOMOTOIICKU €KBUBA-
genTaH Tauyku X =~ x. To je eKBUBaAJEHTHO UUILEHUIU 13 je UIOCHTUTET idy

HYJIXOMOTOIIaH, OJHOCHO XOMOTOIIaH KOHCTAHTHOM IIDECJ/IMKaBalby.

3a amncTpakTHe CUMILIAINUjaJHE KOMIUIekce K u L KamkeMO ma Cy XOMO-
TOIIHO EKBUBAJICHTHU AKO Cy BHBUXOBe reoMerpujcke peasmsanuje |K| u |L|
XOMOTOIIHO €KBUBaJIeHTHe. [‘eHepaJiHO, Kaga TOJl TOBOPUMO O TOIOJOIIKUAM
CBOjCTBUMA ANCTPAKTHOT CUMILIUIIAjAJTHOT KOMILJIEKCA, TOBOPUMO O H>ErOBOj

reOMEeTPHJCKO] peaIn3alyjn.

Hexka je K cumnaumujajau KOMIJIEKC U 0,7 € K CUMIJIEKCU TaKBU Ja je:
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2 henujcku xKoMmIeKCH

(1) 7 Co;

(2) 0 je MakcuMaJIaH CUMIUIEKC, U HUAjeAaH APYTU MAKCUMAJaH CUMIIEKC HE

CapKU T.

Cumnaivyujannu xKoaanc je OACTpamemhe CBUX CUMIIJIEKCA Y TAKBUX na je T C
v C 0. Aro y3 1o mmamo dim7 = dimo — 1 oHma ce pamum O esemenma-
pHoMm Koaancy. CUMIIUNUjATHA KOJAICKA CYy 3HAUYAjHU jep MDOBOIE IO jake
nedopMaljcke peTpaknuje, OTHOCHO IO XOMOTOICKe ekBuBajeHnuje. lame,
CUMILIIAIj aJTHI KOMIIEKC K je KOHTpaKTUOMIaH aKo M caMO aKO IIOCTOjU HU3
KOJIAIICa U eKCIaH3uja (aHTUKOJAINCa, MHBEP3HA Oolepalyja Ol KOJAICa) KOjU

Bome on K Mo HEKOr TjeMeHa u OOPHYTO.

Sa cummummjanaan kommieke K ca ckynmom tjemena V(K) raxkemo ma je
xonyc ca Bpxom v € V(K) ako 3a cBaku cummiekc o € K Baxu na je o U{v} €
K. Axo je cuMmmiaumujaJiHu KOMILIEKC K KOHYC ca BPXOM U OHIA jeé HeroBa

reOMeTPUjCKa peasu3aluja KOHTPaAKTUOMIITHA.

‘Renmjcku koMmmirexc je byxem cepa ako ce cacToju on kg henuja mumensuje
d kao u jemmue 0-hesmje o Tako ma ce cBe heauje CUjeKy Yy « U HUTIjE
npyro. Dyket cdepa 3ammcyjemo ca \/kd S, Y KOMOMHATOPHO] TOIOJOTH]H,

CUMILJIMIVj QJTH KOMIIJIEKCH YeCTO MMajy XOMOTOIICKM TUI OykeTa cdepa.

[Iorpebue cy mam u cnenehe neme.

JIema 4 (Jlema 2.5, [24]). Axo je K koHQuaH CUMNAVYUJGANY KOMNAEKC, OHOA
je monoaowry npocmop | K| xomnaxman. Obpwymo, axo je nodckyn A 00 |K|

Komnaxman, onda je A C |Ky| 3a nexu xonauwan nomrwomnaekrce Ko y K.

Tpeba obparutu naxkmy ma je oBa seMma y [24] dopmynaucana 3a cuM-

IIMN7jadHe KOMILIEKCe Koju ce Hagaze y RY 3a meko N, mTo orpammdana
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2 henujcku xKoMmIeKCH

KapIUHAJIHOCT KOMIIeKca K U nuMeH3ujy meroBux cumiiekca. Mebhyrtum, y
cnemehem moramasmy y [24], ayTop ykgama OBa OrpaHWYema, TAKO Ia OBAj

pe3yITAT BAKU y Fe€HEPAJJHOM CJIy4ajy mTO heMO M KOPUCTUTU.

I[TorpebHa HaM je u JemMa KOHTPAKTUOUJIHOT MOTKOMIIJIEKCA:

Jlema 5 (Xauep [13], tBpheme 0.17). Hexa cy K u L cumnavyujoeanu Kom-
naexcu maxo 0a je L xonwmpaxmubusan nomrxomnaexc y K. Onda cy K/L v K

TOMOMONHO ERBUBANAEHTIIHU.

Y uctpakuBamy XOMOTOIICKOT TUIIA KOMIIJIEKCA BUIIE IIyTa NeMO KOPUCTU-
tn Tepeomy [I.X.K. Bajrxena roja Ham roBopu na je mpeciukaBame mdMmebhy
CW-roMnIekca Koje MHAYKYyje U30MOp(uU3Me Ha CBUM XOMOTOICKUM I'pylaMa

XOMOTOIICKa €KBUB a.TIeHI_[I/Ij a.

Teopema 6 (Teopema Bajrxema, [13] Teopema 4.5.). Axo je f: X —Y npe-
cauxagame uamehy dea nosesarna CW xomnaerxca xoje undyxyje usomopdusme
fa: (X)) —=mo(Y) 3a cearo n, onoda je f romomoncra exsusasenyuja. Y cay-
wagy xada je [ unrkaysuja nomxomnaexca X — Y onda je X dedopmayujcru
pempaxm 00 Y. Ilocebrno, axo je m,(X) mpusujaana 3a ceaxo n, onda je X

KONMPAKMUOUAAH.
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I'masa 3

JIMCKPETHA TEOPNJA MOPCA

IIpernmocTaBuMO ma mMaMO KOHaYaH CUMILIUIMjaTHU KOoMmIekce K. Yecto
je cayuaj ma K mva CW mekoMmo3wimjy ca MHOTO Marke heauja HEro y
OPUTUHAJIHO] CUMIIIUIMjAJTHO] MEKOMIO3UIju. KRako mMokemo Hahu TaxkBy
yepuracuy” CW nekommosunujy xommiekca K7 YmupaBo je AUCKpeTHA Te-
opuja Mopca kojy je yBeo Pobun Popman ([11, 12]) 3HauajHa anartra Koja
OJIAKIIABA AHAJMU3y XOMOTOIICKOT THUIIa KOHAYHUX KOMIIJIEKCA TAKO IITO CMa-
Ibyje BEJIWYMHY KOMILIEKCA WCTOBPEeMeHO uyBajyhu xomoromcku tur. OBa
Teopuja pasBujeHa y 1990-tum romuHama je KOMOMHATOPHU AHAJIOT OPUTH-
HaaHe Mopcose Teopuje, kojy je pazBuo Mapctor Mopc y 20-tuMm roamaama
nporior Bujeka. OpuruHaina Teopuja ce 6aBU aHAJIN30M €KBUBAJEHI]E Te-
HEpPAaJHUX TOIOJIOMIKMUX IPOCTOPa NOK AUCKpeTHa Teopuja Mopca naje cauune

MeTOe 33 aHAJIU3Y TOIOJIOMIKUX IPOCTOPAa KOJU UMajy OUCKPETHY CTPYKTYDPY.

Herka je K cumnumnmjaanu komniaekc. MoskeMmo cariienatvi IUCKPETHY Te-
opujy Mopca Kao remepaJjusanujy TeOpuje CUMIIAIUjAJTHUX KoJjamnca. Heka

je {o,7} map cummnekca y K takBux ga je 0 C 7 u dimo = dim7 — 1. Ila
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3 Huckperna teopuja Mopca

OuCcMO MMaJu eJeMeHTapaH KOJIAIC T Ha 0, T MOPa OUTHU MAaKCHUMAJAH CUM-
MJIEKC W jJeIWHW MaKCUMAaJIaH CUMIIJIEKC Y KOMIIJIEKCY KOju caap:ku o. Tama
MOYKEMO OACTPAHUTUA YHYTPAIILOCT Ta ABA CUMIIJIEKCAa 0 U 7. BumamMmo na
HU3 CUMILIUIN]AJTHAX KOJIAIICA MOKEMO KOMOMHATOPHO TJIEAATH KAO CKYII Ia-
poBa cuMIIeKca {0, T} KOju O3HAUaBajy CBAKU CUMILIMAIMjaJHU Kojamc. Me-
byTuMm, mpou3BOBHU CKYI ymapuBama CUMIIEKCA HE MPEACTAaBJba HY:KHO U
HU3 CUMILIUIM]AJHUX KOJalca. Y IpaBo AUCKpeTHa Teopuja Mopca je meton
yoapuBama CHUMIJIEKCA Ha HAUYWH KOJU [aje HU3 CUMILININ]AJHUX KOJaIlca,
TaKO 1a KOMIIJIEKC CBeIEeMO Ha IMITO Mamu Opoj heauja Kako 6MCcMO onpenuian

HBEeroB XOMOTOIICKM THII.

3.1 uckperna MopcoBa ¢pyHKIuja

Hera je K xoHaYaH CUMIIUIMjaJIHA KOMIJIEKC U npecaukaBame f: K—=N.
Pasmucaumo o moryhem cBojCcTBY ma 3a cBaku map CuUMILIEKca «, 5 € K raje
je o mune cummiekca § umamo na je f(a) < f(5) (yBujer moxkemo nahu makap
jemHO TakBO mpeciaukaBame f Tako mTo nepunumemo na je f(a) = d roje je
d mamvensmja cummierca «). uckperna MopcoBa ¢pyHEIMja roToBO na MMa
OBO CBOjCTBO, TO jeCT, UMa HajBUIIE jedHy ,rpemky’ jgokaiguo. OBa umeja je

dpopmanmzoBana y cienehoj mepuaUIMIjN:

Hedbununuja 7. Hexa je K cumnavyujosnu komnaexe. f: K—=N je duckpemmna

Mopcoea gynxyuja axo 3a ceaxu cumnaerc o9 € K eamncu da:
1. f(BYY) < f(a'D) 3a najeuwe jedan cumnaexc fHD > ol

2. f(BYD) > f(a'D) 3a najeuwe jedan cumnaexc B4 C ald
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3 Huckperna teopuja Mopca

Kao jemnocraBan npumjep pa3morpumo ciauky 3.1. Rommnnekc je ,mpa3an”
tpoyrao raje cy tauke (0-cummiekcu) m usure (l-cummiiekcu) obubeKeHn
BUXOBUM BpuUjeqHocTuMa. llpuMmjeTumMo na y Apyrom mmjesry CIuKe, TpUMjep
(i), BpujemnocTu Koje cy 3amaTe cy Takse na cumiiekc f1(0) (moma mBuna
Tpoyrsa) uma nBa Jjuina (Tjemena) koja umajy Behe Bpujemnoctu. Crora,
OBaj CUMILJIEKC KPIIN APYTO IPaBUio AuckpeTHe MopcoBe ¢yHEIUje, ma OBaj
npuMjep HyMepucama CHUMINIeKca Huje auckpetrHa Mopcosa ¢ymrmmja. C
npyre crpade, mpuMmjep mar y mujeay (i) ciauke 3.1 3am0BOsbaBa aKCHOME

nuckperHe MopcoBe ¢yHKOUIjeE.

(i) (i)

Cmmra 3.1: (i) jecre muckperna MopcoBa ¢yuruuja, (i) HEje muckperHa

MopcoBa ¢ysEKIUTja

Cneneha nepruunuja naeHTUPUKYje CUMIJIEKCE KOjU HEMAjy HUjemHY JIO-
” . L
KaJIHy ,,IPeImKy”’ y OmIHOCY Ha cBojcTBO MoHOoToHOCTH f(0) < f(f) roje je «

JIMIE CUMILIeKca [3.

Hedunumuja 8. 3a duckpemny Mopcosy dynxuujy f, o9 € K je xpumuuna

mavka ako 8axcu 0a:
o f(BD) > f(aD) 3a ceanu cumnaexc BT D ald)

o f(BY ) < f(aD) 3a ceaxu cumnaexc f4D C ol
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3 Huckperna teopuja Mopca

W3 came mepununuje nuckperHe MopcoBe (yHKIUje MOke ce IOKa3aTHU
Ia CBAaKM CUMILIEKC 33JI0BOJhaBA MaKap jelaH Ol yCJIOBa 3a TECT KPUTUYHE
Tadyke, OJNHOCHO na ce ycjaoBu 1 u 2 y mepumHUIUjU 7 HE MOI'Yy MCTOBPEMEHO

IIECUTU.

JIema 9 (Jlema 2.5 y [11]). Hexa je f ouckpemmna Mopcosa ¢ynxyuja dedunu-
cana na xomnaexcy K, u nexa je a9 nexu cumnaexc y K. He nocmoje cum-

naexcu 74V C o ¢ B makeu da je f(y4V) > fad) > F(BEHD).

Jloxas. TIpeTocTaBrMO CympoTHO, ma 3a Hekn cumitekc ol? € K mmamo ma

je Y C ol C B taro ma je f(y7V) > f(a) > f(BHY). Iocma-

TpajMo Heko apyro jume cumiaerca [ koje camprm @)

mrexc o) # a@ rako ma 74D c ol c B TIpema nedumummin muc-

, OMHOCHO CUM-

kperne Mopcose ¢ynrrmje Mopamo umaru f(y( V) < f(aéd)) ma je mpema
tome f(BUT)) < f(a®) u f(BD) < f(ozéd)) yrMe [0JIa3UMO 10 KOHTPA,IUK-

nuje. ]
Cana Mo#eMO HaBeCTHU TJIaBHY TeopeMy IUCKpeTHe Teopuje Mopca:

Teopema 10 (Teopema 2.5 [12]). Heka je K cumnavyujannu Komnaexc ca ouc-
kpemnom Mopcosom dyrkyujom. Onoa je K zomomonan CW xomnaexcy ca no

jeorom heaujom oumensuje d 3a cearu Kpumuuwar cumnaiexc oumernsuje d.

Ilakne, nuckpetHa MopcoBa ¢yHKIMja Haje HAUMH KOHCTPYKIj€e CUMILIN-
[I1jAJTHOT KOMIIJIEKCA TaKO MITO TPUIAPYKY]EMO CUMILIEKCE PenoM KOju je me-
¢uHICAH (YHKIVjOM, OTHOCHO, IPBO N0JajeMO CUMILJIEKCE KOJU MMa]jy HajMa-

BY BPUjeTHOCT.
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3 Huckperna teopuja Mopca

3.2 I'pamujeHTHO BEKTOPCKO IIOJbE

Moske ce oqMax IPUMMjETUTHU Ia 38 OMJIO KOjU KOMIIJIEKC Je(UHUCAE TUC-
kperHe MopcoBe (yHKIUje HUje TeIKo, JOBOJLHO je ma y3memo f(al®) = d.
MebyTtum, y TOM cirydajy CcBakKu CUMILIEKC O OMO KpUTHUUYAH ITa OU TeopeMa
10 6buna camo HemHTepecaHTHa KoHcTaTanuja. C mpyre crpane, onpebuBame
nuckpetHe MopcoBe ¢(yHKIUje Koja naje MHTEpPECAHTAH pPe3yJITAT je MHOIO
Behu m3azoB. W3 momeHyTe TeopeMe CMO BUOjEJIU M CE€ KOMIIJIEKC MOKE
JJaRKIIe aHaJU3WUPaATU YKOJJIUKO HMaMO Malbh€ KPUTUYHUX CHUMILJIIEKCA. KaKO
OHJIa T€HEPAJHO HYMEPUCATU CBAKU CUMILIEKC TAKO [1a 3aJ0BOJHABA aKCUOME
Mopcose ¢yHEIMjEe a Aa TPU TOM UMAMO IITO Malkhe KPUTUUHUX CUMIIIEKCA?
Ha cpehy, y mpakcu He MOpaMO €KCIIMIIUTHO OApPEeIUTH AuckpeTHy MopcoBy
¢yuEIUjYy. JOBOJHO je oapeauTy rpalujeHTHO BEKTOPCKO moJbe 32 MopcoBy

¢yHKIU]y, mTo heMo u 00jacHUTN Yy OBOM Iujesy MOTJIaBJba.

WNanycrpyjmo oy mnejy npumjepom (i) cauka 3.1. Hekpuruunu cummiekcu
nonaze y maposuma. Y oBoM mpumjepy, f (1) Huje KpUTUUYAH CUMILIEKC
3aTO WTO MMa Julle Koje je Hymepucano sehum 6pojem (To je Tjeme f~1(2)).
OnnocHO, 06pHYTO Taemano [~ !(2) HUje KPUTUYAH CUMILIEKC 3aTO HITO je
camp:kan y cuMmiuiekcy sBehe mumensuje f~1(1) Koju uMa Mamy BpUjemHOCT.
[Ipema smemMu 9, cBakmM HEKPUTUYAH CHUMIJIEKC j€ CAAPKAH y TAdHO j€THOM
mapy, U Taj map MOKEMO O3HAYUUTU TAKO MITO NeMO HAUPTATU CTPEJIUIy O
Mamer kKa BeheM cuMIIEKCy. Y OBOM MIPUMjEpPy CTpeJaula uae O TjeMeHa
f7Y2) no uBume f~1(1). Ciuuno TOMe, UMAMO CTPEJUILYy KOja UIE O] TjeMeHa

f7Y(4) no weune f~1(3) (Bumjern camky 3.2).
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3 Huckperna teopuja Mopca

Cnura 3.2: 'pagujeHTHO BEKTOPCKO moJne 3a quckperny MopcoBy ¢yHKIuUjy

npukasany y npumjepy (i) cauka 3.1

OBaj mporec MOXKEMO TPUMUjEHUTU HA OWIJIO KOjU CUMILIUI]AJTHUA KOM-
IJIEKC ca AUCKPeTHOM MopcoBoM ¢(yHKHMjoM. 3a CBAKU HEKPUTUYAH CUM-
maekc o'? 3a koju mocroju @ C BN rakas ma je f(B) < f(a), upramo
crpesuny Koja une on « no 5 (yBujek ox mamer ka Behiem cummiercy). Cunuka

3.3 uIycTpyje MaJo CIOKEHU)U IPUMjep.

12 11 10 16 17

Cuuka 3.3: Jom jeman npumjep muckperae MopcoBe ¢yHKIUje U HEHOT Ipa-

,JII/Ij €HTHOI' BEKTOPCRKOT' I10Jba

W3 neme 9 mpomsunazu na CBAKM CUMIIJIEKC (v 3a0BOJbABA TAYHO jedaH O

crenehux ycaosa:
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3 Huckperna teopuja Mopca

1. a je penm TayHO jemHe CTpeJUIIE.
2. o je BpX TAYHO jedHE CTPEJIUILE.

3. . HMje HU Pen HU BPX HUjEIHE CTPEJUIE.

[IpumjeTumo na je cUMIIEKC KPUTHUYAH aKO M caMO aKO HHUje HU PEIll HU BPX
HUjeqHEe CTPeJnIle, OJHOCHO ako 3amnoBosbaBa Tpehu ycmoB. Ha mpumjepy Ha
cumu 3.3 kputuuan cummiescu ¢y f1(0) u f~1(13). Teopema 10 mam rosopu
Ia je oBaj KOMIIEKC XOMOToncku ekBuBajenTtan CW KoMmekcy ca TadHO

jemuom 0-henujoMm u jemaom l-heamjom, OMHOCHO, XOMOTONAH j€ KDY KHUI.

Ose ,,cTpemune” umn ,,Bexrope” ca penom v a'? u spxom y B4 mosenmo
nocmaTpaTtu kao mapose {al@ D) koju mepuHMITY IMCKPETHO BEKTOPCKO

II0JbE.

Iepumaunmja 11. Juckpemno eexmopcko nove V CuUMNAUYUjasnoz KOMNAEKCA
K je ckyn naposa {a(d),ﬁ(d“)} 20je je o C B mako da ce cearu cumnaerc

Y KOMNAEKCY HANA3U Y HajeuuLe JeOHOM Napy.

[Ipema tome, 3a mary muckperny MopcoBy ¢yurmujy f: K — N moxkemo
KOHCTPYMCATH OUCKPETHO BEKTOPCKO IMOJbE TAKO IMMTO (HOpMUPAMO HMapOBe
{a@ pE+DY kan ron mmamo f(al?) > f(BHD) u ol c U, Taxso muc-
KPETHO BEKTOPCKO IOJbE 30BEMO 2padujenmHo aexmopcko nosve od f. Kao mro
hemo BumjeTu KacHUje, JaKIIe je PAIUTU Ca OUCKPETHUM BEKTOPCKUM MOJLEM,
ONHOCHO Ca CTpeJiMIaMa, Hero ca auckpeTHoM MopcoBoMm (yHKIIjoOM.

Bunjenu cmo na kana mmamo muckpetHy MopcoBy ¢yHkuujy f, ZUpEKTHO
MOKeMO Ie(@UHNCATA AUCKPETHO BEKTOPCKO IOJbe (hopMUpajyhn napoBe cuM-

IJIeKca, aju Kaga Baku oOpHyTo? (OOHOCHO, Kala je MUCKPETHO BEKTOPCKO
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3 Huckperna teopuja Mopca

MoJbe CUMIIJIUINI]AaJHOT KOMIIEKca /K yjemnHO U rpadujeHTHO BEKTOPCKO IOJbe
Heke nuckperne Mopcose ¢yrkrnuje f7 Ila GucMo OArOBOPUIN HA TO MUTAHE,

Tpeba HaM JepuHUIUja V-IyTame.

Hera je V muckpeTHO BEKTOPCKO MOJbE CUMILIUIM]AJHOT KOMILJIEeKca K.

V-nymawa je HU3 cuMIIIEKCa

d) Hd d) Hd d d
o, B, B ol B ol (3:2.1)
Tako ma 3a cBako i = 0,...,r umamo {«a;, 5;} € V u §; D a1 # o;. Kakemo na

je TakBa myTama 3aMe0peHa akKo je apy = a,-41 3a Heko r > 0. OBa medurUITja

HaM je moTpebHa pamu ciaeneher pesyarara:

Teopema 12 (Teopema 3.4 [12]). Hexa je V' epadujenmmo eexmopcko nowe ouc-
kpemmne Mopcose dynruyuje f. Onda je wuz cumnaekca xao y (3.2.1) V-nymama

axo u camo axo je o; C ;3 D ayyq1 3a ceaxo i =0,...,1, u
flao) = f(Bo) > flar) = f(B1) > -+ = f(Br) > flawsa).

[Ipema Tome V-myrame cy ympaBO HM30BU CHUMILJIIEKCA MOY:K KOJUX CE€ BpU-
jemnoctu ¢ymrnuje f cmamyjy. OBa Teopema ympaBo ykasyje na ako je V
rpaIljeHTHO BEKTOPCKO IOJbe, Jla He MOCToje 3aTBopeHe V-myrtame. ['maBHa
TeopeMa KOjy HaBOJIUMO y OBOM MMjeJIy MOTJIaBJha je Ia je W CYIPOTaH UCKa3

Ta4dyaH.

Teopema 13 (Teopema 3.5. y [12]). Juckpemmno sexmopcro nome V je zpa-
Jdujermmno 8eKmopcro nome Heke duckpemue Mopcose gynkuuje axo u camo axo

HEMa 3aME0pEeHUT \% -nymawa.
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3 Huckperna teopuja Mopca

3.3 KomOwmHaTOpHU acumeKkTu

3a maTu KoMIIekc K mocMarpaMo meroB XaceoB aujarpam, OIHOCHO, map-
mujanao ypeben ckyn cummiekca y K koju cy ypebenwm penamujom ,,6muTu
aure”. Tjemena mujarpama Cy CUMIIIEKCH Yy KOMIIJIEKCY, TOK Cy CEerMEHTUMAa
IIOBE3aHU CYCjeqHU eJeMeHTu ypebhema, OMHOCHO IBa CHUMILJIIEKCA CYy CYCjemTHa
aKO je jemaH CHUMIIJIEKC JIMIEe APYTOr W pa3jnKa y HBUXOBUM IUMEH3WjaMa
n3Hocu 1. XaceoB mujarpaM MOKEMO IOCMATpaTH M KaO yCMjepeHu rpadg
(murpad). Tjemena cy CUMIIEKCH y KOMILIEKCY, U TOCTOJU YCMjepeHa UBUIA
on 8 mo v aKO M caMo ako je « jure cumiiekca [ u dima = dim 5 — 1. Hexka
je V mmckpeTHO BEKTOPCKO moJsbe koMmiiekca K. Momudukyjemo onucanu nu-
rpa¢ Ha ciemehm mauwmm: 3a carxm map {a® BTV € V okpenemo cmjep
uBune usmeby a u f (upumjep Ha caumm 3.4). IIpema tome, KOMOUHATOPHO
rJIeNaHoO, OUCKPETHO BEKTOPCKO IOJbE MOMKEMO NPUKA3ATU KAO IjeTUMUIHO
yHapuBame CyCjeIHUX CUMILJIEKCA Ha XaceoBOM mujarpamy. Heymapenu on-
HOCHO KPUTUYHU CUMIIJIEKCU Cy OHU O KOjUX CBE€ yCMjepeHe MBUIE BOIE CaMO
K& CHUMIUIEKCUMa Mame TUMeH3H’je. AKO je CBAKU CUMIEKC y KOMILJIEKCY Ca-
Op:KaH y HeKoM mapy y V' oHma KakeMO na MMaMO HOTIYHO ymapUBarkhe Ha

XaceoBOM amjarpamy.

Cana V-myramy MOKEMO MOCMATPATH KAaO yCMjE€pEHY MyTamy Ha OBOM

MomupuroBanom rpady. Craenehu pesynrar je Jako IpOBjepUTH:

Teopema 14 (Teopema 6.2. [12]). 3a damo duckpemno sexmopcko nome V ne
nocmoje samsopene V-nymame ako u camo aKo He nocmoje 3ameopene yemjepere

nymamwe Ha odzosapajyhem ycmjeperom Xaceosom odujazpamy.

Ilakae, TMCKPETHO BEKTOPCKO MOJbE j€ TPAIUjEHTHO BEKTOPCKO IOJbE aKO
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3 Huckperna teopuja Mopca

{3} {1,1 3}
{1,3} (2,3} E— {1,2 1,3 2,3}
ey " t 2) {3)
(i)
{3} {1,13}
{1,3} {2,3} I {1,2 1,3 2,3}
e m 2) 3)

(i)

Cnura 3.4: O OUCKpPETHOT BEKTOPCKOT MOJba N0 yCMjepeHor XaceOoBOr Au-

jarpama

U CaMO akKO je MOjeJIUMUYHO yHapuBame Ha XaceoBOM IUjarpamy aluKJIu-
yHo. ['maBHy Teopemy nuckperHe MopcoBe Teopuje cama MOKEMO ITOHOBO
U3pa3UTU ca KOMOMHATOpPHE Tauke rieaumrTa. [loTpebHo je Harmacutu na ce
0OMYHO yKJyUyje Ipa3aH CKyn y XaceoBOM AWjarpaMy IOK MU PaHUje HUCMO

VKJBbYUMBAJIN IPa3aH CKYIl y AUCKPETHOM BEKTOPCKOM IOJbY.

Teopema 15. Heka je V auuksuuno djesumuyno ynapusame na Xaceo8om Ou-
jaepamy cumnauyujasnoz komnaexca K (npemnocmasumo da npaszarn cxyn nuje
ynapen ca Hekum cumnaexcom). Heka je ug 6poj neynapernuz d-cumnaexca. Onoa
je K xomomonno exsusasenmarn CW xomnaexcy ca mauno ug heauja dumensuje

d, 3a ceaxo d > 0.
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3 Huckperna teopuja Mopca

XaceoB mmjarpaM CUMILIMIIAjaJHOT KOMIIJIEKCa KOjU je MOIOU(PUKOBAH HA
rope MOMeHyTU HauuH (3a mapoBe y V uUBUIE ULy OJ CUMIIJIEKCA Malme Ka
cuMILIeKCy Behe mumenH3uje, 3a ocTaJjie CMjep UBUIE je O CUMIIJIEKCA Ka He-
ropuM Jjunuma) obusmexuliemo ca D = D(K,V). Ogmuocro D = D(K,V) je
nurpad ymja cy TjeMeHa CUMIIeKcu y K, U ycMjepeHuM MBUIlAMAa Ol 0 N0 T

AKO 1 CaMO aKO Basku Heku ox cienehux yciosa:
1. {o,7} €V (o CT)

2. {o,7} ¢V mo=7+uz 3a HeKO T & T.

3a pedIeKCUBHO U TPAH3UTUBHO 3aTBOPEHE pejaluje ,,uBUIa’ O 0 OO0 T
y D, KaxkeMo ma moCcToju yCMjepeHa myTama o4 0 a0 7y D u numemo 0 —» 7.
3a pamuauje M u N mumemo M — N ako nocroju M € M u N € N Tako
na M — N. Cumbon /— o3HauaBa Oa HE TMOCTOjU TAKBA YCMjepPEHA MyTamba.
Moske ce Jako MOKa3aTU na je JUCKPETHO BEKTOPCKO MoJbe V alUKINYIHO aKO
je D anukauyaH, OMHOCHO, aKO U3 0 —> T U T — 0 CIHUjenn na je o = 7. 3a

Bume nerasba, Bunjeru [15] u [28].

3.4 CumniaunujasiHa Teopuja Mopca

Huckperna Teopuja Mopca decTto ce mpumjemyje y IULY TOKA3WBAHA
Ia je HEeK: TOMOJIOMKN IpOocTOp X XOMOTOIIHO €KBUBAJIEHTAH OyKeTy cdepa,
UIM MaKap 3a padyyHame XOMOJIOMKUX r'pymna mnpoctopa X. Y HEKUM CUTY-
anujamMa MO:ke ce Hallm rpaamjeHTHO BEKTOPCKO IOJbe V' Tako na HeMa KpPU-
TUYHUX hejauja y CycjemHuM AMMEH3UujaMa, IITO pjellaBa MUTake PavyHama
XOMOJIOIKUX rpyna npoctopa X. Mebyrum, kako Ou ogpeaman XOMOTOICKUA

TUM, MOPa C€ HAa HEKU HAUUWH 3aKJbYUUTU 1A CY KPUTUYHE heauje He3aBUCHE
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3 Huckperna teopuja Mopca

jemna on npyre. Opurunaana aguckperHa teopuja Mopca kojy je yBeo Pobun
dopman y panxy [11] mosxke ce nmpumujenutu Ha MEOTO Behy kmacy henujckux
KOMILJIEKCa, a y OBOM [UjeJly NOTJIaBJ/ba, (POKYC je Ha IPUMjEHY OBe TeOopHUje
Ha CUMILJIUIIA]aJTHE KOMIJIeKce. JleTasbHUja aHAIM3a CUMILIUIA]AJTHE TEOPUje

Mopca moxke ce mahwu y [28] u [15] unju npuctyn ycsajamo.

[Touehemo ca TeopeMom kKoja yrasyje ma je moryhe ypaauTu KOJAIC CUM-
IJIAIj AJTHOT KOMIIJIEKCA Ha H,erOB IMOTKOMIIJIEKC YKOJIMKO Ta] IMOTKOMIIIEKC
CaIp:KM CBEe KPUTUYHE CUMIIJIEKCE U He IOCTOjU yCMjepeHa IyTama Ol TOT

IIOTKOMILIIEKCA IO CUMIIJIEKCA KOjU HUCY Yy TOM IIOTKOMILIEKCY.

Teopema 16 (Joucon teopema 4.4. [15]). Hexa je Ky nomxomnaerc y K makae
da Ky /— K\ Ky u maxas da ceu xpumuynu cumnaexcu npunadajy Ko. Ownoa
je moeyh xoaanc 00 K na Ky. Ilocebno, K u Ky cy romomonno exeusasenmmu.

IIpema mome K wema xomonrozujy y oumensuju xoja je cmpozo seha o0 dim K.

/loxas. Ilpema mpermocTaBiid, PECTPUKIMja TPaIUjEeHTHOT BEKTOPCKOT IMOJbA
Ha K \ Ky maje mornmyHo ymapuBame, OOHOCHO cBaku cuMmiiekc y K\ Ky je
canp:kaH y HekoMm mapy. Hawmwme, ako je cummiekc 7 € K \ K, ymapen ca
o € Ky, 7 ¢ o jep je Ky morrommiekc, na je o C 7. Ilpema tome mmamo
0 — T, WTO je koHTpamuknuja. Ilokazyjemo memy uamykmujom mo |K \ Kol
Ako je K = Ky, noka3 je rotoB. Y NpOTUBHOM, Heka je o cumimiekc y K \ Ky
TakaB na HUjenHa mBuna y murpady D He 3aBpmaBa y o (¢ o63upoMm ga je
D anukauuan u ¢ 063upom Ha npernocraBry Ko /— K \ Ky TakaB cUMIIEKC
yBujek nocrtoju). Ilakie o je ymapen ca HekuM cummiexcoMm Behe mnumvensuje
7 € K\ Ky, 1 0 HUje Julle HUjeqHOT APYTOr CUMIUIEKca. llpema Tome, Koaarc
kommiekca K wa norrkommiexrc K\ {o, 7} je moryh. MuaykTuBHO HOMA3UMO IO

3akmyura na je rosanc K\ {o,7} na Ky moryh, unme je moras 3aspmen. []
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3 Huckperna teopuja Mopca

Hapenue Teopeme koje rkopuctumo mory ce mahwm y [15] (Bumjetn mora3
teopeme 4.11 y [15] u mene nocmenune), raje ayrop npuMjemyje Popmanose
TeopeMe AuckperHe Teopuje Mopca Kako O IMOKa3zao 1a KOMIIJIIEKC MOKEMO
NOAWjeJIUTU Ha BUIIE MOTKOMILIEKCA YKOJMKO HEMa yCMjEPEHUX MyTama W3-
meby Tux morrommiekca y murpady D. OHOa je KOMIIEKC XOMOTOIHO €KBU-

BaJICHTAaH 6yKeTy THX MalbUX IIOTKOMILJIECKCA.

Hexka je V rpammujeHTHO BEKTOPCKO MOJbE KOHAYHOT CUMIIIUIA]AJHOT KOM-
nnekca K, u veka je U(K, V) ckyn kputnunux cummniekca y K y ogaocy ua V.
3a Hempasan ckyn kpuruunux cumiiexca V C U(K, V), pazmarpamo ciaenehn

MMOTKOMIIJIEKC y K':
Ky={r€ K :0— 7, 3a meko o € V}

Yaumamo ma je V C Ky. KRanma )V caap:ku TayHO jeJaH CUMILJIEKC 0, OBaj

IIOTKOMILJIIEKC Oobuibe:kaBaMo ca K.

JIema 17 (Joucon [15]). Ky je cumnavyujasrnu xomnaexc. Axo je {o,7} € V

caoc CTuTé€ Ky, onda je o € Ky. Odnocro,

UKy, W) =KyNUK,V),

20je je Vi, pecmpuruyuja 00V wa Ky .

Zoxas. IlpernocraBumo cynporuo. Heka je o cummiekc HajBehe muMmensuje
takaB na ¢ ¢ Ky m takaB ma mocroju tjeme {y} ca cBojctBoM 0 +y € K.
C o63upom ma mumamo V — o + y, onga uMmamo nap {o,0 +y} € V jep 6u y
cynpotaoM (0 4y, o) 6una usuna y D. Ilpema tome, o+y ¢ U(K, V). Ilakne,
nocroju usuna (7,0 +y) y D tako na je 7 € Ky. Iomro {r,0 +y} € V, mopa

6utu ma je o +y C T; IpemMa ToMe, MOCTOju z # y Tako xa je T = o U{y, z}.
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3 Huckperna teopuja Mopca

I[Ipema mpernmocTaBI MaKCUMAaJHOCTU CUMILJIEKCAa o BaH Ky KOju mMa IaTo
CBOjCTBO, MMaMo na je o + z € Ky. Mebyrum 3ato mro {0,0 + 2z} € V mopa

6utu na je (0 + z,0) uBuna y D umMe mOIa3MMO M0 KOHTPAIUKIIL]E. ]
Crneneha Teopema je amantupana u3 [15].

Teopema 18. Hexka je pamusujaV CU(K, V) maxea da je ¥ = KyNKy\y nenpa-
3an u KoHmparmubuasan nomrxomnaexc. Onoda je K xomomonno exsusansenman

byxemy Ky V Kipy.

Jloxas. IIlpema Tteopemu 16 m memum 17, K je XOMOTONHO €KBUBaJieHTaH Kj;
JaKae MokeMo mpermoctaButu ga je K = Ky = Ky U Ky, Ilpema nevn
KOHTPAKTUOMIHOr moTkoMIuiekca (snema 5), K je XOMOTOIAH KOJIWYHUYKOM
rommexcy K/Y. Ilpema mctoj nemm (mema 5), Ky V Ky je XOMOTOImHO

exBuBaJsieHTaH (Ky/Y) V (Ky\y/X). IIpema ToMme,

K/¥ ~ (Ky/E) V (Kyw/X)

lupekTHa mOCJheAUIla OBE TeopeMe je ciaemehu pesyarar:

IMTocwenuna 19. Heka je U(K, V) damusuja k pasiuaumur kpumuskus cumnae-
kea, U(K, V) ={o1,...,0k} maxo da je dimoy =0 uw dimo; > 0 3a cee 1 < i < k.
ame, npemnocmasumo 0a 3a ceaxo 1 < i < k, jedunu KpumMuwHy CUMNAEKCU

. k
y K, cy o1 uw o;. Onoa je K zomomonno exeusanenman \/;_; K,,, oonocho

~ k dim o;
K~ \/b | gdimes,

Jlokas. Heka je S OmaI0 KOju MOICKYI CKylla KPUTUYHUX CHUMILIEKca, S C
U(K,V), m vera o; ¢ S. C 063upoM Ha IPETIOCTABKY Ha 38 KPUTUYHU CUM-
mwiekc mumensuje sehie on 0 Bau Oa HEroB KOMILJIEKC CAAP:AKU CAMO OBA KPU-

THNYHa CHMIIJIEKCa (O—CHMHJIGHC o n Taj JaT KPUTUYHA CI/IMHJIGKC), OHIOa je
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3 Huckperna teopuja Mopca

01 jeIVHU KPUTUYHU CUMILIEKC y X = K, N Kg ma je crora X Hempas3aH U
KOHTpakTuOuIaH. Kako OBO Baku 3a OMJIO KOjU MOMACKYI CKYIa KPUTUYHUX
CUMILJIEKCA, WHIAYKIUJOM MO OpOjy KPUTWUYHUX CUMILIEKCA U ITPUM)EHOM Te-
opeMe 18 nokasyjemo oBy mocsenuity. [Ipema Tome, K ~ \/f:1 K,,, a cBaku
on norkoMIiekca K,, je xomoronHo exBuBaseHTan CW koMmmiekcy ca jemqHoM
0-henujom u jemrom henmjom mumensmje dim o; umja je rpaHuna 3aJKjenbeHA
Ha Ty O-henujy mro je ynpaBo cpepa mumensmuje dimo;. [Ipema Tome mmamo

ma je K ~ \/F_ gdimei []

OsBa nmocipequna HaM TOBOPU a8 YKOJIUKO MOKEMO I OAPEIAMO AIUKINIHO
BEKTOPCKO IOJbE Ca TATUM yCJIOBAMA, MOKEMO MOKA3aTU Oa j€ KOMIIJIEKC XO-
MoTonaH Oykery cpepa. MebyTum TO je noBoJbaH anu He ¥ HEONXOTAH yCJIOB
na 0u KOMIIeKc 6mo xomoTonaH Oykety cepa. HaBemhemo npumjep xoju To
WIIyCTPYje, OMHOCHO TPUMjep KOMIJIEKCA W TI'PaIUjeHTHOT BEKTOPCKOI IOJba
3a Taj KOMILJIEKC, TaKO Ja je KOMIIJIEKC XOMOTOIaH OykKeTy cdepa Koje onaro-
Bapajy KPpUTUYHUM CHUMIIEKCUMA, & IPU TOM IOCTOJU KPUTUUYAH CUMIIEKC O
TakaB na K, ocuM 0 u KpuTuYHOr (-CUMIIJIEKCA CAAPKU U HEKU APYTU KPU-

TNYaH CHMIIJIEKC.

V4 Ug

(% Ve

Caura 3.5: Kommaerc L
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3 Huckperna teopuja Mopca

[Tocmarpamo rkommiekc L ca 9 TjemeHa Koju je KOHCTpyucaH Ha ciaenehu
HAYMH: TjeMeHa Vg, ...,V9 CYy TjeMeHa Ipa3He KOIKe YHrje Cy YEeTUPU CTpaHe
monujeJbeHe Ha MO ABa TPOYTJIa, a MPEeOocTalsie NBUje CYNMpPOTHE CTpaHe Muja-
roHajlaMa Cy IOoAujesheHe Ha II0 YeTUPU TPOyTJia U M3BPIIEHA je UAEHTUPU-
Kaluja TUX IeHTapa koje hemo o3uauvatu Tjemenom vy (cauka 3.5, cTpaHa ca
TjeMeHUMa Vo, V3, Uy, Vs j€ TaKODe moamjesbeHa MujeroHaJjiaMa Yuju je MeHTap
Tjeme v;). Kako je usBpimena nueHtudukammja tjeMeHa Koja Cy Mpecjenu -
jaroHajia Ha TUM CYIPOTHUM CTpPaHaMa, KOMIUJIEKC L je XOMOTOHaH OYKeTy

Stv S2.

U1

/7 IN NN

NN\ |/ /L

U1

Cauka 3.6: Bekropcko mosbe xKoMmiiekca L

Ha caumu 3.6 mpukazaHo je BEKTOPCKO moJbe 3a oBaj roMmmiekrc. Crpe-
auIEe KOoje WAy OJ CUMIIEKCAa Mame N0 CUMIUIeKca Behe mumeHsuje mpu-
Ka3yjy KOju Cy CUMILIeKcH ymnapeHm. Jlako je youmTu na je OBO BEKTOD-

CKO TI0Jbe ALMKIWYHO W Ha Cy jeIUHU KpUTUuHU cumiiercu {vi}, {vs,vg} u
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3 IHluckpetna teopuja Mopca

{vg,v5,v9}. TIpema TOME 3a CBAKM KPUTUYAH CUMILIEKC UMAMO CHEpy MUCTe
. 3 3 . .
muMensuje, ogHocHo L ~ \/:_, Sdimeoi - NMebhyTuM Kako mMaMO ycMjepeHy IIy-
Tamy {V2, Vs, Vg} — {V2, U6} TOTKOMILIEKC K[y, 4509} CAAPKN CBA TPU KPUTHYIHA,

CUMILJIEKCA TIa YCJOBU mocspenurie 19 HUCY 3a10BOJHEHU.

36



I'masa 4

YPEDBAJHU KOMIIJIEKC NJIEAJIA

3a 0uno koju gjenuMuyHO ypebheH ckyn P, Moxke ce ne@uHUCATU AlCTPAaK-
TaH CUMILIUINjAJHA KOMILIEKC, OTHOCHO ypebajuu rommmekc A(P). Tjemena
kommexca A(P) cy emementu ckyna P U3 Kojer uMCKbydyjeMo HajMAmU U
HajBehin eseMeHT (YKOJNMKO NOCTOje) a 3a N-CUMILIEKCE Y3UMajy Ce JIaHIU
n + 1 ememenara u3 ckyna P. Ypebajuu rkommiekc npasHor ckyma P je mpa-
3aH CUMIIMIUjaJHA KoMIIeKc. [ljenmmvuyuno ypebenu ckynmoBu ce mojaBibyjy
y MHOTUM O0OJiacTUMa, IMa TuMe U ypeDhajHu KOMIIJIEKCU. 3a HeKe CKOPAIIHhe
U MHTEPECaHTHe npuMjepe ypebhajHux KoMmiekca y ajaredbapcKkoM KOHTEKCTY,
ynraJan Moxke mornenaru [8, 14, 19, 20, 26, 29, 31]. 3a ommre urpopMarmje

o ypebajuum koMmmiekcuma, npenopydyjemo [17, 33].

Y pany B.A. Bacumesa Topology of discriminants and their complements [32]
MIOMEHYT je ypebhajHu KOMIJIEKC TPUAPY-KEH OjeIUMUYHO ypeheHoM CKyIy He-

TPUBHUjAJTHUX UAEAJa Y KOMYTATUBHOM TpCTEHY ca jemuuurioM. (OBa riasa
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4 YpebajHu KOMIIJIEKC nmeasa

0aBu ce M3ydvaBameM TOT KOMIIEKCA U oapehuBameM XOMOTOICKOT TUIA He-
roBe TeOMETPUjCKe peasu3alije 3a reHepaJjJHe KOMYyTaTUBHE TIPCTEHE Cca jenu-
HuroM. Hakon nedunmnuje, mocmarpamMo oBaj ypebhajHr KOMIIJIEKC 3a Ciyda-
jeBe Kama je IPCTEH JIOKAJaH, CEMUJIOKAJAaH M KaJa MMa OEeCKOHAYHO MHOIO
MaKCUMAJHAX UIeasia. 3a CBAKU Ol OBUX CiydajeBa oapehyjeMo XOMOTOICKU
TUN TUME KOMIIeTupajyhu pesyarar 3a reHepaliie KOMyTaTUBHE IIPCTEHE Ca

JjeqTHUIIOM.

4.1 Iedununuja ypebajHor koMmmniiekca

Heka je R koMyTaTuBaH OPCTEH Ca jeIMHUIOM, 1 Heka je [*(R) ckym cBuUX
npaBux He-HyJa uueasna y R. Ypebajuu kommiexc A(R) ca CKymoMm TjeMeHa

I*(R) nepunnme ce na ciaenehn naywmn:
{lo, I1,...,I,} € A(R) ako u camo ako Ip C I} C --- C I,.

Ha npumjep, cauka 4.1 unycrpyje njeaumuuno ypeben ckyn [*(Zgo), ka0

1 reoMeTpujcky peanusanujy ypebajuor kommierca |A(Zg)l.

Cnura 4.1: Ilpumjep 3a npcren R = Zg
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4 YpebajHu KOMIIJIEKC nmeasa

4.2 Ypebajau xoMmmnJiekc 3a JIOKAJIHE IIPCTEHE

Tepbeme 20. Axo je npcmen R aokanan ca maxcumarrum vuoearom M, onda

je |A(R)| kowmpaxmubusan.

Jloxas. CBaku mpaBu Uaea y NPCTEHY CANPKAH jé Y MAKCUMAJHOM UIEAIy
M, na ce cBakm naman uneana Iy C Iy C --- C I,, (yromuro I, # M) moxke
npomwuput Ha Jasan [y C [; C --- C I,, C M. Ilpema tome ypebajunu
rommiaexc A(R) je komyc ca BpxoM M ma MoskeMmo 3akpyuuty na je |A(R)

KOHTPAKTUOUIAH. []

4.3 Ypebajau komMmJiieKkc 3a CEMUJIOKAJIHE ITPCTEHE

[IpermocTaBuMo cana na je R ceMuiiokajJaH IPCTEH ca N > 1 MAKCUMAJHUX

uneaga. [IpsBo hemo mokazaTu moBe3aHOCT KOMILJIEKCA.

Tepbeme 21. Hexa je R cemunoxaran npcmen ca n > 1 maxcumasnur uoena,
maxo da R nuje usomopdparn npouszeody dsa noma. Tada je xomnaexc |[A(R)]

nose3aH.

/loxas. Ilpecjexk 6mmao kKoja mBa MakKCUMaJiHA UOeasia y IPCTEHY HUje€ TPUBU-
jamaH. Y cympoTHOM IpcTeH Ou 6mo m3oMop(daH IPOU3BOLY ABa IOJbA IITO je
KOHTPaIUKTOPHO mpetnoctaBuu. l[locmarpamo rpad kKoju je jemaHoAMMEH3U-
OHAJIHU CKeJIeT KOMILJIEKCa. 3a HeTpuBUjajHe npase unease [ u J y npcreny,
nyTama Ha rpady Koja mokasyje moesanoctT je [, Mp, M;N My, My, J, raje je
M; dumo Koju MakcUMaJiaH UaeaJs Koju caap:xku [, omaocHo M; Ouio koju

MaKCUMaJIaH uAeatl KOju canp:iu J. ]
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4 YpebajHu KOMIIJIEKC nmeasa

Mosxemo mpuMjeTuUTH na 3a CiIydaj Kaxa je IpcTeH R m3omop¢aH Ipo-
M3BOMY IBa II0JbA, TEOMETPUjcKa peanmsanuja kommierca A(R) cacroju ce

Ol ABUje HemoBe3aHe Tauke (y TOM Ciydajy KOMILIEKC HUje MOBE3aH).

Kaxko 6ou oaApeanygm XOMOTOIICKX THUII KOMIIJIEKCa IIPBO hemo ImocMaTpaTn

CEMUJIOKAJIHE TIPCTEeHe Yy KojuMa je [lekoOcoHOB paamkas TpuBUjaJIaH.

Tepbemwe 22. Hexa je R cemunoxanan npemen. Axo je [Max(R)| =n > 1 u

J(R) = {0}, onda je |A(R)| ~ A"

Zoxaz. C o63upom ma J(R) = {0}, Kunecka Teopema o ocranumma (Teopema
3) mam roBopu ma je R m3oMopdaH IUPEKTHOM MPOU3BOLY KOHAUHO MHOTO TIO-
mba, R = [} X ---x F,. I[Ipema ToMe, CBaKM He-HyJa NPaBU UAEAT y MPECTEHY
je obmura I; X --- x I, raje je I; mmu {0} wnn Fj, y3 yciaoB ma Huje CBaku
ucrospemeno {0} u na muje [; = F; 3a cBaro 1 < j <n. Tume, umamo jenas-
Ha-jenaH mpecaukasBame ckyma [*(R) ma ckyn P({1,...,n})\ {{1,...,n},0}.

Ilakme, cuMmmiiekcu y ypebajHOM KOMIIEKCY Cy JaHOM NMPAaBUX IMOACKYIIOBA

ckyna {1,...,n} ma je TuMme jacHO ma je TeOMETPUjCKa peasn3aluja OBOT
ypebajHOT KOMIIIEKCa yIpaBO OApPUIEHTPUYHA TOIjeIa Ar-1, []
110

011 101 110

100 010

001 010 100

101 011
001

Cauxka 4.2: Ilpumjep 3a npcren R = F; X Fy X Fj

[Iap mpumjepa MoxkeMo Bunjetu Ha ciaukama 4.2 m 4.3 Koje UIyCTPY]y
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4 YpebajHu KOMIIJIEKC nmeasa

XaceoB mujarpam ajeauMuUYHO ypeDheHor cKyIa HeTPpUBUjaJHUX UIEaa U re-
OMETPUjCKy peajmu3anujy ypebajHOr KOMIJIeKca 3a ciaydyaj kKama je n = 3
(cnura 4.2), ommocuo kazxa je n = 4 (caumra 4.3). Kako Gucmo yunpocrunn
woramujy, 110 osnauasa umean Fy x Fy x {0} u cx. Ha npumjepy 3a npcren
ca 4eTUPU MaKCHUMaJHa uaeaja Tpeda o0paTuTi NaKBby Ha UISHTU(OUKAILN]E

Koje moka3yjy na je |A(R)| y oBoM ciuyuajy rpaHuia Terpaenpa.

0111 1011 1101 1110

0001 0010 0100 1000

1110 01'10 0111 01'10 1110

L

Caura 4.3: Ilpumjep 3a npcren R = F| X Fy X F3 X F}

Crnenehe tpepbeme pasmarpa cemunokasnue npcrene y kojuma J(R) # {0}.

Tepbeme 23. Heka je R cemunoxanran npcmen. Axo J(R) # {0}, onda je |A(R)|

KOHMPAKMUOUAAH.
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4 YpebajHu KOMIIJIEKC nmeasa

Zoxas. IIpBo hemo mokaszatu ma mocToju MakcuMmasan uaeas M y mpcrery
R rmakas ma M NI # {0} 3a csaku me-uymna umeas [ y upcreny. Heka je
r Omio koju He-Hyina exement y J(R). Tepaumo na je mmean (z) + Ann(z)
npaBu He-Hysa maeas. Hawnme, ako je (x) + Ann(z) = R, onma je 1 = rz + a,
3a Heku eqeMenT © € R u a € Ann(z). C o63upom na je z € J(R), mo mo6po
03HATOM CBOjCcTBY LlekoGconoBor pamukasa (tBpbewme 1), a =1—rz € U(R).
Kako je ar = 0 u a uaBepTmbUNaH, oHna caujenu na je x = 0, mTO MO0BOAU
OO0 KOHTPAIUKIIN]E.

CBaku He-HyJIa IPABU UIAEAT je CAIPKAH Y HEKOM MAKCUMAJHOM UICATY Y
npcTeny, ma Heka je M makcumasial npead koju canpsku (r) + Ann(z). Haswe,
Heka je [ Ouiao Koju He-HYyJa uUaeas, U HeKa je t OO0 KOju He-HyJa eJIEMEeHT

y nneany [. Pasmarpamo ememeHT tx.

1) Ako je tx =0, onga je t € Ann(z), na je t € IN M. Ilpema Tome mmamo

u I NM # {0}.
2) Ako tx # 0, ouza je tr me-myna exement y INM, na mvmamo INM # {0}.

Ca K(M) obumesxnhemo norkommiekc ypebajuor kommiuekca A(R) umja
Cy TjeMeHa He-HyJla MOeaJu Caap:KaHu y MakcumajgaoMm mueanay M. Oun-
rJIeJHO je na je oBaj IOTKOMILIEKC KOHycC ca Bpxom M, ma je |K(M)| xon-
TpaKTUOUJIIAH.

Heka je Iy C I, C --- C I, C R 6umo koju jaHaIl maeaJsa y mpcreny R,
omnocHo Heka je {ly,Iy,...,1,} 6uno roju cummierc y A(R). Kako M we-
TPUBUjAJIHO CHUjedye CBaKU He-Hysa mupeas y R, mmamo ma je {0} # [hN M C
LNMC---CI,NM. IIpema tome, {IgNM, NM, ..., I,NM} je cummierc y

K (M) unja muMeH3uja CBAKAKO MO:KE OUTU Marba Ol AUMEH3Uje OPUTMHAIHOT
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4 YpebajHu KOMIIJIEKC nmeasa

cumniekca. Tume nmamo npecaukaBame [ — [N M kojum mobujamMo cUMIIIN-
nujanuo npecaukasame [ |A(R)|—|K(M)|. TBpaumo na je 0BO Ipeciuka-
Bame jak mepopmanujcku perpakrt. Hawmme, caku cumniuexc {ly,...,I,} v
A(R) je nmuue cummierca {Ip N M,.... I, N M, Iy, ..., I,} u #Hame cuMmInIU-
jAJIHO TPeCJIUKaBaIbe je HUIITA APYTO M0 MPOjeKnuja TOr Beher cuMIlIeKca
Ha weroso sune {I(NM,... [,NM}. Jacuo je na je oo (jak) medhopmanujcku
perpakr ¢ 063upoM 1a ce cBaka tauka y |A(R)| npecinkaBa Ha HEroBy CIUKY
Iy:K JUHUje YHYTap oAroBapajyher cummiekca.

IIpema Tome, |A(R)| ~ |K(M)|, a paruje cmo npumujerunu ga je |[K(M)|
KOHTpakTubuiIan ¢ 063upom na je kouyc. Crora je ypebhajHu KOMIIJIEKC 3a ce-
MUJIOKAJHE TIPCTEHE ca HeTpuBUjaTHUM [IeKOOCOHOBUM paaMKaJIOM KOHTPAK-

THOUIIAH. ]

Kao npumjep moskemo morsematu cauky 4.1 raje je M = (2). Wmamo
CUMIUIUIjaJIHO TPECINKaBame raje ce uuaeana (3) mpecaunkasa y (6), umeas
(5) v (10), a mmeaxn (15) ce npecaurasa y (30). Ocraje KOMIIEKC CAUNILEH O

IEeCT TPOYIJIIOBA Ca 3ajeIHUYKUM TjeMeHOM (2).

4.4 Ypebajaum kKommiiekc 3a mpcTeHe ca OecKOHa-

YHO MHOI'O MaKCHMaJIHUX HIeaJia

Ila bucMo ompenuaum XOMOTOIICKMA THUIN ypebhajHOr KOMIJIEKca 3a IpCTEeHe
ca ODECKOHAUYHO MHOTO MaKCUMAaJHUX KUIeasia, MpBO heMo mokazaTu ciemehy

jeMy.

Jlema 24. Hexa je npcmen R makas da je ckyn marxcumanruzr udeara Max(R)
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4 YpebajHu KOMIIJIEKC nmeasa

beckonavwan. Axo je Ky xonawan nomxomnaexc y A(R), onda nocmoju nomrom-

naexce K1 maxae da je Ko nomxomnaexc y Ky u |Kq| je kxonmpaxmubuaan.

Jloxas. Hera je Ky 6uno koju rkonauan norkoMiuierc y A(R), u Heka je
{L,..., I} ckyn cBux tjemena y K,. IIpso hemo nmokasaru na mocroju Mak-
cumanan unean M y npcreny R takas ma I, N M # {0} 3a cBako 1 < k < m.
Tume hemo u yjenso morazaru ma je |A(R)| moBesas.

Heka je M, makcumasian npeas roju canpsku Ann(l;) u meka je M mak-
cumaJjan umeas takaB ma M # My 3a cBako 1 < k < m. TBpmumo na
M NI, #{0}.

ITo Teopemu o m3bjeraBamy npocTux uneaia (reopema 2) mmamo na M €
M, U---UM,, na moxxemo onabparu enement z € M\ (M;U---UM,,). Heka
je ke {l,...,m}. C o63upom na x ¢ Ann(l;), mocroju enement t; € I, Taxas
na xtp # 0. IIlpema Tome, enement xt; je me-uyisa exement y M N I,. Harne,
MakcuMaJiaH uaeats M HeTPpUBUjaJHO cuUjeve CBaku maeat y Ky, OTHOCHO
M NI, #{0} 3a ceako 1 < k < m.

Hame, moka3 je cauvan moka3y TBphema 23. Ca K| 00UBEKUMO MOTKOM-
nnexkc KgU K (M), raoje je K(M) norrommiuekc y ypebajuom rommuercy A(R)
ymja cy TjeMeHa cBU maeasu y R koju cy canpkanmn y M. Koucrpywumemo
cuMIIUIUjaaHo npeciukasame [ |K;|—|K(M)| koje je meduuucano na tje-
Menunma ca [ — [ N M. Kao u paHuje, 0BO CUMIIMIIjAJIHO IPECIUKABAE je
IPOjeKIrja CUMILIEKCA Ha HEeroBo JIMIe, MTO HaM mokasyje xa je |K(M)| jak
nepopmanuonn perpakt ox |Ki|. C o63upom na je |K(M)| rourparkrubumias,

onna je u |K;| rakobe koHTparTUOUIAH. ]

Hakon mokasa oBe jgeMe MO:KEMO OIPEIUTH XOMOTOIICKM THUI ypebhajHor

rkommtekca |A(R)| 3a npcrer R ca 6eCKOHAUHO MHOI'O MAKCHMAJHUX KACATA.
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4 YpebajHu KOMIIJIEKC nmeasa

Tepbemwme 25. Axo je ckyn maxcumasnuz udeana Max(R) beckonavan, onoa je

|A(R)| Konmpaxmubusan.

Zoxaz. C o63upom na |A(R)| nma xomoroncku tun CW-koMmiekca, MOKEMO
kopuctut BajrxemoBy teopemy (Teopema 6). Tpeba ma mokazkemo ma cy
cBe xomororncke rpyne vy |A(R)| rpusujanue. [Ipernocrasumo na je n > 1 u
na je g: S"—=|A(R)| menpernguo npeciaukasame. Cuuka ¢g[S"] je koMnakTHa,
na npema jeMu 4, IocToju KoHauaH noTkomiuiekce Ky rakas na je g[S"] C | K.
Jlema 24 mam roBopm ma mocTOoju MOTKOMIIIekc K TakaB ma je Ko C K; u
|K1| kourpaktubuaan. Crora, mpecivKaBame § MOKEMO (AKTOPUCATU KPO3
KOHTpaKTUOMIaH npocTop |Ki| ma je XOMOTONICKM TPUBUjaIHO. 3aKJbyUdyjeMo
na je m(|A(R)|,*) TpuBmjamHa. OBO Baku 3a CBAKO N, Ia IpeMa TEOPEMU

Bajrxena 3akmyuyjemo na je |A(R)| korTpakTubuiaan. ]
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I'maBa 5

KOMIIJIERC HESABVMCHOCTHA

ROMARKCVMAJIHOI' TPA®A

Buno kojem rpady unu xuneprpady G MOKEMO TIPUAPYHKUTU EHETOB KOM-
IJIEKC HE3aBUCHOCTU U M3y4YaBaTU TOIOJOTHW]Y H€roBe I'eOMeTPUjCKe peasu-
samuje. Kowmmiekc mesaBucHocTu (xumep)rpada je amcTpakTaH CUMILIUIA-
jaJIHM KOMILIEKC KOjer 4mHe He3aBUCHU CKymnoBu y (G, OMHOCHO CKYIOBU KOjU

He caap:ke HUjeqHY WBUILY KAaO CBOj MOICKYII.

Y 0BOj rimaBu 0aBUMO Ce MPOYyYaBaAmHEM KOMILJIIEKCA HE3aBUCHOCTU KOMAaK-
CUMAaJIHOT rpada 1 xuneprpada Koju cy NPpUAPYKEHU KOMYTaTUBHUM IIPCTe-
HUMA Ca jeIWHUIOM, W oapehyjeMo XOMOTONCKM Tul TuUX KoMIaekca. CKyIm
TjeMeHa y KOMaKCUMaJIHOM rpady YuHe eJleMeHTU IpcTeHa R, W nBa pasiau-
yyTa TjeMeHa T M Y Cy cycjemHa ako u camo ako je Rr + Ry = R. Osaj
rpa¢ cy npsoburHo nedpunucasau [Ilapma u BarBanekap y [30], kana cy mo-
Ka3aJM Oa je XPOMATCKU OpOj KOHAYAH aKO M CaMO aKO je U caM MPCTEeH

konauan. Jlame, oBaj rpad koju obummesxkaBamo ca ['(R), usyuaBaau cy u
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5 KomMmilekc He3aBUCHOCTH KOMaKCHUMAJIHOTL rpada

Maumanu u apyru y [18] (oHM Ccy y cTBapu M CKOBAJIM TEPMUH KOMAKCUMA-
nan) u Monowa u Ilerposuh y [25], onpeausmu cTpyKTYpPY KOMaKCUMAIIHOT
rpada y ciaydajy Kama je O0poj MaKCUMAaJHUX Haealla y OPCTeHy [T KOHadaH.
Camuno ToMe, medpunumemMo KomMakcumasuan xuneprpa¢d H(R) kao remepasiu-
3anMjy KOMaKCUMaJIHOT rpada: TjeMeHa Cy eJleMeHTU y IpcTeHy R a uBuile
Cy HENpa3HU MOACKYIOBU y R KOju Cy TeHepaTOPCKU CKYIOBU TOT MPCTEHA,

omuocHO {Zg,1,...,%,} je uBUIA aKO U caMo ako je Rxg+ ---+ Rx, = R.

5.1 Iedpunumnuja

Komniekc mezaBucnocTu KomMakcuMaJsHor xuneprpada Indgg) uune cum-
IIEKCH KOjU Cy He3aBUCHU CKynoBu y H(R), omHOCHO, {0, Z1,...,%,} € Indy(p)
axKo u camo axko Rxg+ ---+ Rx, # R. OBu cumniexkcu mpupomgao popmMupajy
CUMILIUI]aJIHU KOMILJIEKC ¢ 003UpOM z1a ako Heka (n+ 1)-Topka He reHepuiie
UnTaB IIPCTEH, OHOda U1 6I/IJIO HOjH MalbU IIOACKYII HE I'€HEPpUIIIEC Y1TaB IIPCTEH.
[IpumjeTumo na je je AHOAMMEH3MOHAJHU CKEJIEeT OBOT KOMIJIEKCA rpad Koju
j€ KOMILJIeMeHTaH KOMaKCUMAaJHOM Irpady.

Cummiekcr y KOMILUIEKCY HEe3aBUCHOCTH KOMakcuMaJHOr rpada Indpg) cy
He3aBuCHU CKynoBu y ['(R), ONHOCHO CHUMIUIEKCU CY CKYNOBU {Xq,Z1,...,Tn}
taxkBu na Rz, + Rr; # R 3a cBaku map MeDycoOHO pas3IMYUTUX MHIEKCA
0 <i,j <n. KRama mmamo Rxy + - -+ Rz, # R ounma {z;,x;} Huje mBuma
y I'(R) 3a 6usno koju nmap mebhycobuo paznuuurux uugerca 0 < i,j < n, Tako
na je {xg,x1,...,x,} HezaBucan ckyn y I'(R) m mpeMa TOME YMHU CUMILJIEKC
y Indpg). lakne, KOMIJIEKC HE3aBMCHOCTU KOMAaKCHMAaJHOI Xumeprpadga je
MOTKOMILJIEKC KOMIIJIEKCA He3aBUCHOCTU KOMakcuMaJsHor rpada. Crora, mpBo

hemo nmocMaTpaT KOMIIVICEKC HE€3aBUCHOCTU KOMAaKCHMAJHOT aneprpaq)a n
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5 KomMmilekc He3aBUCHOCTH KOMaKCHUMAJIHOTL rpada

OIpeaVTA XOMOTOIICKU TUIl HbeTOBEe TeOMeTPUjCKe peasm3annje, a 3aTuM hemMo
nmoMohy OBUX pe3yiTara OAPEeIUTU XOMOTOIICKU TUIl KOMIIJIEKCA HE3aBUCHOCTU

KOMaKCHMAJIHOT Tpada.

Ouursenno je ma y OBUM KOMILIEKCHMAa ejieMeHTH [lekoOGcoHOBOr paau-
KaJjla Cy TOBE3aHU Ca CBAKMM HEUMHBEPTUOUJJIHUM Tj€MEHOM, HOK CY WUHBEp-
TUOWJIHN eJIeMeHTH n30JioBaHa TjeMmena. (Crora, MHTEpECAHTHHUjE je ImocMa-
TPaTU KOMILJIEKCE y KOjUMa Cy OICTpameHa TjeMeHa Koja Cy MHBEPTUOUIHU
eJIeMEHTU U TjeMeHa Koja cy eseMeHTr y llekoOGcoHOBOM pammkaiy; yKO-
JUKO YKIbyunMo enemente u3 J(R) oHma 6u jeIHOCTABHO YBUjEK UMAJU KOH-
TpakTUOMIIaHEe KOMIUIeKce y ciayuajeBuma kana J(R) # 0. Ilpema towme,
nocMaTpalieMo KOMILJIEKCe HEe3aBUCHOCTU moarpada KOMaKCUMAJHOT rpada
I'y(R) n moarpaga komakcumansor xuneprpagda H'(R), ca ckymoMm TjemeHa
V(I%(R)) =V(H'(R)) = R\ (U(R)UJ(R)) (kOpHICTAMO UCTY HOTALM]Y 3a IOI-
rpa¢ I'5(R) xao y pamxy [18]). Obmmexuhemo ose rommiekce ca Indpy ) u

Indg/(ry 1 OOpeAUTU HMXOB XOMOTOICKU THIIL.

KoMIureke He3aBUCHOCTM KOMAKCUMAJIHOT Xumeprpada MOKEMO IeduHU-
caTH U Ha eKBUBAJIEHTAH HauMH: {Zo,T1,...,T,} € Indy(r) axo m camo axo

nmocToju MakcumaJgan uneaa M y R takaB ma xg,Ti,...,T, € M.

Onmpemahiemo xomoronckn tun kommiaerca |Indgyg)| u [Indry )| mapesTaIM
npucTynoMm pasmarpajyhu Tpu cayuaja: (1) kama je npcren gokanan (2) kaua
IpCTeH uMa OECKOHAYHO MHOIO mueasia U (3) Kaza je IPCTeH CeMUJIOKAJIAH.

[IpumjeTumo ma y caydajy kKana je mpcTeH R JokajaH ca MaKCUMAaJHUM

nneanom M, pesynrupajyhu xommnexcu Indg(g) n Indryg) cy npasnm ¢ 06-

3UpOM Ja je CBAKM HEMHBEPTUOWIAH ejneMeHT u3 R canpkan y M (mmamo
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5.2 KOHCTPUKTMBHU KOMIIJIEKCH

[enmepasnno, n3ydaBame TOMOJIOTHUje KOMILIEKCA HE3aBUCHOCTU MPEICTaBIbA
MHTepeCaHTaH UCTpaskuBauku npobiem. Y pany [10], ayropu ExpenGopr u
Xereu uzyvaBajy Cy TOIMOJOIU]Y U3BjEeCHE KJIACE KOMIIEKCA HE3aBUCHOCTU,
T3B. KOHCMPUKMUSHUT KOMILIEKCA. AyTOpU Cy MOKa3aJu Aa jé KOHCTPUKTU-
BAaH KOMIIEKC KOHTPAKTUOMJIAH MJIM XOMOTOIICKA €KBUBaJIEHTaH chepu. 3a-
K/BbYUIUM y BE3U KOMILJIEKCA HE3aBUCHOCTU KOMAaKCUMAJIHOr rpada 1 XUIlep-
rpaga CINYHU Cy OHUMA y Be3U KOHCTPUKTUBHUX KOMILJIEKCA, Ma jeé TPUPOIHO
3aIUTATU Ce Ja JIU C€ OBU PE3yJTaTy MOTY HOOUTHU MOKa3yjyhu na KOMILIEKCHU

HE3aBUCHOCTU KOj€ M3ydaBaMo IPUNAIajy KIACU KOHCTPUKTUBHIX KOMIIJIEKCA.

Expen6opr u Xeren nsyuasajy KOMIUIEKC K y OIHOCY HA HErOBa He-AUYA,
onuocuo, pamumianjy {A C V(K): A ¢ K}. MunuMaasHo He-iIule CUMILIUIN-

JAJHOT KOMILJIEeKCa Ha3UBa Ce UYUKAYC.

Hepunuaunmja 26. Cumnavyujasru xomnaexe K ca ckynom mjemena V(K) je
KOHCMPUKMUBAK axo je komnaekc K epanuya cumnaerca dedurucanos na cxyny
mjemena V (K) uau axo nocmoju mjeme v € V(K) xoje npunada najsuuie jedrom

yuKaycy, U ca caedehum c80jCmeuUMa:

® U He npunada HUjeOROM UUKAYCY; UAU

e v npunada jedurncmeenom yukaycy B # V(K) u nocmoju mjeme u ¢ B
maxeo da Kowmpazrosamwe usuye {u,v} daje KOHCMPUKMUBAH KOMNAEKC,
20je je usuya {u,v} KowmpaxmMubUAIHG AKO U CAMO AKO He NOCMOJu YUKAYC

koju cadpocu {u,v}.

KoucrpukTtmBan kommiaerc K je XOMOTOIIHO €KBUBAJIEHTAH TjeMEHY WU

I'PaHUII HEKOI' CMMILJIEKCa.
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Naro hemo y oBoj rmaBu mohwm mo CAWYHUX 3aK/bydaka y Be3U XOMO-
TOICKOI TUIMA, UCIOCTaBMNeE ce na KOMIJIEKCU HE3aBUCHOCTHU KOje Ipoyda-
BaMO HUCY YBUj€K KOHCTPUKTUBHM, IITO NeMO MOKA3aTU KOHTPAIPUMjEPOM.
Heka je R = Z/pip.Z Taje cy p; ¥ p Pa3IudMTU NpOCTH OpojeBu. Paszma-
Tpamo komIutekce Indg(g) u Indry(r) KOju cy mnenTnunm 3a osaj npcren. Heka
je a 6uio koje tjeme y rommiekcy. C o63upom na emementu u3 J(R) He npu-
manajy CKyImy TjeMeHa, a je OjeJbUBO Ca p; WU Py ajiu He U ca p1py. Crora,
reOMeTPHUjCKa peau3anyja OBOT KOMIIEKCA CACTOJU Ce O ABA HEIOBEe3aHAa
KOHYyCa, TJje je CBaKU KOHYC CAUWILEH OJ TjeMEHAa KOja MPUMNanajy jeIHOM Ol
MaKCUMAJIHUX UIeasna, a He Hajga3e ce y LlekoGconoBoMm panukany (Bumjetu
npuMjep 3a nupcred Z/127 wa caumum 5.1). Ouurienso je ma oBaj KOMIJIEKC
HUje TPAaHWIA CUMIIJIEKCA, U C OD3MPOM MOa CBAKM KOHYC MMa HajMame IBa
TjeMeHa, OHJa jé CBAKO TjeMe MU0 BUIIE OJ jeTHOT nurayca. LHukiaycu y KoMm-
niekcy 3a npcren Z/127 cy ckynosu {a, b} raje je a njemsuso ca 2 a b njesmuso

ca 3. IIlpema ToMe, oBaj KOMIIJIEKC HUj€ KOHCTPUKTUBAH.

10

Coura 5.1: Indry(z/122)
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5.3 KRommniekcu He3aBUMCHOCTHU 3a IIPCTEHE ca Oe-

CKOHaA4YHO MHOI'O MaKCHMMaJIHUX HMdeaJia

[Tocmarpamo ciyuaj kana npcrten R nma 6€CKOHAYHO MHOTO MAKCHUMAaJIHIX
nneasa. Rako 6ucMO oapeanan XOMOTOICKA TUI KOMIIEKCA HE3aBUCHOCTHU Y

OBOM cJyu4ajy, Tpebajy HaMm ciaenehe meme.

Jlema 27. Hexa je npcmen R makas da je ckyn marxcumaaruzr udeara Max(R)
beckonavan. Axo je Ky xonavwan nomxomnaexc y Indg gy, onda nocmoju nom-
rwomnaexc Ky y Indgr)y maxas da je Ky nomxomnaexc y Kyu | K| wonwmpaxmu-

busan.

Zoxas. Herka je Ky Oua0 KOju KOHadaH NOTKOMILIEKC y Indgy/(r) u Heka je
{o1,...,0m} CKyn cBux MakcumaJyHUX cumniekca y K. 3a cBaku Ox OBUX
MAKCUMAJJIHUX CUMILIEKCA 0; = {Tio, ..., T, } € Ky IOCTOjU MaKCHMAJIAH MIeaJ
M; xoju cangp:xu ejleMeHTe KOJU CY TjeMeHa TOI' CUMILIEKCA T, . - . , Tin,. CTOTA
“MaMO KOHAYaH CKyln Makcumasaux uneana {Mi,..., M, } (koju me mopajy
6utu MehycoBHO pas3IMunT!) KOjU Caap:Ke eJIEeMEHTe KOJjU Cy TjeMeHa OJIro-
Bapajyhmx makcumanuux cummiekca. [lokazahemo ma mocroju emement y €
R\ (U(R) U J(R)) rakaB na je {Ti,..., T, y} € Indg(p) 3a cBaro 1 < i <m.
Tume hemo yjenso nokasatu na je |Indg(r)| moBesas.

Heka je y emement y (-, M;, rakas na y ¢ J(R). Takas emxeMeHT mO-
CTOjU 3aTO IMITO TpeCjeK KOHAYHO MHOTO MAaKCHUMAJHUX WOeasia HUje jemHak

J(R). Hammve rana 6u mvamu na je (), M; = J(R), onga Ou 3a HeKu Apyru

Makcumatnan unean My, ¢ {Mi, ..., M, } Baxuiao (), M; C M,,41, mro 6u
suaunio na je M; C M, 1 3a Hekn uazmekc i € {1,...,m} yume monaszmmo 1o
KOHTpaIUKIN]j€.
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Hera je K; norkommiexc y Indy/ gy Kojer umne cBa Tjemena us Ky 3ajenHo
ca y (mpumjernmo na y seh moske Gutu esmemenT kKoju je Tjeme Ky, ma y ToMm
cayuajy ysumamo K; = Kj). 3a cBaku CUMIUIEKC 0; = {Tj, ..., T, } € Ko,
UMAMO A j€ T, ..., T,y € M;, na je o; mune cummierca {Ti, ..., T, Y} €

K. Ilpema tome |K;| je KOHYC ca TjeMeHOM ¥, ONHOCHO KOHTpakTubuaan. [

JIlema 28. Heka je npcmen R makas da je ckyn marxcumanruzr udeara Max(R)
beckonauan. Axo je Ko wonawarn nomrxomnaexc y Indry gy, onda nocmoju nom-

romnaexc Ky y Indré(R) maxas da je Koy nomxomnaerc y Ky u | K| xonmparxmu-

OUNAH.
Joxas. Heka je {oy,...,0,} CKyn cBUX MakcuUMaJHUX cuMmiiekca y Ky. 3a
CBAKM CHUMIUIEKC 0; = {Tjo,...,%Tin,} € Ko 1 CBakmM CKym maposa {T;;,T},

j # k, KOju je juIe CUMILIEKCa 0;, MOCTOjU HEKU MaKcuMmaJaH umeaia M
KOJU CAIP:KU €JIeMEHTEe ZT;j, T;j,, TAKO Ja MMaMO KOHAYAaH CKYI MaKCHMAaJIHAX
nneana {M,..., My} roju canmpske mapoBe ejleMeHaTa KOJU Cy TjeMEHa O-
ropapajyhmux mMakcumaJHUX cuMmiuiekca. I[lokazahemo ma mocrToju esmeMeHT
y € R\(U(R)UJ(R)) rakas ma je {Tio, ..., Tin;, ¥} € Indpy(g) 3a cBarko 1 <i < m.
OBume hemo yjenno mokasatu na je |Indp/2(R)| IIOBE3aH.

Heka je y emement y ()_, M;, takas na y ¢ J(R). Kao u y nperxomnoj
JeMu, OBaKaB eJeMeHT yBujek mocroju. Heka je K; morkommierc y Indr (g
KOjer umHe cBa TjeMeHa u3 K 3ajenuo ca y (mpumjernmo na y Beh moske Gutum
eneMeHT Koju je Tjeme Ky, ma y ToMm ciayuajy ysumamo K7 = Kj). 3a cBaku
cuMmierc o; = {Tj, ..., Tin,} € Ko u cBako 0 < j < m;, HEKM MAKCHUMAJAH
unean cagpxiu {z;;,y}, ma crora {z;;,y} Huje mBuna y I%(R). IIpema Tome
{70, -+ Tin;, ¥} je meszaBucam ckyn ma uwmam cummiexc y Indpyg). Tume je

CBaKU CUMIUIEKC 0; € K aune cuMmmiekca {,...,Tm,y} € Ki ma je |K|
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5 KomMmilekc He3aBUCHOCTH KOMaKCHUMAJIHOTL rpada

KOHYC Ca TjeMeHOM ¥, OTHOCHO KOHTPAKTUOUJIAH. ]

Caﬂa MOKEMO IIORKa3aTH CJIeIIel’_leZ

Teopema 29. Axo je ckyn MaKCUMAAHUT UOEAAQ Y NPCMENY DeckoHawar, 0HOa

cy womnaexcu [Indyr)| v [Indry ()| KOHmMpaxmubunu.

Jlokas. OBaj moka3 je y MOTIyHOCTH aHaJjJorau moka3y TsBpbema 25. Ilokas
MOKEMO TIPUMjeHMTH 3a oba KomIIekca ma Heka Ind osmauasa m Indy/ (g n
Indpfz(R).

C o63upom ga |Ind| mma xomoromncku tun CW-koMmiiekca, MOKEMO KO-
puctutu BajrxemoBy teopemy (Teopema 6). TpebGamo mokazatu ma cy cBe
xomororncke rpyne y |[Ind| rpusujanue. IIpermocrasumo nma je n > 1 u na
je g: 8" —|Ind| menperunro npecnukasame. Cimka g[S"| je KOMIakTHA, ma
npema jeMu 4, HOCTOju KOHa4YaH moTkoMmiuieke Ky takas ga je g[S"] C |Kyl.
Jleme 27 m 28 HaMm roBope na mOCTOju MOTKOMILIEKC /1 TakaB na je Ko C K u
| 1| kourpaktubuaan. Crora, mpecivKaBame § MOKEMO (AKTOPUCATUA KPO3
KOHTpaKTUOMIan npocrop |Kj| ma je XOMOTOICKM TPUBUjAJAHO. 3aKIbYydy-
jemo ma je m,(|Ind|, *) rpuBujanna. OBO Basku 3a CBaKO n, ma npeMa TEOPEMU

Bajrxena 3akmyuyjemo na je |Ind| korTparrubuias. []

5.4 KRoMmmJjekc He3aBUCHOCTU KOMAaKCHUMAJIHOT XU-

neprpada 3a ceMUJIOKaJIHEe IIPCTEHE

Herka je R cemmiiokajian mMpCTeH ca m MakcuMaJHuX uupeasaa My, ..., M,,,
m > 1. IlpumjetTumo na cy MakcuMmaJaau cuminiekcu y Indg.gr)y cauumenn

Ol CKyIIOBa TjeMeHa KOja Cy eJeMeHTU HEeKOI' MaKCUMAJHOT Maealia, OIHOCHO
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5 KomMmilekc He3aBUCHOCTH KOMaKCHUMAJIHOTL rpada

“UMaMO M MaKCUMAaJHUX CUMILIEKca Yy KoMmiekcy. IIpema Tome 6mhe kopucHO
Ia IPBO Pa3MOTPUMO CPOJAH KOMIIJIEKC UHrja Cy TjeMeHa npaBu muuaeaau y R

(mapaBuo uckmyuyjyhu J(R) u merose moackymnose).

Heduuunuja 30. Hexa je R xomymamuear npcmen ca jeQUHUUOM U HEKA je
I°(R) cxkyn ceuz npasur udeana y R xoju cadpxuce u wucy jeonaxu J(R). Kom-

naexc € (R) ca ckynom mjemena 1°(R) dedunuwe ce wa caedehu mHauun:

{lo, ..., I,} € €(R) axo u camo axo In+---+ 1, # R

1 oBxje mMamo eKkBuBaJIeHTHY neduHUNM)y Kommiekca: {l,...I,} € €(R)
aKo M caMO aKO TMOCTOju MakcumaJsaH maean M rtakas ma je Ilg,...1, C M.
[locMaTpaMo HOTKOMILIEKC K v % (R) uuja cy TjeMeHa CBU MAKCUMAJHU UIe-
anu ¥ BUXOBU Hpecjeru (OCHUM Ipecjeka CBUX 1M MaCKUMAaJHUX UIeaJia), Ol-
HOCHO, TjemeHa cy [(),.q¢M; raje je S 6miao Koju mpaBu HempasaH IIOACKYTI
ckyna {1,2,...,m}. ['eomerpujcka peanmnsanuja OBOI IOTKOMILIEKCA 38 CIIY-

4yaj Kama je m = 3 je mpuka3aHa Ha caunu H.2.

My My N My Mo

My N N Mj

M;3

Cnuka 5.2: Kowmmaere K 3a m = 3
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5 KomMmilekc He3aBUCHOCTH KOMaKCHUMAJIHOTL rpada

[TpumjeTnMo ma je oBaj KOMILIEKC mOBe3aH ocuM kana je |Max(R)| = 2.

Y mapenuom mujeny 6uhe xopucHo oszmaumtu [m] = {1,2,...,m}, nok 3a
IIpeCjeK M yHU]Y CBUX MAKCHUMAJHUX KAeaja UYMjU WHIEKCU IPUINANajy CKYILY
M;

S C [m] xopucTuMO MCTy HOTamUjy Kao y paxy [25], omrocro, Mg = (), 4

i€S

Jlema 31. Hexa je R cemunokanan npcmen, u neka je [Max(R)| =m > 1. Tada

je | K| ~ Am=1L,

Zloxas. IlpuMjeTuMo na y KoOMIJIeKCy K TOCTOjU TayHO 1M MaKCUMAJHUX CUM-
mwiekca. Hawmme, 3a cBakm mHOEKC ¢ = 1,...,m UMaMO MaKCUMAJaH CUMILIEKC
yrja Cy TjeMeHa MAealud CaAp:KaHU Yy MaKCUMaJHoOM mmeaty M;. 3a cBaku

TakaB MaKCHUMaJlaH CUMILIEKC 0;, IOCMaTpaMO H.erOoBO JIMIE T, 4Yuja Cy Tje-

mena upeaaun M, 3a cBako j = 1,...,m u j # i. Hera je Ky moTrom-
miexc ca m TjemeHa My, 3a cBako j = 1,...m. Onga K, mma TadsHO
M MaKCUMAJHUX CUMIIJIEKCA Tq, ..., Ty, A HETOBA T€OMETPHUjCKA peau3alnja

je rpamuna (m — 1)-cummiekca. JlepuHnUIIEMO HENPEKUIHO NPECIUKABAE
f:|K| — |Ky| rako mro cBako Tjeme Mg y |K| caukamo y GapumeHTap
CUMILIeKCa 4dnja cy Tjemena My} 3a cBako j = 1,..,om u j ¢ S (10 je
. n
YIOPaBO CUMILIEKC (g ;). TuMe, 6mio kojy Tauky v = ) . a;Mg, criuxamo
y flx) = Y0 saif(Ms,). Ha oBaj HauuH, OPOjEKTyjeMO CBAKU MAKCUMAJIAH
CUMILJIEKC 0; Ha HeroBo oaroBapajyhe mume 7;, ¢ 063upoM ma ce OMIO Koja
tauka u3 |K| koja je yHyTap o; npojekryje y oaropapajyiy Tauky CUMILIEKCA

T, Oy»X JUHUje yHyTap cumiiaekca o;. I[Ipema Tome mpeciumraBame f je jak

ne(OpMAIM]CKM peTpakT, ma je crora |K| ~ |Ky|, omrocro, |K|~ A™1 [

Ha mpumjep, y cayuajy rama je |Max(R)| = 3 (mormematu Cruky 5.2),

95



5 KomMmilekc He3aBUCHOCTH KOMaKCHUMAJIHOTL rpada

“MaMO TPU MAaKCHUMAaJHA CUMINIEKCA (y TeOMETPHUjCKO] pean3aluju Mpe-
CTaBJEHM Cy KaO TPU IyHa TPOyIJa) KOje IPOjEeKTyjeMo Ha oAroBapajyhy
CTpaHy MOpa3HOT Tpoyriaa y ueHrpy. FMmamo mpeciukaBame [ Koje maJsbe
tjeme M; y 6apunenrap cummierca { MyNMy, MiNM;z}, My y 6apunenTtap cum-

nekca { MiNMy, MoNMs}, m My y 6apunentap cummiekca { My N Mg, MoNMs}.

Konauno mowxemo oapeanuT XOMOTOIICKM THII KOMIIJIEKCA HE3aBMCHOCTU

Indy/(g) Kaza je mpcTer R ceMUJIOKaJaH.

Teopema 32. Hexa je R cemunoranan npemen v [Max(R)| = m > 1. Tada je

|IndH/(R)| ~ Am—l'

Jokas. Kako 6u moxaszanu oBy Teopemy, mokasahemo na je |[Indg:(g)| ~ K| n

UCKOPUCTUTHU I'OpE€ HaBE€IACHY JIEMY.

3a cBaku mpaBu HempasaH noackyn S C [m], mo teopemu o m3bjeraBamy
npocTux maeasa ckyn Mg\ M mopa 6utu menpasan. IIpema Tome, 3a CBakKH
Hempaszad mpasu noackyn S C [m], Mosxkemo onabpatu enxement ag € Mg\ M>°.
Cana pazMaTpaMo NOTKOMIIEKC Y KOMILIEKCY HesapucHocTu Indg () umja cy
TjeMeHa TAaKBU €JIEMEHTH dg. Heka je CUMILIMIU]alHO IpeciaukaBame usMebhy
mH/(R) U KOMILTeKCa K oaTo TMpecauKaBameM Ha TjemMenuMma [ : ag — Mg.
OBo npecnaukaBame je 106po meprHUCAHO U OMjEKTUBHO jep je ag = Gy aKo u

camo ako je S =T, omHOCHO, aKO 1 camo ako je Mg = My. Ilame, MokeMO 3a-

K/bYUUTH Ja je OBO IPeCIUKaBame m3oMopdusaM jep {as,,...,as,} € Indy/ (g
aKo M caMo ako mocroju ¢ € Sy MN---N.S,, onnocHo akko Mg, ..., Mg, C M,
To ject, akko {Ms,,..., Mg, } € K. Ilpema Ttome xommnexcu Indy (g u K cy

nzomopoHu, ma umamo |Indy(gr)| ~ K.

Cana meduHAMIIEMO CHMIIMIU]jATHO TpecaukaBame ¢ : [Indy (g)|—|Indgy (g)|

o6



5 KomMmilekc He3aBUCHOCTH KOMaKCHUMAJIHOTL rpada

TAKO IITO Ce TjeMe T MPEeCIUKaBa y ag TAje je S CKyI MHAEKCA CBUX MAKCU-
MaJIHUX UAeaJia KOjU CaapiKe eJIEMEHT T, OMHOCHO, IPECINKABaAMO CBAKU eJle-
mentr u3 R\ (U(R) U J(R)) y oamroapajyhier npeacraBHUKa IpeECjeKa CBUX

MaKCUMAJHAX KUIeajia KOjU CAIpP:KEe Taj eJIeMeHT. 3a OMIIO KOju CUMIIIEKC

{zo,..., 2o} v Indp/(r) mocrojm MakcmMmangaH HOeaT KOJU CAIAPKHU eJTeMEeHTe
zg,..., Ty, KOjU OHmA Takobe campxu u enemenrte ¢(xg),...,g(r,). IIpema
Tome, cumiekc {g(zo),...,9(z,)} y xommnexcy Indy (g je nume Beher cum-
wiekca {xg, ..., Tn, (o), ..., g(x,)} ma je HAIE CUMIININ]ATHO TPECINKABAE

npojernuja Tor Beher cuMmiuiekca Ha meroBo jguie. OBO je oyuriaemHo jax me-
(hopMaIujcKku peTpakT ¢ 063upoM ga ce cBaka Tauka y |Indy(g)| mpecnuxasa
Iy JauHUEje yHyTap omrosapajyher cummiexca. Cmmjemu ma je |Indg(g)| o~

Ind s (r)| ~ |K|, ma umanmo \Ind g (r)| ~ Am-1, []

5.5 KRomMmniekc He3aBUCHOCTY KOMAaKCHUMAJIHOT rpa-

¢a 3a ceMmJIOKaJIHE IPCTEHE

3a pasiauKy OJ KOMIIEKCA HE3aBUCHOCTU KOMAKCHUMAJHOL Xumeprpada,
nokaszahieMo na je KOMIJIEKC HE3aBHCHOCTM KOMAaKCHMAaJIHOI rpada KOHTPak-
TUOWJIAH 3a CEMUJIOKAJIHE NIPCTEHEe Ca BUIIEe OJ OBAa MAaKCHUMaJHa WIeaja.
Karko 6u To mokasanu kopucTmheMo CIAWYHY HUAEjy KAaO y HTPETXOITHOM U-

jery.

Teopema 33. Hekxa je R cemunokanrah mpcmew ca MOGKCUMAAHUM U0EAAUMA
My, My, ..., M,,. Axo je m = 2 onda je |Indp/2(R)| TOMOMONKO EKBUBANEHTNAN
napy Heno8e3aHUT Mauaxa, a aKo je m > 2 0oH0a je KOMNAEKC |Indp/2(R)| KON~

mpaxmubusat.
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5 KomMmilekc He3aBUCHOCTH KOMaKCHUMAJIHOTL rpada

Joxaz. EnemMenTy MakCUMaJIHUX UIeaa YUHE CUMILIEKCE y KOMIUIEKCY (3aTo
MITO HUjEMAH Tap ejJeMeHaTa CaAp:KaH y MAaKCUMAJHOM UAEATy HE MOKE Te-
HepUCATU YUTAB MPCTEH), T1a 38 CBAKM OpaBU HempasaH moickyn S C [m] oxa-
H6epumo esnemeHT ag € Mg\ M?®°, m mocMaTpaMo MOTKOMILIEKC mré(pb) uuja
cy tjemena tu enementu. Heka je g: |Indpg)| — |mpf2(R)| CUMILJIAIIN] QJTHO
pecinKaBame KOje MPEecJnKaBa TjeMe T Ha ag Taje je S CKylm MHIEKCa CBUX
MAKCUMAJJIHAX UAeAJa KOJU caup:ke . 3a Ouio koju cuMmiiekc {To, ..., T} v
Indry gy mmanmo na je {zo, ..., Tn, g(T0), ..., 9(2,)} y Indpy(r) 3aT0 mTO je cBakm
map TjeMeHa CaIp:KaH Y HEKOM MAaKCHUMAJHOM WAy 1a He MOXKEe T€HEePUCATHA
ynTaB IpCTeH; HauMe {z;, ¢(z;)} (oBaje i u j He Mopajy O6urtu mebhycobro pas-
mmautn) u {g(z;), g(z;)} ¢y HOACKYIOBU y MAaKCHUMAJIHOM UAEALY KOJU CAIPKA
{z;,z;}. Iakme, ctuaHO KAO y HOKA3y TeopeMe 32 MOMKEMO 3aK/LYUUTH I3 je
g jax nepopmarmjcku perpart, na je |Indp,g)| =~ |mp/2(3)|.

Canma mocMaTpaMo IpecauKaBame f: |EF,2(R)| — |mp/2(3)| KOje IIpecJm-
KaBa ag y OapuIleHTap CHUMIUIEKCA YHhja Cy TjEMEHA dfy)\{;} 3& CBaKO j =
I,...,muj¢S. CBaku CUMIIEKC 0 MPOJEKTYjeMO Ha HeroBO oAroBapajyhe
INIle Oy:K JUHUje YHYTap CUMIIEKCA 0 Ia je 0BO jak nepOopMaIrjCKu peTPaKT.
IIpema Tome kommzekc |Indpy(g)| je XOMOTONHO eKBUBAJIEHTaH MOTKOMILIEKCY
KOjer UMHE TjeMEHA Qfm)\{1},- - -, Am]\{m}- AKO je m > 2 oBa TjeMeHa YHHE
CHUMILJIEKC 3aTO IITO j€ CBAKW Iap ejJeMeHaTa CAAP/KAH ¥ HEKOM MAaKCUMAJIHOM
uaeay, ma je CTora KOMIUIEKC He3aBUCHOCTH Indryr) KOHTpakTUOMIAH Y OBOM
ciaydajy. AKO je m = 2 KOMILIEKC HEe3aBUCHOCTU j€ XOMOTOIIHO €KBUBAJIEHTAH

napy HEIOBE3aHUX TjeMeHa. []
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I'imaBa 6

ROMIIJIERC NOEAJIA NJEJINTEJDLA

HYJIE

[loBe3uBame Teopuje KOMyTaTUBHUX IIPCTEHA U Teopuje rpadoBa mocraje
MHTEPECAHTHO ajrebpuctuma HakoH pana Amnmepcona u Jlusuarcrona [4]
1999. romguue. AyTOpM KOMYTATMBHOM IPCTEHY NPUIAPYXRY]Y 2pad djesumena
nyse ['p TAKO mMTO 3a TjeMeHa y3uMajy IMIpaBe OjesiuTeshe HyJse, TAje Cy IBa
TjeMeHa CycjemHa ako M caMO aKO je BUXOB mpou3Bomd Hyda. OBaj pamn npu-
BYKaO j€ BEJUKY MayKiby, U MHOTM ayTOPU Cy HACTABUJIU A& KOPUCTE OBAKaB
IPUCTYI naJjbe u3ydaBajyhu rpa¢ njenuressa HyJle Uiy Ipuapy:xyjyhu rpad
IPCTeHy Ha HeKu HOB HauwH. Aytopu Axrtap u Jlu y [2] (2007. ronune) Ta-
robe ce 6aBe mpobaEeMOM OjesiMTesha HyJe ajlul KOPUCTE APYTradvuju IPUCTYIL:
YMjecTo HyJla-IjesinTes/ha 3a TjeMeHa y3UMajy IpaBe nieajie y IpCTeHy U U3y-
yaBajy XOMOJIOTH]Y. ¥ OBOM pamy, ayTopu ce yIrJIaBHOM OaBe pauyHameM
HYJIT€ XOMOJIOIIKE I'PyIle 3a TeHepajlHe KOMYyTaTUBHE IPCTEHE Ca jeIUHUIIOM,
Kao u npse xoMmosomke rpymne u OjiaepoBe KapaKTepucTuke 3a npcred Z/p"Z

raje je p mpoct 6poj.
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6 Kommnekc nneana njennresba HyJe

Mucnupucany oBUM HPUCTYIIOM, y OBOj TJIABU M3ydaBaMO CUMJIAIN]AJTHA
KOMIIJIEKC MIeaja KOJU Cy AjeauTessu Hyse (ITO je W UMIUIAIUATHO Ie(UH-
cano y [2]) u amamu3aupamo HEroBy TONOJIOTHjY 3a Ciydaj Kajga npcreH R
rMa OEeCKOHAYHO MHOTO MaKCHUMAaJHUX HAeasia M 3a ciIydaj kKana je R xKoHa-
YaH IPCTEH. 3a MPBU CIydYaj IO pe3yaTaTa MOJa3uMO ANPEKTHO, a 3a CIy4Ya]
KOHAUYHUX MPCTEHA KOPUCTUMO MUCKpeTHY Teopujy Mopca. lobujene pesy-
JiTaTe NPUMjenyjeMo Ha HeKe Kilace U IpUMjepe KOMYyTATUBHUX IPCTEHA YNMe

MOJIa3MMO OO MHTEPECAHTHUX KOMOUHATOPHUX PE3yJTaTa.

6.1 Iedunuinuja

Heka je R koMyTaTuBaH IpCTeH ca jequHunoM u Heka je [*(R) ckyn cBux
IpaBUX HETPUBHjaJIHUX maeasa y R. Komnuekc mnana gjenurespa HyIe 4Yuju

je ckyn tjemena [*(R) medunumme ce Ha cienehu HaumH:

{lo, I1,...,I,} € K(R) ako u camo aro Ioly---1, #0

[Tornenajmo map mpuMjepa OBOT KOMILJIIEKCA, OMHOCHO KAaKO M3TJIeNa HeroBa

reoOMeTpHUjCKa peau3alnja.

Couxra 6.1: |K(Z/p*Z)|

60



6 Kommiekc nneana njenuresba HyJe

IIpumjep 34. Hexa je R = Z/p®Z 20je je p npocm 6poj. Padu xpahez 3anuca,

anoynompujebuliemo osnaxe maxo da ca p' oznauasamo udean I = (p'). Teome-

MPUJCKQ PEAsUIAYUJA 0802 KOMNAEKCA dama je Ha cauuy 6.1.

Ipumjep 35. Hexa je R = Z/p*q*Z, 20je cy p u q pazaunumu npocmu 6pojesu.

Kao u y npemzoonom npumjepy, padu xpahez 3anuca xopucmumo o3naxy p'¢ sa

udean I = (p'¢?). Teomempujcra peanusayuja 0802 Komn.aekca 0ama je Ha CAULY

0.2.

6.2

pg

b q

Caura 6.2: |K(Z/p*¢*Z)|

KRoMmniekc npcreHa ca 0eCKOHAYHO MHOT'O MaK-

CUMaJIHUX HNeaJia

JIema 36. Hexa je npcmen R maxas da je Max(R), ckyn maxcumainur udeanra,

beckonavan. Axo je Ky xonavwarn nomxomnaexc y IC(R), onda nocmoju nomrom-

naexc K1 makxae da je Ky nomxomnaerc y Ky u | K| xonmpaxmubuaan.
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6 Kommnekc nneana njennresba HyJe

Jloxas. Hera je Ky 6uno koju konauvan norromiiexc y K(R). 3a cBaku cuM-
nnexc o; = {ly,...,I,} € Ky, mera je M; makcumanan unean y R Takas na
je Ann(ly---1,) € M;. C 063upoM ma MOCTOjU KOHAUHO MHOILO, PenumMo k,
MaKCUMAJHUX CUMILIEKCa y Ky, MOKEMO OIpeIuTh KOHAUYAHO MHOTO TAKBUX
MakcuMagHuX upeana My, ..., My (koju napasao mebhycobuHo He Mopajy Gutn
paszmuuutn). Onabepumo esmement a € R\ Ule M; xoju uuje unBepTUOUIAH
(c 063upoM nma mpcTeH MMa GECKOHAYHO MHOIO MAKCHAMAJHUX KIealia, TAKAB
enemeHT yBujex mocroju). Ompma, 3a OMIO KOju cuMmiuiekc o € K, mMamo
(a)ly---1, # 0, ma yrommro (a) Beh Huje Tjeme y cummiekcy o oHzma je
{{a), Iy, ..., I,} € K(R).

Heka je K; morrommierc y K(R) koju je jemnar rommiekcy Ky 3ajemHo ca
cBuM cumMmiiekcuma {(a), lo,...,I,} 3a cBakn cummiuexc o = {ly,...,I,} € Ky
kana (a) seh muje tjeme y 0. IIpema Tome K| je Komyc ca Tjemenom (a), ma

jeé cTora KOHTPAKTUOWJIAH. [

Tepbeme 37. Axo je Max(R) beckonauan ckyn, onda je |[KC(R)| xonmpaxmubu-

AAH.

Zloxas. IIpBo hemo morazaru na je xkommiekc moesan. Heka cy I u J 6uio
KOja nIBa MpaBa HETPUBUjaJIHA UAeasia y NPCTeHy, u Heka cy M; u My makcu-
mausiHy uneanan taksu na je Ann(l) € My u Ann(J) C M,. Heka je a enement
y R\ (MU M) roju Huje maBepTUOUIAH, OHIA je (a) CyCjelaH ca TjeMeHUMA
I n J. Y macrtaBKy, IOKa3 je eKBUBAJIEHTAH HOKa3y y jemu 25. CBe XOMOTO-
ncke rpyne y |[K(R)| cy TpuBujanse, na ¢ o63upom na |[K(R)| mma xomMoTOnCKN
tun CW-rommiekca, y3 nomoh teopeme Bajrxena morasyjemo ma je |KC(R)

KOHTPAKTUOUIAH. L]
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6 Kommnekc nneana njennresba HyJe

6.3 KoHauHuM mpcTeHU

3a pa3iuKy Ol NPEeTXONHOI ciydYaja, KaJa je R KOHayaH IPCTEH XOMO-
TOIICKM THUI KOMIJIEKCA KJeaJja KOJU Cy IjeJINTEebU HyJle HUje TPUBUjaJIaH.
Pesynrare mobujamo y3 momoh muckperHe Teopuje Mopca koja je omucana
y raaBu 3. Kako je nupexkTHO Hajlakeme nuckpeTrHe MopcoBe QyHKIMje KOja
naje 3HauajaH pe3yirar (KOMIUIEKC Ca MTO Malme KPUTUUHUX CUMILIEKCA) Te-
’KaK 3a1aTaK, KOPUCTUMO IPUCTYI HaJaKema AUCKPETHOT BEKTOPCKOT IOJbA,

OMHOCHO NjeJVMWYHOI yIIapWBaHa CUMIIJIEKCA Y KOMILJIEKCY.

Ilakse, y oBOM aujesry mpeactaBuheMO aJropuraMm KOjuM ce mnobuja auc-
KPETHO BEKTOPCKO IOJbe V' 3a KOMILJIEKC MAeatia HyJda OjeJUTesba 38 KOHAUHE
upcrene. llame, norkazahemo na je 0BO BEKTOPCKO MOJbE AIUKINYHO U €KCILIU-
U THO NeMOo MOKa3aT! KOju CUMILIIEKCH OCTajy Heynaperu (kpuruynu). Hakon

TOra, o;xpe;[MheMo XOMOTOIICKM THUII KOMILJIEKCa.

6.3.1 AIIMKINYHO BEKTOPCKO II0Jb€

Hera je R xoHauaH KOMyTaTWBaH NPCTEH ca jeauHurioM. Ilpcren uma
KOHAYHO MHOrO MakcumaJsiHux mupeana, |Max(R)| = m, koje hemo obuibesknuru

ca My,..., M,y,.

I[IpBo hemo npencTaBuT BEKTOPCKO MOJbe 3a ciaydaj kana je m = 1. Herka
je o = {ly,...,I,} 6uno koju cummuerc y K(R). Kemumo na moraskemo na
NoCTOju cuMIIeKC 7" 1 C o Takas ma je {7,0} € V unu na mocToju cuMmIIexc

p"t D o takas ma je {o,p} € V, unu ma o ocraje meymapes.

Yamumo na je {M;} mHeynapen cummierc. 3a CBaKUA APYTU CUMILIEKC 0 =

{Iy,...,I,} npuMjemyjeMo arropuram 3a ynapuBame CUMIIEKca y V Koju je

63



6 Kommnekc nneana njennresba HyJe

nar Ha cuaunu 6.3).

M, € {ly, ..., I,}?

3 HE
{oc\ My,0} €V My, +o0 € K?
na He
{o,. My +0} eV o je HeymapeH

Cuauka 6.3: Anropuram IUCKPETHOT BEKTOPCKOT MOJba 3a KOHAYAH JIOKAJAH

IIPCTEH.

Cana npernoctaBuMoO na je m > 1, m npernoctaBuMo na R Huje m3oMophan
IPOU3BOLY ABA MOJba (OAHOCHO, ma ako R uMa TayHO ABA MAKCUMAJIHA UIEAIa
ouna je M;M, # 0). Basuhemo ce cayuajem rana je m = 2 u MMy = 0
kacuuje y moraasmy 6.3.3 (tBpbeme 40), kama hemo mupexkTHO OompenuTu

XOMOTOIICKUA TUII KOMIIJIEKCA 3a OBaj CIyYaj.

Yamumo ga je {M;} mHeynapen cuMmmierc. 3a CBaKUA APYTU CUMILIEKC 0 =
{Iy,...,I,} npuMjemyjemMo aaropuram 3a ynapuBame CUMIIEKca y V Koju je

maT "Ha caunu 6.4.

Kako 6u nmokazasau nma je oBO 3amcTa OUCKPETHO BEKTOPCKO moJbe Tpebahe
HaMm ciaeneha sema, Koja he ce MOKa3aT KOPUCHOM U Y HAPEIHUM IjE€JTOBUMA

OB€ I'JIaBe€.

Jlema 38. IIpemnocmasumo da Iy---1, # 0 u da je Mily---1, = 0 3a Hexu
maxcumanan uoean M; y R. Onda 3a 6uno xoju opyzu marcumanar uoean M; y

R, j #1i, umamo da je M;ly--- 1, # 0.
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M, € {107,_["}?

a HeE
{o\ My1,0} €V M, +o0eK?
A3, He
{o,M; +0} eV M, € {Io,...,I,}?

-~

O\M2+M1€IC? {U,Mg—i—O’}EV

%

Ms e {ly,....,In}? {0\ Ms,o} eV

-

O'\M3+M1€]C? {O’,M3+O’}€V

T

{c\ M3,0} eV

My, € {lo,..., I,}?

i~

o\ M, + M, e K? {o,M,,+0c}eV

s

o je HeymapeH {o\ My,,0} eV

Cuuka 6.4: AsropuraM AMCKPETHOT BEKTOPCKOT TOJbA 38 CEMUJIOKAJIAH KO-

Ha4YaH IIPCTEH I{OjI/I HI/Ije I/IBOMOpCI)aH opom3BOAy ABa IIOJba.
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Joxaz. Ouuranenuo na je M; C Ann(ly---1,) na ¢ o63upom ma je M; makcu-
MajaH mpeas mmamo na je M; = Ann(ly---1,). 3a Omio koju OPYru MaKCH-
mMastaH nnean M; # M;, nmamo na M; gZ M; = Ann(ly--- I,), ma crora umamo

,ZIanIQ"'In%O. []

Y maTtoMm aJroputMmy 3a AUCKPETHO BEKTOPCKO MOJhe Mpuje cBera Tpebda
MOKA3aTy Ja Cy CBa ylapuBama BalugHA. Kamaa je OaroBOp Ha MUTAWKE Oa
au je My + o € K werarusan (tana je Myly---1, =0), name nuramMo na ju je
Ms meby tjemenuma tor cummiiekca. Ako jecrte, u ako je o\ My+M; € K name
nuraMo na au je Mz melhy TjemMenuma uTHa. CBe HOK He HaheMO MakCcuMaJiaH
nneas koju Huje Mehy TjemeHrMa (YKOJIMKO ce TO HE Iecu, 0 OCTaje HeyHmapeH
niy je ynapes ca cojum gunem o \ M,,). Heka je M; npBu TakaB MakcuMa-
JaH uneaa koju Huje mMeby Tjemenmma cumniekca o. Rako je Mijly---1, =0
npuMjeroMm geme 38 umamo ga M;ly--- I, # 0, na je npema Tome M; + 0 cuMm-
miekc y komiiekcy u {o, M;+o} € V je Banunno ynapusame. Jlame, Mmopamo
YCTBPAUTHU Oa HE yHapyjeMo mpa3aH CKym y V, OIHOCHO na He MOCTOju map
{o\ M;,0} € V rgje je 0 = {M;}. Pasmorpumo ca KOjuUM CUMIIEKCHAMA yIa-
pyjemo cummierce {M;}, i > 1. Axro je |Max(R)| = 2 npernocraBuiu cMoO 1a
je MMy # 0 ma je crora {{My}, {M;, My}} € V. Hame, aro je |Max(R)| > 2,
tBpaumo na je M,M; # 0. Haume axo je MjM; = 0 u M, meku tpehu max-
cUMaJaH uueani, j # 1 u j # i, onna je M; DO M;M; = 0, ma ¢ ob3upom na
Cy MakKCUMaJIHU uaeanu npoctu, umamo na je M; 2O My nmu M; O M; yume
noaa3mMo 0o KoHTpaauknuje. [Ipema Ttome, 3a cBaku makcuMmaJtian uaeaia M;,

i > 1, mmamo ynapusame {{M;}, {My, M;}} € V.

Moske ce 3akbyunTU Aa je ajaropuraM mat Ha cauiu 6.4 3aucTa QUCKPETHO
BEKTOPCKO mosbe V' 3a cuMmmunujanuu koMmmieke K(R) 3a komadyan npcred R

KOjU HHje JIOKAJaH U KOju HUMje M30MODP(aH NPOM3BOLY MABa IOJba. Kakxko Ou
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WIIyCTPOBAJU yllapuBama y AaTOM BEKTOPCKOM IOJbY, Ha caunu 6.5 mat je
murpad D (MomupuroBan XaceoB aujarpam) 3a TAKBO BEKTOPCKO IHoJse V' 3a
npumjep kana je R = Z/p*¢°Z vaje cy p U ¢ pasIUuUTA TPOCTU OPOjeBU.
Kao 1 y mperxomnum mpuMjepuMa paju JakIIer 3anuca p'q’ o3HauaBa maeas
(p'¢?). Crpemune y cympoTHOM cMjepy moka3syjy mapose y V. Ocjendenu
CUMIUJIEKCU Cy HEYIAPEHU CUMILIEKCH (HeMa CTPeJula y CYIPOTHOM CMjepy

KOje BOJE OJl OBUX CHMILJICKCA).

%y {p,p*.g {p.p% pa} {p,q,q Yoo {e.?pdd {a, 4% pd?}

NS,

{p,pa} {p*,pa} 1.4} {p.¢*} {¢.4*} {a9:pa} {a* ,pq} {g,pa*} {d> pa®}

{r*,?a} {p,r*°q} {p.p*} {p*

{P?q} {p*} {rq

Cnuka 6.5: lurpad IUCKpPeTHOT BEKTOPCKOT mosba 3a R = Z/p*¢*Z

Kako 6u nokazanu na je V anykINUHO OWCKPETHO BEKTOPCKO MOJbe (3a 06a
cayuaja, kama je m = 1 u 3a m > 1), nokazahemo na He mOCTOje 3aTBOpeHe

V-nyrame.

IIpumjeTumo ma 3a ciaydaj kama je m > 1 ymapuBama y V cy caeneher

THUIIA.:

1. {{Io, ey In}, {Ml,Io, ey ]n}}, nJian

2. {{lo,.... L}, {My, Io,...,I,}} mro moxemo obumesskutu ca {o \ My, o}.

Y cnoBu KOju Baske KOJ OBAKBOI TWIIA yllapuBama cy ciiexehmn:

° Mlé{lo,...,fn}
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® MIIOInZO
o M;e{ly,....,L,} mo\M;+ M, € K 3acBarko 1 <i <k, n

[} O'\Mk—FMlgé’C

Kana je R komauan JoKajlaH IPCTEH ynapusama y V' Cy camMo IpPBOTr THUIIA,
TAKO [a JOKAa3 AlUKINYHOCTU 33 CEMUJIOKAJHE KOHAYHE IPCTEHE je yjeqHO U’
IOKa3 3a JIOKAJHE KOHAUYHE IPCTEHE.

[IpermocraBumo na je «g, By, o, B, ..., Qp, B, Hera V-nyrama. CBaku «; je
n-cuMIuiekc, csaku f; je (n + 1)-cummnerc, {o;, B} € V u B; D a1 # o4 3a
ceako 0 < ¢ < r. Ilokazahemo ma oBa myTama HEe MOKe OUTU 3aTBOPEHA,

OTHOCHO, HE MOKEMO UMATU (g = (11 3& HEKO 1 > ().

[Tpernocrasumo na je {ag, B} € V ynapusame npBor Tuma, OMHOCHO Ia je
ag={lo,..., I} u Bo = {M, Iy,...,I,}. C 063upom ma je a; JUlle CUMILIEKCA
Bo m ma je a; # ap, oHIma je ay = {Ml,lo,...,fi,...]n} 3aHerko 0 < i <n. Y
MUCKPETHOM TOJbYy V' OBAKaB n-CUMILIEKC je ynapen ca (n — 1)-cuMmmiaercom

{Io,....Ii,...I,} xoju me mome Guru B, (B, Mopa Guru (n + 1)-cuMmmiekc).

[Ipema Tome, oBa myTama 3aBpIIaBa ce ca [y U CTOTa HUje 3aTBOPEHA.

Canma npernocraBumo na je {ag, Sy} € V ymapusame gpyror twuma, OZI-
HOCHO, g = {1o,..., I}, Bo = { My, I, ..., 1,}, ca ycnoBuma koju Baske 3a 0Baj
Tun ynapusama. Oszmaummo osaj map kao {o \ My,o}. C o63upom ga je
Qq JuIe CUMILIeKca fy U a1 # g, umamo na je oy = {My, Iy, ... ,fi,...ln} 3a
Herko 0 < @ < n. Yemy je jemmak cuMmmiiekc (i 3aBUCH Ol TOTa KOJU WOEaJ
13 CUMILIEKCa [y HemocTaje y CUMILIEKCy «i. lIpBo hemo mpermocraButu ma
je nCEBbydeH npeaJ jemaH o MakcuMalgHuX mueana M;, 1 < j < k. Yciuos

na je o\ M; + M, € K, sam rosopu na je 1 = a; + M;. Hame, ropucrehn
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UCTU apTyYMEHT Kao 3a ymapuBarhe MIPBOT TUIa, (p je JIUIe CUMILIEKca 31 pas-
JUYUTO O (v, U ynapeso je ca (n — l)-cummiaexcom s \ M, ma je myrama
OKOHYaHa 1 HUje 3arBopeHa. Cana mpeTnocTaBUMO N2 je UCKIbYYEH maeas [;
HeKU JPyru MakcuMmaJjaH unean M;, j > k xoju Moxe 6utu meDy mneammma
{Ilo, ..., I,}. Axo My Myl -- A, # 0 mumamo ma je 1 = ay+M; u npuMjemy-
JEMO MCTU apTyMeHT Kao paHWje YnMe 3aK/bydyjeMo Ia ce IyTama 3aBpIIaBa
U Ia HUje 3aTBOpeHa. Y cynpoTHoM, ako je MMl - IAZ -~ I, =0, nema 38
HaM TOBOPU 14 MleIO---fi---In # 0 ma je cummierc o \ My + M; € K mro
jé KOHTPaIuKTOPHO jeTHOM OJ[ yCJOBa KOJU BasKe 3a OBaj TUIl YIIAPUBAMA.
[Ipema Tome, 3akmyuyjemo ma mmeas [; Koju je UCKbydeH m3 [y KAaKO OUCMO
OOOUIU CUMIIJIEKC (v HE MO:K€ OUTW HUjeAaH O MAKCUMAJHUX uaeasga. 1o
3HAYM A HUKAJ HE MOYKEMO 3aTBOPUTU V -TIyTamy, OJHOCHO HE MOKEMO UMAaTH
Qg = Qy41 3a HEKO 1T > 0 jep HUKAA HE MOKEMO IOHOBO YKJBYUUTU umeas [;,

¢ 063upoM na He mocToju ymapusame tuna {7,7 + I;} € V 3a unean I; koju

HUj€e MaKCUMAaJIaH.

Jlorka3anm cMO na He IOCTOje 3aTBOpeHe V-myTame, a mpeMa TeopeMu 13,

V' je rpammjeHTHO BEKTOPCKO IIOJbE 3a HEKy DucKpeTHY MopcoBy ¢yHEIU]Y.

6.3.2 RpI/ITI/I‘-IHI/I CMIIJIERCH

W3 aaropurma 3a amukJInvHO ynapuBame V, npuMmjehyjemo na
1. 3a cayuaj kaga je m = 1, Heynapenu (KPUTUYHU) CUMILIEKCU CY:

o {M;}, n cummiekcu o6IUKA

L] {[0,...,[n} T,I[je Ml¢{107-~-7[n} I/IMljojnIO

2. 3a cayuaj kazxa je m > 1, HeynapeHu (KPUTUYHM) CUMILJIEKCU CY:
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e {M;}, u cummiekcu o6aUKA

o {Ms,...,My,Io,...,I,} 3a koju Basku na My ¢ {Iy,...,I,}, npousson
MIMQMm[O[n = O 1 Ipou3BOO MleMZMmI()In # 0

3a cBako 2 <1 < m.

6.3.3 XOMOTOIICKM TWUII

Kako 0u ompenmau XOMOTOICKMA TUI KOMILJIEKCA HA€AJa HYJa NjeIUTeha

3a KOHAYHE IPCTEHE, PA3MOTPUNEMO BUINE CIydYajeBa KOHAUHUX MPCTEHA.

Teopema 39. Hexa je R konauwan A0KAGAGH NPCMEH CA MAKCUMAANHUM UOEANOM
M. Axo je Ann(M) = 0 onda je K(R) wonwmpaxmubuaan. Axo je Ann(M) = M
onda je KC(R) xomomonno exkeusanenmar yHuju KoHauHOz OPOja HENOBE3ANUT
mauakxa. Kowauwno, axo je Ann(M) # 0 uw Ann(M) # M, onda je K(R) zomo-
MONaK YHUJU KOHAUHO0Z 6POja HENOBE3ANUT MAMAKA U NOBE3AN0Z KOMNAECKCA KOJU

je TomMomonno exeusanenman byxemy chepa.

Jloxas. Aro je Ann(M) = 0 onna je ounrsento na je K(R) koryc ca Bpxom M,
na je kourpaktubunan. IIpernocraBumo ma Ann(M) # 0. Ann(M) je npasu
umeas y R, u ¢ 063upom ma 3a O6uI0 KOju Apyru He-Hyda npaBu ugeaia [ y R
nvamo na je I C M, ounma je Ann(M) -1 = 0. Hakme, Ann(M) je mzomoBaHO
tjeme. Mcro obpasmoskeme Baku u 3a 6uino koju umeas | C Ann(M) koju je
npeMa ToMe Takohe u30/0BaHO Tjeme.

Kanma Ann(M) # M, romnnerc |[KC(R)| je yHuja xoHayHOr GpoOja M30JI0Ba-
HuX Tjemena u notkommIekca |K(R)| mja cy Tjemena uneamun | ¢ Ann(M). 3a
cBako TjeMe [ y OBOM MOTKOMILIEKCY uMamo na je - M # 0, mro moka3syje na

je oBaj moTkoMmiekc moBe3aH. lIpumjernhemo ajropuram 3a T'paaujeHTHO
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BEKTOPCKO TIOJbE 3a CJyda] JIOKAJHOI KOHAYHOT NPCTEHA Ha OBaj IIOTKOM-
IJIEKC ¥ OOWILEKUTY KPUTUYHE CUMIIIEKCE Yy OMHOCY Ha OBO BEKTOPCKO IMOJLE
ca U(K,V). Kpurmaan cuvmnexcn ¢y {M} u {Iy, ..., I,} toje M ¢ {Iy, ..., 1}
w Mly---1, = 0. Hera je [U(K,V)| = k. C o63mpomM na Cy TjeMeHA y OBOM
KOMILJIEKCY MIeanu Koju Hucy canp:xkanu y Ann(M), onna je M jenunu kpu-
TuyaH 0-CUMILICKC. 34 CBAKM KPUTUYAH CUMILICKC 0 € Z/{(IE, V), pasmorpumo

crenehn norkommiexc y |[K(R)):
K,={reK:0— 7},

Axo je ¢ = {M} ouna je K, = {M}. Hera je o = {ly,...,I,} € UK, V).
[Ipumjerumo na Ml - A . # 0 3a cBako 0 < i < n, ¢ 063UPOM Ja CBAKU
uneasn I; C M wu Iy---1, # 0. Ilpema Tome 3a cBaku muamekc 0 < i < n,
vmanmo yuapeme {{lo, ..., L, ..., L}, {M, Io,...,I;,...,I,}} € V. Crora, ocum
JUIA CUMILIEKCA 0, jeIUHU CUMILIEKCU T € K TakBu ma mmMamMo o — T cy
cumnaexcu {M, I, ... ... ,I,} m nmpuponuo wmuxosa muna. IIpema Tome,
|K,| je rpanuna (n + 1)-cuMmiiekca, mTo je XOMOTONHO chepu S™.
[TpuMjerumo na jequan KpuTudHU cuMiuiekcu y K, cy cummiexcu {M}

u 0;, Ia npema nocjhemunu 19, Kommiekc uneadsa nyna gjeaurema |[K(R)| je

k k im o
xomoTonHO exBuBasentan \/;_; |K,,|, ongocHo Gykery chepa \/;_, S []

Tepbeme 40. Hexa je R npcmen ca dsa makxcumanna uoeana My u My maxae
da je My My = 0. Ownoa je R uzomopdan npozueody dsa nona u komnaexc [K(R)|

je TOMOMONHO EKBUBANEHMAN YHUJU 08UJE U0N08AHE MAYKE.

Jloxas. Tlpema kunHeckoj Teopemu o ocraimuma, R = R/M; x R/M,. 3a 6uio
KOja nBa mmeatia TtakBa ma je I C My u J C M, umamo ma je IJ = 0. IIpema
tome, kommiekc K(R) je yHmja nBa HemoBesana moTkomiuiekca: K(M;) xao

OTKOMILIIEKC T€HEPUCAH CBUM WIeajuMa Koju cy caap:xanu y M; u KC(Ms)
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Ka0 MOTKOMIIJIEKC T€eHEPUCaH CBUM HIeaJuMa Koju cy canp:kanu y My, Heka
je {lo,...,I,} weru cummierc y K(M;) xoju me camp:xku tjeme M;. Ako je
Iy---I,M; = 0 ouma je My = Ann(ly---1,) a ¢ ob3upom ma takobe Basku
na je My C Ann(ly---1,) jep je MiM, = 0, nomasumo OO KOHTDAIUKIMjE.
[Ipema tome, K(M;) je ronyc ca BpxoMm Mj, ma je cTora KOHTPAKTUOWUJIIAH.
Cnuuno Tome, KC(Ms) je roryc ca Bpxom My, na je kommirekc K(R) XOMOTOIHO

€KBUBaJICHTAH YHU]U [ABUje HEIOBe3aHe TauvKe. ]

Kako 6u ompenuan XOMOTOIICKM THUIT KOMILJIEKCA MAeaJa HyJda MIjesIMTelha

3a MOCHIenmu caydvaj, Tpeba HaMm cieneha jgema.

Jlema 41. Hexka je R konawan npcmen K0ju nHuje A0KAAGH U KOJU HUje U30MOPPar

npouszeody dsa nowa. Hexa je o,7 € UK, V), v dim7 > dimo. Onda samxcu

TDoO.

Joxas. Moskemo mpumjerutu na ako je o = {M;}, ouna 7 p o 3a 6uso Koju
KPUTUYAH cuMIIIeKC 7. [IpernocraBumo na je o C 7, TAje Cy 0 U T KPUTUYHU
cummiekcu apyror tuna. O6umexumo o = {Ms, ..., My, Io,.... I,} m 7 =
{My, ..., My, 1Lo,..., 1., Ir11,...,I,} TOoje Baske caenehu ycioBu 3a TakaB THII

I{pI/ITI/I(E[HI/IX CUMIIJIEKCA:
o M ¢ {Iy,....I,}
o MMy Myly---1, =0, n
o MiMy---M;---Myly--- I, # 0 3a cBaro 2 < i < m.

Pazmorpumo unean I,..,. Heka je I,.1 C M; 3a mvero 1 < i < m.

Iyy € My = Ann(My--- M1y -+ - I,) Ou GMII0 KOHTPAIUKTOPHO YKHCHUIN
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na My Myly--- I.1..1 # 0 (cummmerc { My, ..., M,, Iy, ..., I,11} je nune cum-
nnekca 7). Ilpema tome [,..; C M; 3a #exo 2 < i < m. C oG3upom na Ba-
e yeaosu ga MMy M-+ Myly---I, # 0 u mna je MiMs---Myly---I, =
0, umamo ma je Ann(MlMg---Mi---Mm]m--h) = M;. IHakne, uz I, C
M; 3armyuyjemo ma je M1M2~~~Mi~~MmIO'--ITL.H = 0 mTOo je KOHTpa-
IUKTOPHO YCJOBY KOJU BayKW 3a OBA] TUI KPUTUYHUX CUMILIEKCA, OTHOCHO

MMy« M- Myly--- I, # 0. O

Teopema 42. Heka je R xonauwan npecmen makas 0a je 6poj MaKcCuUMaAHUT UOEAA
m > 1, u npemnocmasumo da R nuje uzomopdar npoussody dsa nowa. Owoa
je xomnaerc |KC(R)| zomomonno exsusasenman byxemy cdepa \/f:1 S| 20je je
d; dumensuja ceaxoz 00 KPUMUYHUL CUMNAEKCE T; Y 00HOCY HA 2PAOUJEHMHO

sexmopcko nome V.

Joxas. 3a 6uno koju He-Hysna npaBu umeaa [ # M; y R, ako je Myl = 0
ouna je Myl # 0 (nema 38). Twume cMo mokaszanu Ja je KOMIIEKC [IOBE3aH,
¢ ob3upom ma R muje m3omopdan mpousBony asBa mossa na MM, # 0. Ocuwm
tora, umamo ynapeme {{I},{M;, I}} € V raje je i =1 wmm i = 2, na je {M;}
jemuuu KputuvaH 0-CUMIIJIEKC y OTHOCY Ha I'PaavjeHTHO BEKTOPCKO moJne V.

Heka je U(KC,V) cryn k kputuunux cumiiekca y K y ogaocy Ha V', 1 HeKa

je D omrosapajyhu murpad. Heka je 0 € UK, V) u:
Ky,={rekK:0— 71},

Axo je o0 = {M;} onna je K, = {M;}. Hera jeo = {Ms,..., M, Iy,..., I,} €
UK, V). Kemmvo na nmoraskemo na je o\ J + M; € K(R) raje je J cBakm
on mmeasna u3 ckyna {My, ..., My, Iy,....I,}. Axo je J € {Ms,...,M,,} nin
J C M,; 3a meko 2 < i < m, OHIA je TBPAHA TayHa C 003UPOM JMla BAKU yCJIOB

MM --- Ml - Mpydy--- I, # 0. Canma npernocrasumo na je J C M;. Kana ou
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6 Kommiekc nneana njenuresba HyJe

umaau na o\ J+M; ¢ K(R) ogna 6u 0\ J 610 KpUTUYAH CUMILIEKC IITO je KOH-
TpamukTopHO Jemu 41. Jlakme, ocuM JMIa CUMIIJIEKCA 0, jeAUHU CUMIIJIIEKCU
7 € K rakBu na 0 — 7 cy cummiercu o \J+M; 3a J € {My, ..., My, Io,..., I,}
U IPUPOJTHO BUXOBa Jjuia. Jlakie, jemuuu KputuuyHu cumiiekcu 'y K, cy o
u M;. Hera je d mumensuja cummiiekca o (umamo na je d =n+m — 1). Mo-
’KeMO 3akpyduTu na je K, rpaHuna d + l-cuMmiekca KOju je maT TjeMeHUMa
{My, My, ..., My, Iy, ... 1I,}. Ilakae oBaj KoMIIekc je xomoToman chepu S9.
IIpema tome, 3a cBaku kputwdan cummiekc o; € U(KC, V) u o; # {M},
jemnum kputnunm cummiekcu y K, cy o; u {M;}. Ilpema nocmemuun 19,

IK(R)| je xomoroman \/I_, |K,,

. O0umibe:KMMO AUMMEH3Uje CUMILIEKCa 0; Ca
d; + 1. Moxkemo 3armpyuntn na je |C(R)| XOMOTOIHO €KBUBAaJICHTAH OYKETY

chepa \/F_, 5%, []

6.3.4 Heke mpumMmjeHe pe3yJsrTaTta

[Ipumjernhemo mobujeHe pesysaTaTe Ha HEKE KJace U IPUMjepe KOMYTa-

TUBHUX IIPCTEHA.

TBpbeme 43. Kada je R xonawan npcmen uzomopdar npouszsody m nosa, 20je

jem > 2, |K(R)| je zomomonan S™ 2.

Jlokxas. mamo ma je mpoum3Bon CBUX MakcumaJjuux maeana MyMs--- M, =0
Ia jeuHV KPUTUYHU CUMILUIEKCH y OJHOCY Ha auckperHo nosme V cy {M;}
u {Ms,...,M,}. Ilpema tome, npumjenom teopeme 42, |[KC(R)| je xomoTonan

chepu S™2, ]

Tepbewe 44. Hexa je R = Z/p"Z 20je je p npocm 6poj ur > 1. Onda je |K(R)|

TOMOMONMHO €RB8UBANEHIMAN ynuyu mavyke u ca oM HENOBE3AHO?2 6y%ema, cgiepa

74



6 Kommnekc nneana njennresba HyJe

\/f:1 S% z0je je 6poj cepa Oumensuje n jednar 6pojy wjeaobpojHUT napMUYUjQ

6poja r — 1 na n+ 1 passuvumur yujeauxr bpojesa xoju cy eehu 00 1.

Joxas. neamu y R cy obmuka [ = (p'). Ilpumjetumo na je Ann({p)) =
(p"~1), Koju Hema He-HyJa MpaBUX MOaUAEANA, T1a je jeAUHO U30JI0BAHO TjeMe
y kommiekcy uneas (p' '), IIlTo ce Tuye moBe3aHOT MOTKOMIIEKCa (BUIjeTn
TeopeMy 39), KPUTUUHN CUMILIEKCU ¢ 003UPOM HA AUCKPETHO BEKTOPCKO MOJbE
V cy obmura {(p)} u {lo,...,I,} Taksu na (p) ¢ {lo,..., 1.} u (p)ly---1I, =
0. IIpema Tome, uneamu Iy,..., I, cy Taksu ma je Iy---I, = (p"'). Iame,
¢ obszupom ma cy umeanu obmura I = (p'), i # 1, cBaku ox mueana Mopa
MMATH APYTAvYMju CTEeH Opoja p Kao HeroB reHepaTop M CyMa CBUX CTelMeHa
reHepaTopa Mopa outu jemHaka r — 1. /lakme, Op0Oj KPUTUYHUX N-CUMIIIEKCA
je 6poj njesnobpojrux maprtunuja o6poja r — 1 HA n + 1 PaA3IUUNUTUX IUjETUX

O6pojesa koju cy Behwu 1. []

[Toncjernmo ce ma y paxny (2], ayTopu cy M3ydaBaau IPBY XOMOJIOIIKY
rpyny 3a npcred R = Z/p"7Z wu u3pauynanau cy na je paur Hi(Z/p"Z) (kopu-
CTUMO MCTE O3HAKE Kao y [2]) jenmHaK % Kalla je r mapaH, OJJHOCHO % Kaoa
je r wemapan 6poj. OBo je ynpaBo 6poj njemodbpojHux maprunuja opoja r —1
Ha IBa pasauyuTa Iujeaa Opoja koju cy Behu onx 1, omHocHo, 6poj chepa

ouMeH3uje 1 mTo cMO M MoKa3aju y TBphewmy u3HaI.

Tepbewe 45. Hekxa je R = Z/aZ 2dje je a = pi'---pim 3a Hexe mehycobro
paszaunume npocme bpojese pi,...,pm u m > 1. Ilpemnocmasumo da R nuje
usomopdar npoussody dsa nomwa. Owoda je |KC(R)| zomomonwo exsusasenman
byxemy chepa \/f:1 S 20je je bpoj chepa dumensuje n jednax 6pojy Hauura Ha

r1—1 rm—1

KOJU MOWCEMO PAcmasumu 6poj p; S pim T Kao npouszeod n—m+2 mehycobro

PasauumMUT Yyujeaur opojesa zdje wujedarn 00 wuxr Huje us cxkyna {p1,...,Dm}-
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6 Kommnekc nneana njennresba HyJe

Joxas. Illpumjernmo anropuTaM 3a T'PalyjeHTHO BEKTOPCKO moJsbe V' 3a ce-
MUJIOKaJHe npcrene. Kpurtuunum cummiiekcu cy {(p1)} u cummiekcu obauka
{p2),-- s, (Pm)s Loy -y In—mi1} vaje je (p2) - (pm) o+ In_my1 = {a/p1). akme,
[OCTOj€ KPUTUYHM N-CUMIIEKCH YIPABO 3a CBaKy O KOMOWHAIM]a nmeasa

ri—1 . rm—1

Lo, ..., I i1 TakBuUX ma je lo- Iy = Py ymTl guMe 3aKJbydyjeMo

tBpheme. []
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I'maBa 7

CMJEPHUIIE 3A JAJLBU PAIL

[TocToju 3mauajan Opoj pamoBa y kKojuMa ce rpadoBU IPUAPYKY]Y KO-
MyTaTUBHUM MPCTEHUMA Ha pa3nuunte Haumue. OBa obiact Ouia je Beoma
monyJjJapHa y HOCJheNHUX IMEeTHAECT I'OAUHA Al KaKO Cy MHOTOOpOjHe mueje
Beh mcupnmene, nHTEpEcoBame 3a rpadoBe KOju Cy IPUAPYKEHU NIPCTEHNMA
moJako jemaBa. MebhyTum, MokeMO MOOWMTU HOB MOTJIEI HA M3ydYaBame ajre-
DapcKUX CBOjCcTaBa KOMOMHATOPHUM METOaMa aKO TAKBY aHAJU3y yOIIMITUMO
Ha reHepaJiHe CUMILIUIMjaTHe KoMIuiekce. OCUM CUMIININ]ATHUX KOMILIEKCA
KOjU Cy M3y4YaBaHW y OBOj AMCEPTAIUjU, TTOCTOjU W HU3 APYTUX HAUYWHA HAa,
KOje MOKeMO Ae(PUHUCATU CUMILINNNjaJHEe KOMILIEKCE KOJU Cy IPUIADYKEHU

KOMYTaTUBHUM IIPCTEHUMA.

Hajnonynapuuja muaeja npuapy:RrBama rpadoBa KOMYyTaTUBHUM IIPCTe-
HUMa je IPEKO OjesmTelba HyJle, IpenacTaBibeHa y panxy Aunepcona u JIupuH-
rcrora [4] ka0 m MHOro6pOjHUM pamoBMMa KoOju ce Hanosesyjy. OBy muejy
CMO IOHeKJe KopucTwim y ['maBu 6 y KOjOj yMjecTo ejremMeHaTa y NPCTEHY
KOJU Cy MOjeauTesbd HyJde 3a TjeMeHa CUMIIUIN]AJHOT KOMIIJIEKCa Y3UMaMO

ugeajge KOju Cy OjeauTelrd HyJae. Y OBOj IJIaBU MOOUjeHU DPe3yJiTaTh HaM
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7 CuMjepHurie 3a mamu pa

najy HeKa WHTepeCcaHTHAa KOMOMHATOPHA CBOjCTBa Ha OU CUTyPHO OUJIIO KO-
PUCHO M3ydaBaTU U KOMIJIEKC HYyJa-jebUTesba OTHOCHO KOMIIJIEKC 4Yurja Cy
TjeMeHa MPAaBU IjeJIMTEeJbU HyJIe & CUMIIIEKCU CKYTIOBUA TjeMeHa Y1) ITPOU3BO I

HUje HYJIA.

Ilasbe, 3HAYAjHY IOIYJIaPHOCT CTEKAO j€ U 2Pafd Hepacmas.mrueur 0jeaumesna
y pany [9] y KojeM ayTopu m3ydaBajy HEPACTABILUBE €JIEMEHTE KAKO OU IPO-
yuaBaau paxkropusanuje y momenuma. Canyxa maeja ce MOsKe MPUMUjEHUTU
U Ha CUMILIUIYjaJIHE KOMIIJIEKCE: 3a NAaTU €JIEMEHT ¥ y JOMeHYy IR Heka cy Tje-
MeHa KOMILJIEKCA CBU HEPACTABJPUBU MjeJIUTELU O T, & CKYI TjeMeHa UWHU
CUMIIJIEKC aKO M CaMO aKO je TPOW3BOJI THUX TjeMeHa mgjeauress om r. OBa
uneja YMHU CE 3aHMMJBMBOM HAKO Ce TUME ,,3a00paBiba’ KOJMKO MYTa HEKU
njenuTels oUjeny r; HauUMe, U3 caMOI' KOMIJIEKca HeMmoryhe je BumjeTtm cre-
IIeH HEKOI' IjesinTelha, MTOo heMo uiayctpoBaTu npuMjepoMm. Heka je k moisme n
neka je D = k[z3, x!] nornpcren nomuromckor npcrena k[z]. Omna je z°* € D
U jemuHEn HepacTaBmusu gjeauonu ox x2t y D cy x® m xt. Mebyrtum, Tpu
pazmuuute parropusamuje 24 = (23)® = (21)° = (23)*(2*)® npencrasmene cy

Kao0 jemHa ucTa uBUIA udMely IBa TjeMeHa Y KOMIIJIEKCY.

I'pag npecjexa udeana je y [7] mepunucan Ha caenehn Haumn: Tjemena cy
CBU IIpaBU He-HYJIa UAEAJU, & ABa TjeMeHa Cy CYCjenHa YKOJUKO IMPECjeK TUX
unealia HAje Hyda. Ha camyaln HAUMH MOKEMO MPUAPYKUTUA CUMILIUAIN]ATHA
KOMIIJIEKC Ca UCTUM CKYIIOM TjeMeHa: CKYII uaeaJja YMHU CUMIIJIIEKC aKO U CaMO
aKoO HUXOB IPECjeK HUje TpuBUjajdaH. Ropucrehu meTone u3 ueTBpTe U meTe
rjaaBe y OBOj OUCEPTAlWjU, MOXKE Ce IOKa3aTU je OBaj KOMIIJIEKC yBUjEK KO-
TPaAKTUOUIAH OCUM YKOJIMKO je IPCTEH U30MOP(aH IPOU3BOLY N MOJbA - Y TOM

CIyYajy KOMIUIEKC jé XOMOTOIIHO €KBUBAJIEHTAH Ipanunu (n — 1)-cuMmmiekca.
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7 CuMjepHurie 3a mamu pa

l'enepanauja cMmjepHUna 3a Ha/bU PAL je IPUAPYKUBAH€ CUMIIIUI]ATHIX
KOMIIJIEKCA T'pylaMa yMjecTO KOMYTATUBHUM IpcTeHnMa. Mako Ou rpyme Bje-
pOBaTHO OuWJe 3HATHO KOMILJIMKOBAHUjE 3a paJ HEro MPCTEHU, IMOTEHIU]aJJTHO
Moke mpom3ahu Beduku OpOj MAeja Kao HAUYMHA NPUAPYKUBAKHA TPylaMa.
Ha nmpumMmjep, 3a cuMeTpuyHe Tpylie MOKEMO IOCMaTpaTy ciaenehn KOMIIIEeKC:
HEKa Cy TjeMeHa KOMILJIEKCA CBE MepMyTallldje CKyma O N eJeMeHaTa, a CKYI
TjeMeHa UYMHUM CUMILJIEKC aKO U CaMO aKO Ta] CKYIl HUje TeHePATOPCKUA CKYII 3a
Sp. Ilpyrum pujeunma, MAKCUMAJIHU CUMIIJIEKCU y OBOM KOMIIJIEKCY CY MAaK-
cuMaJiHe moArpymne y S,. KakBa Ou 6uiaa KOpUCT O OBAKBOI CUMILIUI]aJIHOT

KOMIIJIEKCa TEK Tpe6a Ja B IOVIMO.
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Buorpaguja ayropa

Hena Mwunomesuh je pobena 03. jamyapa 1986. romuae y Koropy, rmje
je 3aBpmuiIa OCHOBHY IIKOJYy ¥ IPBa ABA pa3pena OIIITEe T'MMHA3Uje, HAKOH
Uera je HACTABUJIA IIKOJOBame y mHocTpancTtBy. Cpenme oOpa3oBame je 3a-
Bpmuia Ha Li Po Chun United World College-y vy Xour Koury, makon uera je
ynucajga cryauje Ha menaprmany 3a marematuky Williams College-a y Cjenu-
wenuM AmepuukuMm pskasama 2004. rogune. Jlunaomupada je 2008. romgune
ca mpocjeunom orjerom 3.93 (ox 4) m ogmuroBameMm magna cum laude. IlOk-
Topcke cryauje Ha Martemarnukom ¢dakynrery y Beorpany ynucasaa je 2009.
roAvHe Ha KaTenpu 3a ajredpy W JIOTWKY. J3arocieHa je Ha Paryarery 3a
UHPOpPMANMOHE cuUcTeMe U TexHosoruje Y uuBep3urera lowma ['opuna y Ilon-
ropuniu. VMimMa Tpu pana koja cy nmpuxBaheHa 3a 00jaB/bUBAMKE Y YaCOMUCUMA,

ca SCI mucre.
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Mpwunor 1.

UsjaBa o ayTopcTey

MoTnucana __Hena Munowesuh

6poj ynuca _2001/2009

UsjaBrbyjem
Aa je AoKTOpCKa AVcepTaLyMja Noa HacNoBOM

AHanuza KOMYTaTMBHUX NPCTEHa npuapyxvwearkem CVIMJ'IVILWIjaJ'IHVIX KoMnnekca

*  PEesynTaT COnCTBEeHOr UCTPaXVBaYKor paaa,

* AanpeanoxeHa auceprauuia y LENVHN HU1 Y Aenosuma Huje 6una npegnoxeHa
3a fobujake 6uno koje gunnome npema cTyaujckum nporpammuma Apyrux
BMCOKOLLKOICKMX yCTaHoBa,

* Aacy pesynTaTi KOPEKTHO HaBEAEHM W

* Aa HucaM Kpwwuna ayTopcka npasa u KopucTuna wHTenekTyamHy cBojuHy
- Apyrvx nuua.

Mornuc gokropanpa

Y Beorpagy, 24.08.2015.
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Mpwunor 2.

UsjaBa 0 NCTOBETHOCTM WITaMNaHe U eNeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Nwme n npesume aytopa: Hena Munowwesuh
Bpoj ynuca: 2001/2009
Cryamjckm nporpam: MaTtemaruka

HacnoB paga: AHanusa KoMyTaTUBHUX NPCTEHA MPUAPYXUBAHKEM CUMMIULIMATHUAX
KoMnrekca

MeHTop: npod. Ap 3opaH MeTposuh, BaHpeaHW Npodecop
MoTtnucana Hena Munowesuh

U3jaBrbyjeM da je wramnaHa Bepauja MOr LOKTOPCKOr paja WCTOBETHA €IeKTPOHCKO]
Bep3nju kojy cam npepana 3a objaBrbuBake Ha noptany [AurutanHor
penosuTopujyma YHuBep3surteta y Beorpagy.

Hossorbasam Aa ce objaBe MO NUYHU MoJauM BesaHn 3a fobujarbe akagemckor
3Bakba AIOKTOpa Hayka, kao LUTO Cy UMe U Npesnme, rogMHa U MecTo pofjera 1 Aatym
oabpaHe paga.

OBU nuuHM nogjaum mory ce oGjaBUTM Ha MpEXHUM CTpaHuLama guruTanHe
Gubnuoteke, y enekTpoHCKOM kaTanory vy nybnukaunjama YHueepauTeTa y beorpapy.

MoTtnuc AOKTOpaHaa

Y beorpapay, 24.08.2015.
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Mpunor 3.

UsjaBa o kopuwhemwy

Osnawhyjem YHusepsutetcky 6ubnuorteky ,CeeTosap Mapkoeuh aa y [Jurutantu
penosuTopujym YHusepsuteta y Beorpagy yHece Mojy AOKTOPCKY Auceprauumjy nog
HacrnoBoOM:

AHanusa KomyaTMBHNX NPCTEHa NPUAPYXKUBAKEM CUMMNMLUMjANHUX KOMMNeKca
KOja je Moje ayTopCcKe Aeno.

Avicepraumjy ca cBum npunosuma npepana cam y enekTpOHCKOM hopMaTy NorofHoOM
3a TpajHO apxuBMpar-E.

Mojy AoKTOpCKY AncepTaumjy noxparbeHy y [IMrutanHi penosutopujym YHusepsuTeTa y
Beorpagy mory aa kopucte cBu Koju nowTyjy oapeaGe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oanyuvna.

1. AyTopcTBo
2. AyTOpCTBO - HEKOMEpPLMjanHO
3. AyTopcTBO — HEKOMeEpLUMjanHo — 6e3 npepage
4. AyTOpCTBO — HEKOMEPLMjanHo — AENUTU NOA UCTUM yCroBuMa
5. AytopcTBo — 6e3 npepage
(éi?}yTOpCTBO — AEnUTU NoA UCTUM ycrnoBMma

(Monumo aa 3aoKpyxuTe caMo jeAHy OA LecT MoHyReHux NuUeHUM, KpaTak onuc
nvueHum gart je Ha nonefuHn nucra).

MoTnuc aokropaHaa
Y beorpapy, 24.08.2015.
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1. AytopcTBo - [lo3BorbaBaTe yMHOXaBake, AUCTPUBYLM)y M jaBHO caoniTaBawe
Aena, n npepaje, ako ce HaBeAe WUMe aytopa Ha HaduH ogpefeH of cTpaHe ayTopa
“wnu fasaoua nuueHue, Yak u y komepuujanHe cepxe. OBo je Hajcno6ogHwja og ceBux
nVUEHLN.

2. AyTOopCcTBO — HekomepuujanHo. [lossorbaBarte yMHOXaBake, AUCTPUBYLM]Y U jaBHO
caonwTaesake Aena, u npepage, ako ce Haeede MMe ayTopa Ha HauuH ogpeheH of
CTpaHe ayTopa unu aasaoua nuueHue. OBa nuUeHUa He [03BOrbaBa KOMepLyjanHy
ynotpeby gena.

3. AyTopcTBO - HekomepuumjanHo — 6e3 npepage. [o3BosbaBaTe yMHOXaBae,
avctpubyunjy n jasHo caonwTtasawe faena, 6e3 npomeHa, npeobrnvkosBarwa WNu
ynotpebe fena y cBOM feny, ako ce HaBeAe UMe ayTopa Ha HadvH ogpeheH of cTpaHe
ayTopa wnu aaeaoua nuueHue. OBa nuueHLa He A03BOIbaBa KoMepLujanHy ynotpeby
Aena. Y ogHOCy Ha cBe ocTane nuueHue, 0BOM NMLEHLIOM ce orpaHuyasa Hajsehu
obvum npasa kopuwhera gena.

4. AyTOpCTBO - HekomepumjanHo — AenuTu nog UCTUM ycrnosuma. [lo3sorbasaTe
yMHOXaBame, ANCTpubyLujy 1 jaBHO caonwiTasawe Aena, U npepage, ako ce Haseae
nve aytopa Ha HauyuH oppefeH of cTpaHe ayTopa Wnv AaBaoua NULEHLIE U ako ce
npepaga auctpubyvpa nog WCTOM MNU CAMYHOM nuvueHuom. OBa nuueHua He
A03BOSbaBa KomepumjanHy ynotpeby aena v npepaaa.

5. AytopctBo — 6e3 npepage. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBawe, AUCTPUBYLUMjy U jaBHO
caonwTasake gena, 6es npomeHa, npeobnukosarka nnun ynotpebe aena y ceom geny,
ako ce HaBege Wme ayTopa Ha HauuH ogpefeH op cTpaHe ayTopa unu gasaoua
nuueHue. OBa nuueHua Ao3Borbasa koMmepuwjanHy ynotpeby gena.

6. AyTopcTBO - AEnUTM MNoA WCTUM ycnoBuma. [lo3BorbaBaTe YMHOXaBae,
AncTpubyumjy 1 jaBHO caonwuTaBarbe Aena, U Npepaje, ako Ce HaBeae UMe ayTopa Ha
HauMH oapefeH op cTpaHe ayTopa WNM JaBaoua nuLeHUe W ako ce npepaga
AncTtpubyupa nog WCTOM WAM ChAMMHOM nuueHuoMm. OBa nuueHua [403BOMbaBa
komepuujanHy ynotpeby aena u npepaga. CnuyHa je codTBEpPCKUM nuULEHLAMa,
OAHOCHO NULEHLIaMa OTBOPEHOT Koaa.





