SEMATY, NS STy,

o ‘9@ Univerzitet u Novom Sadu & Wl %,
§ I I I I I ¥ Prirodno-matematicki fakultet Z [ e "2:
% ;—_— § Departman za matematiku i informatiku - j/(;(/uu Oi\c z

% 1969, T ‘NS L

Hopy x> O ANTE

Goran Radojev
Kolokacioni postupci

za reSavanje singularno perturbovanih problema

Doktorska disertacija

Novi Sad, 2015.



Sadrzaj

Predgovor iii
Zahvalnost v
Oznake vii
1 Uvod 1

2 Pregled osnovnih definicija i teorema

2.1 Interpolacija . . . . . . . . . e e e
2.2 Lezandrovipolinomi . . . . . . . . . .. ... 8
2.3 MatriCe . . . . . o e e e e e 10
2.4 Granicni slojeviiadaptivnemreze . . . . . . . . . ... Lo 10
3 Polinomni splajnovi 13
3.1 B-splajnovi . ... e 13
3.1.1 Kvadratnisplajn . . . . ... ... 15
3.12 Kubnisplajn . . . . ... 17
3.1.3 Splajnstepenacetiri . . . . . . . ... 19
3.2 "Bubble"funkcije . . . . ... 21
3.3 Kvadratna splajn interpolacija . . . . . . . .. .. ... 23
33.1 S9-interpolacija . . . . . ... ... 24
332 Sl-interpolacija . . . . . . ... ... 26
4 Adaptivne mreZe 29
41 MrezetipaSiSKina . . . . . ... 29
4.1.1  SBBKINOVAMIEZA . . . . . . oo 29
4.12 Modifikovana SiskinovamreZa . . . . . . ... ... ... ... 30
42 MrezetipaBahvalova . . . . . ... . Lo 32
42.1 MrezaBahvalova . . . . ... ... oL 32
422 Vulanovievamreza . . . . . . .. ..o 32
4.3 Rekurzivno generisana mreza . . . . . . ... ..ol e e e e e 33
5 Splajn kolokacioni postupci za SPP 39
5.1 Ogranienjaizvoda taCnogresenja . . . . . . . . . . . . . vttt 39
5.2 Grinovafunkcija . . . . ... 39
5.3 Kolokacioni postupak sa kvadratnim C1-splajnom . . . . ... ... ........ 40



SADRZAJ

54

5.3.1 Greskainterpolacije . . . . ... .. .. ... ...
5.3.2 Kolokacioni postupak . . . . . ... Lo
5.3.3 ApriornaocenagreSke . . . . . ... ...
5.3.4 AposteriornaocenagreSke . . . . ... L. Lo
5.3.5 Adaptivni algoritam . . . . ... ...
5.3.6 NumeriCkirezultati . . . . . . . .. . ...
Kolokacioni postupci sa C''-splajnovima proizvoljnog stepena . . . . . . ... ...
5.4.1 Kolokacioni postupak . . . . . ... ... Lo
54.2 Apriornaocenagreske . . . .. ... ... L
5.4.3 AposteriornaocenagreSke . . . . ... L. oL Lo e
544 NumeriCkirezultati . . . . . . . . ... L

6 Kolokacioni postupak za 2D problem reakcije-difuzije

6.1
6.2
6.3
6.4

Prilog A
A.l
A2
A3

Prilog B
B.1
B.2

Kolokacioni postupak . . . . . . . . . . . . . ...
Grinova funkcija . . . . . . ...
Aposteriornaocena greSke . . . . .. L. L. L

Numerickirezultati . . . . . . . . . . . .

Baza za C''-kvadratne splajnove . . . . . . . . ... ...
Baza za kubne splajnove . . . . ... Lo

Baza za splajnove stepena Cetiri . . . . . . ... ...

Testprimer 1 . . . . . . . L

Testprimer 2 . . . . . . . e e e e e

Kratka biografija

Klju¢na dokumentacijska informacija

Key Words Documentation

il

101
101
102
104

107
107
111

121

123

125



PREDGOVOR

Singularno perturbovani problemi (SPP) se sistematski proucavaju od ranih 70-ih godina proslog
veka. Danas se istraZivanja temelje na najvaznijim postupcima za reSavanje SPP koji su uglavnom
razvijani od 1996. godine. Parcijalne diferencijalne jednacine hidrodinamike, koje se date u [52]
predstavljaju primere singularno perturbovanih problema. One su bile glavni pokretacki motiv za
izucavanje SPP.

SPP cesto predstavljaju matematicke modele procesa u aerodinamici, hemijskim reakcijama i
biologiji [49, 56, 74], a neretko se pojavljuju i u primenjenim problemima u tehnologiji, tehnici i
finansijskoj matematici.

U disertaciji razmatramo specijalnu klasu SPP-a - probleme reakcije-difuzije u jednoj i dve di-
menzije. Veéina nau¢nih radova koristi diferencne Seme i razliCite tipove FEM-a za reSavanje ovog
tipa problema, dok se u samo nekoliko radova koriste kolokacioni postupci. To je bio glavni podsticaj

i motiv da u ovoj disertaciji dalje proucavamo splajn kolokacione postupke na adaptivnim mreZama.

Disertacija je podeljena u slededih Sest glava:
1. Uvod
2. Pregled osnovnih definicija i tvrdenja
3. Polinomni splajnovi
4. Adaptivne mreze
5. Splajn kolokacioni postupci za SPP

6. Kolokacioni postupci za 2D problem reakcije-difuzije

Kratak pregled poznatih rezultata dat je u prvoj glavi. Druga glava sadrZi neke osnovne definicije
i teoreme koje koristimo u daljem radu. Pojam splajn funkcija uvodimo u narednoj glavi. U ovom
delu disertacije, konstruisana je i baza za C'!'-splajnove proizvoljnog stepena. Neka ogranicenja za
greske interpolacije, takode, su data u istoj glavi. U Cetvrtoj glavi analiziramo nekoliko tipova adap-
tivnih mreZa, Cije vaZne osobine i dokazujemo.

Sledece dve glave sadrZe originalne rezultate. U petoj glavi primenjujemo C'-splajn kolokacione
postupke da bismo numericki resili problem reakcije-difuzije u jednoj dimenziji. Za tacke kolokacije
koristimo nule LeZandrovih polinoma. Takode, izvodimo i apriorne i aposteriorne ocene greSaka
postupaka u supremum normi. Za kolokacije sa C''-kvadratnim splajnom izvodimo apriorne ocene
na dve razli¢ite adaptivne mreZe (modifikovanoj Siskinovoj i rekurzivno generisanoj mre#i), dok za
kolokacije sa C''-splajnovima proizvoljnog stepena dobijamo aposteriornu ocenu greske postupka na

proizvoljno izabranoj mreZi diksterizacije. U poslednjoj glavi posmatramo dvodimenzionalni pro-

iii
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blem reakcije-difuzije koji diskretizujemo pomocu kolokacionog postupka sa C'!-bikvadratnim splaj-
nom. Takode, dobili smo i aposteriornu ocenu greske ovog postupka na proizvoljnoj mreZi. Nu-
mericki rezultati, dobijeni u programskim paketima Mathematica i Matlab, potvrduju sve izvedene

teorijske rezultate u ovoj disertaciji.
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Glava

UVOD

U prvom delu disertacije, razmatraéemo jednu klasu SPP-a — linearni problem reakcije-difuzije u
jednoj dimenziji, koji glasi: Naéi u € C°[0,1] N C?(0, 1) tako da je

Lu(z) = 2" (z) + r(z)u(z) = f(x), z€(0,1), (L1)
u(0) = go, u(l) = g1, '

gde je e € (0, 1] mali parametar. ReSenje ovog problema se u opstem slu¢aju naglo menja u okolinama
taaka x = 01z = 1, odnosno kada reSenje redukovanog problema (za ¢ = 0) ne zadovoljava
grani¢ne uslove.

U ovoj glavi ¢emo ukazati na neke poznate postupke koji su razvijani za numeri¢ko reSavanje
problema (1.1). Uporedo, naves¢emo i Sta je originalni doprinos u ovoj disertaciji uz napomenu u
kojem delu disertacije se ti rezultati nalaze.

Klasi¢ni metodi na ekvidistantnim mrezama ne daju dobre numericke rezultate za problem (1.1).
Stavise, ti metodi su neefikasni i neprecizni, ¢ak i kada posmatramo problem u samo jednoj dimenziji,
a kada perturbovani parametar € uzima malu vrednost. Zbog toga je neophodno konstruisati postupke
koji ¢e davati dobre aproksimacije reSenja problema (1.1), bez obzira na to koliko malu vrednost
uzimao €.

KaZemo da je postupak e-uniformno konvergentan, u normi || - || sa redom konvergencije r, ako
vazi

lv —un| < CNTT,

gde je u tacno reSenje problema (1.1), a u aproksimacija reSenja u na mreZi sa N + 1 ¢vorova. Sa
C oznacavamo pozitivnu konstantu nezavisnu od € i V.
Dakle, osnovni cilj numerickih postupaka za reSavanje SPP-a je e-uniformna konvergencija. U

literaturi su prisutna dva generalna pristupa u konstrukciji uniformno konvergentnih metoda.

e Postupci fitovanih operatora predstavljaju prvi takav pristup. Ovi metodi podrazumevaju za-
menu klasi¢nog diskretnog operatora specijalno kreiranim operatorom koji odrazava prirodu
SPP-a. Odgovarajuéi numeric¢ki metod se tada dobija primenom fitovanog diskretnog ope-
ratora na ekvidistantnoj mreZi. Prva uspes$na analiza ovog metoda izvedena je u [27]. Posle
toga ova tehnika je dalje razvijana. Neke od uniformno konvergentnih metoda fitovanih opera-
tora moZemo naéi u [49] i u [56]. Eksponencijalne splajn diferencne Seme, koje su uniformno
konvergentne, razvijane su u [62, 66, 69, 71, 72]. Ipak, ovi metodi imaju svoja ogranicenja,

pogotovo u viSe dimenzija, Sto sprecava njihovu Siru upotrebu.

e Drugi pristup koji omogucuje kreiranje e-uniformno konvergentnih metoda, podrazumeva kon-
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strukciju specijalnih mreza, koje su prilagodene SPP-u, tj. zgusnute su u granicnom sloju.
Odgovarajuéi numericki metod se tada dobija primenom standardnog diferencnog operatora
na tako konstruisanoj mreZi. Ovakav tip mreze je prvi put konstruisao Bahvalov u [3]. Nakon

toga veliki broj fitovanih (adaptivnih) mreZa je konstruisan i analiziran, videti [17, 45, 61, 79].

Veliki broj autora koristi razlicite tipove diskretizacija na adaptivnim mreZama, ali je mali broj
matematicara izu¢avao kolokacione metode. Samo u malom broju radova ova tehnika je dalje razvi-
jana. Kolokacije sa kvadratnim C'-splajnom za problem (1.1) na adaptivnim mreZama izucavali su
Surla i Uzelac u [69]. Pri tome, splajn po promenljivoj = predstavljaju na svakom intervalu [z;_1, x;]
kao linearnu kombinaciju funkcija iz skupa {1, (x —2;_1), (x —x;_1)?} . Ovaj postupak su analizirali
na Siskinovoj mreZi koriste¢i stabilnost i gresku konzistencije. Greska ovog postupka je uniformno
ograni¢ena sa C' N2 In? N u diskretnoj maksimum normi.

Kvadratni C*-splajn kolokacioni metod za semilinearni problem reakcije-difuzije je analiziran
u [70]. Autori su pokazali da je ovaj postupak konvergentan takode sa redom konvergencije skoro dva
u maksimum normi.

Kubna splajn diferencna Sema (CS) se prvi put pominje u radu [64] i dobijena je pomocu koloka-
cionog postupka sa kubnim C?-splajnom. Ova $ema na proizvoljnoj mrezi A : 0 = g < 71 < ... <

x, = 1 sa koracima mreze h; = z; —x;_1, ¢ =1,..., N, ima sledeéi oblik

-3¢ Wy 6> —3¢2 by
( c + )Ui1+< < +2T¢>Ui+< < ++17'i+1>Ui+1

o 1—1
hihi — 2h; hihiyq hi+h1@ 2h; . CS)
= i +2fi+ 2y
2ﬁif 1+2fi + 2h¢f“’
hi 4+ hit1

uz granicne uslove Uy = gg i Uy = g1, gde je h = s i = r(x) i fi = f(z). SaU;
je oznacena aproksimacija reSenja v u tackama x;, za¢ = 0,1, ..., N. Uniformna konvergencija sa
redom konvergencije skoro dva u ¢vornim tackama Siskinove mreZe je dobijena u [64]. Ri¢ardsonova
ekstrapolacija za CS metod je predloZena u [53], kako bi se dobila bolja aproksimacija.

Kolokacije sa kubnim C2-splajnom za semilinearni problem reakcije-difuzije, na mre#i Bahva-
lova, su posmatrali Herceg, Surla i Rapaji¢ u [24]. Dokazano je da je ovaj metod uniformno konver-
gentan u ¢vorovima mreZe sa redom konvergencije dva. U radu [68], Surla, Teofanov i Uzelac koriste
kolokacioni postupak sa kvadratnim C'-splajnom, ali za kolokacione tacke uzimaju nestandardne
vrednosti koje omoguéuju da odgovarajuca Sema zadovoljava diskretni princip maksimuma. I ovde
je dokazana konvergencija sa skoro drugim redom ta¢nosti u &vorovima Siskinove mreZe. Kolokacije
sa kubnim C'-splajnovima predloZene su u [73], ali bez teorijskih rezultata.

Kombinacija metoda fitovanih operatora i kolokacionog postupka sa kubnim C?-splajnovima raz-
matrana je u [65]. Pokazano je da na Sigkinovoj mreZi ovaj metod konvergira uniformno sa redom
konvergencije skoro dva u ¢vorovima mreZe diskretizacije.

U Glavi 5 ove disertacije smo najpre analizirali kolokacije sa kvadratnim C*-splajnom kako bi
numeric¢ki resili problem (1.1), [44]. De Bur i Svarc su u [13] razvili optu teoriju za splajn koloka-
cione postupke primenjene na klasi¢ne, ali ne i na singularno perturbovane, konturne probleme. Dire-
ktna primena ovog metoda na problem (1.1) rezultira sa ograni¢enjem koje sadrZi "konstantu" koja
teZi beskonacnosti, kada ¢ — 0. Kvadratni C''-splajn, koji predstavlja aproksimaciju resenja pro-

blema (1.1), predstavljamo kao linearnu kombinaciju B-splajnova, a sam problem diskretizujemo na



modifikovanoj Siskinovoj mreZi. NaSa analiza greske postupka se, shodno tome, u potpunosti ra-
zlikuje u odnosu na analizu iz rada [69]. Pokazali smo da je na$ postupak uniformno konvergentan u
odnosu na perturbovani parametar ¢ sa redom konvergencije skoro dva u supremum normi, za razliku
od rada [69] koji daje ocenu greike samo u tatkama mreZe. Stavise, dobili smo i aposteriornu ocenu
greske ovog kolokacionog metoda na proizvoljnoj mrezi. Ovu aposteriornu ocenu smo iskoristili za
kreiranje adaptivnog algoritma, koji generiSe adaptivnu mreZu za proizvoljan broj ¢vorova.

U ovoj glavi smo, takode, razmatrali isti metod na rekurzivno generisanoj mreZi. Kolokacioni
postupak na ovoj mreZi je konvergentan sa redom konvergencije dva u supremum normi, uniformno
do na logaritamski faktor, u odnosu na perturbovani parametar ¢, [54]. Dobijeni numericki rezultati
su zna&ajno bolji nego oni koje dobijamo na modifikovanoj Siskinovoj mreZi.

Jedan od glavnih ciljeva istraZivanja je takode prezentovan u Glavi 5. U drugom delu te glave
razvili smo opSti kolokacioni postupak sa splajnovima proizvoljnog stepena na proizvoljnoj mreZzi
[43]. Problem (1.1) smo diskretizovali pomoéu C'-splajna stepena k + 1, k € N, koji zadovoljava
grani¢ne uslove i diferencijalnu jednacinu (1.1) u nulama LeZandrovih polinoma. Kao glavni rezultat
dobili smo aposteriornu ocenu greSke postupka na proizvoljno izabranoj mreZi. Generalno, aposte-
riorne ocene greSke nam omoguéuju da bolje procenimo kvalitet dobijene aproksimacije, nakon $to
je ta aproksimacija izraCunata. Nasuprot apriornim ocenama, ove ocene ne zahtevaju poznavanje
ogranienja tacnog reSenja i njegovih izvoda. Na kraju Glave 5, prikazali smo i kako se aposte-
riorna ocena moze iskoristiti za generisanje mreZa pomocu takozvanog adaptivnog algoritma, koji
automatski prilagodava mrezu strukturi tacnog resenja.

Sledeca tehnika diskretizacije, koja se Cesto susrece u literaturi, je metoda konac¢nih razlika, koja
diferencijalne jednacine zamenjuje diferencnim jednac¢inama u kojima se sa diferencnim koli¢nicima
aproksimiraju izvodi u SPP-u. Ova tehnika za reSavanje problema (1.1) je koriS¢ena u mnogobrojnim
nau¢nim radovima.

Jedna od Cesto izuCavanih diskretizacija, koja koristi ovaj pristup, daje nam takozvanu standardnu

diferencnu Semu (SD) koja ima sledecu formu

g2 (Ui—H U Ui —-U-

+ hiriUi =hif;, zai=1,...,N —1, (SD)
hit1 h;

uz grani¢ne uslove Uy = go 1 Uy = g1. Pokazano je da ovaj metod uniformno konvergira sa skoro
drugim redom konvergencije na Sikinovoj mreZi, videti [56]. Vulanovi¢ i Teofanov su razmatrali istu
Semu u [82], ali na jednom tipu modifikovane Siskinove mreze. Modifikacija mreZe podrazumeva
nesto drugaciji izbor tranzicione tacke, koja predstavlja prelaz izmedu "finog" i "grubog" dela ove
mreZe. Ova promena ne utice na red konvergencije pribliZnog reSenja, a daje bolje numericke rezul-
tate.

Problem (1.1) je diskretizovan sa SD na proizvoljnoj mreZi u radu Kopteve [31]. Ona je dobila
aposteriornu ocenu koja je uniformno konvergentna na adaptivnim mreZama, a u odnosu na perturbo-
vani parametar €.

Standardna diferencna Sema je kori$¢ena i na mreZi Bahvalova, a za reSavanje semilinearnog pro-
blema reakcije-difuzije sa povratnom tackom, videti [83]. U literaturi nalazimo, naravno, i postupke
konacnih razlika sa vi§im redom konvergencije. Herceg [20] je razvio metod zasnovan na Hermi-
teovim aproksimacijama drugog izvoda (videti takode i [23]) na Vulanovievoj mrezi. Dokazano je

da ovaj postupak konvergira uniformno sa redom konvergencije Cetiri. Problem (1.1) je diskretizo-
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van i pomo¢u kompaktne diferencne Seme, reda Cetiri, u radu [41]. Ova diskretizacija nije inverzno
monotona, ali je pokazana konvergencija ovog postupka na Siskinovoj mreZi sa redom konvergencije
skoro Cetiri.

Vulanovi¢ [76] je konstruisao hibridnu Semu za klasu semilinearnih singularno perturbovanih
problema reakcije-difuzije. PetotaCkasta Sema reda Sest je koriS€ena u vecini tacaka unutar grani¢nih
slojeva, dok je trotaCkasta Sema niZeg reda kori§¢ena na ostatku mreZe. Pod odredenim uslovima ova
kombinovana Sema konvergira na Siskinovoj mreZi sa redom konvergencije skoro Sest u maksimum
normi.

Uporedna analiza razliitih metoda na raznim mrezama data je u [22, 26, 67].

Sledeca Siroko rasprostranjena tehnika diskretizacije je metod konacnih elemenata (FEM — "Finite
Element Method"). Razli¢iti tipovi FEM-a su primenjivani pri reSavanju problema (1.1), videti [39,
56]. Lins [42] razmatra jedan tip FEM-a za reSavanje problema (1.1) na proizvoljnoj mreZi. Diskreti-
zacija sa linearnim konacnim elementima je analizirana i pokazano je da je ekvivalentna standardnoj
diferencnoj Semi SD i naravno skoro drugi red konvergencije je postignut na Siskinovoj mreZi. Ista
diskretizacija je posmatrana i u radu Rosa i Zarin [58], ali za problem reakcije-difuzije sa prekidom.

Takode, Lins [40] razmatra i nemonotonu FEM diskretizaciju

2
_ U1 —-U U —U._ hi i I h: )
o (Tl I e B,
7 i+1 % ) ) (FEM)
_hifica gf, hiv1 fiv1
hi 6 3" B 6
zai=1,..., N —1,uz grani¢ne uslove Uy = g9 i Uny = g1. Pokazano je da je ovaj postupak stabilan

u supremum normi, sa redom tacnosti dva. I apriorna i aposteriorna ocena greSke ovog postupka u
supremum normi se mogu naéi u [40].

Aposteriorna ocena za jedan tip FEM-a u energetskoj normi data je u radu Kunerta [36]. NaZalost,
energetska norma ne opisuje dobro svojstva slojeva. Zato Lins i razmatra FEM diskretizaciju proiz-
voljnog reda, u radu [38], tako da dobija aposteriornu ocenu greSke postupka na proizvoljnoj mrezi u

supremum normi.

U Glavi 5, u nameri da ispitamo efikasnost naSeg kolokacionog postupka sa C''-kvadratnim spla-

jnom (QS), uporedili smo ga sa tri pomenuta postupka — CS, SD i FEM.
U Glavi 6 ove disertacije razmatramo dvodimenzionalni problem reakcije-difuzije, koji glasi:
Nadi u € C(Q) N C?(Q) takvo da je
Lu:= —*Aula,y) + r(z,y)u(z,y) = fz,y) na Q= (0,1) x (0,1),
w(z,y) = g(z,y), (z,y) €,

(1.2)

gdejee € (0,1]i A = 02/0z% + 9% /0y? je Laplasov operator. Ovaj problem ima redenje u kojem
se pojavljuju ostri slojevi duz ruba domena.

Znacajan broj metoda je razvijan u cilju numerickog reSavanja problema (1.2). U veéini radova
se koristi metod konaénih elemenata za diskretizaciju problema (1.2). Uglavnom su ocene greSaka
date u energetskoj normi ¢iji je izbor prirodna posledica analize FEM-a. Ali u slu€aju da reSavamo
SPP, ova norma je suviSe slaba da adekvatno oceni gresku dobijene aproksimacije. 1z ovih razloga, u

radu [37] je uvedena balansirana norma.



U [46] autori razmatraju Galerkinov FEM sa bilinearnim test funkcijama. Ta¢nost ovog postupka
u energetskoj normi je O(N 2 + e!/2N~11n N).

Ros i Sof [55] su analizirali Galerkinov FEM na Siskinovoj mre7i i dokazali da je ovaj postupak
ta¢nosti O(N ' In N 3/ 2) u balansiranoj normi. Takode, oni uvode i novi metod, koji pobolj$ava oso-
binu stabilnosti, a u poredenju sa Galerkinovim FEM-om.

U svega nekoliko radova moZemo naci ocenu greSaka postupaka u maksimum normi. Centralna
diferencna Sema je konstruisana za problem (1.2) u [7] i posmatrana je na Siskinovoj mreZi. Dobi-
jena aproksimacija konvergira uniformno sa redom konvergencije skoro dva u maksimum normi. U
radu [18] je definisana kompaktna diferencna Sema pozitivnog tipa. Ova Sema ima red tacnosti tri u
maksimum normi, kada je perturbovani parametar € mali.

Kopteva [32] razmatra semilinearni problem reakcije-difuzije sa viSestrukim reSenjem na dvodi-
menzionalnom domenu i konstruiSe Semu koja je uniformno konvergentna na mreZama tipa Bahvalova
i Sigkinovog tipa sa redom konvergencije dva, odnosno skoro dva u maksimum normi, zae < CN 1.

Konac¢no, Kopteva [30] dobija i aposteriornu ocenu u supremum normi, koristeéi standardnu peto-
taCkastu diferencnu Semu za problem (1.2).

U Glavi 6 razvijamo kolokacioni postupak za reSavanje problema (1.2). Priblizno reSenje traZimo
u obliku C'*-bikvadratnog splajna koji zadovoljava diferencijalnu jedna¢inu (1.2) u sredinama pravo-
ugaonika, koji su generisani proizvoljnom mreZom. Ovaj postupak kao aproksimaciju daje funkciju
koja je klase C', dok ostali pomenuti metodi ocenu greske daju ili u diskretnoj maksimum normi ili
je aproksimacija taénog reSenja data kao C°-funkcija. U istoj glavi, izveli smo i aposteriornu ocenu
greske u supremum normi. StaviSe, pored naSe ocene, jedino rad Kopteve [30] daje aposteriornu
ocenu u supremum normi. Numericki rezultati pokazuju da kolokacije sa bikvadratnim C*-splajnom

daju bolje numericke rezultate nego $to se dobijaju primenom Seme iz [30].






Glava

PREGLED OSNOVNIH DEFINICIJA I TEOREMA

Pregled osnovnih definicija i tvrdenja, koje éemo koristiti u nastavku, dat je u ovom delu dis-
ertacije.

Za vektor v € RN* & =[x, 21, ..., zy], diskretnu maksimum normu definiSemo sa
2]l == max [z;],

0<i<N

dok je za matricu A = [a;;] € RN+TLNHL 5 5 € {0,1, ..., N}, indukovana matri¢na norma data sa

N
[Alloe = max 3 oy
7=0
Neka je D ogranicena oblast. Za datu funkciju f € C°(D), supremum norma je definisana sa
[ flloo,p = sup [ f(z)]-
xzeD

Kada je jasno i bez navodenja na kom skupu D realizujemo ovu normu, onda umesto || f||o,p piSemo

samo || f|]co-

2.1 Interpolacija

U ovom poglavlje ¢emo navesti definiciju i osnovne osobine polinomne interpolacije, a koja ima

znacajnu ulogu u disertaciji.

Definicija 2.1. [21] Neka je {xq,x1,...,x,} C [a,b] skup koji sadrZi n + 1 razli¢itu tacku i neka je
data funkcija f € C°[a,b). KaZemo da je I,,f € 1, za koje vaZi

Inf(acl) = f(xz), 1= 0, 1, ey,
interpolacioni polinom funkcije f, za évorne tacke (x;, f(x;)), i =0,1,...,n.

Interpolacioni polinom iz prethodne definicije je jedinstveno odreden, [21, 63]. Da bismo ocenili pre-
ciznost ove aproksimacije funkcije f, neophodno je oceniti i gresku interpolacije e,, koja predstavlja
razliku funkcije f i njenog interpolacionog polinoma e, (f,z) = f(z) — I, f(x). Sledeu ocenu ove

greSke moZemo naci u [21].
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Teorema 2.2. Neka je {xo,z1,...,2,} C [a,b] skup razli¢itih tacaka i neka je f € C™"[a,b].
Tada, za svako x € [a,b] postoji o € conv{z, xg,x1,...,2n} C |a,b] takvo da je
n+1 n

en(f @) = n+1 1;[

Kao posledicu prethodne teoreme, dobijamo sledeée ogranicenje

1
len(f, ) nfl H |z — 2.1)
gde je Mpy1 = maxe(, ! f ”+1) )‘ U disertaciji ¢emo uglavnom koristiti Lagranzov oblik

interpolacionog polmoma.

Definicija 2.3. [21] LagranZov oblik interpolacionog polinoma I, f, koji interpolira funkciju f u

tackama xg,x1, . .., x, dat je sa

Lf@) =Y fa) [] L.
v
JF#

Definicija 2.4. [63] Neka su date tacke xq, x1, ..., x,, [ neka je data funkcija f. Tada,
-1
n
[0, 21, ., 2l f = Zf () | [T@j—2a) |~ n=2
0
;7@
nazivamo podeljenom razlikom n-tog reda funkcije f.
Ako definiSemo i razlike nultog reda kao vrednosti funkcije f u datim tackama, tj. [z;]f = f(z;),

lako dobijamo sledecu rekurentnu vezu

[$1,$2, e ,ZL‘n]f — [.1‘0,.%1, . ,:L‘n,ﬂf
Tp — X0

(@0, 21, .. @nlf = 22)

koja nam omogucuje lako izraCunavanje podeljenih razlika proizvoljnog reda. Takode, podeljene

razlike zadovoljavaju i sledece pravilo.

Teorema 2.5. (Lajbnicovo pravilo, [63]) Za date funkcije f i g, vaZi

[0, 21, -, 2] (f - 9) =[zo]f - [x0, 21, .., Zn]g + [xo, 1] f - [x1, 22, ..., Zp]g+ ...
oot [mo, 21, s xR f - [2n]g
2.2 Lezandrovi polinomi

Za kolokacione tacke u Glavi 5 uzimacemo nule LeZandrovih polinoma. Da bismo ih definisali,

prvo ¢emo posmatrati sledecu (LezZandrovu) jednacinu

(1 —22)y"(z) — 22y (z) + n(n + 1)y =0, n € Ny, (2.3)



2.2. LEZANDROVI POLINOMI

uz uslov y(1) = 1. ReSenja, koja su neprekidno diferencijabilna za svako = € [—1, 1], nazivamo
LeZandrovim polinomima. Oznacimo ove polinome sa P, gde je n stepen polinoma F,,. Napokon,

P,, (videti [1]) moZemo izraziti na slede¢i naCin

L
—onpl dan

P(z) [(z* - 1)"]. (2.4)

Prva dva Lezandrova polinoma su Py(z) = 11 P;(z) = . Rekurentna veza koju moZemo naci u [1]
1 koja je data sa

2n+1 n
P, (z) —
n+l” n(@) n+1

Pii(x) = P,_1(x), neN,

omogucuje nam da dobijemo eksplicitnu reprezentaciju LeZandrovih polinoma proizvoljnog stepena
(videti Tabelu 2.1).

Tabela 2.1: LeZandrovi polinomi

Py (z)
1
x
%(31‘2 -1)
3(5z3 — 3z)

$(352% — 302 + 3)
£(632° — 7023 + 15z)
4 (23125 — 3152 + 10522 — 5)
(42927 — 69325 + 3152% — 35z)

N O U e W NN = O3

Prvih Sest Lezandrovih polinoma je prikazano na Slici 2.1.

1.0

0.5 — Po(x)
P1(x)

0.0 — Pa(x)

— P3(x)
-0.5 — Pa4(x)
— Ps(x)
-1.0
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Slika 2.1: Lezandrovi polinomi na intervalu [—1, 1]

Naredne tri osobine LeZandrovih polinoma su dobro poznate [29].

e Izmedu svake dve uzastopne nule polinoma P, nalazi se tano jedna nula polinoma P,,.
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e Izmedu svake dve uzastopne nule polinoma P, nalazi se nula polinoma P, ;. Izmedu naj-
manje nule polinoma P, i tacke —1 nalazi se tacno jedna nula polinoma P, . Izmedu najvece

nule polinoma P, i tacke +1 nalazi se nula polinoma P, .

e Svih n nula polinoma P, se nalazi u intervalu (—1,1).
Sledeca osobina LeZandrovih polinoma je izuzetno zna€ajna za analizu greSke postupka u Glavi 5.
Teorema 2.6. [1] Neka su P, i P,,, m,n € Ny, dva Lezandrova polinoma. Tada je

1
2

Pm Pn = 5 19mn,
/—1 ()P (z)dz 2n+15

gde je sa Oy oznacena Kroneker delta funkcija, definisana sa

1 ako m =n,

(577177, -

0 ako m #n.

Direktno iz prethodne teoreme sledi da su za svako m,n € Ny, m # n, Lezandrovi polinomi P, i

P, ortogonalni, tj. vazi
1
/ P, (z)P,(x)dx = 0, m # n. (2.5)
-1

2.3 Matrice

U ovom poglavlju éemo dati pregled osnovnih osobina matrica, koje ¢emo koristiti u apriornoj

analizi u Glavi 5.

Definicija 2.7. [25] Matricu A = [a;;] € RN nazivamo L - matricom, ako i samo ako je
a; >0, 1=1,2,..,N i a;; <0, 1#7, 4,5=12,...,N.

Definicija 2.8. [25] Regularnu matricu A = [aij] e RVN nazivamo inverzno monotonom, ako i
samo ako vazi
A7t >o0.

Definicija 2.9. [25] Inverzno monotonu L - matricu nazivamo M - matricom.

Teorema 2.10. (M -kriterijum) [39], [51] Neka je A € RNN data L - matrica. Tada je matrica A
M -matrica ako i samo ako postoji vektor v € RN, gde je v > 0i Av > 0. Stavise, vaZi i sledece
ogranicenje

[[0]]oo

min_|(Av);|’

i=1,...,.N

1A oo <

2.4 Granicni slojevi i adaptivne mreze

Singularno perturbovani problem (SPP) moZemo opisati na nacin kako je to udinjeno u [56].

Diferencijalna jednacina koja zavisi od malog pozitivnog parametra ¢ i ¢ije reSenje (ili njegovi izvodi)

10
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teZe beskonacnosti, kada parametar ¢ tezZi nuli, nazivaju se singularno perturbovanim, gde je € pertur-

bovani parametar. U [39] moZemo naci i formalnu definiciju SPP-a.

Definicija 2.11. Neka je D vektorski prostor funkcija, u kojem je definisana norma || - ||p i neka je
B C R% Kazemo da je neprekidna funkcija v : B — D, € — u, regularna za ¢ — €* € OB ako
postoji funkcija u* € D takva da vaZi

lim ||ue —u*||p =0,

e—e*
dok u suprotnom kaZemo da je u singularna, kada € — €*.

Neka je (P-) problem Cije je resenje u. € D, za svako € € B. KaZemo da je problem (P.) singularno

perturbovan, kada € — €* € OB unormi || - || p ako je u singularna funkcija, kada ¢ — €*.

Napomena 1. Definicija singularno perturbovanog problema ocigledno zavisi od norme koju koris-

timo.

Da bismo precizinije objasnili svojstva reSenja SPP-a, razmotricemo sledeci problem reakcije-
difuzije:
—e2u" (z) + u(x) = 1, zaz € (0,1),

u(0) = u(1) = 0. (20

Jedinstveno reSenje ovog problema je

e—z/a +e—(1—x)/a
1+e /e

u(x) =1-

Ovo resenje otigledno zavisi od eksponencijalnih funkcija e=%/¢ i e (1=%)/¢ pa se funkcija u (kao i
njeni izvodi) naglo menja u blizini tataka x = 01z = 1 za male vrednosti ¢, videti Sliku 2.2. Oblasti
gde se funkcija naglo menja nazivamo grani¢nim slojevima. Sam pojam granic¢nog sloja preuzet je iz
fizike [49].

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 2.2: ReSenje u problema (2.6) za razli¢ite vrednosti parametra €.
Definicija 2.12. [79] Konacan skup A = {xo,z1,...,xn}, N € N, sa osobinom
O=xp<m<...<zy_1 <2y =1,

11
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nazivamo mreZom [0, 1] sa cvorovima x;, i = 0,1,..., N. Korake mreZe definisemo sa h; := x; —
Jii_l,’i: 1,...,N.

Poznato je da standardni numericki metodi daju loSe numericke rezultate, kada se primenjuju
na ekvidistantnim mreZama, a prilikom numeri¢kog reSavanja singularno perturbovanih problema.
Da bismo dobili dobru aproksimaciju, jedna od moguénosti je da umesto ekvidistantnih koristimo
neekvidistantne mreze koje su "guste" u slojevima. Takve mreZe nazivamo adaptivnim mreZama.

VaZan pojam za konstrukciju adaptivnih mreza dat je u sledecoj definiciji.

Definicija 2.13. [39] Strogo rastucu neprekidnu funkciju ¢ : [0,1] — [0, 1] koja preslikava unifor-
mnu mreZu t; = i/N, i = 0,..., N, na adaptivau mrezu sa cvorovima z; = ¢(t;), i = 0,..., N,

nazivamo funkcijom za generisanje mreZe.

Pri numerickom reSavanju SPP-a, glavni cilj je konstrukcija uniformno konvergentnih (robustnih)

numerickih postupaka u odnosu na perturbovani parametar €.

Definicija 2.14. [39] Neka je u resenje singularno perturbovanog problema i neka je ua aproksima-
cija za u koja je dobijena numerickim postupkom na mreZi A. Za numericki postupak se kaZe da je

e-uniformno konvergentan (robustan) u normi ||.|| ako je
= uall < w(N),

za svako N > Ny gde su v(N) i Ny nezavisni od ¢ i vaZi

lim v(N)=0.
N—>00
Specijalno, ako je
v(N)=CN™",

gde je r > 0, kazemo da aproksimacija ua konvergira ka u sa redom konvergencije 7.

12
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POLINOMNI SPLAJNOVI

U matematici se splajn definiSe kao deo po deo polinomna funkcija, koja poseduje odreden "ste-
pen glatkosti" u krajnjim tackama intervala na kojima su ovi polinomi definisani. Rec splajn prvi
put u ovom kontekstu je upotrebio Senberg 1946. godine u svom radu [59]. Ali nema sumnje da se
pojam splajna projavljuje i ranije, videti Favardov rad iz 1939. godine [16]. Sa druge strane, Senberg
je pominjao da je za pojam splajna znao Cak i Laplas. Ipak, on prvi uvodi pojam "bazi¢nih splajnova
stepena k".

Sama ideja o konstrukciji i upotrebi splajna potiCe iz avio-industrije i brodogradnje. Tokom Dru-
gog svetskog rata, britanska avio-industrija je koristila tehniku splajnova, pri konstrukciji borbenih
aviona.

Splajnovi od 1960. godine imaju znacajnu ulogu i u automobilskoj industriji — Citroen (Kastel-
jan), Reno (Bezijer) i DZeneral motors (Garabedian, Birkof i de Bur [4]), prilikom konstrukcije
karoserije automobila. De Burov rad u DZeneral motorsu je rezultirao i publikovanjem znacajnog
broja naucnih radova, koji ukljucuju i rezultate vezane za B-splajnove.

Navedimo i formalnu definiciju splajna.

Definicija 3.1. Funkciju s : [a,b] — R nazivamo splajnom stepena k na mrezi A : a = x9 < 21 <
... <xpn = b, ako i samo ako:

Lo sTiz g € Uk, i=1,2,... N,
2. s € CP[a,b),
gdejepcNip<k.

Specijalno, splajnove stepena dva nazivamo kvadratnim (paraboli¢nim), dok splajnove stepena tri

nazivamo kubnim splajnovima.

3.1 B-splajnovi
Definiciju i neke od osobina B-splajnova mozemo naci u [9, 12, 60, 63].
Definicija 3.2. Neka je x = (z;) € R niz neopadajucih brojeva. Za date prirodne brojeve i i n,
By i(x) = (i — Timn—1)[Timn—1, .-, i)y (y — )7, x € R, 3.1
gde su [x;_n_1, ..., 2]y(y — x)"} podeljenje razlike reda n+1 za funkciju (y — x)4 po promenljivoj y

i (y — z)+ = max{0,y — z}, nazivamo (normalizovanim) B-splajnom reda n + 1 (odnosno stepena

n) sa ¢vorovima X.

13
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Zan = 0, B-splajn sa ¢vorovima z;_; < x; je deo po deo konstantna funkcija, data sa

1 akox € [x;—1, x4,
By,i(z) =

0 1nacCe,

Sto direktno sledi iz (3.1). B-splajnovi By, ; su linearno nezavisni i generiSu vektorski prostor, pa
predstavljaju bazu tog prostora (videti [9] i [12]). Zato se proizvoljan splajn stepena n sa ¢vorovima

[e.e]

x moZe predstaviti kao linearna kombinacija B-splajnova stepena n. Neka je x := (x;)>, niz

neopadajucih realnih brojeva. Defini§imo x_s, 1 o sa:

T_oso := inf x;, Too i= SUP T;.

Teorema 3.3. [8] Ako je niz x := (x;)>, neopadajuci i vaZi v; < xity i d; == card{j : x; = x;},
za sve i, onda odgovarajuci niz B-splajnova (By, ;)™ predstavlja bazu vektorskog prostora Sy,(x)
svih funkcija f definisanih na R koje su identicki jednake nuli izvan intervala (x_ oo, To), dok na

(-0, Too) vazi
f‘(:pi_l,:pi) 6 Hk|(xi_1,xi)7
i funkcija f je r-puta neprekidno diferencijabilna, gde je v < k — d;, u svakoj tacki x;, za sve i.
Akoje ;1 < 1y = miy1 = ... = Tipj1 < Tiyj, 1 < j < N — 1, tada kazemo da je
¢vor x; visestrukosti j. Ako pretpostavimo da je svaki ¢vor x;, ¢ = 1,2,..., N — 1 neke mreZe

xo < x1 < ... < xy viSestrukosti 7, onda splajn stepena n je n — j — 1 puta diferencijabilna funkcija

u svim ¢vornim tackama.

Osnovne osobine B-splajnova su date u narednoj lemi (videti [12] i [63]).

Lema 3.4. Neka su {ani}?:l B-splajnovi stepena n. Tada vazi:

By, i(x) >0, 4 Ti—p < x < T4, (3.2a)
B i(x) =0, za x<wmxi_p ili x>, (3.2b)
> Bpi(z) =1. (3.2¢)
i=1

Koristeci Lajbnicovo pravilo (videti Teoremu 2.5) i osobinu (y — )" = (y —z)(y — )" " dobijamo

k
Thn sy =2 = S ety — @) - [l (y — @)
r=k-—n—1
Lako se dobija
[Thnly(y —2) = @h—p-1-2) 1 [Tron-1,Th—nly(y —2) = 1.

14



Posledica poslednje jednakosti i (2.2) je

[xkz—n—la Tl—ny--- 7$k—n+j]y(y - ':U) = 07
odakle sledi

@kt Ry (4 — 2) = (@1 — ) Bhnts - TRy (y — 2)2

za j > 1,

3.1. B-SPLAJNOVI

i
+ [Th—ny - Tr)y (Y — x)’_:_*l
- %hk*nﬂ’ s o]y (y — x)i_l
i <m + 1> s Trly(y — )
kada (2.2) primenimo na [zg_p_1,

T — Tf—n—1 T — X
Bn,k(l‘) = “rTnT Bn_l,k(l') + —
Ti—1 — Lk—n—1

x € [Tk, Thi1],

koja nam omogucuje kreiranje jednostavnog algoritma pomocu kojeg mozemo izracunati B-splajnove
proizvoljnog stepena, [11] .

, 7]y (y — )" "!. Konaéno, dobijamo i rekurentnu vezu

(3.3)

Oznacimo, dalje, intervale mreze A : 0 = 29 < 1 < ... < zny = 1sa J; = [z;-1,24]. U

nastavku rada ¢emo za m, £ € N, m < ¢, koristiti sledece vektorske prostore:

S'(A) = {SGC’”[O,I]:S\JZ. elly, za 71:1,...,]\7}

Sip(A) = {s €S8(A) :s(0)

3.1.1 Kvadratni splajn

Najpre posmatrajmo B-splajnove stepena dva, odnosno bazu vektorskog prostora S%}O(A), tj

prostora kvadratnih C-splajnova. Pomoéu rekurentne formule (3.3) lako dolazimo do sledece baze

RY
(:Ii1h237) ako = € [z, z1],
BQ70($) = 1

0 inace,
(hf — (21 —x)?

B (z — 0)?
hi

o+ )i ako = € [xo, z1],

)

Bo1 () (3 —x)?

m akox € [1'1,152],

0

inace,
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zair=2,...,N —1:

(l‘ — $i72)2
ki i—2y Li—1],
T 1 T b ako x € [zj_o, xi—1]
(z —@i2)(@i —x) | (Tig1 —2)(@ — 2i-1)
ako x € |x;_1, x|,
Byi(z) = (hi—1 + hi)h (hi + hit1)h; i, i
(Tip1 — 33)2
k iy Lg ’
(hi + hit1)hita akox € [z v
0 inace,
2
TN_9 — T
(h]\fi\f—’_QhN)})LNl ako x € [xy_2,2N_1],
2 2 2
Bon(z) = hy —(@env-1—2)* (z—an) "
h%\, (hN+hN_1)hN ako x € [xN_l,xN],
0 inace,
1
RY
(J;N_}; z) akox € [zn_1,zN],
By nyi(z) = N
0 inace.

Jasno je da bilo koji kvadratni splajn s € 52170(A) mozemo zapisati kao s(z) = fogl a;Bs (), za

odredene vrednosti «; € R. Slika 3.1 prikazuje kvadratne B-splajnove.

(a) B2,o(z) (b) Ba,1(x)

Xi-2 Xi-1 Xi Xirl

(© B2,i($)

16



3.1. B-SPLAJNOVI

XN- XN-1 XN XN-1 XN

() B2,N(-T) (e) Bz,N+1(CL‘)

¥}

Slika 3.1: C''-kvadratni B-splajnovi.

3.1.2 Kubni splajn

Ponovo pomoc¢u rekurentne formule (3.3), lako dolazimo i do B-splajn funkcija koji generisu
prostor kubnih splajnova. Formalno, definiSimo z_3 = z_92 =21 =290 = 0izN11 = TNy2 =

rn+3 = xy = 1. Tada kubne B-splajnove moZemo prikazati u sledecoj kompaktnoj formi (videti A.2):

N 3
(:C xz_3) akox € J;_o,
(LUz' - 90173)(96171 - -75@'73)(331'72 - $i73)
(z —wig)*(wim1 —2) | (2 —23)T; | (wip1 — @)(z — zi-9)?
kox € J;_1,
R + Qz + RZ ako 1—1
Bsi(z) = { (# = zizg)(@i —x)° L @i = )T (@i — D@ —wic) I
S; Py Qit1
3
(xH_l .CC) akox € Ji+1>
(Tip1 — Ti—2) (g1 — io1)(Tiy1 — Ti)
0 inace,
zai=0,1,...N+2,gdesuT; = (x; — z)(x — xj—2) i
P = (z; — xi-3)(wi—1 — xi—3)(®i—1 — Ti—2), Qi = (v — mi_3) (i — 2i-2)(Ti—1 — Ti—2),
R = (i11 — wi—2)(x; — x4-2) (i1 — Ti—2), Si = (v — wi—3)(xs — xi—2)(2; — Ti—1).

Funkcije Bs; generiSu prostor S§7O(A). Medutim, nasa analiza u Glavi 5 zahteva C'-splajnove. Zato

¢emo multiplicirati ¢vorove mrezZe. Neka je
Ti—2 = Ti—1 1 Ti = Tit1,

na svakom intervalu [z;_3, z;+1], ¢ = 3,4,..., N — 1. Tada, u skladu sa Teoremom 3.3, dobijamo

bazu za S3 3(A). Funkcije @;() i ¢;(x) &ije definicije slede, generisu S5 o(A):

3(x1 — x)2(x — x0)
h3

ako x € [xg, z1],
p3.1(z) =

0 inace,

17



GLAVA 3. POLINOMNI SPLAJNOVI

zai=2,...,N:
(l’ — .CC,‘_Q)?’
ako x € [x;—2,x;—1],
(hi_l—i-hi)h?fl [ i—2 (2 1]
. )2 N2 (e e
<P3,i($) = (17 _ JJZ*Q)(:BZ 2:1:) + Q(I'Z ZL‘) g:l) 1'171) ako x € [:Ei_l,l‘i],
(hi—1 + hs)hs; h;
0 inace,
_ 3
W ako z € [zy_1,2N],
e3N+1(x) = N
\0 inace,
i
.33
(xlhgx) ako = € [z, 21],
Ysa(x) = L
0 inace,
za1=2,...,N:
N — i o) (1 1 — L — 1 )2
(x —x; 2; (i1 —2) (25 —x)(x a:; 2) ako z € [i_, i1),
hi*l (h‘ifl + hi)hl’,1
3
Ysi(a) =4 _(@i—@) Ko € i 1.1
Qe howelnanl
0 inace,
/ _ 2 _
3(z :EN_hl3) ) akoz € [zy_1,2N],
Y3 Nt1(T) = N
0 inace.

Proizvoljni kubni splajn s € 53170(A) moZzemo izraziti kao

N+1
s(x) =Y (cupsi(z) + Binps (),
i=1
za neke «;, 5; € R.
X0 X1 X0 X1
(a) p1(z) (b) 1 ()

18



3.1. B-SPLAJNOVI

Xi-2 Xi-1 Xi Xi-2 Xi-1 Xj
(© pi(z) (d) ¥i(x)
XN-1 XN XN-1 XN
() pn+1(2) () Yn+1(x)

Slika 3.2: C''-kubni B-splajnovi.

Na Slici 3.2 je prikazana baza vektorskog prostora S3 (A).

3.1.3 Splajn stepena Cetiri

Rekurentna formula (3.3) daje i B-splajn funkcije koje generiSu Szio (A). Ponovo, multiplicirajuci

¢vorove mreze A i to na sledeci nadin:
Tipl = Tiy2 = Tiy3 i Tiyd = Tiys = Tit6,
na svakom intervalu [x;, z;47], i = 0,1,..., N — 7, dobijamo bazu prostora S} ,(A):

4(z1 — 2)3(x — 20)
hi

ako x € [xg, z1],
par(r) =

0 inace,
za t=2,...,N:

(x — 1/‘1',2)4
(hi—1 + hi)h3_,

pai(x) = (x — zi_9) (2 — x)?
(hi-1 + hi)h}

ako z € [xi_2,xi—1],

akox € [:L’ifl,{l}i],

0 inace,
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Pan+1(z) =

Ya1(x) =

za t=2,...,N:

Yai(x) =

Yy Nt1(T) =

C'-splajnovi stepena Cetiri na [x;_2, x;] prikazani su na Slici 3.3.

(3(x — 2i_2)3(mi—1 — T)

\

(r —axn_1)*
hiy

inace,

(z1 — 2)*

h

0 inace,

akoz € [xN_l,xN],

ako x € [aci_l, xi],

inace,

ako x € [zg, z1],

(z; — z)(z — 2i_2)°

_l’_

4
hi—l

(zi —x)*
(hi—1 + hi)h3

0

4z —axn_1)(zN — )

Iy

(hi—1 + hi)h 4

akoz € [xn_1,ZN],

inace.

/N

Xi-1

Xi

Slika 3.3: C''-splajnovi stepena Cetiri.
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ako x € [zi_g, xi—1],

ako x € [z;_1, ],

inace,

— ¢i(x)
Yi-1(x)

— ¥i(x)

— nix)



3.2. "BUBBLE" FUNKCIJE

Ocigledno, svaki splajn s € Sio(A> mozemo prikazati kao sledecu linearnu kombinaciju

N+1 N
s(x) = > (cipai(r) + Bipai(x)) + > vimai(),
=1 i=1

za neke o, B;,vi € R.

3.2 '"Bubble'" funkcije

U ovom poglavlju kreiraéemo jos jednu bazu za C''-splajnove proizvoljnog stepena. Tako kreirana
baza ée nam omoguditi konstrukciju C'-splajnova proizvoljnog stepena, jednostavnije nego §to je to
slu€aj pri konstrukciji pomocéu B-splajnova.

Prvo ¢emo posmatrati Hermiteove splajnove na [—1, 1], a potom ¢emo uz odgovarajucu transfor-
maciju te splajnove sa [—1, 1] preslikati na proizvoljan interval [a, b], b > a.

Neka je dat proizvoljan polinom p € II3 klase C'! na intervalu [—1,1]. Taj polinom moZemo

zapisati kao linearnu kombinaciju polinoma H_1, Hy, H |, H €13
p(z) = p(=1)H_1(z) + p(1) Hi(z) + p'(=1) H-1(z) + p' (1) Hi (),

koji zadovoljavaju sledece uslove:
H_(-1)=1, H_;(1)=0, H {(-1)=0, H ,(1)=0,
Hy(-1)=0, Hi(1)=1, H{(-1)=0, Hj(l)=0,
H_ 1(-1)=0, H(1)=0, H (-1)=1, H ,(1)=0,
Hi(-1)=0, Hy(1)=0, H|(-1)=0, H(1)=1.

Iz ovih uslova moZemo nadi i eksplicitni oblik Hermiteovih funkcija. Polinomi:

L,l(x):lg"" i L)

1+
2

predstavljaju bazu za prostor linearnih funkcija na [—1, 1]. Za ove polinome vaZi da je L;(j) = 0;;,
zai,j € {—1,1}. Takode, za i # j vazi: L?(j) = 01 (L?(j))" = 0. O&igledno,

Hi(z) =ri(z)L3(z) i Hi(x) = si(x)L3(x), za i€ {—1,1},

za neke linearne funkcije r; i s;. Lako se dobijadajer_1(z) =2+, m(z) =2—2,s_1(x) = x+1
i s1(x) =z — 1. Odatle je

e = 2ee) (1_;,;)27 Hi(z) = (2 — 7) <1;x>2

@)= (z+41) (1_:”)2, Hi(z) = (@ —1) <1J2“’“°>2.

Na Slici 3.4 su prikazani Hermiteovi splajnovi.
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1.0 1.0
0.8 0.8
6 0.6
0.4 4
0.2 0.2
-1.0 -05 0.0 05 1.0 -1.0 -05 0.0 05 1.0
(a) H-1(x) (b) Hi(x)
1.0
0 05 Jo
0.8
2
0.6
-04
0.4
-06
0.2
-08
-1.0 -05 0.0 05 1.0 -1.0
(c) H_1(x) (d) Hi(z)

Slika 3.4: Hermiteovi splajnovi na [—1, 1].

Sada éemo, pomocu Hermiteovih splajnova, konstruisati bazu za prostor C''-splajnova proizvo-
Ijnog stepena. Posmatra¢emo "bubble" funkcije ¢; € 11;, gde je [ > 4 prirodan broj, koje su definisane
sa

(Loa(@))™(Li(2)™ 7 l=2m,

Yi(x) =
x(L_q(x))™(Ly(z))™ za l=2m+1,

gde je m > 2 prirodan broj. Lako se pokazuje da za ovako definisane "bubble" funkcije vazi

i(=1) = (1) = ¢(=1) = (1) = 0.

Kako su H_i, H\,H_1, Hy iy, |l = 4,5,...,p, ocigledno linearno nezavisne funkcije, one pred-
stavljaju i bazu vektorskog prostora II,, na intervalu [—1, 1]. Preostaje nam jos da preslikamo ovako
dobijenu bazu na proizvoljan interval J; = [z;_1,z;]. Neka je ¢ : [—1,1] — R bilo koja funkcija iz
baze prostora II,, na intervalu [—1, 1]. Defini§imo afinu transformaciju &; : J; — [—1, 1] takvu da je

r — Tj—1 Tr — Iy

Silz) = h; * h

Dalje, transformiSimo funkciju ¢ na J;, sa

pi(r) == ¢(&i(@))-

Izvodi funkcije ; se lako dobijaju. Vazi:

pile) = ¢'(&(2)))&i(w) = =@ (&(2)))
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3.3. KVADRATNA SPLAJN INTERPOLACIJA

"(&i(@)))- (34

A@) = 4 (F16@) = 58 G )El) = 59

Konacno, proizvoljan C!-splajn na [0, 1] éemo predstaviti preko Hermiteovih splajnova i "bubble"
funkcija. Posmatrajmo S;(A) — prostor C''-splajnovanamrei A : 0 = 29 < 21 < ... < xn = 1.
Neka je s € Sy(A), p > 3is; = s(x;), i = 0,1,...,N. Elementi baze y; € S3(A) treba da

zadovoljavaju sledece osobine:
Xi(zp) =0 1 Xi(zk) =0, za i,k=0,1,...,N.

Funkcije x; se mogu eksplicitno izraziti u obliku

H_1(&i11(x)) ako z € Jiy1,
Xi(z) = ¢ Hi(&(2)) ako = € J,
0 inace.

Neka je s, = s'(z;), i = 0,1,..., N. Tada, funkcije \; € Si(A) treba da zadovoljavaju:
)Zi(xk)zo i X;(xk):(szk, i,k=0,1,...,N.

Funkcije y; se mogu izraziti na sledeéi nacin

, hiv1H 1(&i1(z)) ako x € Jiy1,
Xi(z) = B hiH1(&(x)) ako x € J;,
0 inace.

Napokon, 3;;,zal =4,5,...,p, i =1,2,..., N, moZemo definisati sa

Yi(&i()) ako x € J;.

0 inace.

Bia(r) =
Sada je jasno, da svaki splajn s € S;(A) mozemo prikazati kao sledecu linearnu kombinaciju
s(x) = si—1Xi—1(2) + sixi() + iy Xi—1(2) + sixi(x) + Z,Uz Big(a zedJi, (3.5

gde su p;; € R.

3.3 Kvadratna splajn interpolacija

U ovom poglavlju ¢emo analizirati dve klase kvadratnih splajn interpolacija. Ocene greSaka ovih

interpolacija su od velikog znacaja za izvodenje apriorne ocene u Glavi 5.
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3.3.1 S -interpolacija
Za proizvoljnu funkciju g € C°[0, 1], uvodimo interpolaciju I9g € S9(A) definisanu sa
(Igg)z:gmzzo’?N) 1 (Igg)i,1/2:gi_1/27 izl)”-vN)

uz oznake d; = d(x;) i d;_q1 /5 = d(x;_1/2), gde je d € C°[0,1], a koje éemo dalje koristiti. Naredna
teorema daje ocene greske ove interpolacije.

Teorema 3.5. Neka je g € C*[0, 1]. Tada vazi:

9 .
lo = B9l < Ul i 1o=19)7 0l <29"] s, (3.62)

h3 . " h2
lo = Bolly < oy mlle” e i [(0= B9, 0] < Gl Wl 6D

Dokaz. Koristeéi LagranZov oblik interpolacionog polinoma, dobijamo da je

(7 —25_1/2) (2 — 1y) (x —xi—1)(x — x3) (r—2i1)(@ — 251 9)
Igg(x) =2gi—1 f/L2 - 491‘—1/2 72 + 2g; 2 / )

i

3.7

na svakom intervalu J;.

Ako § € (z-1,7;_1/3), onda je

(€ - xi—l/2)(§ — ) B 4(5 —wi1)(§ — SUZ))

139(9) - () =a() (2 2 2

7

(€ —mi1)(€ — $i—1/2)
h2 -1

+g(v) (2
gde 9, v € J;. Odavde je

By(6) — 9(6)] <

9 9
— < - .
g+ Sla@)l < Zllgll,
- 9 .
Slicno, [I39(€) — 9(&)| = llgllz» za € € (w12, i), pasledi

9
lg = 229 ., < 5 19l s,

Ogranicenje
3
7 n

”g - IggHoo,Ji < m”g ||OO,J1'

sledi direktno iz (2.1) za ekvidistante ¢vorove {z;_1,x;_1 /25 T}
Dalje, drugi izvod interpolacione funkcije I9g je
1

1
+49i75

1
0
(1—29)”(56) = 4gi—1ﬁ - 891‘—1/2}?@2 h?'

hi
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Tejlorov razvoj funkcije g u tacki x; 1 /5 do stepena 2, daje

"(.9. "(.9.
(Igg)”(x) — g (129271) + g (1297»72)7

gde 191"1,’191'72 € J;. Odavdeje

9" (Wi1)  9"(Vi2)
9 + 9 _gl 1/2

< 2[lg" oo -

(9— ISQ);/_UQ‘ =
Razvijajuci g;—1 i g; u Tejlorov red u tacki z;_; 5, dobijamo iz (3.7) da vaZi

(159)"(@) = 6l 1ja + = (6 o) +90012).

gde 51-71,191-72 € Ji,paje

— ( (Pi1) + g® (’@2))’ <

(9—139);- 1/2‘ =

Sledeéa lema daje korisna ograni¢enja za kvadratni C-splajn i njegov drugi izvod na proizvoljnom

intervalu J;.

Lema 3.6. Neka je s € S9(A) i neka vazi si—1j2=0,1=1,2,...,N. Tada je

. 8 .
HSHOOJZ,Smax{\si_l\,]sﬂ} i Hs"HOOJZghQ max{]sz_ll ‘sz‘} i=1,2,...,N.

Dokaz. Koristeci LagranZov oblik interpolacionog polinoma i s;_1 /o = 0, dobijamo

(z — %‘—1/2)(m — ) (z —zi—1)(z — %‘—1/2)

s(z) =281 + 2s; ,
2 2
zaz € J;, paje
T —Ti—1/2
s(z) = 2T {si_l(m —x;) + si(z — xi_l)}, x € J;,
i
odakle sledi
|z — 2;_1/2]
|s(z)| <2 h; / max{|s;i—1], |s;| } h; < max{|si,1| , |sl|}
i
Kako je

4 .
S//(;(;) = ﬁ(si_l + Si) 1 ’81'_1 + Si’ < 2max{\si_1\ , ’81"},

7
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to dobijamo da je i druga nejednakost u ovoj lemi zadovoljena, tj. da vazi

8
5"l < 75 mac{sical sl }-
7

3.3.2 S; - interpolacija

Za proizvoljnu funkciju g € C°[0, 1], uveséemo i interpolaciju I1g € S3(A) definisanu sa

(o) = g0 (139) 1y =girs i=LoosN, (Ig)y = ax.

Ova vrsta interpolacije je razmatrana u [28, 47, 48].

Kvadratni splajn s € S3 moZemo prikazati na J; u slede¢em obliku

(- xi—1/2)(90 — ;)
h2

(x —zi—1)(x — xy) T
2 + 2s;

7 7

s(z) =281

— 48172
gde je s;_1/2 = g;—1/2- Sada je

§'(x) = % (sic1(20 = (@10 + 20)) — 28,1 )2(20 — (i1 4+ 2:)) + 527 — (wi1 + 25-1/2))) -

)

Posto s € C1[0,1], onda je s'(z}") = §/(z; ), tj.

Si—1 — 4812 +3si  —3si+ 48172 — Sit1
hl‘ hi—}—l ’

odakle dobijamo

aiSi—1 + 38; + ¢iSit1 = 4a;s; 12 + 4¢iSi11)2,

) hivi . h;
dejea; = ——icii=1—a; = ———.
gleje hi+hiv1 " hi+ hiv
Uvedimo, sada, slede¢u oznaku
[Mgl; := aigi-1 + 39i + cigit1, (3.8)

za proizvoljnu funkciju g € C°[0, 1].
Lema 3.7. Za svaki vektor s € RN*1 za koji je sg = sy = 0, vazi

1
| < —|[Ms],].
e Jsl < _max 3 1IMs

Dokaz. Nekaje k € {1,2,..., N — 1} onaj ¢lan za koga je

|sk| = L pax |5l .
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Iz (3.8) imamo da je

35 = [Ms]), — apsSp—1 — CrSk+1-
Dalje, iz nejednakosti trougla dobijamo
3lsk| <[[Msly| + (ar + ck) [sk] = [[Ms]i[ + s,

odakle sledi tvrdenje leme. 0

Teorema 3.8. Neka je g € C*[0,1]. Tada greska interpolacije funkcije g zadovoljava sledeca

ogranicenja:

M (9 — 139))i| < 8llglloo oy 0] (3.92)

2

5
96 h?”g(@”w,ﬁ + 7h?+1”9(4)H007Ji+17 (3.9b)

1
M (g — L9)]i| < Ehihi—&—l \hiv1 — hil |gi'| + 9%

zai=1,2,...,N,igdeje [Mqg|; definisano sa (3.8).
Dokaz. Za proizvoljnu funkciju g € C*[0, 1], vazi
(9 129)y = (9= 139) y = 0
kao 1
[M(g— IQIQ)L = a;gi—1 + 39i + <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>