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REZIME

Predmet prou~avawa ove doktorske disertacije su kvazitorusne mnogostrukosti

i K-stepeni. Ove topolo{ki veoma zanimqive mnogostrukosti su uop{tewa torus-

nih varijeteta i predmet su prou~avawa mnogih matemati~kih disciplina: torusne

geometrije, simplekti~ke geometrije, torusne topologije, algebarske geometrije, alge-

barske topologije, topolo{kekombinatorike, teorije konveksnih politopa, itd. Uovoj

tezi je akcenat stavqen na mogu}nost da ove objekte prou~avamo kombinatornim metho-

dama, uzimaju}i u obzir geometriju torusnog dejstva i kombinatoriku prostih politopa

koji predstavqaju prostore orbita ovih mnogostrukosti.

Objekti kojima se bavi ova disertacija su na{li primenu kako u matematici, tako

i u drugim primewenim oblastima. Zato su oni predmet intenzivne nau~ne pa`we.

Originalni nau~ni doprinos ove teze je u novim rezultatima o kvazitorusnim mno-

gostrukostima u odnosu na klasi~na pitawa algebarske topologije: stepene preslika-

vawa me|u mnogostrukostima, ulagawima i imerzijama mnogostrukosti u euklidske pro-

store. Metodi koji se koriste u ovoj tezi oslikavaju duboku vezu izme|u onoga {to

smatramo klasi~nom matematikom i torusnom topologijom. U tom smislu, metodi koje

ovde koristimo imaju potencijal da u skoroj budu}nosti pro{ire dosada{wa znawa o

ovoj klasimnogostrukosti, ali tako|e i da se iskoriste u nekim drugim problemima, kao

{to su teorija bordizama.

U prva tri poglavqa su na elementaran na~in izlo`ene osnovne osobine simplici-

jalnih kompleksa, politopa, torusnih varijeteta i kvazitorusnih mnogostrukosti, kao i

najva`niji rezultati o wima. Akcentovan je kombinatorni pristup koji nam omogu}ava

da ove apstraktne objekte shvatimo kao prirodne.

^etvrto poglavqe disertacije prou~ava stepene preslikavawa me|u kvazitorusnim

mnogostrukostima. Tehnika koja se koristi bazirana je na rezultatima Haibao Duan-a

i Shicheng Wang-a koji su koristili prese~nu formu za formulisawe konkretnog

uslova za postojawe preslikavawa odre|enog stepena. Dobijeni su veoma interesantni

rezultati, a posebno je klasa kvazitorusnih 4-mnogostrukosti pogodna za prou~avawe.



Kohomolo{ki prsten ovih mnogostrukosti je takav da je u mnogim slu~ajevima bilo

mogu}e odrediti skup svih mogu}ih stepena preslikavawa. Rezultati su dobijeni u

terminima elementarne teorije brojeva, oslawaju}i se na klasi~ne rezultate o broje-

vima koji se mogu zapisati kao suma odre|enog broja potpunih kvadrata. Opisani su

skupovi mogu}ih stepena preslikavawa me|u mnogostrukosti za veliki broj konkretnih

mnogostrukosti kao {to suCP 2,CP 2♯CP 2, S2 × S2, itd.

Upetompoglavqura~unaju se Stifel-Whitney-eve klase ovihmnogostrukosti, dualne

klase, a potom se one koriste kao opstrukcije za totalno kosa ulagawa i imerzije.

Glavni rezultat je da one prvenstveno zavise od dejstva torusa, jer su konstruisani

primeri mnogostrukosti nad istim politopom od kojih jedna ima trivijalne, a druga

netrivijalne karakteristi~ne klase. Pa`wa je posve}ena mnogostrukostima nad kubom

koju predstavqaju nove primere u kojima je dowa granica bliska gorwoj granici za

totalno kosa ulagawa, a za koje se ta~no mogu odrediti euklidski prostori minimalne

dimenzije u koje se ove mnogostrukosti mogu imerzovati i ulo`iti.

U Dodatku je kratko izlo`ena teorija o dejstvima grupa i osnovne osobine ekvivar-

ijantnih preslikavawa.

Kqu~nere~i: Kvazitorusnemnogostrukosti,K-stepeni,kohomolo{kiprsten,karak-

teristi~ne klase, torusna dejstva, prosti politopi, stepen preslikavawa, simplici-

jalni kompleksi

Nau~na oblast: Matematika

U`a nau~na oblast: Topologija

UDK broj: 515.16(043.3)



ABSTRACT

The main objects studied in this doctoral thesis are quasitoric manifolds and

spaces arising as the images of polyhedral product functors. Quasitoric manifolds are

particularly interesting as topological generalization of non-singular toric varieties.

They are a research topic of many mathematical disciplines including toric geometry,

symplectic geometry, toric topology, algebraic geometry, algebraic topology, theory

of convex polytopes, and topological combinatorics. These objects have already

found numerous applications in mathematics and sciences and they continue to be

intensively studied.

In this thesis we put some emphasis on combinatorial methods, focusing on

the interaction of the geometry of toric actions and combinatorics of simple poly-

topes. This connection of geometry and combinatorics is based on the fundamental

observation that convex polytopes naturally arise as orbit spaces of toric actions

on quasitoric manifolds. Our main original contributions in this thesis are related

to classical topological questions about degrees of maps between manifolds as well

as their embeddings and immersions into Euclidean spaces. We follow the general

scheme characteristic for Algebraic Topology where a topological problem is reduced,

often by non-trivial reductions, to a question of arithmetical, algebraic, or combi-

natorial nature. We believe that the novel applications of this scheme developed in

the thesis, especially the new techniques and calculations, have a potential to be

applied on other problems about quasitoric manifods.

Here is a summary of the content of the thesis. For the reader’s convenience and

for completeness, in the first three chapters we give an elementary exposition of the

basic theory of simplicial complexes, convex polytopes, toric varieties and quasitoric

manifolds. The emphasis is on the fundamental constructions and central results,

however the combinatorial approach, utilized in the thesis, allows us present the

theory in a direct and concrete way, with a minimum of topological prerequisites.



The mapping degrees of maps between quasitoric manifolds are studied in Chap-

ter 4 with a particular emphasis on quasitoric 4-manifolds. Utilizing the technique

pioneered by Haibao Duan and Shicheng Wang, which is based on the intersection

form and the cohomology ring calculations, we demonstrate that a complete infor-

mation about mapping degrees can be obtained in many concrete situations. The

theorems and the corresponding criteria for the existence of mapping degrees are

formulated in the language of elementary number theory. It is amusing that the ques-

tion whether a number appears as a mapping degree between concrete 4-manifolds is

directly linked with classical results from number theory such as whether a number

can be expressed as a sum of two or three squares, etc. This approach allows us to

analyze many concrete 4-manifolds, including CP 2, CP 2♯CP 2, S2×S2, etc. In Chap-

ter 5 we calculate the Stiefel-Whitney classes of some concrete quasitoric manifolds

and their duals. This information is used to determine cohomological obstructions

to embeddings and immersions of these manifolds in Euclidean spaces. As an initial

observation we showed that the calculations are highly dependent on the action of

torus. Indeed, there are examples of quasitoric manifolds over the same polytope

which exhibit a very different behavior and different complexity of the associated

characteristic classes. Focusing on the quasitoric manifolds over the n-dimensional

cube, we are able to produce quasitoric manifolds which are very complex in the

sense that they almost attain the theoretical minimum dimension for their embed-

ding or (totally skew) immersion in Euclidean spaces. The thesis ends with an

appendix with an outline of the theory of group actions and equivariant topology.

Keywords: Quasitoric manifolds, the polyhedral product functors, cohomol-

ogy, characteristic classes, toric actions, simple polytopes, map degree, simplicial

complexes

Research area: Mathematics

Research subarea: Topology

UDK number: 515.16(043.3)



SLIKE

2.1 Simpleksi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2 Vektori razapiwu simpleks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.3 Nehomogeni simplicijalni kompleks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.4 Homogeni simplicijalni kompleks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.5 Kros politopi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.6 Orjentacija 1-simpleksa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.7 Orjentacija 2-simpleksa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.8 Triangulisana Mebijusova traka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.9 Kombinatorno razli~iti simplicijalni kompleksi sa istim f -vektorom 9

2.10 Primer 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.11 Podpodele simplicijalnih kompleksa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.12 Baricentri~na podela simpleksa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.13 Poset strana baricentri~ne podele simpleksa . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.14 Xoin dva simpleksa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.15 Konus i suspenzija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.16 Obrisani xoin simpleksa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.17 Proizvod dva simpleksa nije simpleks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.18 Prizmati~na podpodela . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.19 Povezana suma simplicijalnih kompleksa . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.20 Brisawe simpleksa pomo}u povezane sume . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.21 Puni podkompleks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.22 Dualni simplicijalni kompleks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.23 Primer 27 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.1 Simpleks definisan hiperravnima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.2 Projekcija simpleksa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.3 Nosa~ politopa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.4 Afino ekvivalentni politopi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32



3.5 Poligoni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.6 Kubovi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.7 Kros politopi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.8 Platonova tela . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.9 Cikli~ni politop . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.10 Permutoedri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.11 Asociedri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.12 Permutoasociedri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.13 Haseov dijagram za petougao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.14 Kombinatorno ekvivalentni i afino neizomorfni politopi . . . . . . 38

3.15 Polarni skup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.16 Polarni politopi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.17 Kombinatorno razli~iti politopi sa istim f -vektorima . . . . . . . . . 41

3.18 Funkcija visine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.19 Polarni proizvod politopa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.20 Povezana suma politopa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.21 Povezana suma poligona . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.22 Povezana suma simpleksa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.23 Prizma nad politopom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.24 Piramida nad politopom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.25 Bipiramida nad politopom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.26 SumaMinkovskog dva skupa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.27 SumaMinkovskog dva konveksna politopa . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.28 Rombi~ni dodekaedar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.29 Grafovski grade}i skup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.30 Cikloedar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.31 Zvezdoedar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.1 Konus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.2 Lepeza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.3 Potpuna lepeza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.4 Konstrukcija torusnog varijeteta iz politopa . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.5 Orbitno preslikavawe π kvazitorusne mnogostrukostiM2n . . . . . . . 63

5.1 Preslikavawe stepena k izMn u Sn. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73



6.1 Vlakno raslojewa T (F2(M))⊕ ε1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

A.1 Diedarska grupa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

A.2 Ikosaedar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

A.3 Grupa S1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

A.4 Antipodalno dejstvo na sferi Sn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

A.5 Primer 79 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

A.6 Primer 81 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

A.7 Ra{ireweG-preslikavawa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

A.8 Ra{ireweNH/H-preslikavawa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137



SADR@AJ

1. Uvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2. Simplicijalni kompleksi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.1 Simpleksi i simplicijalni kompleksi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.1.1 Orjentacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.1.2 Kombinatorika simplicijalnih kompleksa . . . . . . . . . . . . 8

2.2 Simplicijalna preslikavawa i osobine simplicijalnih preslikavawa . 11

2.2.1 Simplicijalna i PL (deo-po-deo linearna) preslikavawa . . . . 11

2.2.2 Baricentri~na podpodela simplicijalnih kompleksa . . . . . . 13

2.2.3 Teorema o simplicijalnoj aproksimaciji . . . . . . . . . . . . . 15

2.3 Operacije sa simplicijalnim kompleksima . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3.1 Xoini, proizvodi i povezane sume . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3.2 Flegifikacije, punipodkompleksiidualnisimplicijalnikom-

pleksi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3.3 Dijagrami prostora i funktori colim i hocolim . . . . . . . . . 23

2.4 K stepeni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3. Politopi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.1 Definicije politopa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.1.1 Definicije politopa i wihova ekvivalentnost . . . . . . . . . . 28

3.1.2 Primeri nekih politopa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2 Kombinatorna svojstva politopa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2.1 Kombinatorna ekvivalentnost politopa . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2.2 Prosti i simplicijalni politopi; polarnost izme|u politopa . 38

3.2.3 Kombinatorne invarijante politopa . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.3 Operacije sa politopima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.3.1 Proizvodi i povezane sume prostih politopa . . . . . . . . . . . 44



3.3.2 Susedski politopi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.3.3 SumaMinkovskog politopa i graf-asociedri . . . . . . . . . . . 48

4. Torusni varijeteti i kvazitorusne mnogostrukosti . . . . . . . . . . . . . . 55

4.1 Torusni varijeti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.1.1 Definicija torusnih varijeteta . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.1.2 Kombinatorika torusnih varijeteta . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.1.3 Torusni varijeteti zadati politopom . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.2 Kohomologija nesingularnih torusnih varijeteta . . . . . . . . . . . . . 61

4.3 Kvazitorusne mnogostrukosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.3.1 Kvazitorusne mnogostrukosti i karakteristi~no preslikavawe . 62

4.3.2 Kohomologija kvazitorusnih mnogostrukosti . . . . . . . . . . . 66

4.3.3 Stiefel-Whitney-eve klase kvazitorusnih mnogostrukosti . . . . 66

4.3.4 Nesingularni torusni varijeteti i

kvazitorusne mnogostrukosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.3.5 Hirzebruch-ove povr{i i

4-dimenzionalne kvazitorusne mnogostrukosti . . . . . . . . . . 69

5. Stepeni preslikavawa izme|u kvazitorusnih mnogostrukosti . . . . . . . . . 71

5.1 Stepen preslikavawa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

5.2 Rezultati Duan-a i Wang-a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5.3 Stepeni preslikavawa izme|u kvazitorusnih

4-mnogostrukosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5.3.1 Preslikavawa uCP 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

5.3.2 Preslikavawa u S2 × S2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

5.3.3 Preslikavawa uCP 2♯CP 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

5.3.4 Preslikavawa uCP 2♯CP 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

5.4 Ortogonalne re{etke i preslikavawa izme|u povezanih suma projek-

tivnih prostoraCP 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

5.5 Neke obzervacije o stepenima preslikavawa izme|u kvazitorusnih 4-

mnogostrukosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

6. Totalno kosa ulagawa i imerzije kvazitorusnih mnogostrukosti . . . . . . . . 100

6.1 Totalno kosa ulagawa mnogostrukosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

6.1.1 Dekompozicija vektorskog raslojawa . . . . . . . . . . . . . . . . 102



6.1.2 Karakteristi~ne klase od T (F2(M)) . . . . . . . . . . . . . . . . 103

6.2 Totalno kosa ulagawa

kvazitorusnih mnogostrukosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

6.2.1 Kompleksni projektivni prostori . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

6.2.2 Proizvodi kompleksnih projektivnih prostora . . . . . . . . . . 107

6.3 Totalno kosa ulagawa kvazitorusnih mnogostrukosti nad kockom In . . . 108

6.3.1 Kohomolo{ki prsten H∗(MIn) i Stiefel-Whitney-eve klase

w(MIn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

6.3.2 Stiefel-Whitney-eva klasaw(MI) normalnog raslojewa . . . . . 113

6.4 Imerzije i ulagawa nekih kvazitorusnih mnogostrukosti . . . . . . . . . 118

Dodatak 121

A. Dejstva grupa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

A.1 Topolo{ke grupe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

A.1.1 Osnovne osobine topolo{kih grupa . . . . . . . . . . . . . . . . 122

A.1.2 Klasi~ne Lieve grupe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

A.2 Dejstva grupa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

A.2.1 Osnovne osobine dejstva grupa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

A.2.2 Neke va`ne osobine dejstva grupa . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

A.3 Ekvivarijantna preslikavawa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

A.3.1 KategorijaG-prostora iG-preslikavawa . . . . . . . . . . . . . 131

A.3.2 Familije podgrupa i ekvivarijantna preslikavawa . . . . . . . . 134

Literatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139



1. UVOD

Centralnatemaovedisertacije sukvazitorusnemnogostrukostiiglavniciqjedase

opi{u wihova topolo{ka, geometrijska i kombinatorna svojstva. Ove mnogostrukosti

imaju jako zanimqivu strukturu kohomolo{kog prstena i mo`e se re}i da imaju vezu sa

skoro svim granama moderne matematike.

Razvoj i saznawa o kvazitorusnimmnogostrukostima, kao iwima bliskim objektima,

K-stepenima zahteva svakako mnogo {iri prostor nego {to je u ovoj tezi obra|eno.

Naj{iri autoru poznat pregled nau~nih saznawa o torusnoj topologiji dat je u jo{

neobjavqenoj monografiji [14]. Mo`emo re}i da je torusna topologija ~vori{te

va`nih matemati~kih disciplina: kombinatorike, algebarske geometrije, algebarske

topologije, homolo{ke algebre i dr. Kako je svaka od ovih oblasti sama i pitawa kojima

se bavi sama za sebe veliki prostor otkrivenih i neotkrivenih tema, u ovoj tezi su pored

novih rezultata o kvazitorusnim mnogostrukostima i klasi~nim pitawima algebarske

geometrije dobijenim u radovima [7], [4], [5] i [6] dat i pregled osnovnih kombinatornih

objekata koji su fundamentalno va`ni za kvazitorusne mnogostrukosti.

Teza sadr`i dva dela i dodatak. U prvom delu su izlo`eni poznati rezultati o sim-

plicijalnim kompleksima, politopima, torusnim varijetetima i kvazitorusnim mno-

gostrukostima. Ovi objekti su relevantni ne samo za topologiju, ve} i za konveksnu

geometriju i ra~unarske nauke, pa im je zbog toga, kao i ~iwenice da na srpskom jeziku

nema ili postoji vrlo malo literature o aktuelnim matemati~kim disciplinama, dat

veliki prostor u uvodnom delu. Posebna pa`wa u ovoj disertaciji je posve}ena kombina-

torici i kombinatornim objektima, ali i kaometodu kojimmo`emo ra~unati konkretne

topolo{ke invarijante.

Teorija simplicijalnih kompleksa, politopa i torusnih varijeteta je izlo`ena

prate}i klasi~ne kwige [64], [54], [11], [13], [30], [49] i mno{tvom ilustracija i

primera, sa ciqem da se oni{to geometri~nije i konkretnije opi{u. Tako|e, prikazano

je {to vie razli~itih pogleda na ove teme.

^etvrto poglavqe se oslawa na rezultate Duana-a i Wang-a o stepenima mno-



\or|e Barali}

gostrukosti i wihovom primenom na kvazitorusne 4-mnogostrukosti. Novi rezultati

kojisuuovompoglavquizlo`eniilustrujulepuinterakcijuizme|uelementarneteorije

brojeva i klasi~ne algebarske topologije. Pitawa vezana za stepene preslikavawa

neprekidno privla~e pa`wu nau~ne javnosti ve} vi{e od jednog veka, ali sem slu~aja 2

i 3 mnogostrukosti, nije se odmaklo daqe od parcijalnih rezultata. Rezultati koji su

ovde dobijeni, pokazuju da skupovimogu}ih stepena preslikavawamogu biti jako intere-

santni i zavisiti npr. od ~iwenice da li se broj koji je stepen nekog preslikavana mo`e

predstaviti kao suma 2 ili 3 potpuna kvadrata.

U petom poglavqu su izlo`eni rezultati o klasi~nim pitawima imerzije i ulagan-

jima kvazitorusnih mnogostrukosti. Ova pitawa nisu mnogo razmatrana u ovom kon-

tekstu, ali tehnika Stiefel-Whitney-evih i drugih karakteristi~nih klasa je itekako

poznata u nau~nom svetu i vezana je za pitawa bordizama i kohomolo{ke rigidnosti

kvazitorusnih mnogostrukosti. Posebno je interesantan slu~aj kvazitorusnih mno-

gostrukosti nad kockom In koje se jednako dobro �opiru� ulagawima kao i projektivni

prostori. Topokazuje da sumnogostrukostinad politopima~iji su Stanley-Reisner-ovi

ideali kvadratni, mo`da nepravedno privukle mawe pa`we od mnogostrukostima nad

proizvodom simpleksa. Iz analize koja je ovde sprovedena sledi da geometrija torusnog

dejstva nad mnogostrukosti ima dalekose`ne implikacije na topolo{ka svojstva mno-

gostrukosti. Naravno, esencija je da se torusno dejstvo prevede u jezik kombinatorike

kako bi se topolo{ke invarijante mogle izra~unati. Zato je ovde tek otvoreno jedno

poqe za daqa istra`ivawa.

Udodatku jedatosvrtnateorijudejstvagrupaiekvivarijantnutopologiju, koriste}i

monografije [23] i [11]. Radi se o modernom jeziku savremene matematike, koji je jako

bitan za teoriju kvazitorusnih mnogostrukosti. Zapravo, nadgradwa i pitawa koja bi

se prirodno nadovezala na pitawa koja su ovde razmatrana odnosila bi se na wihove

odgovaraju}e ekvivarijantne formulacije.

Svako poglavqe u ovoj tezi je namerno napisano, tako da se mo`e ~itati nezavisno

od ostalih. Verujemo da ovim nije nikako naru{eno jedinstvo ove teze, jer lepota

matematike je u tome{to ona nalazi razli~ite puteve koji se neprekidno granaju, ali se

isto tako na ~udesan na~in pribli`avaju i osvetqavaju jedan drugog.
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2. SIMPLICIJALNIKOMPLEKSI

2.1 Simpleksi i simplicijalni kompleksi

Osnove teorije simplicijalnih kompleksa izlo`i}emo oslawaju}i se na klasi~ne

monografije [11], [49] i [13].

Najednostavnije figure u euklidskim prostorima omogu}avaju nam da razumemo

slo`enije figure, tako {to slo`enije figure rastavimo na one jednostavnije.

Definicija 2.1.1. n-simpleks∆n je konveksan omota~ skupa odn+1 ta~aka koji ne le`e

u istoj hiperravni uRn.

Primer 1. Ta~ka je simpleks u dimenziji 0, du` u dimenziji 1, trougao u dimenziji 2 i

tetraedar u dimenziji 3.

Slika 2.1: Simpleksi

Ualgebarskomsmisludefinicija2.1.1ka`edapolaze}iodn+1linearnonezavisnih

vektora
−−→
OP1,

−−→
OP2, . . . ,

−−−−→
OPn+1 dobijamo n-simpleks∆

n uzimaju}i krajwe ta~ke vektora

λ1
−−→
OP1 + λ2

−−→
OP2 + · · ·+ λn+1

−−−−→
OPn+1,

gde je λ1 + λ2 + · · ·+ λn+1 = 1 i λi ≥ 0.

Svakipodskupodm+1ta~aka{P1, P2, . . . , Pn+1}odre|ujem-dimenzionalnustranu

∆m od∆n. Unija svih (n− 1)-dimenzionalnih strana se naziva granican-simpleksa∆n

i sve ni`e dimenzionalne strane od∆n le`e u granici.
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Slika 2.2: Vektori razapiwu simpleks

Definicija2.1.2. Geometrijskisimplicijalnikompleksilipoliedar jepodskupta~aka

P ⊂ Rn koji predstavqa kona~nu uniju U simpleksa bilo koje dimenzije takvu da su is-

puweni slede}i uslovi:

(1) Svaka strana simpleksa izU pripadaU ;

(2)Presek bilo koja dva simpleksa izU je strana svakog od wih.

Simpleks izU se naziva stranom odP , 0-dimenzionalne stranice zovemotemenima,
a 1-dimenzionalne stranice ivicama. Dimenzija geometrijskog simplicijalnog kom-

pleksaP je maksimalna dimenzija od dimenzija wegovih strana.

Neka je S kona~an skup. Za dati podskup σ ⊂ S , ozna~imo wegovu kardinalnost sa
|σ|.

Definicija 2.1.3. Apstraktni simplicijalni kompleks na skupu S je kolekcija K

podskupova od S takva da za svako σ ∈ K va`i da svi podskupovi od σ (ukqu~uju}i i ∅)
pripadajuK . Podskup σ ∈ K nazivamo (apstraktni) simpleks odK . Jednoelementni

podskupovi se nazivajutemena odK . UkolikoK sadr`i sve jednoelementne podskupove

odS ka`emoda jeK simplicijalnikompleksnaskuputemenaS . Dimenzijaapstraktnog
simpleksaσ ∈ K jedimσ = |σ|−1, dimenzija apstraktnog simplicijalnog kompleksa

je maksimalna dimenzija od dimenzija wegovih simpleksa.

Definicija 2.1.4. Kolekcija L koja je podskup apstraktnog simplicijalnog kompleksa

K koja je sama za sebe simplicijalni kompleks naziva se simplicijalni podkompleks od

K .

Pqosan ili maksimalni simpleks je strana simplicijalnog kompleksaK koja nije

strana simpleksa ve}e dimenzije. Simplicijalni kompleks je homogen ukoliko sve

4
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wegove pqosni imaju istu dimenziju. Simplekse odK koji imaju maksimalnu dimenziju

zovemo }elijama.

Primer 2. Na slici 2.3 je dat primer jednog nehomogenog simplicijalnog kompleksa.

Slika 2.3: Nehomogeni simplicijalni kompleks

Primer 3. Na slici 2.4 je dat primer jednog homogenog simplicijalnog kompleksa.

Slika 2.4: Homogeni simplicijalni kompleks

GeometrijskarealizacijaapstraktnogsimplicijalnogkompleksaK naS jepoliedar
|K| za koji postoji bijekcija izme|u skupa S i skupa temena od |K| koja simplekse
iz K {aqe na strane iz |K|. Prostor X tako|e zovemo poliedrom ukoliko postoji

simplicijalni kompleks K i homeomorfizam h : |K| → X . Za K ka`emo da je

triangulacija prostoraX .

Ozna~imo sa [m] skup {1, 2, . . . ,m}.

Stav 2.1.1. Apstraktni simplicijalni kompleks K na skupu temena [m] poseduje ge-

ometrijsku realizaciju.

Dokaz. Neka je ei standardna unitarna baza u Rm. Za svaki simpleks σ ⊂ [m] ozna~imo

sa∆σ konveksni omota~ vektora ei, i ∈ σ. O~igledno je∆σ geometrijski simpleks. Tada

je poliedar ∪
σ∈K

∆σ ⊂ Rm

5
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geometrijska realizacija odK . �
Stav 2.1.1 je geometrijska interpretacija ~iwenice da je simplicijalni kompleksK

na [m] podkompleks od∆m−1.

Primer 4. Simplicijalni kompleks K na skupu temena [2n] = {1, 2, . . . , 2n}, K =

{σ ⊂ [2n]||σ| ≤ n, {i, n + i} ̸⊂ σ za svako i, 1 ≤ i ≤ n} ima za geometrijsku re-

alizaciju u Rn granicu kros-politopa. Kros politop je konveksni omota~ ta~aka

{e1,−e1, e2,−e2, . . . , en,−en} uRn gde je {e1, e2, . . . , en} standardna baza uRn.

Slika 2.5: Kros politopi

Definicija 2.1.5. Ulagawe simplicijalnog kompleksa K u Rd je injektivno preslika-

vawe i : |K| → Rd.

Teorema 2.1.1. Simplicijalni kompleksK dimenzije n se mo`e ulo`iti uR2n+1.

Dokaz. Posmatrajmo moment krivu u R2n+1 C = {(t, t2, . . . , t2n+1)|t ∈ R} i smestimo
temena simplicijalnog kompleksa na C. Osobina moment krive je da nikoje 2n + 2

ta~ke sa ove krive ne le`e u istoj hiperravni. Zaista, ako nekih 2n+ 2 ta~aka pripada

hiperravni a0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ a2n+1x2n+1 = 0 tada polinom

a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ a2n+1t

2n+1

ima 2n+2 razli~itih nula, {to je nemogu}e. Odavde sledi da bilo koja dva n-simpleksa

(od kojih svaki iman+1 teme) imaju zajedni~ku ta~ku samo ako imaju zajedni~ka temena.

6
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Zajedni~katemenaformirajusimplekskojipripadasimplicijalnomkompleksuiimamo

ulagawe. �
Nedostaju}a strana simplicijalnog kompleksa K je podskup σ ⊂ [m] takav da

σ ̸∈ K , a svaka strana od σ, τ ⊂ σ pripadaK , τ ∈ K .

Primer5. Neka jeK simplicijalnikompleks na [m]koji predstavqa granicu simpleksa

∆m−1 tj. za svaki pravi podskup σ ⊂ [m], σ ̸= [m] va`i σ ∈ K . Tada je simpleks [m]

nedostaju}a strana odK .

2.1.1 Orjentacija

Orjentabilnost je va`na kombinatorna i topolo{ka osobina. Kratak osvrt na ovu

teoriju koji dajemo se oslawanamonografiju [54], u kojoj su kombinatorika i topologija

simplicijalnih kompleksa izlo`ene.

NekasuP0,P1, . . . ,Pn temenan-simpleksa∆
n. Ure|ena(n+1)-torka(P0, P1, . . . , Pn)

je orjentacija n-simpleksa. Orjentacije su ekvivalentne ako se razlikuju za parnu

permutaciju temena, tj. ako im je parnost temena u inverziji ista. Zapravo postoje dve

mogu}e orjentacije simpleksa (P0, P1, . . . , Pn) i−(P0, P1, . . . , Pn).

Orjentacijan-simpleksa indukuje orjentacijuwegovih strana izostavqawem temena

koji ne pripadaju strani.

Primer 6. Orjentaciju 1-simpleksa predstavqamo vizuelno strelicom kao na slici.

Slika 2.6: Orjentacija 1-simpleksa

Primer 7. Orjentaciju 2-simpleksa predstavqamo vizuelno kru`nom strelicom kao na

slici.

Definicija 2.1.6. Orjentacija n-dimenzionalnog simplicijalnog kompleksa K je do-

deqivawe orjentacije wegovim simpleksima. Orijentacija je koherentna ako na svaka

dva n-simpleksa koja imaju zajedni~ku (n− 1)-dimenzionalnu stranu indukuje suprotne

orjentacije. Simplicijalni kompleks je orjentabilan ukoliko poseduje koherentnu

orjentaciju.

7
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Slika 2.7: Orjentacija 2-simpleksa

Slika 2.8: Triangulisana Mebijusova traka

Primer 8. Primer simplicijalnog kompleksa koji nije orjentabilan je triangulisana

Mebijusova traka.

2.1.2 Kombinatorika simplicijalnih kompleksa

Neka je fi broj i-dimenzionalnih simpleksa (n − 1)-dimenzijalnog simplicijalnog

kompleksaKn−1.

Definicija 2.1.7. Celobrojni vektor f(Kn−1) = (f0, f1, f2, . . . , fn−1) nazivamo f -

vektorom simplicijalnog kompleksa Kn−1. Defini{imo f−1 = 1. h-vektorom od

Kn−1 zovemo celobrojni vektor h(Kn−1) = (h0, h1, h2, . . . , hn−1) gde su hi definisani

jedna~inom

h0t
n + · · ·+ hn−1t+ hn = (t− 1)n + f0(t− 1)n−1 + · · ·+ fn−1. (2.1)

Niz (g0, g1, . . . , g[n2 ]
) gde je g0 = 1, gi = hi − hi−1, i > 0 se naziva g-vektor odKn−1.

O~igledno je da je f -vektor kombinatorna invarijanta odKn−1 i da zavisi samo od

8
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wegovog poseta strana. f -vektor ih-vektor odre|uju jedan drugog linearnim relacijama

hk =
k∑

i=0

(−1)k−i

(
n− i

n− k

)
fi−1, fn−1−k =

n∑
q=k

(
q

k

)
hn−q, k = 0, . . . , n. (2.2)

Primer 9. Za simpleks∆n−1 imamoda bilokojihk temenaodre|uje jedank−1 simpleks,

pa je wegov f -vektor

f(∆n−1) =

((
n

1

)
,

(
n

2

)
, . . . ,

(
n

n

))
.

Iz jednakosti (2.2) dobijamo da je h0 = 1 i za k > 0,

hk =
k∑

i=0

(−1)k−i

(
n− i

n− k

)(
n

i

)
=

k∑
i=0

(−1)k+i

(
n

k

)(
k

i

)
=

= (−1)k
(
n

k

) k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
= 0.

Dakle, h-vektor od∆n−1 je (1, 0, . . . , 0).

Primer10. Naslici2.9senalazedvakombinatornorazli~itasimplicijalnakompleksa

koji imaju iste f -vektore f0 = 6, f1 = 12 i f2 = 8.

Slika 2.9: Kombinatorno razli~iti simplicijalni kompleksi sa istim f -vektorom

Definicija 2.1.8. Ojlerova karakteristika simplicijalnog kompleksaKn−1 je vred-

nost

χ(Kn−1) = f0 − f1 + f2 − · · ·+ (−1)nfn. (2.3)

Neka jeK simplicijalni kompleks na skupu temena [m]. Ozna~imo sa k[v1, . . . , vm]

graduisanu polinomijalnu algebru nad komutativnim prstenom sa jedinicomk, pri ~emu

je degvi = 2 za svako i.

9
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Definicija 2.1.9. Stanley-Reisner-ov prsten, ili prsten strana simplicijalnog kom-

pleksaK je koli~ni~ki prsten

k(K) = k[v1, v2, . . . , vm]/IK ,

gde je IK homogeni ideal generisan svim monomima vσ = vi1vi2 · · · vis (i1 < · · · < is)

takvim da σ = {i1, i2, . . . , is} nije simpleks odK .

Ideal IK zovemo Stanley-Reisner-ov ideal odK .

Primer 11. Za dvodimenzionalni simplicijalni kompleksK na slici 2.10, imamo da je

IK = (v1v5, v3v4, v1v2v3, v2v4v5).

Slika 2.10: Primer 11

Za svaki podskup σ = {i1, i2, . . . , is} ⊂ [m] ozna~imo sa vσ monom vi1vi2 · · · vis .
Primetimo da je IK bezkvadratni monomijalni ideal ~iju bazu ~ine vσ koji odgovaraju

nedostaju}im stranama odK .

Stav 2.1.2. Svaki bezkvadratni monomijalni ideal I u polinomijalnom prstenu ima

formu IK za neki simplicijalni kompleksK .

Dokaz. Neka je I bezkvadratni monomijalni ideal. Neka je

K = {σ ⊂ [m] | vσ ̸∈ I}.

Sada se lako proveri da jeK simplicijalni kompleks i da je I = IK . �

Definicija 2.1.10. Neka jeM =M0 ⊕M1 ⊕ . . . graduisani k-modul. Red

F (M ; t) =
∞∑
i=0

(dimkM
i)ti

10
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se nazivaPoenkareov red odM .

Lema 2.1.1. Za Poenkareov red od k(Kn−1) va`i

F (k(Kn−1); t) =
n−1∑
i=−1

fit
2(i+1)

(1− t2)i+1
=
h0 + h1t

2 + · · ·+ hnt
2n

(1− t2)n
,

gde je (f0, . . . , fn−1) f -vektor i (h0, . . . , hn) h-vektor odK
n−1.

Dokaz. Svaki monom u k(Kn−1) ima oblik vα1
i1

· · · vαk+1

ik+1
, gde je {i1, . . . , ik+1} simpleks

od Kn−1 i α1, . . . , αk+1 prirodni brojevi. Zato svaki k simpleks od K
n−1 doprinosi

Poenkareovomredusa t2(k+1)

(1−t2)k+1 , ~imejeprvideojednakostidokazan. Drugideojednakosti

je direktna posledica jednakosti (2.2). �

Primer 12. Neka jeK = ∆n. Prema primeru 9 i lemi 2.1.1 imamo

F (k(∆n); t) = (1− t2)−(n+1).

2.2 Simplicijalna preslikavawa i osobine simplicijalnih

preslikavawa

2.2.1 Simplicijalna i PL (deo-po-deo linearna) preslikavawa

Uloga simplicijalnih iPL preslikavawa je veoma zna~ajna u modernoj matematici.

Definicija 2.2.1. Neka su K1 i K2 simplicijalni kompleksi na skupu temena [m1] i

[m2], a P1 i P2 wihove geometrijske realizacije. Preslikavawe Φ : [m1] → [m2]

je simplicijalno preslikavawe izme|u K1 i K2 ako za svaki simpleks σ ∈ K1 va`i

da Φ(σ) ∈ K2 pri ~emu se temena od K1 slikaju u temena od K2. Preslikavawe Φ je

nedegerisano ako je za svako σ ∈ K1 |Φ(σ)| = |σ|.
Simplicijalno preslikavawe poliedraΦ : |K1| → |K2| je linearno produ`e-we od

Φ : [m1] → [m2] na svakom simpleksu izK1.

Simplicijalni izomorfizam poliedra je preslikavaweΦ za koje postoji simplici-

jalno preslikavaweΦ−1.

Definicija 2.2.2. Poliedar |K ′| je podpodela poliedra |K| ako svaki simpleks σ

poliedra|K ′| pripada nekom simpleksu τ poliedra |K| i svaki simpleks poliedra |K|
je unija kona~no mnogo simpleksa poliedara |K ′|.

11



\or|e Barali}

Primer 13. Na slici su dati primeri poliedara |K| i jedne od wihovih podpodela |K ′|.

Slika 2.11: Podpodele simplicijalnih kompleksa

Definicija 2.2.3. PL preslikavawe φ : |K1| → |K2| je preslikavawe koje je simplici-
jalno preslikavawe izme|u nekih podpodela od |K1| i |K2|. Ako postoji preslikavawe
φ−1 zovemo ga PL homeomorfizmom, a poliedre |K1| i |K2| PL homeomorfnim ili

kombinatorno ekvivalentnim.

Drugimre~ima, definicija2.2.3ka`edasudvapoliedra |K1|i |K2|PLhomeomorfni
ako i samo ako postoji poliedar |K| izomorfan podpodeli svakog od wih.

Primer14. Zasvaki simplicijalnikompleksK na [m]postoji simplicijalnopreslika-

vawe (inkluzija)K ↪→ ∆m−1.

Stav 2.2.1. Neka je ϕ : K1 → K2 simplicijalno preslikavawe izme|u simplici-

jalnih kompleksa K1 i K2 na skupu temena [m1] i [m2] redom. Tada preslikavawe

ϕ∗ : k[w1, . . . , wm2 ] → k[v1, . . . , vm1 ] definisano sa

ϕ∗(wj) =
∑

i∈f−1{j}

vi,

indukuje homomorfizam k(K2) → k(K1) koji tako|e obele`avamo sa ϕ
∗.

Dokaz. Treba pokazati da je ϕ∗(IK2) ⊂ IK1 . Pretpostavimo da τ = {j1, . . . , js} ⊂ [m2]

nije simpleks odK2. Tada je

ϕ∗(wj1 · · ·wjs) =
∑

{i1}∈ϕ−1{j1},...,{is}∈ϕ−1{js}

vi1 · · · vis . (2.4)

@elimo da poka`emo daσ = {i1, . . . , is} nije simpleks odK1 za svakimonom vi1 · · · vis sa
desnestrane jednakosti(2.4). Ukolikobitobioslu~aj, tadabiϕ(σ) = τ zbogdefinicije

12
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simplicijalnog preslikavawa moralo da bude simpleks od K2 {to je u suprotnosti sa

pretpostavkom τ ̸∈ K2. Ovim je tvr|ewe dokazano. �

2.2.2 Baricentri~na podpodela simplicijalnih kompleksa

Razmotri}emo osobine jedne specijalne podpodele simplicijalnih kompleksa koja

igra veoma va`nu ulogu u dokazivawu mnogih tvr|ewa.

Definicija 2.2.4. Baricentri~na podpodela apstraktnog simplicijalnog kompleksa

K je simplicijalni kompleks K ′ na skupu temena {σ ∈ K} ~iji su simpleksi lanci

ulo`enih simpleksa uK , tj. {σ1, σ2, . . . , σr} ∈ K ′ ako i samo ako je σ1 ⊂ σ2 ⊂ · · · ⊂ σr

uK .

Baricentar simpleksa∆n ⊂ Rn sa temenima v0, . . . , vn je ta~ka

bc(∆n) = 1
n+1

(v0 + · · ·+ vn) ∈ ∆n. Baricentri~na podpodela |K ′| poliedra K se

dobija na slede}i na~in:

- Temena od |K ′| su baricentri svih simpleksa uK .

- Simpleks od |K ′| je svaki simpleks na temenima bc(∆i1
1 ), . . . , bc(∆

ir
r ) za koji va`i

∆i1
1 ⊂ · · · ⊂ ∆ir

r .

Primer 15. Na slici 2.12 je data baricentri~na podela simpleksa∆2.

Slika 2.12: Baricentri~na podela simpleksa

Primer 16. Za svaki (n − 1)-dimenzionalni simplicijalni kompleks Kn−1 na skupu

temena [m] postoji nedegenerisano simplicijalno preslikavawe K ′ → ∆n−1 defin-

isano na temenima odK ′ sa σ → |σ|, za σ ∈ K .

Primer 17. Neka jeK simplicijalnikompleks na skupu temenaS ineka je datafunkcija

izbora f : K → S koja dodequje svakom simpleksu σ ∈ K ta~ku u σ. Npr. ukoliko je

S = [m] za f mo`emo uzeti funkciju f = min σ koja svakom simpleksu dodequje wegovo

minimalno teme. Za svaku ovakvu funkciju f postoji kanonsko preslikavawe ∇f :

13
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K ′ → K definisano na temenima odK ′ ∇f (σ) = f(σ) za svako σ ∈ K . Preslikavawe

pro{irimo na simplekse odK ′ sa

∇f (σ1 ⊂ σ2 ⊂ · · · ⊂ σr) = {f(σ1), f(σ2), . . . , f(σr)}.

Skup na desnoj strani je podskup od σr, pa je simpleks odK . Dakle,∇f je simplicijalno

preslikavawe.

Primer 18. Neka je (S, <) poset. Neka je ord(S) kolekcija svih lanaca x1 < x2 < · · · <
xk,xi ∈ S . O~igledno jeord(S)simplicijalnikompleksinazivamogaure|enikompleks
poseta (S, <). Ure|enikompleksposetainkluzijanepraznih simpleksa simplicijalnog
kompleksa K je wegova baricentri~na podpodela K ′. Primer, inkluzionog poseta za

skup {1, 2, 3} tj. za∆2 je ilustrovan na slici 2.13 .

Slika 2.13: Poset strana baricentri~ne podele simpleksa

Prsten strana baricentri~ne podpodeleK ′ odK je

k(K ′) = k[(bσ)|σ ∈ K]/IK′ ,

gde je bσ polinomijalni generator koji odgovara simpleksu σ ∈ K . Nedegenerisano

preslikavawe K ′ → ∆n−1 iz primera 16 indukuje preslikavawa me|u odgovaraju}im

Stanley-Reisner-ovim prstenima:

k[v1, . . . , vn] → k(K ′)

vi →
∑
|σ|=i

bσ.

Ovo preslikavawe defini{e kanonsku strukturu k[v1, . . . , vn]-modula u k(K
′).

Neka je K ⊂ Rd simplicijalni kompleks i neka je µ(K) = max{diamσ|σ ∈ K}
maksimalni dijametar nekog simpleksa od K . Niz baricentri~nih podpodela simpli-
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cijalnog kompleksaK ,K(0) = K ,K(1) = K ′,K(2) = (K(1))′, . . . ,K(n+1) = (K(n))′, . . .

nazivamo profiwewem simplicijalnog kompleksaK .

Lema 2.2.1. Neka jeK ⊂ Rd simplicijalni kompleks i dimK = n. Va`i nejednakost

µ(K ′) ≤ n

n+ 1
µ(K).

Dokaz. Neka je s ivica od K ′ sa temenima bc(σp
1) i bc(σ

q
2) pri ~emu je σ

p
1 ⊂ σq

2 u K i

σp
1 = {a0, a1, . . . , ap}, σq

2 = {a0, a1, . . . , aq}, p < q ≤ n. Imamo da je:

∥bc(σp
1)− bc(σq

2)∥ =
∥∥∥ 1
p+1

∑p
i=0 ai −

1
q+1

∑q
i=0 ai

∥∥∥ =

=
∥∥∥( 1

p+1
− 1

q+1

)∑p
i=0 ai −

1
q+1

∑q
i=p+1 ai

∥∥∥ =

= q−p
q+1

∥∥∥ 1
p+1

∑p
i=0 ai −

1
q−p

∑q
i=p+1 ai

∥∥∥.
Kako su 1

p+1

∑p
i=0 ai i

1
q−p

∑q
i=p+1 ai ta~ke iz σ

q
2, to je

q − p

q + 1

∥∥∥∥∥ 1

p+ 1

p∑
i=0

ai −
1

q − p

q∑
i=p+1

ai

∥∥∥∥∥ ≤ q − p

q + 1
diamσq

2 ≤

≤ q − p

q + 1
µ(K) ≤ q

q + 1
µ(K) ≤ n

n+ 1
µ(K).

Kakoposledwanejednakost va`i za proizvoqnuivicuodK ′, va`ii za ivicumaksimalne

du`ine i ovim je lema dokazana. �

Lema 2.2.2. Neka je K ⊂ Rd simplicijalni kompleks i dimK = n. Za svako ε > 0

postoji p ∈ Ntako da je µ(K(p)) < ε.

Dokaz. Prema lemi 2.2.1 imamo da je

µ(K(p)) ≤ n

n+ 1
µ(K(p−1)) ≤ · · · ≤

(
n

n+ 1

)p

µ(K).

Po{to je lim
p→∞

(
n

n+1

)p
= 0, to tvr|ewe leme direktno sledi. �

2.2.3 Teorema o simplicijalnoj aproksimaciji

U ovom delu }emo pokazati da se bilo koje neprekidno preslikavawe izme|u dva

poliedra |K| i |L| posle odre|enog broja profiwewa mo`e dovoqno dobro aproksimi-
rati simplicijalnim preslikavawem. Zna~aj ove teoreme je ogroman jer nam ona
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omogu}ava da se u izu~avawu mnogih objekata ograni~imo samo na simplicijalna pres-

likavawa tj. da ih preko ove teoreme uop{timo na sva neprekidna preslikavawa.

Definicija 2.2.5. Link i star simpleksa σ ∈ K su:

linkKσ = {τ |σ ∪ τ ∈ K,σ ∩ τ = ∅},

starKσ = {τ |σ ⊂ τ ∈ K}.

Iz definicije 2.2.5 sledi da |starKv| sadr`i sve strane koje sadr`e teme v.

Primer 19. Neka jeK simplicijalni kompleks iz primera 11. Imamo da je:

linkK{2} = {{1}, {3}, {4}, {5}, {1, 4}, {3, 5}},
starK{2} = {{2}, {1, 2, 4}, {2, 3, 5}},
linkK{1, 4} = {{2}},
starK{1, 4} = {{1, 4}, {1, 2, 4}}.

Lema 2.2.3. Neka je σ simpleks odK . Tada je starKσ zatvoren podskup od |K|.

Dokaz. Kona~na unija zatvorenih skupova (simpleksa iz starKσ) je zatvoren skup. �

Iz leme 2.2.3 sledi da je {Int starKv|v je teme odK} otvoren pokriva~ od |K|.

Definicija 2.2.6. Za svaki podkompleks L ⊂ K zatvorena kombinatorna okolina

UK(L) uK je podkompleks

UK(L) =
∪
σ∈L

starKσ.

Iz definicije 2.2.6 sledi da je UK(L) unija simpleksa iz K koji imaju kao stranu

neki simpleks iz L. To nam daje mogu}nost da defini{emo otvorenu kombinatornu

okolinu U̇K(L) od |L| u |K| kao uniju relativnih unutra{wosti strana od |K| koji imaju
simpleks iz |L| kao neku stranu.

Teorema 2.2.1. Neka su |K| i |L| geometrijski simplicijalni kompleksi i f : |K| → |L|
neprekidno preslikavawe. Tada postoji ceo broj n ≥ 0 i simplicijalno preslikavawe

φ : |K(n)| → |L| koje simplicijalno aproksimira f , tj. za svako x ∈ |K| va`i da

f(x), φ(x) le`e u istom simpleksu σ ∈ |L|.

Dokaz. Imamo da je {Int starLv|v je teme odL} zatvoren pokriva~ od |L|. Tada je

U = {f−1(Int starLv)|v je teme odL} zatvoren pokriva~ od |K|. Neka je δ Lebegov
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broj pokriva~aU (svaki podskup od |K| dijametra maweg od δ sadr`an je u nekom skupu iz
pokriva~a). Prema lemi 2.2.2 postoji ceo broj n takav da jeµ(K(n)) < δ

2
. Neka je ta~ka a

teme odK(n). Dokaza}emo da je diam starK(n)a < δ. Zaista za ta~ke x, y ∈ starKa va`i

dax, a ∈ τ i y, a ∈ τ ′ za neke simplekse τ i τ ′ od |K(n)|. Sada jed(x, a) < δ
2
id(y, a) < δ

2
,

pa je d(x, y) < δ. Ovim je dokazano da je diam starK(n)a < δ.

Imamo da starK(n)a le`i u nekom f−1(Int starLv) za neko teme v od |L|. Defini{imo
φ(a) = v. Ovo uradimo za svako teme a od K(n) i φ nam indukuje simplicijalno

preslikavawe φ : |K(n)| → |L|. Tako|e je za svako teme a odK(n)

f(starK(n)a) ⊂ starLv = starLφ(a).

Odavde lako sledi da je φ simplicijalna aproksimacija od f . �

2.3 Operacije sa simplicijalnim kompleksima

2.3.1 Xoini, proizvodi i povezane sume

U ovom delu }emo opisati neke operacije sa simplicijalnim kompleksima i neke

wihove osobine.

Definicija 2.3.1. Neka suK1 iK2 simplicijalni kompleksi na S1 i S2. Xoin simpli-

cijalnih kompleksaK1 iK2 je simplicijalni kompleks na S1 ∪ S2 definisan sa

K1 ∗K2 = {σ ⊂ S1 ∪ S2|σ = σ1 ∪ σ2, σ1 ∈ K1, σ2 ∈ K2}.

Operacija xoin definisana je i za topolo{ke prostore. Geometrijski xoin X i Y

koji stoje u op{tem polo`aju uRn vizuelizujemo kao skup svih du`i koje povezuju ta~ke

izX i ta~ke iz Y , tj.

X ∗ Y ∼= {tx+ (1− t)y|x ∈ X,y ∈ Y, t ∈ [0, 1]}.

Imaju}i ovo u vidu, lako se uveravamo da je

|K ∗ L| ∼= |K| ∗ |L|.
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Slika 2.14: Xoin dva simpleksa

Primer 20. Iz definicije 2.3.1 sledi da je

∆m ∗∆n = ∆m+n+1.

XoinsimplicijalnogkompleksaK ita~keK∗ptnazivamokonusnadK iozna~avamo

sa coneK . Xoin simplicijalnog kompleksaK i simpleksa∆0 nazivamo suspenzija nad

K i ozna~amo sa ΣK . Geometrijska realizacija ovih simplicijalnih kompleksa su

topolo{ki konus i topolo{ka suspenzija nad |K|.

Slika 2.15: Konus i suspenzija

Definicija 2.3.2. Neka je K simplicijalni kompleks na S . Obrisani xoin od K je

podkompleks simplicijalnog kompleksaK ∗K definisan sa

K ∗δ K = {σ ⊂ S|σ = σ1 ∪ σ2, σ1, σ2 ∈ K, σ1 ∩ σ2 = ∅}.

Primer 21. Obrisani xoin simpleksa∆n je homeomorfan sferi Sn.

Radi jednostavnijeg zapisa uve{}emo oznakeK∗(n) = K ∗K ∗ · · · ∗K︸ ︷︷ ︸
nputa

zan-tostruki

xoin simplicijalnog kompleksa K i K
∗(2)
δ = K ∗δ K za obrisani xoin. Sa K

∗(n)
δ
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Slika 2.16: Obrisani xoin simpleksa

ozna~avamo n-tostruki obrisani tj. simplicijalni kompleks

K
∗(n)
δ = {σ ⊂ S|σ = σ1 ∪ · · · ∪ σn, σi ∈ K, za svako i, σi ∩ σj = ∅ za i ̸= j}.

Stav 2.3.1. Xoini i obrisani xoini simplicijalnih kompleksa komutiraju, tj. za

simplicijalne komplekseK iL va`i

(K ∗ L)∗(n)δ
∼= K

∗(n)
δ ∗ L∗(n)

δ .

Dokaz. �⊆ �Neka σ ∈ (K ∗ L)∗(n). Imamo da je σ =
∪

i σi, σi ∈ K ∗ L i σi ∩ σj = ∅ za
i ̸= j. Odavde je za svako i,σi = τi∪ρi gde τi ∈ K iρi ∈ L. Zbogσi∩σj = ∅ za i ̸= j mora

biti τi ∩ τj = ∅ i ρi ∩ ρj = ∅. Odavde sledi da τ =
∪

i τi ∈ K
∗(n)
δ i ρ =

∪
i ρi ∈ L

∗(n)
δ .

Sada se lako dobija da

σ =
∪
i

σi =
∪
i

(τi ∪ ρi) =
∪
i

τi ∪
∪
i

ρi = τ ∪ ρ ∈ K
∗(n)
δ ∗ L∗(n)

δ .

�⊇ �Analogno kao i prethodna inkluzija. �

Stav 2.3.2. Za Stenley-Reisner-ov prsten xoina simplicijalnih kompleksaK iL va`i

k(K ∗ L) = k(K)⊗ k(L).

Dokaz. Neka je k(K) = k(u1, . . . , um)/IK i k(L) = k(v1, . . . , vn)/IL. Prema defini-

cijama 2.1.9 i 2.3.1 sledi da je IK∗L = IKk(v1, . . . , vn)∪ k(u1, . . . , um)IL. Defini{imo

preslikavawa ϕ : k(K)⊗ k(L) → k(K ∗ L) i ψ : k(K ∗ L) → k(K)⊗ k(L) sa

ϕ([ui1 , . . . , uir ]⊗ [vj1 , . . . , vjs ]) = [ui1 , . . . , uir , vj1 , . . . , vjs ]
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ψ([ui1 , . . . , uir , vj1 , . . . , vjs ]) = [ui1 , . . . , uir ]⊗ [vj1 , . . . , vjs ]

Lako se uveravamo da su ϕ i ψ dobro definisani homomorfizmi prstena i da su jedno

drugom inverzi. �

Definicija 2.3.3. Dekartov proizvod simplicijalnih kompleksaK1 iK2 na [m1] i [m2]

(sa ure|ewem ≤) je simplicijalni kompleks K1 × K2 na [m1] × [m2] ~iji je simpleks

σ ⊂ σ1 × σ2 (σ1 ∈ K1, σ2 ∈ K2) koji ostvaruje neopadaju}u korespondenciju izme|u σ1

i σ2, tj.

K1 ×K2 = {σ ⊂ σ1 × σ2|σ1 ∈ K1, σ2 ∈ K2

i i ≤ i′ ⇒ j ≤ j′ za bilo koja dva (i, j), (i′, j′) ∈ σ}.

Poliedar |K1 ×K2| je kanonska triangulacija od |K1| × |K2|.

Primer 22. Proizvod dva simpleksa ne mora biti simpleks kao na slici 2.17.

Slika 2.17: Proizvod dva simpleksa nije simpleks

Primer 23. Proizvod simplicijalnog kompleksaK i simpleksa ∆1 i wegova triangu-

lacija poznat je i kao prizmati~na podpodela.

Slika 2.18: Prizmati~na podpodela
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Slika 2.19: Povezana suma simplicijalnih kompleksa

Definicija 2.3.4. Neka su K1 i K2 homogeni (n − 1)-dimenzionalni simplicijalni

kompleksi na S1 i S2, |S1| = m1 i |S2| = m2, redom. Neka su σ1 ∈ K1 i σ2 ∈ K2

maksimalni simpleks. σ1 i σ2 identifikujemo, a sa S1 ∪σ S2 ozna~imo uniju S1 i S2 sa

identifikovanim σ1 i σ2. Simplicijalni kompleks

K1#σ1,σ2K2 = (K1 ∪K2) \ {σ}

na S1 ∪σ S2 nazivamo povezana sumaK1 u σ1 iK2 u σ2.

Primetimo da je |S1 ∪σ S2| = m1 + m2 − n. Ukoliko nam je jasan izbor i iden-

tifikacija σ1 i σ2 za povezanu sumu ozna~avamo sa K1#K2. Geometrijski gledano,

povezana suma |K1| u σ1 i |K2| u σ2 se dobija slepqivawem |K1| i |K2| du` strana σ1 i σ2

i odbacivawem strane σ dobijene slepqivawem σ1 i σ2.

Primer24. Neka jeK homogenn-dimenzionalnisimplicijalnikomplekssafiksiranim

maksimalnim simpleksom σ. Tada jeK#∆n = K \ {σ}, tj. K#∆n se dobija brisawem

simpleksa σ izK .

Slika 2.20: Brisawe simpleksa pomo}u povezane sume

2.3.2 Flegifikacije, puni podkompleksi i dualni simplicijalni kompleksi

U ovom delu }emo opisati jo{ neke operacije sa simplicijalnim kompleksima koje

su od zna~aja u kombinatorici, diskretnoj matematici i algebarskoj topologiji.
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Definicija2.3.5. SimplicijalnikompleksK senazivaflegilizastavi~astkompleks

ukoliko svaki skup temena od kojih su svaka dva povezana ivicom razapiwe simpleks u

K .

Primer 25. Ivice n-tougla (shva}ene kao simplicijalni kompleks) su primer fleg

kompleksa.

Primer 26. Ure|eni kompleks poseta tj. baricentri~na podpodela je primer fleg

kompleksa.

Direktno iz definicije 2.3.5 sledi slede}e tvr|ewe.

Stav 2.3.3. Simplicijalni kompleks K je fleg kompleks ako i samo ako je wegova ne-

dostaju}a strana ima dva temena.

Definicija 2.3.6. Minimalni simplicijalni kompleks koji sadr`i dati simplicijalni

kompleksK i koji je fleg naziva seflegifikacija odK i obele`ava se fla(K).

Stav 2.3.4. Za svaki simplicijalni graf (1-dimenzionalni simplicijalni kompleks)G

postoji jedinstven flag kompleksKG na istom skupu temena ~iji je 1-skeletG.

Dokaz. Simpleksi odKG su svi kompletni podgrafovi odG. �

Definicija 2.3.7. Za svaki podskup σ ⊂ S defini{imo puni podkompleksKσ sa

Kσ = {τ ∈ K|τ ⊂ σ}.

Slika 2.21: Puni podkompleks

Ozna~imo skup coreS = {v ∈ S|star v ̸= K}. Sr` odK je podkompleks coreK =

KcoreS tj. maksimalni podkompleks koji sadr`i sva temena ~iji se starovi ne poklapaju

saK .
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Definicija 2.3.8. Neka je K simplicijalni kompleks na S koji nije simpleks na S .
Defini{imo dualni simplicijalni kompleks simplicijalnom kompleksuK sa

K̂ = {σ ⊂ S|S \ σ ̸∈ K}.

Slika 2.22: Dualni simplicijalni kompleks

Dualni simplicijalni kompleksi imaju va`nu ulogu u kombinatornim opisivawima

Aleksandrove dualnosti.

2.3.3 Dijagrami prostora i funktori colim i hocolim

U ovom delu }emo kratko definisati va`nu tehniku za prou~avawe slo`enih kom-

binatornih struktura i pomo}u koje se mogu definisati mnogi interesantni objekti

poput K-stepena. Da}emo nihovu generalnu definiciju, a uglavnom }e nas zanimati

poseti strana simplicijalnog kompleksa i politopa. Za dokaze i detaqnije prou~avawe

preporu~ujemo radove [60] i [65].

Definicija 2.3.9. P -dijagram prostoraD je slede}a struktura:

• Kona~ni poset (P,≤);

• Topolo{ki prostoriDp za svako p ∈ P ;

• Neprekidna preslikavawa dpq : Dp → Dq za svaki par q ≤ p u P ;

koji zadovoqavaju

dqr(dpq(x)) = dpr(x)

za sve trojke p ≥ q ≥ r u P i x ∈ Dp.

Definicija 2.3.10. colim od P -dijagramaD je topolo{ki prostor

colimD =
⨿
p∈P

Dp/ ∼,
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gde je∼ identifikacija za p ≤ q u P , i gde x ∈ Dp i dpq(x) ∈ Dq.

Funktor colim dijagrama nema homotopska svojstva. Ukoliko imamo dvaP -dijagrama

D iE sa homotopijama αp : Dp → Ep za svako P i komutativne dijagrame

Dp
αp //

dpq
��

Ep

epq
��

Dq
αq // Eq

za sve p > q, generalno je

colimD ̸w colimE.

Da bi se ovaj problem prevazi{ao postoji drugi funktor koji mewa colim.

Definicija 2.3.11. Neka je D P -dijagram. Defini{imo T kao xoin svih prostora u

dijagramu wihovim ulagawem u kose afine potprostore. Ta~ke od T se mogu parameta-

rizovati {∑
p∈P

tpxp | xp ∈ Dp, 0 ≤ tp ≤ 1 i
∑
p∈P

tp = 1

}
.

Homotopski colim odD je

hocolimD =

=
{
t0x0 + · · ·+ tmxm | xi ∈ Dpi , p0 < · · · < pm, dpi+1pi(xi+1) = xi

}
⊆ T .

Slede}a teorema govori o homotopskoj osobini funktora hocolim:

Teorema 2.3.1. Neka suD iE dva P -dijagrama sa homotopijama αp : Dp → Ep za svako

p ∈ P i komutativnim dijagramima

Dp
αp //

dpq
��

Ep

epq
��

Dq
αq // Eq

za sve p > q. Tada je

hocolimD w hocolimE.

Veoma je zna~ajno i tvr|ewe dobijeno u radu Zigler-Živaljević [65]:
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Teorema 2.3.2 (Lema o klinu). Ako je D P -dijagram prostora sa svim konstantnim

preslikavawima, tada je

hocolimD ≃ ∆(P )
∨
p∈P

(∆(P ) ∗Dp) .

2.4 K stepeni

U ovoj glavi defini{emoK stepene i navodimo neke od wihovih osobina. Iako su

relativno mlad objekat u matematici, oni igraju va`nu ulogu u torusnoj topologiji i

kombinatorici.

Prati}emo terminologiju koju su koristili Bahri-Bendersky-Cohen-Gitler u rado-

vima [3] i [2]. Pod poliedrom smatramo geometrijsku realizaciju simplicijalnog

kompleksa. K-stepeni su funktori iz kategorije simplicijalnih komleksa ~ije su

vrednostipotprostoriproizvoda topolo{kihprostora. Prenego{todamodefiniciju

uve{}emo slede}e oznake:

1. (X,A) = {(Xi, Ai)}mi=1 ozna~ava skup ure|enih parova CW -kompleksa.

2. Sa K ozna~avamo apstraktni simplicijalni kompleks na m temena ozna~e-nih

skupom [m] = {1, 2, . . . ,m}. Dakle, (k − 1)-simpleks od K je zadat ure|enim

nizom σ = (i1, . . . , ik) gde je 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m tako da ako je τ ⊂ σ, tada je τ

simpleks odK . Prazan skup ∅ je tako|e simpleks odK . Skup [m] je minimalan u

smislu da svako i ∈ [m] pripada bar jednom simpleksu.

Sada }emo definisati funktor iz kategorije simplicijalnih kompleksa u kojoj su

morfizmi simplicijalna preslikavawa u kategoriju povezanih CW kompleksa u kojoj

su morfizmi neprekidna preslikavawa.

Neka (X,A) ozna~ava kolekciju skupova {(Xi, Ai)}mi=1 iK simplicijalni kompleks

kao {to smo gore naveli.

Definicija 2.4.1. Generalisanimomentugaokompleks iliK-stepenodre|en sa (X,A)

iK u oznaci

ZK(X,A)

defini{emo koriste}i funktor

D : K → CW
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na slede}i na~in: Za svako σ ∈ K , neka je

D(σ) =
m∏
i=1

Yi, gde je Yi =

{
Xi ako i ∈ σ

Ai ako i ̸∈ σ

iD(∅) = A1 × · · · × Am.

K-stepen je

ZK(X,A) =
∪
σ∈K

D(σ) = colimD(σ)

gde je colim definisan pomo}u inkluzija iσ,τ kada je σ ⊂ τ i D(σ) sa topologijom

podskupa od proizvodaX1 × · · · ×Xm.

Primer 27. Neka jeK = {∅, {0}, {1}} i (X,A) = {(Dn, Sn−1)}2i=1 tada jeZK(X,A) =

Dn × Sn−1 ∪ Sn−1 ×Dn = Dn × ∂Dn ∪ ∂Dn ×Dn = ∂(Dn ×Dn) = ∂D2n = S2n−1.

Slika 2.23: Primer 27

Primer28. NekajeK = {∅, {0}, {1}}i(X1, A1) = (Dn, Sn−1)i(X2, A2) = (Dm, Sm−1)

tada jeZK(X,A) = Dn×Sm−1∪Sn−1×Dm = Dn×∂Dm∪∂Dn×Dm = ∂(Dn×Dm) =

∂Dm+n = Sm+n−1.

Primer 29. Neka jeK = ∆m−1 standardni simpleks. Tada jeZK(X,A) =
∏m

i=1Xi.

Primer 30. Neka je K = ∂∆m−1 i (X,A) = {(Dni , Sni−1)}mi=1. Tada je ZK(X,A) =∪m
i=1D

n1×. . . Dni−1×Sni−1×Dni+1×. . . Dnm = ∂(Dn1×· · ·×Dnm) = ∂(Dn1+···+nm) =

Sn1+···+nm−1.
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Definicija 2.4.2. Neka jeK simplicijalni kompleks na [m] i

(X,A) = {(D2, S1)}mi=1. Tada se odgovaraju}iZK(X,A) obele`ava sa

ZK(D
2, S1)

i naziva moment-ugao kompleks.

Moment-ugao kompleksi su veoma zanimqivi prostori, jer su na{li primenu u kom-

binatorici, izu~avawu f vektora politopa i aran`manima. UmonografijiBuh{tabera

i Panova [13] dat je lep i prili~no elementaran prikaz ovih prostora, wihove }eli-

jske strukture kao i topolo{kih invarijanti. Mnoge teoreme koje }emo ovde navesti

bez dokaza, u ovoj monografiji su dokazane prate}i osobine kubi~nih kompleksa, koja

ima veliku analogiju sa simplicijalnim kompleksima. Interesovawe za ove prostore i

wihove kombinatorne i topolo{ke osobine je u posledwih dvadeset godina je veliko i

sve ~e{}e se sre}u u mnogim drugim oblastima matematike.

Teorema 2.4.1. Neka jeK simplicijalna (n − 1)-sfera. Tada je ZK(D
2, S1) zatvorena

(m+ n)-dimenzionalna mnogostrukost.

Izveze izme|u simplicijalnih i kubi~nih kompleksa dobija se slede}a lepa osobina

moment-ugao kompleksa:

Stav 2.4.1. Neka suK1 iK2 simplicijalni kompleksi. Tada je

ZK1∗K2(D
2, S1) = ZK1(D

2, S1)×ZK2(D
2, S1).

Kohomolo{ki prsten je opisan slede}om teoremom [13]:

Teorema 2.4.2. Va`i slede}i izomorfizam algebri:

H∗ (ZK(D
2, S1)

) ∼= Tork[v1,...,vm] (k(K),k) .
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3. POLITOPI

3.1 Definicije politopa

3.1.1 Definicije politopa i wihova ekvivalentnost

Postoje dva algoritamski razli~ita na~ina da se defini{u politopi u euklidskom

prostoru Rn. Kao {to }emo pokazati, ove dve definicije su ekvivalentne, a imaju}i u

vidu brojne kombinatorne i geometrijske osobine politopa va`no je imati u vidu obe

definicije. Na{a ekspozicija osnovnih svojstava politopa u najve}oj meri se oslawa

na ~uvenu monografiju Ziegler-a, Lectures on Polytopes , [64]. U [34] je tako|e veoma

lepo izlo`ena teorija politopa.

Definicija 3.1.1. Konveksnipolitop (politop)N je konveksanomota~kona~nog skupa

ta~aka uRn.

Definicija 3.1.2. Konveksni politop (politop)H je ograni~en podskup prostora Rn

koji je presek kona~nog broja poluprostora uRn:

P = {x ∈ Rn | ⟨li, x⟩ ≥ ai, i = 1, . . . ,m} ,

gde su li ∈ (Rn)∗ linearne funkcije i ai ∈ R, i = 1, . . . ,m.

Definicija 3.1.1 ka`e da je svaki politop konveksan omota~ nekog kona~nog skupa

V = {v1, . . . , vn}, V ⊂ Rd, tj.

P = convV =

= {λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λnvn | λ1 + λ2 + · · ·+ λn = 1, 0 ≤ λi ≤ 1} .

Definicija 3.1.2 ka`e da je svaki politop skup re{ewa kona~nog broja linearnih ne-

jedna~ina.
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Slika 3.1: Simpleks definisan hiperravnima

Primer 31. n-simpleks∆n je po definicijiN politop. n-simpleks je iH-politop, jer

se mo`e videti i kao re{ewe skupa linearnih nejedna~ina x1 + x2 + · · · + xn ≤ 1 i

xi ≥ 0, i = 1, . . . ,m.

Slede}a tri stava su direktna posledica odgovaraju}ih definicija.

Stav 3.1.1. Neka jeH politop (u smislu definicije 3.1.2) iL afini potprostor, tada

jeH ∩ Ltako|e politop (u smislu definicije 3.1.2).

Stav 3.1.2. Neka su P iQ politopi (u smislu definicije 3.1.2), tada je P ∩ Q tako|e

politop (u smislu definicije 3.1.2).

Stav 3.1.3. Neka je N ⊃ Rd politop (u smislu definicije 3.1.1) i π : Rd → Rk

projekcija, tada je π(N)tako|e politop (u smislu definicije 3.1.1).

Stav 3.1.4. Neka je H ⊃ Rd politop (u smislu definicije 3.1.2) i π : Rd → Rk

projekcija, tada je π(H)tako|e politop (u smislu definicije 3.1.2).

Dokaz. Neka jeH =
{
w ∈ Rd | ⟨li, w⟩ ≥ ai, i = 1, . . . ,m

}
, gde su li ∈

(
Rd
)∗
linearne

funkcije i ai ∈ R, i = 1, . . . ,m. Imamo slede}i sistem ekvivalencija

x ∈ π(H) ⇔ (∃y)(x, y) ∈ H ⇔

⇔ (∃y)⟨li, (x, y)⟩ ≥ ai, za sve i = 1, . . . ,m⇔

⇔ (∃y)zadovoqava svihm nejedna~ina re{enih po y ⇔

⇔ svaka re{ena nejedna~ina tipa ′ ≤ y′

je mawa ili jednaka od svake re{ene nejedna~ina tipa ′ ≥ y′.

Sada jasno sledi da je π(H) tako|e politop u smislu definicije 3.1.2. �
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Stav3.1.5. Neka jeN ⊃ Rd politop(usmisludefinicije 3.1.1),tadapostojiprojekcija

π : Rn → Rd takva da jeN = π(∆).

Dokaz. Neka je N = conv{v1, . . . , vn}. Defini{imo projekciju π : Rn → Rd sa

π(λ1, . . . , λn) = λ1v1 + · · ·+ λnvn.

Slika 3.2: Projekcija simpleksa

Odavde je jasno da jeN = π(∆). �

Stav 3.1.6. Neka jeH ⊃ Rd politop (u smislu definicije 3.1.2), tada jeH = ∆ ∩ L za

neki simpleks∆ i afini potprostorL.

Dokaz. Neka jeH zadato sam linearnih nejedna~ina kao u definiciji 3.1.2. Uvedimom

novih promenqivih za leve strane tih nejedna~ina i re{imo sistem odm jedna~ina (sa

starim promenqivima) po novim promenqivima. Jasno, re{ewa sistema nam defini{u

jedan afin potprostor L uRm. m nejednakosti nam o~igledno defini{u simpleks∆ i

o~igledno jeH = ∆ ∩ L. �

Stav 3.1.7. Neka je L afini potprostor, tada je∆ ∩ L politop (u smislu definicije

3.1.1).

Dokaz. Imamo da je ∂∆n =
∪
∆n−1. Tvr|ewe je trivijalno za∆1. Pretpostavimo da je

tvr|ewe ta~no za neki prirodan broj n− 1. Imamo da je∆n ∩ L konveksan i ograni~en

skup. Na osnovu induktivne hipoteze∆n−1 ∩ L je konveksan omota~ kona~nog skupa V .

Neka jeW unija svihV za svako∆n−1 iz∂∆n. O~igledno je convW ⊆ ∆n∩L. Iobrnuta

inkluzija va`i. Dovoqno ju je pokazati za ta~ke iz Int∆n ∩ L. Zaista za x ∈ Int∆n ∩ L
va`i da za svako y ∈ W zrak x + λ(y − x) mora prese}i ∂∆n bar u jo{ jednoj ta~ki z.

Me|utim, x je tada na du`i yz koja pripada convW . Ovim je stav dokazan. �
Sada }emo dokazati ekvivalentnost dveju definicija politopa.

Teorema 3.1.1 (Glavna teorema). Definicije 3.1.1 i 3.1.2 su ekvivalentne.
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Dokaz. ⇒Neka je P politop koji zadovoqava definiciju 3.1.1. Tada je prema stavu 3.1.5

P = π(∆). Iz primera 31, ∆ je politop koji zadovoqava definiciju 3.1.2. Sada na

osnovu stava 3.1.4 politop P = π(∆) zadovoqava definiciju 3.1.2.

⇐ Neka je P politop koji zadovoqava definiciju 3.1.2. Tada je prema stavu 3.1.6

P = ∆ ∩ L. Iz primera 31, ∆ je politop koji zadovoqava definiciju 3.1.1. Sada na

osnovu stava 3.1.7 politop P = ∆ ∩ L zadovoqava definiciju 3.1.1. �

Definicija 3.1.3. Dimenzija politopa je dimenzija wegovog afinog omota~a.

Neka je P ⊂ Rn politop dimenzije n. Afina hiperravan H se naziva nosa~em

politopa ukoliko preseca P i ceo politop P je sadr`an u jednom od dva zatvorena

poluprostora odre|ena ovom hiperravni.

Slika 3.3: Nosa~ politopa

Definicija 3.1.4. Presek politopa i nosa~a politopa naziva se strana politopa.

Unutra{wost politopa se smatra stranom politopa. Ostale strane nazivamo pravim

stranama.

Granica politopa ∂P n je unija svih wegovih pravih strana. Prave strane su tako|e

politopimawe dimenzije odn. 0-dimenzionalne strane zovemotemenima, 1-dimenzione

strane zovemo ivicama, a (n− 1)-dimenzione strane politopa P n nazivamo pqosni.

Definicija 3.1.5. DvapolitopaP1 ⊂ Rn1 iP2 ⊂ Rn2 su afino ekvivalentna ili afino

izomorfna ako postoji afino preslikavawe Rn1 → Rn2 koje je bijekcija me|u ta~kama

tih politopa.

Teorema 3.1.2. Politop dimenzije n sam pqosni je afino ekvivalentan preseku pozi-

tivnog konusa

Rm
+ = {(y1, . . . , ym) ∈ Rm | yi ≥ 0, i = 1, . . . ,m} ⊂ Rm

i neke n-ravni.
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Slika 3.4: Afino ekvivalentni politopi

Dokaz. Neka jeP ⊂ Rn n-politop definisan kao u 3.1.2 za neke li ∈ (Rn)∗, ai ∈ R, i = 1,

. . . ,m. Neka je L n ×m matrica ~ije su kolone vektori li napisani u standardnoj bazi

od (Rn)∗, tj. Lji = (li)j . Teme politopa se dobija kao presek najmawe n hiperravni, pa

je matrica L ranga n. Sli~no, neka je a = (a1, . . . , am)
t ∈ Rm kolona vektor. Tada se

nejedna~ine iz definicije 3.1.2 mogu napisati u obliku

P =
{
x ∈ Rn | (Ltx+ a)i ≥ 0, i = 1, . . . ,m

}
, (3.1)

gde jeLt transponovanamatrica ix = (x1, . . . , xm)
t kolona vektor. Posmatrajmo afino

preslikavawe

AP : Rn → Rm, AP (x) = Ltx+ a ∈ Rm.

Iz (3.1) sledi da jeAP (P )presek jednen-ravniuRm ikonusaRm
+ . Neka jeW m×(m−n)

matrica~ije koloneformiraju bazu linearnih zavisnostime|u vektorima li. W je ranga

(m− n) koja zadovoqavaLW = 0. Odavde sledi da je

AP (P ) =
{
y ∈ Rm |W ty = W ta, yi ≥ 0, i = 1, . . . ,m

}
.

Prema definiciji 3.1.5 politopiAP (P ) i P su afino ekvivalentni. �

3.1.2 Primeri nekih politopa

Pored simpleksa predstavi}emo i jo{ neke primere i klase politopa.

Primer 32. 2-dimenzionalni politopi se nazivaju poligoni ili mnogouglovi. Prema

broju temena nazivamo ih n-touglovi.

Primer 33. d-dimenzionalni kub Id ili hiperkocka je politop koji predstavqa konvek-

sanomota~2d ta~akauRd ~ije sukoordinate0ili1. Ovaj politop je zadatnejedna~inama

0 ≤ xi ≤ 1, za i = 1, . . . , d.
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Slika 3.5: Poligoni

Slika 3.6: Kubovi

Primer 34. Kros politop♢n je konveksni omota~ ta~aka {e1,−e1, e2,−e2, . . . ,
en,−en} uRn gde je {e1, e2, . . . , en} standardna baza uRn.

Slika 3.7: Kros politopi

Definicija 3.1.6. Politop se naziva pravilnim ako je wegova grupa izometrija tranzi-

tivna na svim flagovima (tj. na nizu inkluzija: teme, ivica, 2-strana, . . . , pqosan).

Primer 35. Pravilni politopi dimenzije 2 su pravilni poligoni: jednakostrani~ni

trougao, kvadrat, pravilni, petougao, . . . Pravilni politopi u dimenzije 3 suPlato-

novatelailipravilnipoliedri: tetraedar, kocka, oktaedar, dodekaedariikosaedar.

Kod politopa dimenzije n ≥ 4 postoje pravilni simpleksi, hiperkocke i kros

politopi koji su analogoni tetraedra, kocke i oktaedra. U dimenziji n ≥ 5 to su i

jedini pravilni politopi. U dimenziji n = 4 postoje jo{ tri pravilna politopa: 24-

}elija (24 oktaedarskih pqosni), 120-}elija (120 dodekaedarskih pqosni) i 600-}elija

(600 ikosaedarskih pqosni).
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Slika 3.8: Platonova tela

Primer36. Cikli~nipolitopCd(t1, t2, . . . , tn) jekonveksniomota~ta~akax(t1),x(t2),

. . . , x(tn) koje le`e na moment krivoj C = {(t, t2, . . . , td)|t ∈ R} i gde je t1 < t2 < · · · <
tn.

Slika 3.9: Cikli~ni politop

Cikli~ni politopi su veoma va`ni u teoriji politopa. ^esto se javqaju kao

klasa politopa koja realizuje neko kombinatorno ili ekstremalno svojstvo politopa.

Slede}i stav, poznat kao Gale-ov uslov parnosti [31], pokaza}e da su temena politopa

Cd(t1, t2, . . . , tn) ta~ke i x(t1), x(t2), . . . , x(tn) i da su svi politopi Cd(t1, t2, . . . , tn)

afino izomorfni bezobzira na izbor parametara t1 < t2 < · · · < tn.

Stav 3.1.8 ( Gale-ov uslov parnosti). Neka je n > d ≥ 2, [n] = {1, 2, . . . , n} i

t1 < t2 < · · · < tn realni parametri. Cikli~ni politop Cd(t1, t2, . . . , tn) =

conv{x(t1), . . . ,x(tn)} je d dimenzionalni politop ~ija su sve strane simpleksi. Pod-
skupS ⊆ [n], |S| = dformirapqosanpolitopaCd(n) akoi samoako je ispuwen slede}i

�uslov parnosti�:

Ako i < j ne pripadaju skupu S, tada je broj k ∈ S, i < k < j paran.
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Dokaz. Po|imo od Vandermondovog identiteta

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

t0 t1 . . . td
...

...
. . .

...

td−1
0 td−1

1 . . . td−1
d

td0 td1 . . . tdd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
0≤i<j≤d

(tj − ti).

Izovog identiteta sledi da je bilokojihd+1 ta~aka namomentkrivoj afinonezavisno.

Odavde sledi da su pqosni politopa Cd(n) d − 1 simpleksi i da su sve strane tako|e

simpleksi.

Neka je S = {i1, . . . , id} ⊆ [n]. Hiperravan HS kroz odgovaraju}e ta~ke x(tis) je

definisana sa

HS =
{
x ∈ Rd | FS(x) = 0

}
,

gde je

FS(x) = det

(
1 1 . . . 1

x x(ti1) . . . x(tid)

)
.

Dakle, FS(x) je linearna funkcija po x, koja ima nule u datim ta~kama x(tis).

Za ta~kux(t) ∈ C sa moment kriveFS(x(t)) je polinom po t stepena d ~ije su nule ti1 ,

ti2 , . . . , tid . U svim ovim ta~kama vrednost polinoma FS(x(t)) mewa znak. Hiperravan

HS formira pqosan ako i samo ako vrednostiFS(x(ti)) imaju isti znak za sve i ∈ [n]\S.
Ovo je ispuweno ako i samo ako za sve i < j, i, j ∈ [n] \S ima paran broj promena znakova
FS(x(t)) tj. paran broj elemenata iz S. �

Primer37. PermutoedarΠd−1 ⊂ Rd je politopkoji se defini{ekaokonveksanomota~

ta~aka koji se dobijaju svim mogu}im permutacijama koordinata ta~ke (1, 2, . . . , d).

Temena permutoedra se mogu identifikovati sa permutacijama Sd skupa od d eleme-

nata, pri ~emu su dva temena povezana ivicom ako i samo ako se permutacije razlikuju

za ta~no jednu susednu transpoziciju. k-strane permutoedra odgovaraju ure|enim razbi-

jawima skupa [d] na d − k nepraznih delova. Pqosni odgovaraju podelama skupa [d] na

delove (A, [d] \ A) gde je ∅ ⊂ A ⊂ [d].

Primer 38. Asociedar ili politopSta{evaKn je konveksni politop dimenzijen ~ije

su k-strane u bijekciji sa binarnim drvetima koje imaju n− k + 1 unutra{wih ~vorova

i n+ 2 listova.

35



\or|e Barali}

Slika 3.10: Permutoedri

Slika 3.11: Asociedri

Asociedri su va`na klasa politopa koja se pojavquje u teoriji prostora petqi,

kombinatorici i dr. Strane asociedra se mogu shvatiti kao povla~ewe n − k neprese-

caju}ihdijagonalaukonveksnom (n+2)-touglu. Temenaasociedraodgovaraju pravilnom

postavqawu n-parova zagrada u term x1x2 . . . xn+2. Loday [43] je opisao asociedar ek-

splicitno zadaju}i koordinate wegovih temena.

Primer 39. Permutoasociedar ili politop Kapranova KΠn je konveksni politop

dimenzije n ~ije su strane u bijekciji sa svim na~inima da se pomno`e termovi a1, a2,

. . . , an u proizvoqnom redosledu, pretpostavqaju}i da mno`ewe nije ni komutativno

niti asocijativno pri ~emu je dozvoqeno delimi~no pravilno zagra|ivawe.

Primer 40. Birkhofov politop ili politop dvostruko stohasti~kih matrica ili

politop savr{enog sparivawa odKn,n je politop koji je konveksan omota~ ta~aka x
σ u

Rd2

P (d) = conv {xσ | σ ∈ Sd} ⊆ Rd2 ,
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Slika 3.12: Permutoasociedri

gde je σ permutacija skupa {1, . . . , n}, a ta~ka xσ je 0/1 matrica definisana sa

xσij =

{
1 ako je σ(i) = j,

0 ina~e.

3.2 Kombinatorna svojstva politopa

3.2.1 Kombinatorna ekvivalentnost politopa

Sada}emoopisatinekakombinatornasvojtvapolitopa. Postoji jakavezaianalogija

izme|u kombinatorike politopa i kombinatorike simplicijalnih kompleksa.

Definicija 3.2.1. Poset strana politopa P ~ini skup svih strana politopa koji je

parcijalno ure|en u odnosu na inkluziju.

Definicija 3.2.2. Dva politopa su kombinatorno ekvivalentna ako postoji bijekcija

izme|u skupova wihovih strana koja po{tuje relaciju inkluzije me|u stranama.

Iz definicija 3.2.1 i 3.2.2 sledi da su dva politopa kombinatorno ekvivalentna ako

i samo ako su im poseti strana izomorfni.

Poset strana politopa se ~esto{ematski predstavqaHaseovim dijagramom. Haseov

dijagram je (orjentisan) graf ~ija su temena strane politopa, ukqu~uju}i prazan skup i

sam politop, a svaka ivica grafa povezuje neku F k
i k-stranu iF

k+1
j (k + 1)-stranu takvu

da je F k
i ⊂ F k+1

j .

Primer 41. Na slici je prikazan poset strana petougla. Na najni`em nivou je prazna

strana, zatim temena, potom stranice i na najvi{em nivou sam petougao.
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Slika 3.13: Haseov dijagram za petougao

Definicija 3.2.3. Kombinatorni politop je klasa kombinatorno ekvivalentnih kon-

veksnih politopa.

Kombinatorni politop je odre|en posetom strana (geometrijskog) politopa.

Dva afino izomorfna politopa su kombinatorno ekvivalentna, ali obrnuto nemora

da va`i.

Primer 42. Trapez i kvadrat su primeri dva kombinatorno ekvivalentna, a afino

neizomorfna politopa.

Slika 3.14: Kombinatorno ekvivalentni i afino neizomorfni politopi

3.2.2 Prosti i simplicijalni politopi; polarnost izme|u politopa

Za skup od m > n ta~aka u Rn ka`emo da su op{tem polo`aju ukoliko nikojih

n+ 1 od wih ne le`i u istoj afinoj hiperravni. Ukoliko je politop konveksan omota~

kona~nog skupa ta~aka u op{tempolo`aju uRn, sledi da svaka pqosan ovog politopa ima

minimalan broj temena n tj. da su sve strane ovakvog politopa simpleksi. Politope sa

ovom osobinom nazivamo simplicijalnim.

Primer 43. Simpleks i kros-politop su primeri simplicijalnih politopa.

Za skup odm > n hiperravni uRn ka`emo da su u op{tem polo`aju ukoliko nikojih

n+1 od wih nemaju zajedni~ku ta~ku. Ukoliko je politop ograni~en hiperravnima koje

se nalaze u op{temo polo`aju, tada se ta~non pqosni susre}e u svakom temenu politopa.

Takve politope nazivamo prostim.
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Primer 44. Poligoni i kub su primeri prostih politopa.

Slede}i stav se lako dobija kori{}ewem definicija prostih i simplicijalnih

politopa.

Stav 3.2.1. Jedini politopi koji su istovremeno i simplicijalni i prosti su poligoni

i simpleksi.

Definicija 3.2.4. Polarni skup P ∗ ⊂ (Rn)∗ podskupa P ⊂ Rn je skup definisan sa

P ∗ = {x′ ∈ (Rn)∗ | ⟨x′, x⟩ ≥ −1 za sve x ∈ P} .

Slika 3.15: Polarni skup

Prema definiciji 3.2.4 mogu}e je definisati objekat (P ∗)∗ koji nazivamo dupli-

polar i obele`avamo P ∗∗. Za wega va`i da je

P ∗∗ = {y ∈ Rn | ⟨c, x⟩ ≥ −1 za sve x ∈ P povla~i ⟨c, y⟩ ≥ −1, za c ∈ (Rn)∗} .

Slede}a teorema nam opisuje neke va`ne osobine ovih konstrukcija.

Teorema 3.2.1. (i)Ako je P ⊆ Qtada je P ∗ ⊇ Q∗ i P ∗∗ ⊆ Q∗∗,

(ii) P ⊆ P ∗∗,

(iii) P ∗ i P ∗∗ su konveksni skupovi,

(iv)O ∈ P ∗, i 0 ∈ P ∗∗,

(v)Ako je P politop i 0 ∈ P , tada je P = P ∗∗,

(vi)Ako je P politop i 0 ∈ int(P ) zadat sa P = conv(V ), tada je

P ∗ = {a | ⟨a, v⟩ ≥ −1, za sve v ∈ V } ,
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Dokaz. Osobine (i), (ii), (iii) i (iv) se direktno proveraju koriste}i definicije P ∗ i

P ∗∗.

Neka je y ∈ P ∗∗ \ P . Tada za je za svako c ∈ (Rn)∗ ispuweno ⟨c, y⟩ ≥ −1 jer 0 ∈ P .

No, odavde mora biti y = 0 ∈ P . Dakle, va`i osobina (v).

Za osobinu (vi) potrebno je dokazati jednakost

{a | ⟨a, x⟩ ≥ −1, za sve x ∈ P} = {a | ⟨a, v⟩ ≥ −1, za sve v ∈ V } .

Inkluzija �⊆�je o~igledna, dok inkluzija �⊇�sledi iz konveksnosti politopa tj. iz

~iwenice da se svaka ta~ka x ∈ P mo`e predstaviti u obliku x =
∑
vi∈V

λivi, gde su

0 ≤ λi ≤ 1, takvi da je
∑
λi = 1. �

Teorema 3.2.1 ima slede}e va`ne posledice.

Posledica 1. Ukoliko je P politop 0 ∈ int(P )tada je i P ∗ politop.

Ukoliko se dr`imo kombinatornih politopa mo`emo zakqu~iti da je:

Posledica 2. Polar prostog politopa je simplicijalni politop i polar simplici-

jalnog politopa je prost politop.

Primer 45. Polarni politop od simpleksa je tako|e simpleks.

Primer 46. Polarni politop kuba je kros-politop i obratno.

Primer 47. Dodekaedar i ikosaedar su jedno drugom polarni politopi.

Polarnipolitopse zapravomo`eshvatitikaopolitopkojiimaobrnutposet strana

tj. temena mu odgovaraju pqosnima, pqosni temenima i uop{te k-strane odgovaraju

(n− k)-stranama.

Slika 3.16: Polarni politopi
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3.2.3 Kombinatorne invarijante politopa

Sli~no kao i kod simplicijalnih kompleksa, uve}emo pojmove f i h vektora za

simplicijalne i proste politope. Neka je P simplicijalni politop i fi broj wegovih i

strana. Tako|e, defini{imo da je f−1 = 1.

Definicija 3.2.5. Neka je P simplicijalni politop, tada celobrojni vektor f(P ) =

(f0, f1, . . . , fn−1) zovemo f -vektorom odP . h-vektor odP je celobrojni vektorh(P ) =

(h0, h1, h2, . . . , hn−1) gde su hi definisani jedna~inom

h0t
n + · · ·+ hn−1t+ hn = (t− 1)n + f0(t− 1)n−1 + · · ·+ fn−1. (3.2)

Niz (g0, g1, . . . , g[n2 ]
) gde je g0 = 1, gi = hi − hi−1, i > 0 se naziva g-vektor od P .

Premaposledici2polarprostogpolitopa je simplicijalnipolitop, pa sef -vektor,

h-vektor i g-vektor prostih politopa defini{u kao f -vektor, h-vektor i g-vektor po-

larnogpolitopa. Tozna~idakodprostogpolitopaP f -vektorf(P ) = (f0, f1, . . . , fn−1),

fk ozna~ava broj (n− k − 1)-strana politopa P .

O~igledno je da f -vektor zavisi samo od poseta strana politopa, pa predstavqa

kombinatornu invarijantu politopa.

Primer 48. Dva kombinatorno razli~ita politopa mogu imati iste f -vektor. Prosti

politopi sa slike imaju iste f -vektore (6, 12, 8).

Slika 3.17: Kombinatorno razli~iti politopi sa istim f -vektorima

Sve relacije za f -vektor, h-vektor i g-vektor koje su va`ile kod simplicijalnih

kompleksa va`e i za simplicijalne i proste politope. Podsetimo se da su f -vektor i

h-vektor odre|uju jedan drugog linearnim relacijama:

hk =
k∑

i=0

(−1)k−i

(
n− i

n− k

)
fi−1, fn−1−k =

n∑
q=k

(
q

k

)
hn−q, k = 0, . . . , n. (3.3)
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Definicija h-vektora mo`e delovati neprirodno na prvi pogled, ali kod politopa ona

nosi veoma va`ne kombinatorno-geometrijske i algebarske informacije o politopu i

~esto je mnogo pogodniji za izu~avawe od f -vektora.

Po{to su politopi kao topolopo{ki prostori homeomorfni sferi, a Ojlerova

karakteristika sfere je (−1)n + 1 to je

f0 − f1 + f2 − · · ·+ (−1)nfn = (−1)n + 1. (3.4)

Imaju}i u vidu (3.3), jednakost (3.4) se zapisuje u obliku

h0 = hn = 1.

Ova relacija ima svoju generalizaciju u vidu Dehn-Samervil-ovih jednakosti.

Teorema 3.2.2 (Dehn-Samervil-ove jednakosti). h-vektor simplicijalnog ili prostog

politopa je simetri~an, tj. za svako i = 0, 1, . . . , n va`i

hi = hn−i.

Dokaz. Neka je P n ⊂ Rn prost politop. Neka je φ : Rn → R linearna funkcija koja

uzima razli~ite vrednosti na temenima politopa tj. φ(vi) ̸= φ(vj) za razli~ita temena

vi i vj . To zna~i daφ mo`emo shvatiti kao funkciju visine, tj. ivice politopa mo`emo

orjentisati od temena sa mawom vredno{}u funkcije φ ka temenu sa ve}om vredno{}u

funkcije φ. Neka je I(v) broj izlaznih ivica iz temena v. Svaka k-strana od P n ima

jedinstveno teme na kom φ dosti`e maksimum, a kako je k-strana sama za sebe prost

politop, to u maksimalnom temenu ima bar k izlaznih ivica. Primetimo slede}e, svako

teme indeksa I(v) = i odre|uje
(
i
k

)
(n − k − 1)-dimenzionalnih strana od P n. Neka je

h′k broj temena v takvih da je I(v) = n− k. Dakle,

fn−k−1 =
∑
i≥k

(
q

k

)
h′k.

No, imaju}i u vidu jednakosti (3.3) to je h′k = hk.

Primetimo dafunkcija−φ tako|e ima opisana svojstva kao iφ. Zna~i svakoj ivici
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Slika 3.18: Funkcija visine

mo`emo promeniti usmerewe i sprovesti istu pri~u kao i malopre i dobiti da je

fn−k−1 =
∑
i≥k

(
q

k

)
h′n−k.

Odavde je h′n−k = hk, a ve} smo pokazali da je h
′
n−k = hn−k, odakle sledi hk = hn−k.

Ovim je tvr|ewe dokazano. �
Koriste}i jednakosti (3.3), Dehn-Samervil-ove jednakosti semogu zapisati uobliku

fk−1 =
n∑

j=k

(−1)n−j

(
j

k

)
fj−1, k = 0, 1, . . . , n.

Imaju}i u vidu definiciju Stanley-Reisner-ovog prstena za simplicijalne kom-

plekse (koja va`i i za simplicijalne politope) mogu}e je definisati Stanley-Reisner-

ov prsten za proste politope.

Neka je P prost n dimenzionalni politop i F1, . . . , Fm wegove pqosni. Neka je

k fiksirani komutativni prsten sa jedinicom. Neka je k[v1, . . . , vm] polinomijalna

algebra nad k sam generatora sa graduacijom deg(vi) = 2.

Definicija 3.2.6. Stanley-Reisner-ov prsten prostog politopaP je kvocijentni prsten

k(P ) = k[v1, . . . , vm]/IP ,

gde je IP ideal generisan bezkvadratnim monomima vi1vi2 . . . vis takvim da je Fi1 ∩ Fi2 ∩
· · · ∩ Fis = ∅ u P , i1 < · · · < is.

Primer 49. Neka je P 2m-tougao,m ≥ 4. Tada je

k(P 2) = k[v1, . . . , vm]/(vivj| |i− j| ̸≡ 0, 1mod m).
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Primer 50. Neka je P = In kub. Tada je

k(In) = k[v1, . . . , v2n]/(vivi+n| i = 1, . . . , n).

3.3 Operacije sa politopima

3.3.1 Proizvodi i povezane sume prostih politopa

Proizvod P1 × P2 prostih politopa P1 i P2 je tako|e prost politop. Odgovaraju}a

operacija nad simplicijalnim politopima mo`e se opisati na slede}i na~in. Neka

su S1 ⊂ Rn1 i S2 ⊂ Rn2 simplicijalni politopi takvi da oba sadr`e 0 u svojim

unutra{wostima. Defini{imo operaciju polarni proizvod ◦ na slede}i na~in

S1 ◦ S2 = conv(S1 × 0 ∪ 0× S2) ⊂ Rn1+n2 .

Po{to su S1 i S2 simplicijalni politopi sledi da i S1 ◦ S2 mora biti simplicijalni

politop.

Slika 3.19: Polarni proizvod politopa

Stav 3.3.1. Neka su P1 ⊂ Rn1 i P2 ⊂ Rn2 prosti politopi koji sadr`e 0 u svojim

unutra{wostima. Tada va`i jednakost

P ∗
1 ◦ P ∗

2 = (P1 × P2)
∗.

Dokaz. Neka jeP1 = conv{v1, . . . , vm} iP2 = conv{w1, . . . , wl}. Na osnovu definicije
3.2.4 imamo da je

(P1 × P2)
∗ =

{
x′ ⊂ (Rn1+n2)∗ | ⟨x′, (x1, x2)⟩ ≥ −1 za sve (a, b) ∈ P1 × P2

}
.
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Kako je x′ = (x′1, x
′
2) za x

′1 ∈ (Rn1)∗ i x′2 ∈ (Rn2)∗. Kako se svaka ta~ka politopa mo`e

izraziti preko konveksnih kombinacija temena to je

(P1 × P2)
∗ =

= conv
{
(x′1, 0), (0, x

′
2) ∈ Rn1+n2 | ⟨x′1, vi⟩ ≥ −1, ⟨x′2, wj⟩ ≥ −1, za sve vi iwj

}
.

Odavde direktno sledi tvr|ewe. �
Povezana suma prostih politopa iste dimenzijeP n iQn se mo`e opisati na slede}i

na~in. Uo~imonapolitopimaP n iQn redomtemenav iw. �Odsecimo�v iw odpolitopa

i pojavi}e nam se na svakom politopu pqosan u obliku simpleksa. Odgovaraju}om

projektivnom transformacijom �slepqujemo� ove pqosni i dobijamo prost politop

P n#v,wQ
n koji predstavqa povezanu sumu prostih politopa.

Slika 3.20: Povezana suma politopa

Ukoliko izbor temena v iw ne uti~e u kombinatornom smislu na dobijeni politop,

tada se ~esto povezana suma obele`ava samo sa P n#Qn. Operacije povezane sume za

simplicijalne politope je ista kao i kod simplicijalnih kompleksa.

Primer 51. Neka je P 2 n-tougao iQ2m-tougao, tada je P#Q (n+m− 2)-ugao.

Primer 52. Ako su P iQn-simpleksi tada je∆n#∆n = ∆n−1 × I1.

Primer 53. Povezana suma P n#v,w∆
n je rezultat �odsecawa� temena v od politopa P

jednom hiperravni koja razdvaja teme v i ostala temena politopa P n.

Prizma nad politopom P je politop prism(P ) = P × I1.
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Slika 3.21: Povezana suma poligona

Slika 3.22: Povezana suma simpleksa

Slika 3.23: Prizma nad politopom

Piramida nad politopom P je politop pyr(P ) = conv{P ∪ x} gde je x ta~ka koja ne
le`i u afinom omota~u skupa temena odP . Strane politopa pyr(P ) su strane politopa

P i piramide nad stranama od P .

Slika 3.24: Piramida nad politopom
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Biparamida nad politopomP bipyr(P ) = conv{P ∪ x∪ y} gde su x i y ta~ke koje ne
le`e u afinom omota~u skupa temena od P i du` xy se~e unutra{wost politopa P .

Slika 3.25: Bipiramida nad politopom

Primer 54. Za kros-politop va`i

♢n+1 = bipyr(♢n).

3.3.2 Susedski politopi

Sada }emo opisati jednu klasu politopa koja se ~esto sre}e u kombinatorici i

diskretnoj matematici.

Definicija3.3.1. SimplicijalnipolitopP senazivak-susedskiakobilokojihk temena

razapiwu jednu stranu politopa. Prost politopP je k-susedski ako bilo kojih k pqosni

ima neprazan presek.

Stav 3.3.2. Neka je P n simplicijalni k-susedski politop i neka je k >
[
n
2

]
, tada je P n

simleks∆n.

Dokaz. Neka jem broj temena politopa P n. Imamo da je fi =
(
m
i

)
za i = 0, 1, . . . , k, pa je

na osnovu (3.3)

hi(P
n) =

i∑
j=0

(−1)i
(
n− j

i− j

)(
m

j

)
=

=
i∑

j=0

(
−n+ i− 1

i− j

)(
m

j

)
=

(
m− n+ i− 1

i

)
.

Iskoristimo sada Dehn-Samervil-ove jedna~ine 3.2.2 h[n2 ]
= h[n2 ]+1 za neparno n i

h[n2 ]−1 = h[n2 ]+1 za parno n i u oba slu~aja dobijamo da jem = n + 1, odakle sledi da je

P n = ∆n simpleks. �
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Zbog stava 3.3.2 postavqa se pitawe postoje li politopi koji imaju proizvoqan

broj temena i koji su
[
n
2

]
-susedski. Takvi politopi postoje i oni se nazivaju susedski

politopi.

Primer 55. Neka je P = ∆2 ×∆2 proizvod dva trougla. To je prost politop kod kojeg

bilo koje 2 pqosni imaju zajedni~ku 2-stranu, pa je to 2-susedski politop. Wegov polar

je dakle susedski 4-dimenzionalni politop.

Stav 3.3.3. Cikli~ni politopi iz primera 36 su politopi sa proizvoqnim brojem

temena koji su susedski.

Dokaz. Neka jeCd(t1, . . . , tn) cikli~ni politop i neka sux(ti1), . . . ,x(tik) proizvoqnih

k temena gde je k ≤
[
d
2

]
. @elimo da doka`emo da ovih k ta~aka razapiwu stranu od k.

Uo~imo neko dovoqno malo ε > 0 takvo da je ti < ti + ε < ti+1 za sve i < n i neko

M > tn + ε.

Uo~imo ta~ke x(M + 1), . . . , x(M + d − 2k) na moment krivoj koje se nalaze �jako

daleko� od politopa. Defini{imo linearnu funkciju FT (x) sa

FT (x) = det

(
1 1 1 . . . 1 . . . 1

x x(ti1) x(ti1 + ε) . . . x(M + 1) . . . x(M + d− 2k)

)
.

Ova funkcija ima nule u ta~kama x(ti1), . . . , x(tik). Posmatrajmo FT (x(t)) kao polinom

po t. To je polinom stepena d koji ima d razli~itih nula ti1 , ti1 + ε, . . . , tik , tik + ε,

M + 1, . . . ,M + d − 2k. Izme|u tr i ts takvih da r ̸= ij , s ̸= ij za sve j = 1, . . . , k,

FT (x(t)) ima paran broj nula jer nula u tl dolazi u paru sa nulom u tl + ε. Prema tome

sva ostala temena politopa nalaze se sa iste strane hiperravni FT (x) = 0, pa ovih k

temena formira stranu cikli~nog politopa. �

3.3.3 SumaMinkovskog politopa i graf-asociedri

Sada }emo opisati jednu va`nu konstrukciju u teoriji konveksnosti i teoriji poli-

topa koja je data u [14].

Definicija 3.3.2. SumaMinkovskovskog dva skupaM1 iM2 uRn je skup

M1 +M2 = {x ∈ Rn | x = x1 + x2, x1 ∈M1, x2 ∈M2} .
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Slika 3.26: SumaMinkovskog dva skupa

Lema 3.3.1. SumaMinkovskog dva konveksna omota~a nekih skupovata~aka je konveksni

omota~ nekog skupa ta~aka:

conv(v1, . . . , vk) + conv(w1, . . . , wl) = conv(v1 + w1, . . . , vi + wj, . . . , vk + wl).

Dokaz. NekajeM1 = conv(v1, . . . , vk)iM2 = conv(w1, . . . , wl). Tadavi+wj ∈M1+M2

za svako 1 ≤ i ≤ k i 1 ≤ j ≤ l. Uzmimo proizvoqne ta~ke x1 ∈M1 i x2 ∈M2, tada je

x1 =
k∑

i=1

tivi, x2 =
l∑

j=1

τjwj,

za neke
∑k

i=1 ti = 1, ti ≥ 0 i
∑l

j=1 τj = 1, τj ≥ 0. Imamo da je

x1 + x2 =
k∑

i=1

ti

(
l∑

j=1

τj

)
vi +

l∑
j=1

τjwj

=
k∑

i=1

l∑
j=1

ξij(vi + wj),

gde je ξij = tiτj ≥ 0 i
∑k

i=1

∑l
j=1 ξij = 1. Ovim smo i dokazali lemu. �

Posledica 3. SumaMinkovskog dva konveksna politopa je konveksan politop.

Ozna~imo saMn kolekciju svih konveksnih politopa uRn. SumaMinkovskog zadaje

strukturu Abelovog monoida naMn, ~iji je neutralni element ta~ka 0 = (0, . . . , 0) ∈
Rn koja ima slede}e osobine:

1. Postoji kanonski homomorfizamRn → Mn, gde je slika vektora v ∈ Rn politop

od jedne ta~ke .
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Slika 3.27: SumaMinkovskog dva konveksna politopa

2. Mn poseduje strukturuR-modula, za dato λ ∈ R iM ∈ Mn

λM = {λx ∈ Rn | x ∈M} .

3. UMn va`iM1 +M =M2 +M ⇒M1 =M2 za svakoM ∈ Mn.

4. Svako linearno preslikavaweL : Rn → Rk indukuje homomorfizam

L∗ : Mn → Mk.

Definicija 3.3.3. Funkcija oslonca za politopM ∈ Mn je funkcija definisana sa

sM : Rn → R, sM(x) = max
y∈M

⟨x, y⟩,

gde je ⟨x, y⟩ =
∑n

k=1 xkyk skalarni proizvod.

Iz definicije 3.3.3 slede slede}e osobine funkcije sM :

1. sM(λx) = λsM(x) za svaki nenegativan skalar λ ∈ R. Dakle, ako je |x| ̸= 0, tada

je sM(x) = |x|sM
(

x
|x|

)
.

2. funkcija sM je deo-po-deo linearna.

3. funkcija sM je linearna ako i samo ako jeM ta~ka uRn.

4. funkcija sM je konveksna funkcija, tj.

sM(tx1 + (1− t)x2) ≤ tsM(x1) + (1− t)sM(x2)
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za bilo koje x1 i x2 i t ∈ [0, 1].

Lema 3.3.2. Za bilo kojeM1,M2 ∈ Mn va`i

sM1+M2 = sM1 + sM2 .

Dokaz. Neka je M(x) slika od M preslikavawa Rn → R, y 7→ ⟨x, y⟩. Imamo da je

M(x) = [a, b] gde je a = maxy∈M⟨x, y⟩ = sM(x) i b = miny∈M⟨x, y⟩. O~igledno je

M1(x) +M2(x) = (M1 +M2)(x).

Prema definiciji 3.3.2 uR1 je

[a1, b1] + [a2, b2] = [a1 + a2, b1 + b2],

a odavde sledi tvr|ewe. �
Neka je {v1, . . . , vn} skup temena konveksnog politopaP . Za svako x ∈ Rn postoji vi

tako da je sP (x) = ⟨x, vi⟩. Neka su Vi i = 1, . . . ,N skupovi definisani sa

Vi = {x ∈ Rn | sP (x) = ⟨x, vi⟩} .

Imamoda jeRn = ∪N
i=1Vi i svakiVi je konveksanpoliedarskikonus sa temenomuO ∈ Rn.

Skup {Vi | i = 1, . . . , n} se naziva lepeza konveksnog politopa P .

Definicija3.3.4. Zonotop jepolitopkojisemo`edobitikaosumaMinkovskogkona~nog

broja du`i.

Primer 56. Neka su v0 = (0, 0, 0), v1 = (
√
3, 0, 0), v2 = (0,

√
3, 0), v3 = (1, 1, 1) i v4 =

(1, 1,−1). Neka suPi = conv(v0, vi), i = 1, 2, 3, 4 du`i. PolitopP = P1+P2+P3+P4

je rombi~ni dodekaedar. To je konveksni politop ~ije su strane 12 rombova i ima 24

ivice i 14 temena.

Rombi~nidodekaedar je primer sumeMinkovskogprostihpolitopakoja ne daje prost

politop. Jo{uvek jeotvorenopitawekadasumaMinkovskogprostihpolitopadajeprost

politop.

Neka jeB kolekcija nepraznih podskupova skupa [n] = {1, . . . , n} i neka su ei, i = 1,

. . . , n vektori standardne baze u Rn. Za svako I ∈ B neka je ∆I = conv(ei | i ∈ I) i
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Slika 3.28: Rombi~ni dodekaedar

PB∆I =
∑

I∈B . Opisa}emo jednu klasu kolekcijaB za koje je politopPB prost. Ovo su

dokazali Postnikov, Reiner i Williams.

Definicija 3.3.5. Kolekcija B nepraznih podskupova skupa [n] se naziva grade}i skup

ako va`i:

1. I , J ∈ B i I ∩ J ̸= ∅ ⇒ I ∪ J ∈ B;

2. {i} za sve i ∈ [n].

Definicija3.3.6. NekajeΓgrafnaskuputemena [n] = {1, . . . , n}bezpetqiivi{estrukih
ivica. Grafovski grade}i skup B(Γ) je skup svih nepraznih podskupova I ⊂ [n] takvih

da je graf Γ|I povezan.

Primer 57. Za graf sa slike imamo da je B(Γ) = {{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 4},
{2, 3}, {2, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}.

Slika 3.29: Grafovski grade}i skup

Lako se proverava da va`i slede}a lema.
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Lema 3.3.3. Grafovski grade}i skup jeB(Γ) je grade}i skup.

Definicija 3.3.7. Graf-asociedar P (Γ) je prost politop PB(Γ).

Primer 58. Ukoliko je graf Γ staza sa n+ 1 ~vorova, P (Γ) je asociedarKn.

Primer 59. Ukoliko je graf Γ kompletan graf sa n + 1 ~vorova, P (Γ) je permutoedar

Πn.

Primer 60. Ukoliko je graf Γ cikl sa n+ 1 ~vorova, P (Γ) je cikloedarCyn.

Slika 3.30: Cikloedar

Primer 61. Ukoliko je graf Γ zvezda sa n+ 1 ~vorova, P (Γ) je zvezdoedar Stn.

Slika 3.31: Zvezdoedar

Slede}a lema daje opis geometrijske realizacije politopaPB za jednu{iroku klasu

grade}ih skupova:

Lema 3.3.4. Neka je [n] ∈ B. Tada za svako Ik ∈ B takvo da je Ik ̸= [n], jedna~ina∑
i∈Ik

xi = µ(Ik) (3.5)

daje pqosan politopaPB u hiperravni
∑n

i=1 xi = µ([n]), gde jeµ(Ik)broj Il ∈ Btakvih

da je Il ⊂ Ik. Tako|e, svaka pqosan politopaPB mo`e se zadati jedna~inom (3.5) za neko

Ik ∈ B.
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Kao posledicu leme 3.3.4 imamo slede}e lepo kombinatorno svojstvo politopa PB :

Posledica4. PolitopPB semo`edobitikaorezultatsukcesivnih�odsecawa�strana

simpleksa x ∈ {Rn |
∑n

i=1 xi = µ([n])}.
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4. TORUSNIVARIJETETIIKVAZITORUSNE

MNOGOSTRUKOSTI

4.1 Torusni varijeti

4.1.1 Definicija torusnih varijeteta

Uovomdelu}emoizu~avatikombinatorneitopolo{keosobinetorusnihvarijeteta.

SaC∗ = C\{0} ozna~ava}emomultiplikativnu grupu kompleksnih brojeva. Proiz-
vod(C∗)n odnkopijaodC∗ jepoznatkaotorusuteorijialgebarskihgrupa. Utopologiji,

torusT n jeproizvodT n = S1×· · ·×S1 odntopolo{kihsferaS1. TorusT n jepodgrupa

algebarskog torusa na standardan na~in:

T n = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn | |z1| = · · · = |zn| = 1}. (4.1)

Definicija 4.1.1. Torusni varijetet je normalan algebarski varijetetM koji sadr`i

algebarski torus (C∗)n kao Zariski otvoren podskup i prirodno dejstvo torusa (C∗)n na

samoga sebe se produ`ava do dejstva naM .

Torus (C∗)n dejstvuje naM sa gustom orbitom.

Primer 62. (C∗)n iCn su o~igledno torusni varijeteti.

Primer 63. CP n je torusni varijetet. Zaista ako su x0, x1, . . . , xn homogene koordinate

uCP n tada preslikavawe

(C∗)n → CP n

definisano sa (t1, . . . , tn) 7→ [1 : t1 : · · · : tn] identifikuje (C∗)n sa Zariski otvorenim

skupomCP n \V(x0x1 · · · xn). Algebarski torus dejstvuje naCP n

(t1, . . . , tn) · [x0 : x1 : . . . xn] = [x0 : t1x1 : · · · : tnxn].
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Primer64. Zao{trenakubikaV(y2−x3) ⊂ C2 jeprimertorusnogvarijeteta jersadr`i

C∗ pomo}u preslikavawa t 7→ (t2, t3) koji dejstvuje na V sa t · (u, v) = (t2u, t3v).

U prou~avawu torusnih varijeteta celobrojne re{etke Zn igraju va`nu ulogu. Za

ta~ku a = (a1, . . . , an) ∈ Zn defini{u se dva va`na objekta za prou~avawe torusnih

varijeteta.

Definicija 4.1.2. Loreanov monom je

ta = ta11 · · · tann .

Wime je definisano preslikavawe (C∗)n → C∗ koje nazivamo karakterom.

C-linearno ra{irewe svih Loreanivih monoma je prstenC[t1, t−1
1 , . . . ,

tn, t
−1
n ] svih Loreanovih polinoma.

Definicija4.1.3. 1-parametarskapodgrupaλa je preslikavaweλa : C∗ → (C∗)n defin-

isana sa

λa(t) = (ta1 , . . . , tan).

Torusni varijeteti se sastoje od (C∗)n i �dodatnog dela�. Kada je torusni varijetet

V afin ovaj �dodatni deo� je odre|en Loreanovim monomima tm koji su definisani na

V .

Primer 65. Loreanovi monomi koji su definisani na torusnom varijetetu Cn su ta~no

oni odre|eni ta~kamam = (m1, . . . ,mn) ∈ Zn kod kojih jemi ≥ 0 za svako i, jer samo

za wih tm = (tm1
1 · · · tmn

n ) defini{e preslikavaweCn → C.

Koriste}i direktno definiciju 4.1.1 dobijamo slede}i stav:

Stav4.1.1. AkosuV iW torusnivarijetetitada jeiproizvodV ×W tako|etorusni

varijetet.

Posledica 5. Proizvod projektivnih prostora CP n1 × · · · × CP nk je torusni vari-

jetet.

56



\or|e Barali}

4.1.2 Kombinatorika torusnih varijeteta

Jedna od najva`nijih osobina torusnih varijeteta je da se wihove algebarsko-

geometrijske osobine prevode u jezik kombinatorike i konveksne geometrije. Zato

}emo najpre definisati kombinatorne objekte, pomo}u kojih }emo opisati torusne var-

ijetete.

Neka je Rn euklidski prostor i Zn ⊂ Rn celobrojna re{etka u wemu. Neka je dat

kona~an skup vektora l1, . . . , ls ∈ Rn.

Definicija 4.1.4. Konveksni poliedarni konus σ razapet nad l1, . . . , ls je skup

σ = {r1l1 + · · ·+ rsls ∈ Rn | ri ≥ 0}. (4.2)

Slika 4.1: Konus

Definicije strane politopa 3.1.4 na isti na~in defini{e strane konveksnog polie-

darnog konusa.

Ukoliko vektori l1, . . . , ls pripadaju celobrojnoj re{etkiZn ⊂ Rn, tada konveksni

poliedarni konus nazivamo racionalnim. Konveksni poliedarni konus je strogo kon-

veksan ukoliko ne sadr`i nijednu pravu kroz koordinatni po~etak i za sve koje budemo

posmatrali pretpostavqamo da su strogo konveksni osim ako druga~ije nije nagla{eno.

Konus je simplicijalan ako je generisan delom baze odRn. Ukoliko je generisan delom

baze odZn nazivamo ga nesingularnim.

Definicija 4.1.5. Lepeza je skup Σ konusa u Rn takav da svaki konus σ ∈ Σ va`i da sve

wegove strane tako|e pripadaju Σ i presek svaka dva konusa σ i τ iz Σ je konus koji

pripadaΣ.
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Slika 4.2: Lepeza

Slika 4.3: Potpuna lepeza

LepezaΣ se naziva potpuna ukoliko je unija svih konova izΣ ceoRn.

Lepeza je simplicijalna ukoliko su sviwenikonusi simplicijalni, a ako su sviweni

konusi nesingularni, lepuzu nazivamo nesingularnom.

Neka je Σ lepeza u Rn sam jednodimenzionalnih konusa (polupravih). Izaberimo

generatorne vektore l1, . . . , lm ovihkonusa takodabuducelobrojnii sa uzajamnoprostim

koordinatama. LepeziΣpridru`ujemosimplicijalnikompleksKΣna [m]kojinazivamo

potporni kompleks od Σ. Po definiciji, {i1, . . . , ik} ⊂ [m] je simpleks od KΣ ako i

samo ako li1 , . . . , lik razapiwu konus uΣ. O~igledno je da jeΣ potpuna lepeza ako i samo

ako jeKΣ simplicijalna (n− 1)-sfera.

U standardnim kwigama opisana je jedan-jedan korespondencija izme|u lepeza u Rn

i torusnih varijeteta kompleksne dimenzije n. Torusni varijetet koji odgovara lepezi

Σ obele`avamo saMΣ. Ova veza izme|u lepeza i torusnih varijeteta nam omogu}ava da

topolo{ke i geometrijske osobine torusnih varijeteta izu~avamo posmatraju}i kombi-
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natoriku wihovih potpornih kompleksa.

Poset (C∗)n-orbita naMΣ odgovara posetu strana lepeze Σ sa obrnutom inkluzi-

jom, tj. k-dimenzionalni konusi odgovaraju orbitama kodimenzije k dejstva algebarskog

torusanaMΣ. n-dimenzionalnikonusiodgovarajufiksnimta~kamadejstva, dokkoordi-

natni po~etak odgovara jedinstvenoj gustoj orbiti. Torusni varijetetMΣ je kompaktan

akoisamoako jelepezapotpuna. Ukoliko jelepezasimplicijalna, torusnivarijetetMΣ

je orbitna mnogostrukost tj. lokalno homeomorfna prostoru orbita dejstva kona~ne

grupe na R2n. Torusni varijetetMΣ je nesingularan ili gladak ako i samo ako je lep-

eza nesingularna i ovakvi torusni varijeteti se u literaturi ~esto nazivaju torusne

mnogostrukosti.

4.1.3 Torusni varijeteti zadati politopom

Torusni varijeteti igraju zna~ajnu ulogu u dokazivawu tvr|ewa vezanih za poli-

tope. Sli~no konstrukciji varijeta iz potpune lepeze mogu}e je konstruisati torusne

varijetete iz politopa.

Neka je P n-politop definisan kao u definiciji 3.1.2 ~ija se temena nalaze u

~vorovima re{etke Zn ⊂ Rn. Takve politope zovemo celobrojnim ili re{etkastim.

Vektori li, 1 ≤ i ≤ m se mogu izabrati tako da budu celobrojni i primitivni, a brojevi

ai tako da budu celi. Vektori li su normalni na pqosni Fi i usmereni ka unutra{wosti

politopa P .

Slika 4.4: Konstrukcija torusnog varijeteta iz politopa

Definisa}emo lepezu Σ(P ) tako {to }e konuse definisati skupovi normalnih

vektora li1 , . . . , lik takvi da pqosni Fi1 , . . . , Fik imaju neprazan presek. Lepeza Σ(P ) se

nazivanormalnalepezapolitopaP . Mo`emo jedefinisatiinaslede}ina~in. Ukoliko

0 ∈ P tada se normalna lepeza sastoji od konusa nad stranama polarnog politopa.
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Defini{imo torusni varijetet MP := MΣ(P ). Varijetet MP je nesingularan ako i

samo ako jeP prost politop i normalni vektori li1 , . . . , lin n pqosniFi1 , . . . ,Fin koji se

seku u istom temenu razapiwu bazu re{etke Zn.

Svaki kombinatorni prost politop je racionalan, tj. ima konveksnu realizaciju sa

temenima ~ije su koordinate racionalni brojevi. Tako|e je mogu}e malo preturbovati

nejednakosti u definiciji 3.1.2 tako da svi brojevi i vektori budu racionalni, a da

se pri tome kombinatorni tip politopa ne promeni. Odavde sledi da mo`emo dobiti

realizaciju u celobrojnim ta~kama pomo}u homotetije kP za neko k ∈ Z. To nije mogu}e
u slu~aju politopa generalno. U svakoj dimenziji≥ 5 postoje konveksni politopi koji

nisu racionalni (ni prosti ni simplicijalni) (pogledati [64]), dok su u dimenziji 2 i 3

svi konveksni politopi racionalni. U dimineziji 4 ovo pitawe je jo{ uvek otvoreno.

Razli~ite realizacije datog prostog kombinatornog politopa proizvode generalno

topolo{kirazli~itetorusnevarijeteteMP . Tako|epostojekombinatornipolitopiP

koji ne dopu{taju realizaciju re{etkom tako da je torusni varijetetMP nesingularan.

Slede}a konstrukcija [30] nam omogu}ava da torusni varijetetMP identifikujemo

kao koli~ni~ki prostor T n × P n/ ∼ gde je ∼ jedna relacija ekvivalencije koju }emo

opisati.

Torus T n }emo posmatrati kao koli~ni~ki model Rn/Zn. Za svaku ta~ku q ∈ P n

definisa}emoG(q) kao stranu najmawe dimenzije koja sadr`i q u svojoj unutra{wosti.

Normalni prostor na G(q) koji }emo ozna~iti sa N je razapet vektorima li koji odgo-

varaju pqosnima Fi koje sadr`e G(q). Po{to je N racionalan potprostor, wegova

projekcija na torus T n je podtorus T (q). Primetimo da je dimT (q) = n − dimG(q).

Tada jeMP topolo{ki prostor

MP = T n × P n/ ∼,

tako da je (t1, p) ∼ (t2, q) ako i samo ako je p = q i t1t
−1
2 ∈ T (q). PodtorusiT (q) su grupe

izotropija dejstva torusa T n naMP , a P
n je prostor orbita. Ako je q teme politopa

P n tada je T (q) = T n, pa temena odgovaraju T n-fiksnim ta~kama od MP . Ukoliko

ta~ka q ∈ intP n onda je T (q) = {e}, tako da je T n-dejstvo slobodno nad unutra{wosti

politopa. Generalnije, π :MP → P n je koli~ni~ka projekcija

π−1(intG(q)) = (T n/T (q))× intG(q).
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Dejstvo torusa T n ⊂ (C∗)n na nesingularnom kompaktnom torusnom varijetetuM je

lokalno ekvivalentno standardnom dejstvu torusa T n na Cn. Prostor orbitaM/T n je

homeomorfan diskuDn koji ima topolo{ku strukturu mnogostrukosti sa }o{kovima

dobijenim skupovima fiksnih ta~aka odgovaraju}ih podtorusa. Grubo govore}i, mno-

gostrukost sa }o{kovima je mnogostrukost lokalno homeomorfna sa otvorenim pod-

skupovima pozitivnog konusaRn
+.

Primer66. Neka jeP n prostpolitop. Za svakotemev ∈ P n defini{imosaUv otvoreni

podskup od P n koji se dobija odbacivawem svih strana koje ne sadr`e teme v. Ovaj skup

je difeomorfan saRn
+, pa je P

n mnogostrukost sa }o{kovima i atlasom {Uv}.

4.2 Kohomologija nesingularnih torusnih varijeteta

Poznavawe kohomologije nesingularnih torusnih varijeteta je od velike va`nosti.

Teorema Danilov-Jurkiewicz-anamdajepotpunukarakterizacijukohomolo{kogprstena

u terminima potpornog kompleksa lepezeΣ.

Neka su primitivni celobrojni vektori du` jednodimenzionalnih konusa lepeze Σ

zapisani u standardnoj bazi odZn:

lj = (l1j, . . . , lnj)
t , j = 1, . . . ,m.

Svakomvektoru lj pridru`i}emopromenqivuvj stepena2idefinisatilinearneforme

θi := li1v1 + · · ·+ limvm ∈ Z[v1, . . . , vm], 1 ≤ i ≤ n.

Ozna~imo sa JΣ ideal u Z[v1, . . . , vm] generisan ovim formama, tj. JΣ = (θ1, . . . , θn).

Sa IKΣ
ozna~i}emo Stanley-Reisner-ov ideal potpornog kompleksa.

Teorema 4.2.1 (Danilov-Jurkiewicz). Neka jeΣ potpuna nesingularna lepeza uRn iMΣ

odgovaraju}i torusni varijetet. Tada:

(a) Betijevi brojevi (rangovi homolo{kih grupa) od MΣ su jednaki 0 u neparnim

dimenzijama, dok su u parnim dimenzijama definisani sa

β2i(MΣ) = hi(KΣ), i = 0, 1, . . . , n,

gde je h(KΣ) = (h0, . . . , hn) h-vektor odKΣ.
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(b) Kohomolo{ki prsten odMΣ dat je sa

H∗(MΣ;Z) = Z[v1, . . . , vm]/(IKΣ
+ JΣ) = Z(KΣ)/JΣ,

gde vi, 1 ≤ i ≤ m ozna~avaju 2-dimenzionalne kohomolo{ke klase dualne invar-

ijantnim divizorima (podmnogostrukostima kodimenzije 2) Di koje odgovaraju 1-

dimenzionalnim konusima lepezeΣ. Niz θ1, . . . , θn je regularan uZ(KΣ).

Dokaz ove teoreme se mo`e prona}i u [40] za slu~aj torusnih varijeteta, a Danilov

je u [22] dao dokaz u generalnom slu~aju. Danilov je tako|e dokazao verziju teoreme 4.2.1

sa koeficijentima uQ koja je ta~na za simplicijalne lepeze i torusne varijetete.

Ideal IKΣ
je potpuno odre|en kombinatorikom lepeze, dok ideal JΣ zavisi od

geometrije lepezeΣ.

Primer 67. Projektivni prostor CP n je torusni varijetetM∆n koji nastaje iz stan-

dardnogsimpleksa∆n. Teorema4.2.1identifikujewegovukohomologijusakoli~ni~kim

prstenom

Z[v1, . . . , vn+1]/(v1 · · · vn+1, v1 − vn+1, . . . , vn − vn+1).

Ra~un u ovomprstenu pokazuje da se sve klase v1, . . . , vn+1 mogu identifikovati sa jednom

dvodimenzionalnom klasom u i da je on izomorfan saZ[u]/(un+1), a to je dobro poznati

oblik kohomolo{kog prstenaH∗(CP n;Z).

4.3 Kvazitorusne mnogostrukosti

Kvazitorusnemnogostrukostiilikvazitorusnivarijetetipredstavqajutopolo-

{ku generalizaciju torusnih varijeteta. Generalno govore}i to su mnogostrukosti na

kojima dejstvuje torus. Wihov pojam je prvi uveden u radu Davis-a i Januszkiewicz-a

[21]. Veza izme|u torusnih varijeteta u algebarskoj geometriji i kvazitorusnih mno-

gostrukosti je veoma bliska. U monografiji Buh{tabera i Panova [13] data je lepa

ekspozicija o ovim mnogostrukostima. Prate}i wihov pristup izlo`i}emo wihove

osnovne osobine i rezultate o kvazitorusnim mnogostrukostima.

4.3.1 Kvazitorusne mnogostrukosti i karakteristi~no preslikavawe

Neka je M2n 2n-dimenzionalna mnogostrukost na kojoj dejstvuje torus T n - T n-

mnogostrukost.
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Definicija 4.3.1. Standardna karta na M2n je ure|ena trojka (U, f, ψ) gde je U

T n-stabilan otvoreni podskup od M2n, ψ neki automorfizam torusa T n, i f je ψ-

ekvivarijantni homeomorfizam f : U → W u neki (T n-stabilan) otvoreni podskup

W ⊂ Cn tj. f(t · y) = ψ(t)f(y) za svako t ∈ T n i y ∈ U . Ka`emo da je dejstvo T n na

M2n lokalno standardno akoM2n poseduje standardni atlas, tj. svaka ta~ka odM2n

le`i u standardnoj karti.

Prostor orbita lokalno standardnog dejstva T n na M2n je n-dimenzionalna mno-

gostrukostsauglovimaikvazitorusnemnogostrukostiodgovarajuslu~ajukada jeprostor

orbita difeomorfan, kao mnogostrukost sa }o{kovima, prostom politopu P n.

Definicija 4.3.2. Neka je dat prost politop P n. T n-mnogostrukost M2n se naziva

kvazitorusna mnogostrukost nad P n ukoliko su zadovoqeni slede}i uslovi:

1. dejstvo T n je lokalno standardno;

2. postoji projekcija π : M2n → P n koja je konstantna na T n-orbitama koja pres-

likava svaku k-dimenzionalnu orbitu u ta~ku u unutra{wosti strane kodimenzije

k politopa P n za svako k = 0, . . . , n.

Slika 4.5: Orbitno preslikavawe π kvazitorusne mnogostrukostiM2n

Dejstvo T n na kvazitorusnoj mnogostrukosti M2n je slobodno nad unutra{wosti

koli~ni~kog politopa P n, a temena politopa P n odgovaraju T n-fiksnim ta~kama od
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M2n. Neka su F1, . . . , Fm pqosni od P n. Za svaku pqosan Fi, skup π
−1(intFi) se sas-

toji od orbita kodimenzije 1 sa istom 1-dimenzionalnom podgrupom izotropije, koju

obele`avamo sa T (Fi), (videti Sliku 4.5). π
−1(intFi) je 2(n − 1)-dimenzionalna kvaz-

itorusna podmnogostrukost nad Fi, u odnosu na dejstvo T
n/T (Fi) i ozna~ava}emo je

sa M
2(n−1)
i i nazivati podmnogostrukost pqosni koja odgovara Fi. Wena podgrupa

izotropije T (Fi) se mo`e napisati kao

T (Fi) =
{(
zλ1i , . . . , zλ1n

)
∈ T n | |z| = 1

}
.

Vektor λi = (λ1i, . . . , λni)
t ∈ Zn je odre|en samo do na znak i naziva se vektor pqosni

koji odgovara Fi. Korespondencija

l : Fi 7→ T (Fi) (4.3)

se naziva karakteristi~no preslikavawe odM2n.

Neka jeGn−k strana kodimenzije k dobijena kao presek k pqosniGn−k = Fi1 ∩ · · · ∩
Fik . Tada se podmnogostrukostiMi1 , . . . ,Mik seku transverzalno u podmnogostrukosti

M(G)2(n−k), koju nazivamo podmnogostrukost strane koja odgovara strani G. Pres-

likavawe T (Fi1) × · · · × T (Fik) → T n je iwektivno po{to je T (Fi1) × · · · × T (Fik)

k-dimenzionalnapodgrupaizotropijeodM(G)2(n−k). Dakle, vektoriλi1 , . . . ,λikformi-

raju deo baze re{etkeZn.

Neka jeΛ celobrojnan×mmatrica ~iju i-tu kolonuformiraju koordinate vektora

pqosni λi, i = 1, . . . ,m. Svako teme v ∈ P politopa P dobija se kao presek n pqosni

v = Fi1 ∩ · · · ∩ Fin , a kako vektori λi1 , . . . , λin predstavqaju bazu celobrojne re{etke,

to podmatricaΛ(v) := Λ(i1,...,in) odΛ koju formiraju kolone i1, . . . , in ima osobinu∣∣detΛ(v)

∣∣ = 1. (4.4)

MatricuΛnazivamokarakteristi~nommatricomkvazitorusnemnogostrukosti. Stan-

ley-Reisner-ovprstenikarakteristi~namatricaΛnosedostainformacijaotopologiji

kvazitorusne mnogostrukosti.

Korespondencija

Gn−k 7→ podgrupa izotropije odM(G)2(n−k)
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produ`uje karakteristi~no preslikavawe (4.3) do preslikavawa iz poseta strana od P n

u poset podtorusa od T n.

Definicija 4.3.3. Neka je P n kombinatorni prost politop i l preslikavawe pqosni

od P n u 1-dimenzionalne podgrupe od T n. Tada ure|eni par (P n, l) nazivamo karakter-

isti~nimparomako je l(Fi1)×· · ·×l(Fik) → T n injektivnokadgod jeFi1∩· · ·∩Fik ̸= ∅.

Preslikavawe l se direktno produ`ava do preslikavawa iz poseta stranaP n u poset

podtorusa od T n, tako da imamo podgrupu l(G) ⊂ T n za svaku stranu G politopa P n.

U slu~aju standardnog dejstva T n na Cn, tada postoji projekcija T n × P n → M2n

~ije su fibre nad x ∈ M2n podgrupe izotropija nad x. Ovaj argument se koristi za

rekonstruisawe kvazitorusne mnogostrukosti iz datog karakteristi~nog para (P n, l).

Za datu ta~ku q ∈ P n, ozna~imo sa G(q) minimalnu stranu koja sadr`i q u svojoj

relativnoj unutra{wosti. Defini{imo relaciju ∼ na T n × P n na slede}i na~in

(t1, p) ∼ (t2, q) ako i samo ako je p = q i t1t
−1
2 ∈ l(G(q)). Defini{imo

M2n(l) := (T n × P n)/ ∼ .

Slobodno dejstvo torusa T n na T n × P n se o~igledno spu{ta do dejstva (T n × P n)/ ∼,
sa koli~nikom P n. Ovo dejstvo je slobodno nad unutra{wo{}u politopa P n i wegove

fiksne ta~ke su temena od P n, (videti Sliku 4.5). Kao {to je P n pokriven otvorenim

skupovima Uv, sme{tenim u temenima i difeomorfnim sa Rn
+, tako je i prostor (T

n ×
P n)/ ∼prekrivenotvorenimskupovima (T n×Uv)/ ∼ homeomorfnimsa (T n×Rn

+)/ ∼,
tj. sa Cn. Odvade sledi da je dejstvo T n na (T n × P n)/ ∼ lokalno standardno, i prema

tome (T n × P n)/ ∼ je kvazitorusna mnogostrukost.

Opisana konstrukcija kvazitorusnemnogostrukosti semo`e iskazati i u terminima

definicije 2.3.10. Uo~imo poset strana politopa P i za svaku k-stranu politopa G =

Fi1 ∩ · · ·Fik uo~imo prostor T k × G pri ~emu T k shvatamo kao T n/(l(Fi1) × · · · ×
l(Fin−k+1

)). Za straneG ⊂ E definisa}emo preslikavawe dEG : T l × E → T k ×G na

slede}i na~in dEG(t, x) = (l(t), x) gde je l(t) ∈ T l/T l−k, tj. l je preslikavawe izme|u

poseta podtorusa T n koje nastaje iz karakteristi~nog preslikavawa (4.3). Tada je

M2n = colimPT
k ×G.

Proizvod dve kvazitorusne mnogostrukostiM2n1
1 iM2n2

2 nad politopima P n1
1 iP n2

2

je kvazitorusna mnogostrukost nad politopom P n1
1 × P n2

2 .
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4.3.2 Kohomologija kvazitorusnih mnogostrukosti

Kohomologiju kvazitorusnih mnogostrukosti opisali su Davis i Januszkiewicz

u [21]. Oni su konstruisali CW strukturu sa }elijama iskqu~ivo parne dimenzije na

kvazitorusnoj mnogostrukosti.

NekasuF1, . . . ,FmpqosniprostogpolitopaP
ninekajeZ[v1, . . . , vm]polinomijalna

algebra nad Z sa m generatora v1, . . . , vm po jednim za svaku pqosan. Stanley-

Reisner-ov prsten prostog politopa P n je prema definiciji 3.2.6 je koli~ni~ki prsten

Z(P n) = Z[v1, . . . , vm]/IP gde je IP ideal generisan svim beskvadratnim monomima

vi1vi2 · · · vis takvim da je Fi1 ∩ · · · ∩ Fis = ∅ u P , i1 < · · · < is.

Neka je kvazitorusna mnogostrukost M2n zadata karakteristi~nim preslikava-

wem l : Fi 7→ T (Fi) i vektorima pqosni λi = (λ1i, . . . , λni)
t ∈ Zn, i = 1, . . . , m.

Defini{imo linearne forme

θi := λi1v1 + · · ·+ λimvm ∈ Z[v1, . . . , vm], 1 ≤ i ≤ n. (4.5)

Slike ovih linearnih formi u Stanley-Reisner-ovom prstenu Z(P n) ozna~ava}emo na

isti na~in. Neka je Il ideal uZ(P n) generisan sa θ1, . . . , θn.

Teorema 4.3.1 (Davis-Januszkiewicz). Kohomolo{ki prsten odM2n je opisan sa

H∗(M2n;Z) = Z[v1, . . . , vm]/(IP + Il) = Z(P n)/Il,

gde su vi 2-dimenzionalne kohomolo{ke klase dualne podmnogostrukostima pqosni

M
2(n−1)
i , i = 1, . . . ,m.

4.3.3 Stiefel-Whitney-eve klase kvazitorusnih mnogostrukosti

Davis i Januszkiewicz su u radu u [21] izra~unali i karakteristi~ne klase kvaz-

itorusnih mnogostrukosti. U wihovom radu dobijena je formula [21, Teorema 4.14,

Posledica 6.8]izkoje sedobijajumnogetopolo{keinvarijantemnogostrukosti, izme|u

ostalog i karakteristi~ne klase.

Neka je P prost politop dimenzije n sam pqosni iM kvazitorusna mnogostrukost

dimenzije 2n nadP . Neka je vj (deg vj = 2, j = 1, . . . ,m)Poenkareov dual invarijantne

podmnogostrukostiMj kodimenzije 2 uM
2n, kao i u prethodnom poglavqu. Ekvivari-

jantni kohomolo{ki prstenH∗
Tn(M ;Z) = H∗(ET ×Tn M) odM ima slede}u strukturu
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prstena:

H∗
Tn(M ;Z) ≃ Z[v1, . . . , vm]/I,

gde je I Stanley-Reisner-ov ideal (ideal strana) politopaP u polinomijalnom prstenu

Z[v1, . . . , vm].
Neka je π : ET ×T M → BT prirodna projekcija. Indukovani homomorfizam

π∗ : H∗(BT ) = Z[t1, . . . , tn] → H∗(ET ×Tn M) = H∗
Tn(M ;Z)

se opisuje n ×m matricom Λ = (λ1, . . . , λm), gde λj ∈ Zn ( j = 1, . . . ,m ) odgovaraju

generatorima Lieve algebre izotropske podgrupe karakteristi~ne podmnogostrukosti

Mj . Drugim re~ima,Λ je karakteristi~na matrica odM . Neka jeλj = (λ1j, . . . , λnj)
t ∈

Zn. Tada imamo

π∗(ti) =
m∑
j=1

λijvj

koji generi{u idealJ uZ[v1, . . . , vm] sa π∗(ti) za sve i = 1, . . . , n. Prema Teoremi 4.3.1

je:

H∗(M) ≃ Z[v1, . . . , vm]/(I + J ).

Slede}a teorema ~iji se dokaz mo`e na}i u [21] opisuje Stiefel-Whitney-eve klase

kvazitorusne mnogostrukostiM .

Teorema 4.3.2 ( Davis-Januszkiewicz formula). Stiefel-Whitney-eve karakteristi~ne

klase su opisane formulom:

ω(M) = ı∗
m∏
i=1

(1 + vi),

gde je ı inkluzija ı :M → ET ×T M i ı∗ je indukovani homomorfizam.

4.3.4 Nesingularni torusni varijeteti i

kvazitorusne mnogostrukosti

Konstrukcija kvazitorusne mnogostrukosti iz karakteristi~nog para i torusnog

varijeteta iz politopa imaju sli~nosti. U slu~aju prostog politopa P sa temenima

u re{etki dobijeni nesingularni torusni varijetet je i kvazitorusna mnogostrukost

nad kombinatornim politopom P . Karakteristi~na preslikavawa i karakteristi~na

67



\or|e Barali}

matrica su u ovum slu~aju iste. Zato je projektivan prostor CP n kvazitorusna mno-

gostrukost nad simpleksom∆n.

Svaki nesingularni projektivni torusni varijetet je dakle i kvazitorusna mno-

gostrukost, aliuop{temslu~ajunesigularnineprojektivnitorusnivarijetetnemorada

bude kvazitorusnamnogostrukost. Iako je prostor orbitamnogostrukost sa }o{kovima,

ona ne mora biti difeomorfna sa prostim politopom. Eksplicitan primer takvog

torusnog varijeteta jo{ uvek nije prona|en.

Definicija4.3.4. SimplicijalnalepezaΣuRn je strogopolitopalna ukolikosemo`e

realizovatikaokonus satemenomuO nadstranamakonveksnog simplicijalnogpolitopa

ili ekvivalentno ukoliko je normalna lepeza prostog politopa sa temenima u re{etki.

Simplicijalna lepeza Σ je slabo politopalna ako je wen potporni simplicijalni

kompleksKΣ politopalna sfera.

Neka je Σ nesingularna lepeza i MΣ odgovaraju}i torusni varijetet. Tada je MΣ

projektivan ako i samo ako je Σ strogo politopalna lepeza, MΣ je kvazitorusna mno-

gostrukost ako i samo ako je Σ slabo politopalna. Dakle, pronala`ewe nesingularne

lepeze koja nije slabo politopalna.

Primerkvazitorusnemnogostrukostikojanijetorusnivarijetet jepovezanasumadve

kompleksne projektivne ravni CP 2♯CP 2. Ovo je primer kvazitorusne mnogostrukosti

nad kvadratom I2, ali weno tangentno raslojewe ne dozvoqava kompleksnu strukturu, pa

ne mo`e biti ni torusni varijetet.

Prirodno je postaviti i pitawe klasifikacije kvazitorusnih mnogostrukos-ti nad

zadatim prostim politopom. Slede}i primer je primer prostog politopa koji ne

dopu{ta karakteristi~no preslikavawe.

Primer 68. Neka je Pn 2-susedski prost politop sa m ≥ 2n pqosni kao npr. polarni

politopcikli~nogpolitopaCn(m)izprimera36san ≥ 4im ≥ 2n. Zaista, ukolikobi

postojalo karakteristi~no preslikavawe tada bi postojala i karakteristi~na matrica

Λ. Kako je m ≥ 2n to bi moralo da postoje dve kolone tj. dva vektora λi i λj ~ije su

sve koordinate iste parnosti. Po{to je P dva susedski politop, odgovaraju}e pqosni

Fi i Fj imaju neprazan presek i kolone i i j ulaze u sastav podmatrice Λv za neko v. No

detΛv ≡ 0 (mod 2), {to je nemogu}e.

Prethodniprimerpokazujedanepostojinesigularnitorusnivarijetetnadpolarnim

politopom cikli~nog politopa (Cn(m))∗ sa ne mawe od 2n pqosni. To zna~i da se
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kombinatorni politop Cn(m) sa m ≥ 2n ne mo`e realizovati kao simplicijalni

politop sa temenima u re{etki, na takav na~in da je lepeza nad wegovim stranama

nesigularna. U torusnoj geometriji, pitawe da li za zadatu kompletnu nesingularnu

lepezu Σ postoji kombinatorno ekvivalentna lepeza Σ′ iz koje nastaje glatki torusni

varijetet, poznato jekao Ewald-ovahipoteza. Pokazano jedanijednalepezanadstranama

realizacije cikli~nog politopa Cn(m) sa m ≥ n + 3 nije nesingularna. Ovo zna~i

da se neki cikli~ni politopi Cn(m) sa malim brojem temena (izme|u n + 3 i 2n) mogu

pojaviti kao prostori orbita kvazitorusne mnogostrukosti, ali ne i nesingularnih

torusnih varijeteta.

Iz svega ovoga prirodno se postavqa pitawe:

Problem 1. Opisati klasu kombinatornih politopa P n koji dozvoqavaju karakter-

isti~no preslikavawe u smislu (4.3).

Karakteristi~no preslikavawe je podsetimo odre|eno matricomΛ koja zadovoqava

uslove (4.4) za svako v ∈ P n. Uslov (det Λv)
2 = 1 defini{e hiperpovr{ u prostoru

M(n,m;Z) celobrojnih n×m matrica. Iz definicije sledi da:

Stav 4.3.1. Skup karakteristi~nih matrica se poklapa sa presekom∩
v∈Pn

{
(det Λ(v))

2 = 1
}

hiperpovr{i u prostoruM(n,m;Z)

4.3.5 Hirzebruch-ove povr{i i

4-dimenzionalne kvazitorusne mnogostrukosti

Hirzebruch-ove povr{i je uveo Hirzebruch u [39] i one su algebarske povr{i nad

kompleksnim brojevima. Osnovne osobine ovih mnogostrukosti su date u [42]. Kao

kompleksne mnogostrukosti one se me|usobno razli~ite dok kao glatke mnogostrukosti

postoje samo dva razli~ita difeomorfna tipa.

Za dati prirodan broj k, Hirzebruch-ova povr{ je kompleksna mnogostrukost

CP (ζk ⊕ C), gde je ζk kompleksno linijsko raslojewe nad CP 1 ~ija je prva ^ernova

klasa k, iCP (·) ozna~ava projektivizaciju kompleksnog raslojewa. Svaka Hirzebruch-

ova povr{ je totalni prostor raslojewaHk → CP 1 sa fibromCP 1. Za parno k povr{

Hk je difeomorfnasaS
2×S2, a zaneparnok saCP 2♯CP 2, gdeCP 2 ozna~avakompleksni
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prostor CP 2 sa obrnutom orijentacijom. Hirzebruch-ova povr{ Hk je kvazitorusna

mnogostrukost ~iji je prostor orbita kombinatorni kvadrat.

Problem topolo{ke klasifikacije (do na difeomorfizam) za kvazitorusne mno-

gostrukosti nad prostim politopom je otvoren. Do sada su poznati samo neki parcijalni

rezultati. U [51] problem klasifikacije kvazitorusnih mnogostrukosti nad poligo-

nima je u potpunosti re{en .

Teorema 4.3.3. Kvazitorusna mnogostrukost dimenzije 4 je difeomorfna povezanoj

sumi nekoliko kopijaCP 2,CP 2 i S2 × S2.
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5. STEPENIPRESLIKAVAWAIZME\UKVAZITORUSNIH

MNOGOSTRUKOSTI

5.1 Stepen preslikavawa

Stepeni preslikavawa su jedna od prvih prou~avanih topolo{kih invarijanti.

Skoro svi uxbenici algebarske topologije poseduju deo koji je posve}en stepenu pres-

likavawa i nekim tehnikama wegovog ra~unawa.

Neka su date dve orjentisane n-mnogostrukosti M i N . Svako preslikavawe f :

M → N indukuje homomorfizam

f∗ : H∗(M) → H∗(N).

Definicija 5.1.1. Stepen preslikavawa f je ceo broj takav da je

f∗([M ]) = k [N ],

gde su [M ] ∈ Hn(M) i [N ] ∈ Hn(N) fundamentalne homolo{ke klase mnogostrukosti

M iN redom.

Prirodno se postavqa pitawe:

Problem 2. Za date dve mnogostrukostiM iN odrediti sve cele brojeve koje se mogu

realizovati kao stepeni nekog preslikavawa

f :M → N?

Ovo je te`ak problem, i matematika jo{ uvek nije dala odgovor na ovo pitawe.

Problem se takore}i neprekidno izu~ava dva veka u nazad i najve}i napredak je ostvaren

u parcijalnim slu~ajevima kada je n = 2 i n = 3.

Definicija 5.1.2. Za date dve zatvorene orijentabilne n-mnogostrukosti M i N ,
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saD(M,N) ozna~avamo skup svih celih brojeva koji se mogu realizovati kao stepeni

nekog preslikavawa izM uN

D(M,N) = {degf | f :M → N}.

Udimenzijin = 2, problemodre|ivawaskupaD(M,N) je potpunore{enuradovima

[41] i [28]. U dimenziji n = 3, brojni matemati~ari su prou~avali problem i za

mnoge klase 3-mnogostrukosti je problem re{en. Najva`niji rezultati u slu~aju 3-

mnogostrukosti mogu se prona}i u preglednom radu Wang-a, [59]. Rezultati u dimenziji

2i3pokazuju da skupD(M,N) zavisiodhomotopskogtipaobemnogostrukostiM iN . U

radu [52]suprou~avanistepenipreslikavawame|uGrassmann-ovimmnogostrukostima.

U standardnom kursu topologije ( [35] i [11]) dato je nekoliko efektivnih metoda

za izra~unavawe stepena preslikavawa. Stav 2.30 i Ve`ba 8. str. 258 u [35] se lako

generalizuju u tvr|ewe:

Teorema 5.1.1. Neka je preslikavawe f : M → N izme|u povezanih zatvorenih ori-

jentabilnih n-mnogostrukosti i y ∈ N ta~ka takva da je f−1(y) = {x1, . . . , xk} i
postoji lopta B ⊂ N , y ∈ B takva da je f−1(y) unija k disjunktnih lopti B1, . . . ,

Bk, xi ∈ Bi za svako i, 1 ≤ i ≤ k, stepen preslikavawa degf je suma

degf =
k∑

i=1

degf | xi

gde je degf | xi lokalni stepen preslikavawa, tj. stepen preslikavawa f : ∂Bi → ∂B.

Teorema 5.1.1 tvrdi da degf izra~unava koliko se puta polazna mnogostrukost M

�namotava okolo� polazne mnogostrukosti N preslikavawem f . Ova geometrijska

intuicija je vode}i princip u ve}ini radova koje se bave stepenima preslikavawa. Iz

Teoreme 5.1.1 je lako proizvesti preslikavawe bilo kog zadatog stepena k u sferu

Sn. Jednostavno uo~imo k disjunktnih lopti naM i preslikajmo wihove unutra{wosti

homeomorfizmomkoji~uvaorijentacijunaSn−{pt}, a preostaleta~kemnogostrukosti
M preslikajmo u ta~ku {pt}, Slika 5.1. Dakle,D(Mn, S) = Z.

Svako preslikavawe f : M → N indukuje homomorfizam u homologiji f∗ i koho-
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Slika 5.1: Preslikavawe stepena k izMn u Sn.

mologiji f ∗. Iz slede}eg komutativnog dijagrama (videti [35], str. 241)

Hn(M ;Z)×Hk(M ;Z)
f∗
��

∩ // Hn−k(M ;Z)
f∗
��

Hn(N ;Z)×Hk(N ;Z)

f∗
OO

∩ // Hn−k(N ;Z)

zakqu~ujemo da preslikavawa nenultog stepena f , indukuju monomorfizme za svako

k f ∗ : Hk(N ;Z) → Hk(M ;Z). Dakle, ne postoji preslikavawe nenultog stepena

f : Σn → M iz homolo{ke sfere Σn u zatvorenu orijentisanu mnogostrukost M sa

netrivijalnom kohomologijom.

Lako se konstrui{e preslikavawe stepena 0, tako da 0 ∈ D(M,N). Identitet

preslikavawepokazuje da 1 ∈ D(M,M). SaProblemom2mo`emopostaviti jednomawe

ambiciozno pitawe:

Problem 3. Za date dve mnogostrukostiM iN da li postoji preslikavawe stepena

1 izM uN?

Slede}i primeri pokazuju da se u op{tem slu~aju skupovi D(M,N) razlikuju od

slu~aja do slu~aja. ^ak i za Problem 3 je te{ko dati potvrdan ili odre~an odgovor.

Stav 5.1.1. Za svaku povezanu zatvorenu orijentabilnu mnogostrukost M2n−1 va`i

D(M,RP 2n−1) = 2Z.

Dokaz: Sfera Sn je univerzalno natkrivawe projektivnog prostora RP n i neka je

p natkrivaju}e preslikavawe. Neka je f : M → RP n preslikavawe. Posmatrajmo
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slede}i komutativni dijagram

S
p
��

M

f̃
;;wwwwwwww f // RP n.

Po{to jefundamentalna grupaπ1M trivijalna, postoji podizawe f̃ :M → Sn od f . Iz

funktorijalnosti homologije dobijamo f∗ = p∗f̃∗, te je stoga degf = degp · degf̃ . No,
kako je deg p = 2 kada je n neparno, sledi da je degf parno.

Nije te{kokonstruisatipreslikavawe stepena 2k. Komponujmobilokoje preslika-

vawe stepena k izM u S2n−1 sa p. �

Stav 5.1.2. Neka jeM prosto povezana zatvorena orijentabilna 3-mnogostru-kostM ,

i P Poenkareova homolo{ka sfera. Tada jeD(M,P ) = 120Z.

Dokaz: SferaS3 jeuniverzalnonatkrivaweodP , a stepennatkrivawep je120. Argument

je isti kao u prethodnom dokazu. �
Komentar. Stav 5.1.2 je samo specijalni slu~aj rezultata Legrand-Matveev-

Zieschang [37]oizra~unavawustepenapreslikavawaizme|u Seifert-ovihmnogostrukosti

u Poenkareovu homolo{ku sferu. Ovaj rezultat zajedno sa rezultatima iz rada [37]

odgovorio je na Problem 2 u slu~aju Seifert-ovih mnogostrukosti.

Rezultati o 3-mnogostrukostima obi~no predpostavqaju neku dodatnu geometrijsku

ili topolo{ku strukturu na mnogostrukosti. Do pre nekoliko godina samo nekoliko

specijalnih slu~ajeva mnogostrukosti ~ija je dimenzija iznad 3 je prou~avano, od ko-

jih su mo`da najzanimqiviji [8], [24] i [33]. Haibao Duan i Shicheng Wang su

napravili zna~ajan iskorak u problemu sa radovima [25] i [27], jer su formulisali al-

gebarski uslov za postojawe preslikavawa odre|enog stepena izme|u (n− 1)-povezanih

2n-mnogostrukosti. Wihov algebarski uslov sledi iz topologije ovih mnogostrukosti.

Me|utim, ~akiudimenziji4gde je situacijanajjednostavnija, oveuslovenije jednostavno

proveriti.

5.2 Rezultati Duan-a i Wang-a

Radovi [25] i [27] su zna~ajno pro{irila na{a znawa o stepenima preslikavawa

izme|u zatvorenih orjentabilnih 2n-mnogostrukosti. U ovom delu }emo se upoznati

sa nekim delovima wihovog rada i ponovo dokazati Teoremu 2 iz rada [25], kao i dati

poja~awe Posledice 3 Wang-ovog i Duan-ovog rezultata.
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Neka jeM 2n-dimenzionalna, zatvorena, povezana i orjentabilna mnogostru-kost,

n > 1 i neka je H̄n(M ;Z) slobodni deo u kohomolo{koj grupiHn(M ;Z). Kap proizvod
u kohomologiji

H̄n(M ;Z)⊗ H̄n(M ;Z) → H2n(M ;Z)

defini{e prese~nuformuXM nad H̄n(M ;Z), koja je poPoenkareovoj dualnosti bilin-
earna i unimodularna, videti [35], Stav 3.38. Ova forma je i n-simetri~na u smislu da

je

XM(x⊗ y) = (−1)nXM(y ⊗ x).

Neka je α = (α1, . . . , αm) baza za H̄
n(M ;Z). Tada prese~na forma XM odre|uje

m×m matricuA = (aij) gde su elementi aij dati sa

aij = αi ∪ αj[M ],

a [M ] je fundamentalna klasa uH2n(M).

Neka je f : M → L preslikavawe izme|u povezanih, zatvorenih i orjentabilnih

2n-mnogogostrukostiM iL, i neka su f ∗ i f∗ indukovani homomorfizmi kohomolo{kih

i homolo{kih prstena. Neka suα = (α1, . . . , αm) iβ = (β1, . . . , βl) baze za H̄
n(M ;Z) i

H̄n(L;Z) redom. Indukovani homomorfizam f ∗ odre|ujem× l matricuP = (pij) takvu

da je

f ∗(αi) =
l∑

j=1

pijβj,

za svako i, 1 ≤ i ≤ m.

Teorema 5.2.1 ( H. Duan, S. Wang). Neka su M i L zatvorene orjentabilne 2n-

mnogostrukosti sa prese~nimmatricamaA iB nad zadatimbazamaα za H̄n(M ;Z) iβ
za H̄n(L;Z). Ako postoji preslikavawe f :M → L stepena ktakvo da je f ∗(β) = αP ,

tada je

P tAP = kB.

[tavi{e, ako je k = 1, tada jeXL je izomorfno direktnom sabirku odXM .

Dokaz: Za preslikavawe f : M → L va`i f∗([M ]) = k[L]. Iz funktorijalnosti kap i

kep proizvoda dobijamo

XM(f ∗(x)⊗ f ∗(y)) = f ∗(x) ∪ f ∗(y)[M ] =
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= f ∗(x ∪ y)[M ] = (x ∪ y)f∗([M ]) = (x ∪ y)k[L] = kXL(x⊗ y)

za svako x, y ∈ H̄n(L;Z). Dakle, slede}e dijagram komutira

H̄n(L;Z)× H̄n(L;Z) XL //

f∗⊗f∗

��

Z
×k
��

H̄n(M ;Z)× H̄n(M ;Z) XM // Z.

Kao posledicu, za bazuα za H̄n(M ;Z) i β za H̄n(L;Z) ova ~iwenica se zapisuje u formi
P tAP = kB gde je f ∗(β) = αP .

Specijalno, kada je k = 1 restrikcija naXM podgrupe f ∗(H̄n(L;Z)) ⊂ H̄n(M ;Z)
je izomorfna sa XL i unimodularna. Prema Lemi o ortogonalnoj dekompoziciji [47],

str. 5, je

XM = Xf∗(H̄n(L;Z)) ⊕XH⊥ = XL ⊕XH⊥ ,

gde jeH⊥ ortogonalni komplement od f ∗(H̄n(L;Z)) iXH⊥ je restrikcijaXM naH⊥. �
U istom radu Duan i Wang su dokazali slede}u teoremu koja daje potpuni kriter-

ijum za postojawe preslikavawa stepena k iz 4-mnogostrukosti M u prosto povezanu

4-mnogostrukostL.

Teorema 5.2.2. Neka suM i L povezane, zatvorene i orjentabilne 4-mnogostrukosti

sa prese~nim matricamaA iB nad datim bazama α za H̄2(M ;Z) i β za H̄2(L;Z). Ako
je L prosto povezana, tada postoji preslikavawe f : M → L stepena k takvo da je

f ∗(β) = αP ako i samo ako je

P tAP = kB.

[tavi{e, postoji preslikavawe f :M → L stepena 1 ako i samo ako jeXL izomorfno

direktnom sabirku odXM .

Duan i Wang su dokazali u radi [25] Posledicu 3 Teoreme 5.2.1. Iz wihovih

razmatrawa se lako zakqu~uje da ona va`i u ne{to generalnijoj formi.

Posledica 6. Neka suM i L zatvorene orjentabilne 2n-mnogostrukosti takve da je

rankH̄n(M ;Z) = rankH̄n(L;Z) = 2r+1. Tada jezabilokojepreslikavawef :M → L,

apsolutna vrednost stepena preslikavawa od f potpun kvadrat.

Dokaz: Neka je P matrica realizovana preslikavawem f . Po Teoremi 5.2.1 imamo da je

P tAP = kB,
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gde su P , A i B kvadratne matrice reda 2r + 1. Uzimaju}i determinante na obe strane

jednakosti dobijamo |P |2|A| = k2r+1|B|. Po{to su A i B unimodularne matrice, to je

|P |2 = |k|2r+1. Dakle, |k| je potpun kvadrat. �
U radovima [25] i [27], Duan i Wang su razvili tehniku za prou~avawe nenul-

tih stepena preslikavawa izme|u (n − 1)-povezanih zatvorenih i orjentabilnih 2n-

mnogostrukosti. Svoju tehniku su ilustrovali na brojnim konkretnim primerima. U

narednom delu }emo nastaviti u istom duhu kao u radu [25] i poku{ati da te rezultate

postavimo u malo generalniji kontekst.

5.3 Stepeni preslikavawa izme|u kvazitorusnih

4-mnogostrukosti

Preslikavawa izme|u nekih kvazitorusnih 4-mnogostrukosti su prou~avana u radu

[25], kao primeri koji ilustruju primenu Teorema 5.2.1 i 5.2.2. Rezultati koji su oni do-

bili u najjednostavnijim slu~ajevima nisu trivijalni. U ovom delu }emo se fokusirati

na generalniji slu~aj kvazitorusnih 4-mnogostrukosti. Ove mnogostrukosti su razma-

trane u [6].

Kvazitorusne 4-mnogostrukosti su topolo{ki klasifikovane Teoremom 4.3.3 i wi-

hova prese~na forma se lako odre|uje. Matrice koje predstavqaju prese~ne forme za

CP 2,CP 2 i S2 × S2 su

[
1
]
,

[
−1

]
, i

[
0 1

1 0

]
(5.1)

redom. Dakle, prese~na forma zaCP 2♯CP 2 ima matri~nu reprezentaciju kao[
1 0

0 −1

]
. (5.2)

Teorema 4.3.3 tvrdi da je kvazitorusna 4-mnogostrukost difeomorfna sa

(
CP 2

)♯a
♯
(
CP 2

)♯b
♯
(
S2 × S2

)♯c
=

= CP 2♯ · · · ♯CP 2︸ ︷︷ ︸
aputa

♯CP 2♯ · · · ♯CP 2︸ ︷︷ ︸
bputa

♯ S2 × S2♯ · · · ♯S2 × S2︸ ︷︷ ︸
cputa

.
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Prese~na forma date kvazitorusne mnogostrukosti ima reprezentaciju (a + b + 2c)-

kvadratne matrice  Ia×a 0 0

0 −Ib×b 0

0 0 Ac×c

 , (5.3)

gde jeAc×c 2c-kvadratna matrica

0 1 0 0 · · · 0 0

1 0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 1 · · · 0 0

0 0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 0 1

0 0 0 0 · · · 1 0


.

Neka su

M = (CP 2)
♯a
♯
(
CP 2

)♯b
♯ (S2 × S2)

♯c
iN = (CP 2)

♯d
♯
(
CP 2

)♯e
♯ (S2 × S2)

♯f
dve kvaz-

itorusne mnogostrukosti, a A i B matrice wihovih prese~nih formi, redom. Iz Teo-

reme 5.2.2 sledi da postoji preslikavawe stepena k izme|uM iN ako i samo ako postoji

(a+b+2c)×(d+e+2f)matricaP takva da jeP tAP = kB. Direktnimizra~unavawem

dobijamo da su elementi (d+ e+ 2f)-kvadratne matriceC = P tAP :

cij =
a∑

r=1

priprj −
b∑

r=1

pa+r ipa+r j +
c∑

r=1

(pa+b+2r−1 ipa+b+2r j + pa+b+2r ipa+b+2r−1 j).

Re{avawematri~nejedna~ineP tAP = kB jeekvivalentnore{avawuodgovaraju}egsis-

temaDiofantovih jedna~ina. Nepostoji algoritamzare{avaweDiofantove jedna~ine,

tako da ne postoji prirodan put za pristup problemu. U na{em sistemu svega d + e + f

od
(d+e+f)(d+e+f+1)

2
izraza na levoj strani jedna~ina je jednako±k, dok su ostali jednaki

0.

Doka`imo slede}u lemu:

Lema 5.3.1. Neka suBn×k iCk×n proizvoqne matrice takve da je k < n. Tada je

det |B · C| = 0.
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Dokaz: Ozna~imo A = B · C . Tada je aij =
∑k

r=1 bircrk. Neka su B
′ i C ′ n-kvadratne

matrice takve da

B′ =
[
B 0

]
, C ′ =

[
C

0

]
.

O~igledno je

B′ · C ′ = B · C = A,

i odatle sledi da je

0 = detB′ · detC ′ = detA.

�

Teorema 5.3.1. Neka suM iN povezane, zatvorene i orjentabilne 2n-mnogostrukosti

takve da je 1 ≤ rankH̄n(M ;Z) < rankH̄n(N ;Z). Tada ne postoji preslikavawe

f :M → N nenultog stepena.

Dokaz: Ovo je posledica Leme 5.3.1 primewene na matrice P t iA · P . Prema Lemi je

0 = krankH̄
n(N ;Z) detB,

a zbog unimodularnosti prese~ne forme je k = 0. �

Teorema 5.3.2. Ako postoji preslikavawe f : M → N stepena k izme|u dve 4-

mnogostrukosti, tada postoji preslikavawe stepena k izM♯CP 2 uN .

Dokaz: Neka jeA matrica prese~ne forme zaM ,B zaN i P matrica, takva da je

P tAP = kB.

Tada je A′ =

[
1 0

0 A

]
matrica prese~ne forme za M♯CP 2. Matrica P ′ =

[
0

P

]
o~igledno zadovoqava uslov

(P ′)tA′P ′ = kB.

�

Teorema 5.3.3. Ako postoji preslikavawe f : M → N stepena k izme|u dve 4-

mnogostrukosti, tada postoji preslikavawe stepena k izM♯ (S2 × S2) uN .

79



\or|e Barali}

Dokaz: Neka jeA matrica prese~ne forme zaM ,B zaN i P matrica, takva da je

P tAP = kB.

Tada je A′ =

 0 1 0

1 0 0

0 0 A

 matrica prese~ne forme zaM♯ (S2 × S2). Matrica P ′ =

 0

0

P

 o~igledno zadovoqava uslov
(P ′)tA′P ′ = kB.

�
Kao posledicu Teorema 5.3.2 i 5.3.3 dobijamo:

Posledica7. Akopostojipreslikavawef :M → N stepenak izme|udve4-mnogostru-

kosti, tada postoji preslikavawe stepena k izM♯Q u N za svaku 4-mnogostrukost

Q.

Teorema 5.3.4. Ako su f : M → N i g : M ′ → N ′ preslikavawa stepena k izme|u

4-mnogostrukosti, tada postoji preslikavawe stepena k izM♯M ′ uN♯N ′.

Dokaz: Neka su A i A′ matrice prese~nih formi zaM iM ′, B i B′ za N i N ′, P i P ′

matrice takve da

P tAP = kB,

P ′tA′P ′ = kB′.

Direktno proveravamo da je[
P t 0

0 P ′t

]
·

[
A 0

0 A′

]
·

[
P 0

0 P ′

]
= k

[
B 0

0 B′

]
.

�

5.3.1 Preslikavawa uCP 2

U ovom delu }emo izu~avati preslikavawa iz kvazitorusnih mnogostrukosti uCP 2

(i CP 2). Koristimo znawa iz elementarne teorije brojeve koje se mogu na}i u ve}ini
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standardnih kwiga o ovoj temi, kao {to je [58], [17] i [50].

Neka jeM kvazitorusna mnogostrukost difeomorfna sa

(
CP 2

)♯a
♯
(
CP 2

)♯b
♯
(
S2 × S2

)♯c
.

Teorema5.2.2svodiproblemnapostojawenetrivijalnogre{ewaDiofantovejedna~ine

a∑
i=1

p2i 1 −
b∑

i=1

p2a+i 1 + 2
c∑

i=1

pa+b+2i−1 1pa+b+2i 1 = k. (5.4)

Teorema 5.3.5. • Ako je a ≥ 1 (ili b ≥ 1) i c ≥ 1tada jedna~ina 5.4 ima re{ewe za

svako k ∈ Z

• Ako je a ≥ 4 i b = c = 0tada jedna~ina 5.4 ima re{ewa za svaki nenegativan ceo

broj k i nema re{ewa za negativno k.

• Ako je b ≥ 4 i a = c = 0tada jedna~ina 5.4 ima re{ewe za zvaki ceo broj k ≤ 0 i

nema re{ewa za pozitivne cele brojeve k.

• Ako je a = 3 i b = c = 0 tada jedna~ina 5.4 ima re{ewa za svaki nenegativni

ceo broj oblika k ̸= 4p(8q + 7) i nema re{ewa za pozitivne cele brojeve oblika

k = 4p(8q + 7) i negativne cele brojeve.

• Ako je b = 3 i a = c = 0 tada jedna~ina 5.4 ima re{ewa za svaki nepozitivan

ceo broj oblika k ̸= −4p(8q + 7) i nema re{ewa za negativne cele brojeve oblika

k = −4p(8q + 7) i pozitivne cele brojeve.

• Ako je a = 2 i b = c = 0tada jedna~ina 5.4 ima re{ewa za svaki nenegativan ceo

broj ktakav da se svaki prost delilac broja k oblika 4p− 1 pojavquje paran broj

puta u kanonskoj faktorizaciji broja k i nema re{ewa u ostalim slu~ajevima.

• Ako je b = 2 i a = c = 0 tada jedna~ina 5.4 ima re{ewa za svaki ceo broj k ≤ 0

takav da se svaki prost delilac broja k oblika 4p− 1 pojavquje paran broj puta

u kanonskoj faktorizaciji broja k i nema re{ewa u ostalim slu~ajevima.

• Ako je a = b = 1 i c = 0tada jedna~ina 5.4 ima re{ewa za svaki ceo broj oblika

k ̸= 4p+ 2 i nema re{ewa za brojeve oblika k = 4p+ 2.
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• Ako je a = 1 i b = c = 0 tada jedna~ina 5.4 ima re{ewe za svaki ceo broj koji je

potpun kvadrat i nema re{ewa u ostalim slu~ajevima.

• Ako je b = 1 i a = c = 0 tada jedna~ina 5.4 ima re{ewe za svaki ceo broj koji je

potpun kvadrat pomno`en sa−1 i nema re{ewa u ostalim slu~ajevima.

• Ako je a = b = 0 i c ≥ 1 tada jedna~ina 5.4 ima re{ewa za svaki paran broj k i

nema re{ewa u ostalim slu~ajevima.

Dokaz: Svaki ceo broj se mo`e zapisati u obliku u2 + 2vw gde su u, v iw celi brojevi.

Ova osobina nam garantuje postojawe preslikavawa f : CP 2♯(S2 × S2) → CP 2 stepena

k. Teoreme 5.3.2 i 5.3.3 ra{iruju ovaj rezultat na kvazitorusne mnogostrukosti sa a ≥ 1

i c ≥ 1. Iz standardnog kursa elementarne teorije brojeva nam je poznato da se svaki

ceo broj mo`e zapisati kao suma kvadrata ~etiri cela broja, pa postoji preslikavawe

stepena k ≥ 0 kada je a ≥ 4 i b = c = 0.

Slu~aj a = 3 i b = c = 0 je veoma interesantan, po{to sledi iz netrivijalnog

rezultata Legendre-a (1798) i Gauss-a (1801) da se nenegativni celi brojevi mogu

zapisati kao suma kvadrata tri cela broja ako i samo ako su oblika 4p(8q + 7).

Ako je a = 2 i b = c = 0 tada za bilo koje preslikavawe f : CP 2♯CP 2 → CP 2,

degf mora biti ceo broj koji se zapisuje kao suma kvadrata dva cela broja. Kao {to je

poznato, ceo broj se mo`e zapisati kao suma kvadrata dva cela broja ako i samo ako se

svakiprostdelilactogbrojaoblika4p−1pojavqujeparanbrojputauwegovojkanonskoj

faktorizaciji. Za k = u2 + v2 mo`emo uzeti da je matrica P

P =

[
u v

v −u

]

i dobijamo preslikavawe stepena k.

U slu~aju a = b = 1 i c = 0, stepen preslikavawa mora biti ceo broj koji se zapisuje

kao razlika dva potpuna kvadrata, a to je mogu}e ako i samo ako taj broj ne daje ostatak 2

pri deqewu sa 4. Direktno proveravamo da matrica

P =

[
u v

v −u

]

garantuje preslikavawe u2 − v2.
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Ostali slu~ajevi se dokazuju koriste}i gore navedene osobine i analogno dokazu

prethodnih slu~ajeva. �

5.3.2 Preslikavawa u S2 × S2

Preslikavawa iz CP 2♯CP 2 i CP 2♯CP 2 u S2 × S2 su prou~avana u radu [25]. U

ovom delu }emo prou~avati preslikavawa iz proizvoqne kvazitorusne mnogostrukosti

u S2 × S2.

Stav 5.3.1. Ne postoji preslikavawe nenultog stepena iz (CP 2)♯k ( (CP 2)♯k) uS2×S2.

Dokaz: Za svaku matricu P indukovanu preslikavawem f : (CP 2)♯k → S2 × S2 va`i da

je

P tP =

[
0 k

k 0

]
.

Iz ovog uslova sledi da je P nula matrica, pa je i k = 0. �

Stav 5.3.2. Za svaki ceo broj k postoji preslikavawe stepena k iz (S2 × S2)♯n uS2×S2.

Dokaz: Prema teoremi 5.3.3, dovoqno je pokazati da postoji preslikavawe f : S2×S2 →
S2 × S2 stepena k. Matrica

P =

[
0 k

1 0

]
prema teoremi 5.2.2 garantuje postojawe preslikawa stepena k. �

Stav 5.3.3. Za svaki ceo broj k postoji preslikavawe stepena k iz (CP 2)♯2♯CP 2

(CP 2♯(CP 2)♯2) u S2 × S2.

Dokaz: Direktno proveravamo da slede}a matrica

P =

 0 0

1 k

1 k


po Teoremi 5.2.2 garantuje postojawe preslikavawa stepena k. �

Teorema 5.3.6. Neka jeM kvazitorusnamnogostrukosttakva da je c ≥ 1. Tada postoji

preslikavawe stepena k izM u S2 × S2 za svaki ceo broj k.
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Dokaz: Lako se proverava da matrica P

P =

 0

0 1

k 0


zadovoqava uslove Teoreme 5.2.2. �

Teorema 5.3.7. Neka jeM kvazitorusna mnogostrukost takva da je a ≥ 2 i b ≥ 1 (ili

a ≥ 1 i b ≥ 2). Tada postoji preslikavawe stepena k izM uS2×S2 za svaki ceo broj k.

Dokaz: Lako se proverava da matrica P

P =


0(a−2)×2

k 0

0 1

−k 1

0(b+2c−1)×2


zadovoqava uslove Teoreme 5.2.2. �

5.3.3 Preslikavawa uCP 2♯CP 2

Prema radu [25] ne postoji preslikavawe nenultog stepena izCP 2♯CP 2 iS2 × S2 u

CP 2♯CP 2. Za ostale kvazitorusne mnogostrukosti skupoviD(M,CP 2♯CP 2) su mnogo

zanimqiviji.

Stav 5.3.4. Postoji preslikavawe f : (CP 2)
♯2 → (CP 2)

♯2
stepena k ako i samo ako je

k ≥ 0 i ako svaki prost delilac broja k oblika 4p − 1 u~estvuje paran broj puta u

kanonskoj faktorizaciji broja k.

Dokaz: Neka je P =

[
a b

c d

]
matrica indukovana preslikavawem f . Odgovaraju}i

sistem jedna~ina je

a2 + c2 = b2 + d2 = k, (5.5)

ab+ cd = 0. (5.6)
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O~igledno je da k mora imati reprezentaciju kao suma dva kvadrata, tj. k = u2 + v2 za

cele brojeve u i v.

Sa druge strane matrica P =

[
u v

v −u

]
za svako takvo k pokazuje postojawe nekog

preslikavawa stepena k. �

Stav 5.3.5. Postoji preslikavawe f : (S2 × S2)♯n → (CP 2)
♯2
n ≥ 2 stepena k ako i

samo ako je k paran broj.

Dokaz: Neka je

P =


a1 b1

a2 b2
...

...

a2n bsn


matrica indukovana preslikavawem f . Odgovaraju}i sistem jedna~ina je

2a1a2 + · · ·+ 2a2n−1a2n = 2b1b2 + · · ·+ 2b2n−1b2n = k, (5.7)

a1b1 + · · ·+ a2nb2n = 0. (5.8)

Odavde je jasno da k mora biti paran broj.

Dovoqno je da doka`emo da postoji preslikavawe f : (S2×S2)♯2 → (CP 2)
♯2
stepena

k = 2t. Ovo je ta~no, jer matrica

P =


t 0

1 0

0 t

0 1

 ,

zadovoqava uslove Teoreme 5.2.2. �

Stav5.3.6. Zasvakiceobrojkpostojipreslikavawef : CP 2♯CP 2♯(S2×S2) → (CP 2)
♯2

stepena k.
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Dokaz: Ukoliko je k ̸= 4t+ 2 broj k se mo`e zapisati u obliku u2 − v2 i tada matrica

P =


u u

v v

u2 − v2 0

0 −1

 ,

zadovoqava uslove Teoreme 5.2.2.

Ukoliko je k = 4t+ 2 tada }emo za P uzeti:

P =


t+ 2 t

t t

1 2t+ 1

−1 −1

 .

�

Teorema 5.3.8. Postoji preslikavawe f : (CP 2) ♯(S2×S2) → CP 2♯CP 2 stepena k ako

i samo ako je k ≥ 0 i ako svaki prost delilac broja k oblika 4p− 1 u~estvuje paran broj

puta u kanonskoj faktorizaciji broja k.

Dokaz: Neka je P matrica indukovana preslikavawem

P =

 a b

c d

e f

 .
Potrebno je odrediti sve cele brojeve k za koje sistem

a2 + 2ce = b2 + 2df = k, (5.9)

ab+ de+ cf = 0. (5.10)

Mno`ewem posledwe jedna~ine sa 2cd dobijamo

0 = 2abcd+ d2(2ce) + c2(2df) = 2abcd+ d2(k − a2) + c2(k − b2),

odakle sledi da je

k(c2 + d2) = (ad− bc)2.
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Odavde je k ≥ 0 i k oblika u2 + v2.

Ostaje da poka`emo samo jo{ da preslikavawe stepena u2 + v2 postoji za sve cele

brojeve u i v. Dovoqno je da za P uzmemo matricu

P =

 u+ v u− v

−u v

v u

 .
�

Teorema 5.3.9. Postoji preslikavawe f : (CP 2)
♯2
♯(S2 × S2) → CP 2♯CP 2 stepena k

ako i samo ako je k ≥ 0 i ako svaki prost delilac broja k oblika 4p− 1 u~estvuje paran

broj puta u kanonskoj faktorizaciji broja k.

Dokaz: Neka je

P =


a b

c d

e f

g h

 .
Re{avamo slede}i sistem Diofantovih jedna~ina

a2 + c2 + 2ge = b2 + d2 + 2fh = k (5.11)

ab+ cd+ ef + gh = 0. (5.12)

Jasno jedazak = m2+n2 imamore{ewea = d = m, b = n, c = −nig = e = h = k = 0.

Dokaza}emo da se svako k za koje postoji re{ewe, mo`e zapisati u oblikum2 + n2.

Pomno`imo sa 2fg jedna~inu ab + cd + ef + gh = 0 i iskoristimo preostale dve

jednakosti:

2fg(ab+ cd) + f 2(k − a2 − c2) + g2(k − b2 − d2) = 0.

Odavde sledi:

k(f 2 + g2) = (af − bg)2 + (cf − dg)2.

Sada je jasno da je k broj oblika u2 + v2. �

Teorema 5.3.10. Postoji preslikavawe f : (CP 2)
♯3 → CP 2♯CP 2 stepena k ako i samo
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ako je k ≥ 0 i ako svaki prost delilac broja k oblika 4p− 1 u~estvuje paran broj puta

u kanonskoj faktorizaciji broja k.

Dokaz: Izdosada{wihrazmatrawa dovoqno je da poka`emo da je k oblikau2+v2, po{to

preslikavawe f : CP 2♯CP 2 → CP 2♯CP 2 stepena u2 + v2 postoji po Stavu 5.3.4.

Ukoliko je

P =

 a1 b1

a2 b2

a3 b3

 ,
odgovaraju}i sistem Diofantovih jedna~ina je

a21 + a22 + a23 = b21 + b22 + b23 = k, a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0. (5.13)

Mo`emo pretpostaviti da jeNZD(a1, a2, a3, b1, b2, b3) = 1, jer ukoliko je

NZD(a1, a2, a3, b1, b2, b3) = d, re{avamo ekvivalentan sistem za k
d2
. Izrazimo na dva

na~ina a23b
2
3:

a23b
2
3 = (k − a21 − a22)(k − b21 − b22),

a23b
2
3 = (a1b1 + a2b2)

2.

Odavde dobijamo da je

k2 − k(a21 + a22 + b21 + b22)− (a1b2 + a2b1)
2 = 0.

Dokaza}emo da ne postoji prost broj q oblika 4r − 1, takav da q2s+1 || k, odakle sledi
na{e tvr|ewe. Ako bi takvo q postojalo, imali bi da q2s+1 | (a1b2 + a2b1)

2 odnosno

qs+1 | (a1b2 + a2b1). Dakle, q
2s+2 | k(a21 + a22 + b21 + b22) odakle q | a21 + a22 + b21 + b22. No

kako je

2k = a21 + a22 + a23 + b21 + b22 + b23,

to sledi da q | a23+ b23 i q | a3 i q | b3. Analogno, se dokazuje da q | a1, q | b1, q | a2 i q | b2.
Kontradikcija sa tim da jeNZD(a1, a2, a3, b1, b2, b3) = 1. �

Teorema 5.3.11. Postoji preslikavawe f : (CP 2)
♯n → CP 2♯CP 2, n ≥ 4 stepena k ako

i samo ako je k nenegativan ceo broj.

Dokaz: Iz Teoreme 5.2.2 i ispisivawa wenog uslova vidimo da je broj k suma n potpunih

kvadrata, tj. uslov da je k ≥ 0 je potreban.
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Sadrugestranesvakinenegativanceobrojsemo`ezapisatikaosuma~etirikvadrata.

Neka je k = a2 + b2 + c2 + d2, tada matrica

P =


a b c d

b −a −d c

c d −a −b
d −c b −a


garantuje postojawe preslikavawa stepena k. �

Teorema 5.3.12. Postoji preslikavawe f : (CP 2)
♯3
♯(S2 × S2) → CP 2♯CP 2 stepena k

za svaki nenegativan ceo broj k.

Dokaz: Neka je

P =


a1 b1

a2 b2

a3 b3

a4 b4

a5 b5

 ,

odgovaraju}i sistem Diofantovih jedna~ina je

a21 + a22 + a23 + 2a4a5 = b21 + b22 + b23 + 2b4b5 = k, (5.14)

a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4 + a5b5 = 0. (5.15)

Pomno`imo posledwu jedna~imu sa 2a4b5 i iskoristimo prve dve jedna~ine sli~no

kao u dokazu Teoreme 5.3.8 i dobijamo:

k(a24 + b25) = (a4b1 − b5a1)
2 + (a4b2 − b5a2)

2 + (a4b3 − b5a3)
2.

Odavde sledi da je uslov k ≥ 0 potreban.

Ukoliko je k ≥ 0, k se mo`e zapisati kao suma ~etiri potpuna kvadrata k =
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u2 + v2 + w2 + z2. Tada }e matrica P

P =


u −w
v −z

w − z u− v

w v

z u

 ,

garantovati postojawe preslikavawa stepena k. �

Teorema 5.3.13. Postoji preslikavawe f : (CP 2)
♯2
♯CP 2 → CP 2♯CP 2 stepena k ako i

samo ako je k ≥ 0 i ako svaki prost delilac broja k oblika 4p− 1 u~estvuje paran broj

puta u kanonskoj faktorizaciji broja k.

Dokaz: Neka je

P =

 a b

c d

e f

 ,
odgovaraju}i sistem Diofantovih jedna~ina je

a2 + c2 − e2 = b2 + d2 − f 2 = k, ab+ cd− ef = 0. (5.16)

Iz ovog sistema jedna~ina dobijamo kvadratnu jedna~inu

k2 − (a2 + b2 + c2 + d2)k + (bc− ad)2 = 0.

Iz Vietovih formula, o~igledno je k ≥ 0.

Ne gube}i na op{tosti mo`emo da pretpostavimo da je NZD(a, b, c, d, e, f) = 1.

Doka`imo da ne postoji prost broj q oblika 4p − 1 takav da q2r+1 || k. Zaista, ako bi
takvo q postojalo, iz kvadratne jedna~inebiimali da qr+1 | bc−adi q | a2+b2+c2+d2.
Odavde sledi da q | (a+d)2+(b−c)2 i q | (a−d)2+(b+c)2. Odavde jea+d ≡ b−c ≡ 0

(mod q) i a− d ≡ b + c ≡ 0 (mod q). Dakle, a ≡ b ≡ c ≡ d ≡ 0 (mod q), pa mora da

q | e i q | f . Kontradikcija sa tim da jeNZD(a, b, c, d, e, f) = 1.

Za k = u2 + v2 matrica

P =

 u v

−v u

0 0

 ,
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garantuje postojawe preslikavawa stepena k. �

Teorema 5.3.14. Postoji preslikavawe f : (CP 2)
♯3
♯CP 2 → CP 2♯CP 2 stepena k ako i

samo ako je k ≥ 0 i ako svaki prost delilac broja k oblika 4p− 1 u~estvuje paran broj

puta u kanonskoj faktorizaciji broja k.

Dokaz: Zbog prethodne Teoreme, dovoqno je da doka`emo da je k oblika u2 + v2.

Neka je

P =


a b

c d

e f

g h

 ,
odgovaraju}i sistem Diofantovih jedna~ina je

a2 + c2 + e2 − g2 = b2 + d2 + f 2 − h2 = k, (5.17)

ab+ cd+ ef − gh = 0. (5.18)

Mo`emo uvesti smenu e = g + m i f = h + n, pa pre}i na re{avawe ekvivalentnog

sistema

a2 + c2 +m2 + 2gm = b2 + d2 + n2 + 2hn = k, (5.19)

ab+ cd+mn+ gn+ fm = 0. (5.20)

Pomno`imo posledwu jedna~inu sa 2mn i iskoristimo prve dve jedna~ine i dobijamo

2mnab+ 2mncd+ 2m2n2 + n2(k − a2 − c2 −m2) +m2(k − b2 − d2 − n2) = 0.

Odavde sledi da je

(m2 + n2)k = (mb− an)2 + (md− cn)2,

tj. k mora biti oblika u2 + v2. �

Teorema 5.3.15. Postoji preslikavawe f : (CP 2)
♯n
♯CP 2 → CP 2♯CP 2, n ≥ 4 stepena

k ako i samo ako je k nenegativan ceo broj.

Dokaz: Najpre }emo dokazati da je neophodno da k bude nenegativan ceo broj.
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Neka je

P =


a1 b1

a2 b2
...

...

an bn

 ,
odgovaraju}i sistem Diofantovih jedna~ina je

a21 + a22 + · · ·+ a2n−1 − a2n = b21 + b22 + · · ·+ b2n−1 − b2n = k, (5.21)

a1b1 + · · ·+ an−1bn−1 − anbn = 0. (5.22)

Sli~no prethodnim situacijama iz sistema se mo`e dobiti slede}a kvadratna jedna~ina

k2 − k(a21 + a22 + · · ·+ a2n−1 + b21 + b22 + · · ·+ b2n−1) +

( ∑
1≤i<j≤n−1

(aibj − ajbi)
2

)
,

odakle zbog Vietovih formula sledi da je k ≥ 0.

Prema Teoremi 5.3.11 i 5.3.2 dobijamo da za svaki nenegativan ceo broj k postoji

preslikavawe stepena k. �

Teorema 5.3.16. Za svaki ceo broj k postoji preslikavawe f : (CP 2)
♯2
♯(CP 2)♯2 →

CP 2♯CP 2 stepena k.

Dokaz: Ukoliko je k = 2t+ 1 neparan broj za matricu P mo`emo uzeti:

P =


t+ 1 0

0 t+ 1

0 t

t 0

 ,

a ukoliko je k = 2t paran broj uze}emo:

P =


t+ 1 0

0 t+ 1

1 t

t −1

 .

�
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Na osnovu gore navedinih rezultata i Teorema 5.3.2 i 5.3.3 dobijamo:

Posledica 8. Ako jeM kvazitorusna 4-mnogostrukosttakva da je

rankH̄2(M ;Z) ≥ 5 i b + 2c ≥ 2, tada za svaki ceo broj k postoji preslikavawe

f :M → CP 2♯CP 2 stepena k.

5.3.4 Preslikavawa uCP 2♯CP 2

Stav 5.3.7. Ne postoji preslikavawe f : CP 2♯n → CP 2♯CP 2 nenultog stepena.

Dokaz: Neka je

P =


a1 b1

a2 b2
...

...

an bn

 ,
odgovaraju}i sistem Diofantovih jedna~ina je

a21 + a22 + · · ·+ a2n−1 + a2n = k, (5.23)

b21 + b22 + · · ·+ b2n−1 − b2n = −k, (5.24)

a1b1 + · · ·+ an−1bn−1 + anbn = 0. (5.25)

Iz prve jedna~ine je k ≥ 0, a iz druge je k ≤ 0, odakle je k = 0. �

Stav 5.3.8. Ne postoji preslikavawe f : CP 2♯CP 2 → CP 2♯CP 2 nenultog stepena.

Dokaz: Neka je

P =

[
a b

c d

]
,

odgovaraju}i sistem Diofantovih jedna~ina je

a2 − c2 = b2 − d2 = k, (5.26)

ab− cd = 0. (5.27)

Iz ovog sistema dobijamo da je

a2b2 = c2d2 = (a2 − k)(b2 − k),
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odakle je k = 0 ili k = a2 + b2. U drugom slu~aju je a = b = c = d = 0, tj. k = 0 je

jedino re{ewe. �

Teorema5.3.17. Zasvakiceobrojkpostojipreslikavawef : (CP 2)♯2♯CP 2 → CP 2♯CP 2

stepena k.

Dokaz: Neka je

P =

 a b

c d

e f

 .
Interesuje nas slede}i sistem Diofantovih jedna~ina

a2 + c2 − e2 = f 2 − b2 − d2 = k (5.28)

ab+ cd− ef = 0. (5.29)

Za svaki ceo broj oblika k ̸= 4t + 2 je poznato da postoje celi brojevim i n takvi

da je k = m2 − n2. U ovom slu~aju, a = b = 0, c = f = m i d = e = n je re{ewe. Za

k = 4t+ 2, mo`emo uzeti da je a = 1, b = 2, c = 2t+ 1, d = 2t+ 2, e = 2t i f = 2t+ 3.

�

Teorema 5.3.18. Za svaki ceo broj k postoji preslikavawe f : CP 2♯(S2 × S2) →
CP 2♯CP 2 stepena k.

Dokaz: Neka je

P =

 a b

c d

e f

 .
Odgovaraju}i sistem jedna~ina je

a2 + 2ce = b2 + 2df = k (5.30)

ab+ cf + de = 0. (5.31)

Za k = 2t mo`emo uzeti da je a = b = 0, c = d = t, e = 1 i f = −1. Za k = 2t + 1

mo`emo uzeti da je a = b = d = e = 2t+ 1, e = −t i f = −t− 1. �
Na osnovu prethodnih teorema i Teorema 5.3.2 i 5.3.3 dobijamo:

Posledica 9. Za svaku kvazitorusnu 4-mnogostrukostM takvu da je b ≥ 1 i c ≥ 1 i za

svaki ceo broj k, postoji preslikavawe f :M → CP 2♯CP 2 stepena k.
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5.4 Ortogonalne re{etke i preslikavawa izme|u povezanih suma

projektivnih prostoraCP 2

Uovomdelu }emoposebnu pa`wuposvetiti preslikavawimaizme|umnogostrukosti

koje su homeomorfne povezanoj sumi kona~nog broja projektivnih prostora CP 2. In-

teresuju nas stepeni preslikavawa

f : (CP 2)♯ n → (CP 2)♯ n.

Stav 5.4.1. Postoji preslikavawe f : (CP 2)♯ 2n−1 → (CP 2)♯ 2n−1, n ≥ 1 stepena k ako

i samo ako je k potpun kvadrat.

Dokaz: Tvr|ewe sledi iz Posledice 6. �

Teorema 5.4.1. Postoji preslikavawe f : (CP 2)♯ 4 → (CP 2)♯ 4 stepena k ako i samo ako

je k nenegativan ceo broj.

Dokaz: Iskoristi}emo ~iwenicu da svaki nenegativan ceo broj ima reprezentaciju kao

suma ~etiri potpuna kvadrata

k = a2 + b2 + c2 + d2.

Tada matrica

P =


a b c d

b −a −d c

c d −a −b
d −c b −a


garantuje postojawe preslikavawa stepena k. �

Teorema 5.4.1 zajedno sa Teoremom 5.3.4 implicira:

Posledica 10. Postoji preslikavawe f : (CP 2)♯ 4n → (CP 2)♯ 4n, n ≥ 1 stepena k ako

i samo ako je k nenegativan ceo broj.

Preostali slu~aj odre|ivawa stepena preslikavawa

f : (CP 2)♯ 4n+2 → (CP 2)♯ 4n+2,

n ≥ 1 je jo{ uvek otvoren. Stav 5.3.4 implicira da skup svih celih brojeva koji se mogu

zapisati kao suma dva potpuna kvadrata je podskup odD((CP 2)♯ 4n+2, (CP 2)♯ 4n+2). ^ak
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i u slu~aju f : (CP 2)♯ 6 → (CP 2)♯ 6 nije poznat odgovor, ali direktno se proverava

da 3, 7, 11, 15, 19 ne mogu biti stepeni preslikavawa, {to podr`ava hipotezu da je

D((CP 2)♯ 6, (CP 2)♯ 6) jednak skupu celih brojeva koji se mogu zapisati kao suma dva

potpuna kvadrata:

Hipoteza 1. Skup D((CP 2)♯ 4n+2, (CP 2)♯ 4n+2) je skup nenegativnih celih brojeva k

takvih da svaki prost delilac broja k oblika 4p − 1 u~estvuje paran broj puta u

kanonskoj faktorizaciji broja k.

Hipoteza 1 se mo`e reformulisati na slede}i na~in:

Postoji celobrojna matrica P = [pij] 1 ≤ i, j ≤ 4n+ 2takva da je

4n+2∑
j

p2ij = k

za svako i = 1, . . . , 4n+ 2 i
4n+2∑

t

pitpjt = 0

za svako i ̸= j ako i samo ako se k mo`e zapisati kao suma dva potpuna kvadrata.

KolonematriceP mo`emo shvatiti kao vektore uR4n+2. Primetimo da bi takvama-

tricaP zadovoqavala slu~aj jednakosti u ~uvenoj Hadamard-ovoj nejednakosti (pogle-

dati [16], str. 108). Ovo implicira da ako vektore (kolone matrice P ) uzmemo za

generatore re{etke (koja je podre{etka standardne re{etke Z4n+2), broj k je wena

diskriminanta. Na{e pitawe je zapravo koje su mogu}e vrednosti diskriminante ortog-

onalnih re{etki uR4n+2 viji su generatori jednake du`ine. Matrice koje zadovoqavaju

uslov jednakosti u Hadamard-ovoj nejednakosti se ~esto sre}u u razli~itim oblastima

matematike. One ~iji su elementi−1 i 1 nazivamo Hadamard-ovimmatricama (videti

[1]). Ne postoji (4n+2)× (4n+2) Hadamard-ova matrica prema rezultatu Paley-a iz

1933. Zbog toga mislimo da je Hipoteza 1 blisko povezana sa prou~avawem ortogonalnih

re{etki i wihovih diskriminanta.
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5.5 Neke obzervacije o stepenima preslikavawa izme|u kvazitorusnih

4-mnogostrukosti

U prethodnoj glavi, videli smo nekoliko primera skupovaD(M,N) kada suM iN

kvazitorusne 4-mnogostrukosti. Jo{ uvek nismo u mogu}nosti da odredimo ovaj skup za

proizvoqne kvazitorusne 4-mnogostrukosti, ali zahvaquju}iTeoremi 5.3.4, posledici 7

i specijalnimslu~ajevimakoje smoispitali, zamnogemnogostrukostimo`emoodrediti

ove skupove i u ve}ini slu~ajeva dati neku netrivijalnu informaciju o wima.

Mo`emo problemu pristupiti na slede}i na~in. Najpre dekomponujemoM iN kao

povezanesumeodCP 2,CP 2 iS2×S2. IzsistemaDiofantovih jedna~inamo`emodobiti

neku generalnurestrikcijuna stepenpreslikavawak, kaonpr. damorabitinenegativan

ili nepozitivan, paran ili neparan ili suma izvesnog broja potpunih kvadrata. Onda

poku{amo da doka`emo da su ti uslovi dovoqni. Prou~avali smo preslikavawa u CP 2,

CP 2,S2×S2,CP 2♯CP 2,CP 2♯CP 2 idr. Overezultatemo`emokombinovatiuzastopnom

primenomTeoreme5.3.4inadatiseda}emoproizvestipreslikavawef :M → N stepena

k. Ovo nije mogu}e uvek uraditi, ali je jedan algoritam za generisawe interesantnih

rezultata.

Teorema 5.5.1. Neka su l, m i n pozitivni celi brojevi takvi da je l ≥ m + n, tada

postoji preslikavawe

f : (S2 × S2)♯l → (CP 2)♯n♯(CP 2)♯n♯(S2 × S2)♯m

stepena k ako i samo ako je k paran broj.

Dokaz: O~igledno jeda jeuslovparnostizak neophodan. Naosnovurezultata [27]postoje

preslikavawa bilo kog parnog stepena f : S2 × S2 → CP 2♯(CP 2) i g : S2 × S2 →
S2 × S2. Na osnovu Teoreme 5.3.4 sledi tvr|ewe. �

Teorema 5.5.2. Neka sum i n pozitivni celi brojevi takvi da je n ≥ m, tada postoji

preslikavawe

f : (CP 2)♯n♯(S2 × S2)♯n → (CP 2)♯2m

stepena k ako i samo ako je k potpun kvadrat.

Dokaz: Na osnovu Teoreme 5.3.5, i Teoreme 5.3.4 sledi tvr|ewe. �
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Teorema 5.5.3. Neka su l,m, n i p pozitivni celi brojevi takvi da je p ≥ 2n i l ≥ m,

tada za svaki ceo broj k postoji preslikavawe

f : (CP 2)♯p♯(CP 2)♯p♯(S2 × S2)♯l → (CP 2)♯n♯(CP 2)♯n♯(S2 × S2)♯m

stepena k.

Dokaz: Na osnovu Teoreme 5.3.16, Stava 5.3.2 i Teoreme 5.3.4 sledi tvr|ewe. �
Imaju}i u vidu ovu ideju, mo`emo dokazati da je:

Teorema 5.5.4. Neka jeM kvazitorusna 4-mnogostrukost. Tada postoje celi brojevi

a0, b0 i c0 takvi da za sve cele brojeve a, b i ctakve da za a ≥ a0, b ≥ b0 i c ≥ c0 va`i

D((CP 2)♯a♯(CP 2)♯b♯(S2 × S2)♯c,M) = Z.

Dokaz: Neka jeM difeomorfno sa

(CP 2)♯m♯(CP 2)♯n♯(S2 × S2)♯p.

Prema Teoremi 5.3.5 i 5.3.4 postoje preslikavawa f1 : (CP 2♯(S2 × S2))♯m → (CP 2)♯m,

f2 : (CP 2♯(S2 × S2))♯m → (CP 2)♯m i f3 : (S2 × S2))♯m → (S2 × S2))♯m bilo kog

stepena k. Uzmimo da je a0 = m, b0 = n i c0 = m + n + p. Po Teoremi 5.3.4 postoji

preslikavawe

f : (CP 2)♯a0♯(CP 2)♯b0♯(S2 × S2)♯c0 →M.

Sada iz Teorema 5.3.2 i 5.3.3 sledi tvr|ewe zadatka. �
Ova teorema tvrdi da postoji beskona~nomnogomnogostrukosti koje se mogu slikati

u kvazitorusnu mnogostrukostM preslikavawem bilo kog stepena.

^uveni rad [29] Freedman-a daje klasifikaciju 4-mnogostrukosti u terminima

wihove prese~ne forme. No kao {to smo videli, tehnika koju smo koristili ima

ograni~ene efektivne mogu}nosti ~ak i u slu~aju kvazitorusnih mnogostrukosti koje

imajurelativno jednostavnuprese~nuformu. Radsaop{tijimmnogostrukostimaipored

rezultata Freedman-a sa stanovi{taelementarne teorije brojevanije pogodan. Ve} smo

objasnili vezu ovih problema sa problemima o re{etkama i kvadratnim formama. Za

upoznavawere{etkiiwihove veze sa apstraktnimmnogostrukostima uru}ujemo~itaoca

na [10] i [20]. Prirodno je nastaviti da se problem izu~ava sa stanovi{ta ozbiqnijih
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tehnika, pre svega teorije brojeva. Za o~ekivati je zato da svaki pomak u bilo kojoj od

ovih disciplina dovede do pomaka u ostalim.

Parcijalni rezultati koje smo dobili u slu~aju 4-mnogostrukosti daje nadu da }emo

bar za klasu kvazitorusnih mnogostrukosti mo}i da jasno formuli{emo i doka`emo

kriterijum za postojawe preslikavawa odre|enog stepena.
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6. TOTALNOKOSAULAGAWAIIMERZIJE KVAZITORUSNIH

MNOGOSTRUKOSTI

6.1 Totalno kosa ulagawa mnogostrukosti

U ovoj glavi razmatra}emo totalno kosa ulagawa mnogostrukosti sa posebnim ak-

centom na kvazitorusne mnogostrukosti.

Definicija 6.1.1. Za dve prave u afinomprostoruRN ka`emoda su ukosompolo`aju ako

nisu paralelne i ako se ne seku ili ekvivalentno ako razapiwu afin prostor dimenzije

3. Generalnije, afini potprostoriU1, . . . , Ul odRN se nazivaju kosi ako razapiwu afin

prostor dimenzije dim(U1) + · · ·+ dim(Ul) + l − 1.

Specijalno, par U , V afinih potprostora u RN je kos ako i samo ako su svake dve

prave p ⊂ U i q ⊂ V kose.

Definicija6.1.2. Ulagawef :Mn → RN glatkemnogostrukostiMn senazivatotalno

koso ako su za svake dve ta~ke x, y ∈ Mn afini potprostori df(TxM) i df(TyM) od

RN kosi. N(Mn) je minimalni prirodan brojN takav da postoji totalno koso ulagawe

mnogostrukostiMn uRN .

Ghomi i Tabachnikov su u radu [32] po~eli izu~avawe totalno kosih ulagawa

mnogostrukosti i povezali invarijantu N(Mn) sa nekim od klasi~nih invarijanti u

geometriji i topologiji. Oni su pokazali [32, Teorema 1.4] da je problem odre|ivawa

N(Rn) u bliskoj vezi sa generalizovanim problem vektorskog poqa i problemom imerz-

ije realnog projektivnog prostora i da su povezani nejednako{}u

N(Rn) ≥ r(n) + n

gde je r(n) minimalno r takvo da Vitnijeva suma rξn−1 od r kopija kanonskog linijskog

raslojewa nadRP n−1 dopu{ta n+ 1 linearno nezavisnih se~ewa.
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Drugi primer je ([32, Teorema 1.2]) je nejednakost

N(Sn) ≤ n+m(n) + 1

gde je m(n) dobropoznata funkcija definisana kao minimalno m takvo da postoji

nesingularna, simetri~na bilinearna forma B : Rn+1 × Rn+1 → Rm. Kao posledicu

ove veze, dobijaju se slede}e nejednakostiN(Sn) ≤ 3n+2 iN(S2k+1) ≤ 3(2k+1)+ 1.

O ta~nim vrednostima invarijanteN(M) se veomamalo zna. Prema radu [32], jedino

do sada poznate ta~ne vrednosti su

N(R1) = 3, N(S1) = 4, N(R2) = 6.

Kona~no za bilo kojun-mnogostrukostMn Ghomi i Tabachnikov su uspostavili gorwe

i dowe granice

2n+ 1 ≤ N(Mn) ≤ 4n+ 1 (6.1)

i pokazali da se dowa granica mo`e pove}ati na 2n + 2 kada je Mn zatvorena mno-

gostrukost.

U radu [7] izu~avane su topolo{ke obstrukcije za totalno kosa ulagawa mno-

gostrukosti i pronala`ene su dobre dowe ocene za N(Mn). Pokazano je da u mnogim

klasama mnogostrukosti postoje primeri kada je gorwa granica 4n + 1 iz (6.1) veoma

bliska ta~noj vrednosti od N(Mn). Na primer N(RP n) je po [7] jedan od brojeva

4n − 1, 4n, 4n + 1 kada je n = 2k stepen broja 2, specijalno N(RP 2) je 7, 8, ili 9.

Generalnije, ako jeMn = RP n1 × · · · ×RP nk proizvod realnih projektivnih prostora

i ni = 2ri su razli~iti stepeni broja 2, tada je

N(Mn) = N(RP n1 × · · · × RP nk) ≥ 4n− 2α(n) + 1

gde je α(n) broj nenula cifara u binarnoj reprezentaciji broja n. Sli~na procena

N(X) ≥ 8n− 4α(n) + 1 = 4 · dimR(X)− 4α(n) + 1

je dobijena za X = CP n1 × · · · × CP nk gde su ni = 2ri razli~iti stepeni broja 2 i

n = n1 + · · ·+ nk = dimC(X).

U istom radu su radi pronala`ewa N(Mn) koji su bliski gorwoj granici 4n + 1
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izu~avaneGrasmanovemnogostrukostiGk(Rn+k)iorijentisaniGrasmanijaniG̃k(Rn+k).

Dokazano je da jeN
(
G2

(
R2r+2

))
≥ 4 · 2r+1 − 3 iN(G̃2(R2r+2)) ≥ 3 · 2r+1 + 1. Sli~ne

nejednakosti su dobijene za mnogo drugih Grasmanijana kao na primer:

N(G3(R6)) ≥ 31, N(G3(R7)) ≥ 43, N(G̃3(R7)) ≥ 41, itd.

Ovi rezultati su u o{trom kontrastu sa ~iwenicom da se o ta~noj vrednosti N(Mn)

veomamalo zna. Ta~na vrednostN(M2) nije poznata ~ak ni u slu~aju zatvorenih povr{i

M2.

U istom radu je postavqena u analogiji sa klasi~nom Hipotezom imerzije [19],

hipoteza koja predvi|a da za n > 1 va`i

N(Mn) ≤ 4n− 2α(n) + 1.

6.1.1 Dekompozicija vektorskog raslojawa

Neka jeF2(M) :=M2\∆M konfiguracioniprostor(mnogostrukost) svihrazli~it

ure|enih parova ta~aka uM . Tangentno raslojewe T (F2(M)) dozvoqava cepawe

T (F2(M)) ∼= π∗
1TM ⊕ π∗

2TM (6.2)

gde su π1, π2 : F2(M) →M prirodne projekcije. Radi lak{e notacije sa

T(x,y)(F2(M)) ∼= Tx(M)⊕ Ty(M)

}emo obele`avati vlakna ovog raslojewa u (x, y) ∈ F2(M).

Ako je f : Mn → RN utapawe, tada postoji trivijalno linijsko raslojewe L nad

F2(M) takvo da za (x, y) ∈ F2(M) vlakno L(x,y) je prava R · (f(y) − f(x)). Ako je

f :Mn → RN totalno koso ulagawe, tada postoji monomorfizam vektorskih raslojewa

Φ = Φ(1) ⊕ Φ(2) : T (F2(M))⊕ ε1 −→ F2(M)× RN

gde je Φ
(1)
(x,y) : Tx(M) ⊕ Ty(M) → RN preslikavawe definisano sa Φ

(1)
(x,y)(u, v) =

dfx(u) + dfy(v) iΦ
(2), definisano saΦ(2)(λ) = λ(f(y)− f(x)), preslikava trivijalno

linijsko raslojewe ε1 u L. U ovom slu~aju trivijalno N -dimenzionalno raslojewe εN
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f x( )

L( , )x y

df(T (M))x df(T (M))y

f y( )

Slika 6.1: Vlakno raslojewa T (F2(M))⊕ ε1.

nad F2(M) se cepa

εN ∼= T (F2(M))⊕ ε1 ⊕ ν (6.3)

gde je ν (N − 2n − 1)-dimenzionalno �normalno� raslojewe. Kao posledicu ([48,

Sekcija 4]) dobijamo slede}i stav:

Stav 6.1.1. Ako je dualna Stiefel-Whitney-eva klasa

wk(T (F2(M))) := ωk(ν) ∈ Hk(F2(M),F2)

netrivijalna, tada 2n+ k + 1 ≤ N . Specijalno,N(M) ≥ 2n+ k + 1.

6.1.2 Karakteristi~ne klase od T (F2(M))

Kohomologija od F2(M) = M2 \∆M se mo`e izra~unati iz dugog ta~nog niza para

(M2,M2 \∆M),

. . . −→ H∗(M2,M2 \∆M)
α−→ H∗(M2)

β−→ H∗(F2(M)) −→ . . . (6.4)

Nas interesuju dualne Stiefel-Whitney-eve klase (Stav 6.1.1) tako da mi podrazumevamo

da sva kohomologija ima koeficijenteZ2 osim ako nije druga~ije nazna~eno.

Po prirodnosti, dovoqno je da proverimo netrivijalnost karakteristi~ne klase

wk(T (F2(M))), a za ovo je dovoqno proveriti da sewk(M
2) ne nalazi u slici preslika-

vawa α.

Slika A := Image(α) od α je odre|ena u [48, Teorema 11.11] (videti tako|e
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[11, Chapter VI, Section 12]). Ona je generisana, kao H∗(M)-modul, �dijagonalnom

kohomolo{kom klasom�

u′′ =
r∑

i=1

bi × b♯i (6.5)

gde je {bi}ri=1 aditivna baza zaH
∗(M) i b♯i klasa dualna bi.

PostojedvadejstvaprstenaH∗(M)naH∗(M×M)asociranasaprojekcijamaπ1, π2 :

M2 →M . Prema [48, Lema 11.8], koja tvrdi da ako je a ∈ H∗(M) tada je

(a× 1) ∪ u′′ = (1× a) ∪ u′′,

ova dva dejstva imaju isti efekat na u′′. Kao posledicu dobijamo slede}i stav.

Stav 6.1.2.

A = Image(α) = H∗(M) · u′′ = {(1× a) ∪ u′′ | a ∈ H∗(M)}
= {(a× 1) ∪ u′′ | a ∈ H∗(M)}

(6.6)

Slede}i stav obezbe|uje jednostavan i efikasan kriterijum za testirawe kada se

klasa nalazi u slici od α. Primetimo da je uslov k ≤ n− 1 esencijalan zbog

H2n(M ×M) ∼= Hn(M)⊗Hn(M) ⊂ Image(α). (6.7)

Stav 6.1.3. Neka je M zatvorena i glatka n-dimenzionalna mnogostrukost. Neka je

k ≤ n− 1 i θ ∈ Hk(M)⊗Hk(M) ⊂ H∗(M ×M) ∼= H∗(M)⊗H∗(M) nenula klasa.

Tada θ /∈ Image(α). Generalnije, ako je ω ∈ Hn+p(M ×M) nenula klasa u slici od α

tada onamora imatikomponentubistepena (p, n) nenula�ivi~nu klasu� oblikaa×z
za neko a ∈ Hp(M), gde je z ∈ Hn(M)fundamentalna kohomolo{ka klasa odM .

Dokaz: Ako je z ∈ Hn(M) fundamentalna kohomolo{ka klasa odM tada dijagonalna

klasa u′′ ima slede}e forme

u′′ = z × 1 + x1 × y1 + · · ·+ xr × yr + 1× z

gde je xi × yi klasa bistepena (t, n− t) za neko 0 < t < n. Ako je ω ∈ Hn+p(M ×M) u

slici od α tada iz Stava 6.1.2 sledi da je

ω = (a× 1)u′′ = az × 1 + A+ a× z

104



\or|e Barali}

gde je A = ax1 × y1 + · · · + axn × yn klasa ~ije su homogene komponente bistepena

(q, n+ p− q) za neko q > p, odakle tvr|ewe direktno sledi. �

Posledica 11. Ako je k := max{i | wi(M) ̸= 0}tada jew2k(T (F2(M))) = w2k(ν) ̸= 0.

Dokaz: Iz prirodnosti Stiefel-Whitney-evih klasa dobijamo

w2k(ν) = w2k(T (F2(M))) = β(w2k(M
2)) = β(wk(M)× wk(M)).

Primetimo da je k ≤ n− 1. U suprotnom, svaka n-dimenzionalna glatka mnogostrukost

bi se mogla ulo`iti uR2n iwn(M) = 0 prema [48, Posledica 11.4.].

Kako je k ≤ n − 1 mo`emo iskoristiti Stav 6.1.3 koji implicira da je wk(M) ×
wk(M) /∈ Image(α). Odavde i iz ta~nosti niza (6.4) kona~no zakqu~ujemow2k(ν) ̸= 0.

�

6.2 Totalno kosa ulagawa

kvazitorusnih mnogostrukosti

U ovom delu izu~avamo i dajemo poboq{awa dowe ocene za totalno kosa ulagawa u

slu~aju nekih kvazitorusnih mnogostrukosti.

6.2.1 Kompleksni projektivni prostori

Prema Primeru 67 kompleksni projektivni prostor CP n je kvazitorusna mno-

gostrukost na simpleksom△n.

Kohomologija kompleksnog projektivnog prostora CP n sa Z koeficijentima je

pose~ena polinomijalna algebra, pa je po Teoremi o univerzalnim koeficijentima

H∗(CP n;Z2) ∼= Z2[t]/(t
n+1 = 0) gde je degt = 2.

Prema Primeru 67 i Teoremi 4.3.2 imamo da je totalna Stifel-Whitney-eva klasa

tangentnog raslojewa odCP n zadata sa

w(CP n) = (1 + t)n+1.
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Sada se lako nalazi da je odgovaraju}a dualna Stifel-Whitney-eva klasa

w(CP n) = (1 + t)−n−1 =
n∑

j=0

(
n+ j

j

)
tj. (6.8)

Primetimo da je najvi{a klasaw2n uvek nula, {to je specijalni slu~aj generalnijeg

rezultata Massey-a 6.4.1. Prema Posledici 11 interesuje nas najve}a vrednost j takva

da je w2j =
(
n+j
j

)
tj ̸= 0. Najpre primetimo da je w2n−2 ̸= 0 ako i samo ako je n = 2r i

stepen 2.

Toslediiznizaelementarnihosobinafunkcijecelideoibinomnihkoeficijenata.

Stav 6.2.1. Za svaki prirodan broj n va`i

∞∑
k=1

[ n
2k

]
= n− α(n)

gde je α(n) broj jedinica u binarnom zapisu broja n.

Dokaz: Tvr|ewe dokazujemo indukcijom po α(n).

Za α(n) = 1 imamo da je n = 2r i tvr|ewe sledi.

Neka tvr|ewe va`i za α(n) = m i doka`imo da va`i i za sve n takve da je α(n) =

m+ 1.

Zaista, n mo`emo zapisati u obliku n = 2r + n′, gde je 2r > n′ i α(n′) = m. Prema

induktivnoj pretpostavci je

∞∑
k=1

[
2r + n′

2k

]
=

r∑
k=1

[
2r + n′

2k

]
=

r∑
k=1

(
2r−k +

[
n′

2k

])
=

= 2r − 1 + n′ − α(n′) = n− α(n),

~ime je tvr|ewe dokazano. �

Stav 6.2.2. Broj 2d gde je d = α(k) +α(n− k)−α(n), je najve}i stepen broja 2takav da

2d |
(
n
k

)
.

Dokaz: Imamo da
∑∞

j=1

[
n
2j

]
= n−α(n) broj 2 u kanonskoj faktorizaciji brojan!. Zato

je prema prethodnom stavu, broj dvojki u
(
n
k

)
jednak

∞∑
j=1

([ n
2j

]
−
[
k

2j

]
−
[
n− k

2j

])
= (n− α(n))− (k − α(k))− (n− k − α(n− k)) =
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= α(k) + α(n− k)− α(n).

�
Iz prethodna dva stava sledi da je binomni koeficijent

(
2n−1
n−1

)
neparan ako i samo

ako jeα(n)+α(n−1) = α(2n−1) = 0. Generalno,α(n)+α(m) = α(n+m) akoi samo

ako nema nijednog poklapawa cifre 1 u binarnim zapisima brojevam i n, pa specijalno

za na{ slu~aj je n = 2r.

Jedna direktna posledica je da je za n = 2r

w(CP n) = 1 + t+ tn i w(CP n) = 1 + t+ · · ·+ tn−1.

Prema Posledici 11, zakqu~ujemo da je u ovom slu~ajuw4n−4(ν) ̸= 0 i po Stavu 6.1.1

dobijamo slede}i rezultat.

Teorema 6.2.1. Neka je n = 2r za neko r ≥ 0. Tada je

N(CP n) ≥ 4n+ (4n− 4) + 1 = 4 · dim(CP n)− 3.

Interesantna je i generalna ocena za svako n, koja obuhvata prethodni slu~aj. Ova

ocena ne mora biti bliska gorwoj granici, npr. za n = 2r − 1 poklapa se sa dowom

granicom koju su dobili Ghomi i Tabachnikov.

Posledica 12.

N(CP n) ≥ 8 · 2[log2 n] − 3.

Dokaz: Neka je n = 2r1 + · · ·+ 2rk binarna reprezentacija broja n i r1 > · · · > rk ≥ 0.

Nije te{ko proveriti da je binomni koeficijent
(
2r1+1−1

n

)
neparan, pa sledi da je za

j = 2r1+1 − 1− n,w2j ̸= 0. Ovim smo pokazali da je prema Stavu 6.1.1

N(CP n) ≥ 4n+ 4j + 1 = 4n+ 4(2r1+1 − 1− n) + 1 = 8 · 2[log2 n] − 3,

jer je r1 = [log2 n]. �

6.2.2 Proizvodi kompleksnih projektivnih prostora

Neka je X = CP n1 × · · · × CP nk . Ovo su kvazitorusne mnogostrukosti nad

proizvodimaodgovaraju}ihsimpleksa. Kohomolo{kiprstenodX saZ2 koeficijentima

je

H∗(X) ∼= Z2[u1, . . . , uk]/(u
n1+1
1 = . . . = unk+1

k = 0)
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gde je deg(u1) = . . . = deg(unk
) = 2. Za ovo je mnogo lak{e koristiti Teoremu o

kohomologiji proizvoda nego Teoremu Davis-a i Januszkiewicz-a 4.3.1. Mi }emo nadaqe

smatrati da sun1,n2, . . . ,nk stepenibroja2, zato{to se zbogTeoreme 6.2.1 u ovom slu~aju

dobijaju najboqi rezultati.

Stifel-Whitney-eve klase se pona{aju prirodno u odnosu na proizvod tangentnih

raslojewa pa je totalna klasa data sa

w(X) = (1 + u1 + un1
1 ) · · · (1 + uk + unk

k ),

a odgovaraju}a dualna klasa

w(X) = (1 + u1 + · · ·+ un1−1
1 ) · · · (1 + uk + · · ·+ unk−1

k ).

Odavdezakqu~ujemodajew2n−2k = un1−1
1 · · ·unk−1

k netrivijalnaklasa,akaoposledicu

Stava 6.1.1 i Posledice 11 dobijamo slede}u ocenu.

Teorema 6.2.2. Neka jeX = CP n1 × · · · ×CP nk gde su ni = 2ri stepeni broja 2 i neka je

n = dimC(X) = (1/2)dimR(X) = n1 + · · ·+ nk. Tada jeN(X) ≥ 8n− 4k + 1. Ako su

svi celi brojevi razli~iti ni tada je

N(X) ≥ 8n− 4α(n) + 1 = 4 · dimR(X)− 4α(n) + 1

gde je α(n) broj jedinica u binarnom zapisu broja n.

6.3 Totalno kosa ulagawa kvazitorusnih mnogostrukosti nad kockom In

Neka je In kocka iMIn kvazitorusna mnogostrukost I
n. Kocka ima 2n pqosni F1,

. . . , Fn, F
′
1, . . . , F

′
n takvih da Fi ∩ F ′

i = ∅ za svako i = 1, . . . , n. Neka su v1, . . . , vn, u1,

. . . , un Poenkareovi duali karakteristi~nih podmnogostrukosti nad pqosnima F1, . . . ,

Fn, F
′
1, . . . , F

′
n redom. Tada je Stanley-Reisner-ov ideal generisan monomima

I = {v1u1, v2u2, . . . , vnun}.

Konstruisa}emo specijalnu kvazitorusnu mnogostrukost MIn nad kockom takvu da

je vektor λj pridru`en pqosni Fj (ili generator Lieve algebre izotrop-ske podgrupe
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karakteristi~ne podmnogostrukostiMj)

λj = (0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
i−1

1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−i

)t

za svako j = 1, . . . , n i vektor λj+n pridru`en pqosni F
′
j je

λn+j = (1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
i

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−i

)t

za svako j = 1, . . . , n. Tada je karakteristi~na matrica:

ΛMI
=



0 0 . . . 1 1 1 . . . 1

0 0 . . . 0 1 1 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

0 1 . . . 0 1 1 . . . 0

1 0 . . . 0 1 0 . . . 0


.

IdealJ uZ[v1, . . . , vn, u1, . . . , un] je generisan linearnim formama

v1 + u1,

v2 + u1 + u2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

vn + u1 + u2 + · · · + un.

6.3.1 Kohomolo{ki prstenH∗(MIn) i Stiefel-Whitney-eve klasew(MIn)

Kohomolo{ki prstenH∗(MIn) je odre|en teoremom Davis-Januszkiewicz-a 4.3.1:

Stav 6.3.1. Kohomolo{ki prstenH∗(MIn ;Z) je izomorfan sa

H∗(MIn ;Z) ≃ Z[u1, . . . , un]/Fn

gde je Fn ideal u polinomijalnom prstenu Z[u1, . . . , un] (takav da je deg u1 = · · · =
deg un = 2) generisan kvadratnim formama

Fn = {u21, u22 + u1u2, . . . , u
2
n + u1un + u2un + · · ·+ un−1un}.

109



\or|e Barali}

Lako se proverava da je u prstenuH∗(MIn ;Z):

Stav 6.3.2. Za svako i = 2, . . . , n va`i

(1 + ui)(1 + vi) = 1 + u1 + · · ·+ ui−1 = 1 + vi−1.

Redukovawem naZ2 koeficijente dobijamo da je

H∗(MIn ;Z2) ≃ Z2[u1, . . . , un]/Fn

gde je Fn ideal u polinomijalnom prstenu Z2[u1, . . . , un] takav da je degu1 = · · · =
degun = 2) generisan kvadratnim formama

Fn = {u21, u22 + u1u2, . . . , u
2
n + u1un + u2un + · · ·+ un−1un}.

Stiefel-Whitney-eve klase su karakteristi~ne klase u kohomologiji sa Z2 koefici-

jentima. Po Davis-Januszkiewicz-ovoj formuli, totalna Stiefel-Whitney-eva klasa od

MIn je zadata sa

w(MIn) = (1 + u1) · · · (1 + un)(1 + v1) · · · (1 + vn),

ali zbog Stava 6.3.1 i 6.3.2 lako se redukuje na

w(MI) = (1 + u1)(1 + u1 + u2) · · · (1 + u1 + · · ·+ un−1).

Zbog jednostavnijeg ra~una u kohomolo{kom prstenu H∗(MIn ;Z2), iskoriste}emo

drugi oblik kohomolo{kog prstena. Podsetimo da je

v1 = u1,

v2 = u1 + u2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

vn = u1 + u2 + · · · + un.

Imamo da je

H∗(MIn ;Z2) ≃ Z2[v1, . . . , vn]/Gn

gde je Gn ideal u polinomijalnom prstenu Z2[v1, . . . , vn] (takav da je degv1 = · · · =
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degvn = 2) generisan kvadratnim formama

Gn = {v21, v22 + v1v2, . . . , v
2
n + vn−1vn}.

U novim generatorima, totalna Stiefel-Whitney-eva klasa je data sa

w(MIn) = (1 + v1) · · · (1 + vn−1).

Ponovo, nije se te{ko uveriti [4] i [5] da uH∗(MIn ;Z2) va`i:

Stav 6.3.3. Za svako i = 1, . . . , n va`i

vii = v1v2 · · · vi ̸= 0 i ti+1
i = 0.

Dokaz: Lako se vidi da je

vi+1
i = viivi−1 = · · · = viv

i
i−1 = viv

i−1
i−1vi−2 = · · · = vi · · · v2v21 = 0.

Sli~no je i

vii = v1v2 · · · vi

za sve i = 1, . . . , n.

Da bismo dokazali netrivijalnost klasa vii , dovoqno je da doka`emo da je vnn =

v1 · · · vn netrivijalna klasa.
Najpre }emo dokazati slede}u lemu:

Lema 6.3.1. Neka je i < j i a i b nenegativni celi brojevitakvi da je a ≤ i i b ≤ j. Tada

je klasa vai v
b
j trivijalna ili jednaka proizvodu nekih a+ b razli~itih generatora vk.

Dokaz: Nije te{ko proveriti da je

vai v
b
j = vi−a+1 · · · vivj−b+1 · · · vb.

Ako je i ≤ j−b dokaz je zavr{en. U suprotnom, i = j−k za nekiprirodanbrojk ≤ b−1,

odakle je

vai v
b
j = vj−(a+k)+1 · · · · · vj−k · vj−b+1 · · · · · vb =

= vj−(a+k−1) · · · vj−bv
2
j−b+1 · · · v2j−kvj−k+1 · · · vj.
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Sada nastavimo da elimini{emo kvadrate i stepene generatora u ovom izrazu koriste}i

jednakosti v2m = vmvm−1. Odavde zbog v
2
1 = 0 imamo ako je j ≥ a+ b da je

vai v
b
j = vj−(a+b)+1 · · · vj,

dok je u suprotnom slu~aju vai v
b
j = 0. �

Kao direktnu posledicu prethodne leme dobijamo:

Posledica 13. Svaka klasa tipa vr1i1 · · · v
rk
ik

je ili trivijalna ili jednaka proizvodu

nekih r1 + · · ·+ rk razli~itih generatora. [tavi{e, ova klasa je netrivijalna ako i

samo ako je p = 1, 2, . . . , n r1 + . . .+ rp ≤ p.

Iz op{te teorije mnogostrukosti znamo da je H2n(MIn ;Z2) = Z2. Dakle, na os-

novu prethodnog razmatrawa, generator najvi}e kohomolo{ke grupe mora biti klasa

v1v2 · · · vn ~ime je stav dokazan. �

Slede}i stav, koji }emo nazivati �lema o skra}ivawu�, objediwuje ve}inu osobina koho-

molo{kog prstenaH∗(MI ,Z2) koji }emo kasnije koristiti. Koristi}emo oznaku v
α da

bismo ozna~ili monom vα = vi1vi2 . . . vik stepena |α| = k gde je α = {i1, i2, . . . , ik} pod-
skup od [n] = {1, 2, . . . , n}. Po konvenciji je vα = 1 ako jeα = ∅ i uvek pretpostavqamo
da je i1 < i2 < . . . < ik.

Stav 6.3.4 (Lema o skra}ivawu). Skup monoma vα = vi1vi2 . . . vik , gde je α ⊂ [n], je

graduisana Z2-baza graduisanog vektorskog prostora H
∗(MI ,Z2). [tavi{e, ako je

β ⊂ [n]tada je vβvpn ̸= 0 ako i samo ako je |β|+ p ≤ n.

Dokaz: Ve} znamo da je prema Stavu 6.3.3, kolekcija B = {vα}α⊂[n] razapiwu}i skup za

Z2-vektorski prostorH
∗(MI ,Z2). Kao posledicu imamo

dim(H∗(MI ,Z2)) ≤ 2n. Prema [13] va`i:

dim(H∗(MI ,Z2)) = h0 + h1 + . . .+ hn

gde je h = (h0, . . . , hn) h-vektor asociranog politopa. Podsetimo da je suma svih hj

uvek jednaka broju temena asociranog prostog politopa P . Specijalno, kada je P = In

n-dimenzionalna kocka, dobijamo da je dim(H∗(MIn ,Z2)) = 2n ~ime je prvi deo dokaza

zavr{en. Drugi deo se jednostavno pokazuje indukcijom po p. �
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6.3.2 Stiefel-Whitney-eva klasaw(MI) normalnog raslojewa

Interesuje nas Stiefel-Whitney-eva klasa w(MIn) normalnog raslojewa. Stiefel-

Whitney-eve klasew(MIn) iw(MIn) su povezane jednako{}u

w(MIn) · w(MIn) = 1.

Kako smo ve} odredili Stiefel-Whitneyevu klasuw(MIn) prema Stavu 6.3.3, va`i:

Lema 6.3.2. Totalna Stiefel-Whitney-eva klasaw(MIn) normalnog raslojewa je data sa:

w(MIn) = (1 + v1)(1 + v2 + v22) · · · (1 + vn−1 + · · ·+ vn−1
n−1).

Kako je w2i(MIn) = 0 kada je i ≥ n, nije jasno {ta je dualna Stiefel-Whitney-eva

klasa w(MIn) u kohomolo{kom prstenu H∗(MIn ;Z2). Za malo n, direktnim ra~unom

dobijamo da jew(MIn):

Stav 6.3.5. 1. w(MI2) = 1 + v1,

2. w(MI3) = 1 + (v1 + v2),

3. w(MI4) = 1 + (v1 + v2 + v3) + v1v3 + v1v2v3,

4. w(MI5) = 1 + (v1 + v2 + v3 + v4) + (v1v3 + v1v4 + v2v4) + (v1v2v3 + v2v3v4).

Prema Lemi 6.3.2 dualne Stiefel-Whitney-eve klase odw(MIn) iw(MIn+1) zadovol-

javaju slede}u rekurentnu relaciju (uH∗(MIn+1 ;Z2)):

w(MIn+1) = w(MIn)(1 + vn + · · ·+ vnn), (6.9)

ili jo{ eksplicitnije

w2k(MIn+1) = w2k(MIn) + vnw2k−2(MIn) + · · ·+ vkn za sve k = 0, . . . , n− 1 (6.10)

i

w2n(MIn+1) = vnw2n−2(MIn) + · · ·+ vnn. (6.11)

Ovdesmokoristili~iwenicudapostojiprirodanhomomorfizam i, i : H∗(MIn ;Z2) →
H∗(MIn+1 ;Z2) koje dozvoqava da sve klase posmatramo u grupiH

∗(MIn+1 ;Z2).
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Premalemioskra}ivawu(Stav6.3.4)irade}ipomodulu2,w2k jesumaodre|enogbroja

linearno nezavisnih bezkvadratnih monoma. Posmatrajmo polinom W 2k(v1, . . . , vn) u

prstenu Z2[v1, . . . , vn] stepena 2k, dobijenog posle primene svih mogu}ih skra}ivawa u

Lemi 6.3.2.

Defini{imo brojeve σk
n za sve prirodne brojeve n i 0 ≤ k ≤ n− 1 na slede}i na~in

σk
n = W 2k(1, . . . , 1) (mod 2) (6.12)

Prema (6.10) i (6.11), imamo da je

σk
n+1 =

k∑
i=0

σi
n (6.13)

za sve k = 1, . . . , n− 1 i

σn
n+1 = σn−1

n+1.

Napi{imo prvih nekoliko n vrsta brojeva σk
n za k = 0, . . . , n:

1

1 1

1 0 0

1 1 1 1

1 0 1 0 0

1 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Prethodni niz brojeva je u bliskoj vezi za slede}im nizom binomnih koeficijenata
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(
n+k
k

)
:

1

1 3

1 4 10

1 5 15 35

1 6 21 56 70

1 7
(
8
2

) (
9
3

) (
10
4

) (
11
5

)
1 8

(
9
2

) (
10
3

) (
11
4

) (
12
5

) (
13
6

)
1 9

(
10
2

) (
11
3

) (
12
4

) (
13
5

) (
14
6

) (
15
7

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Matemati~kom indukcijom se pokazuje da je:

Lema 6.3.3.

σk
n ≡

(
n+ k

k

)
(mod 2).

Po prethodnoj Lemi, u slu~aju kada je n = 2r, dobijamo da je

σn−1
n ≡

(
2r + (2r − 1)

2r − 1

)
≡
(
2r+1 − 1

2r − 1

)
≡ 1 (mod 2).

O~igledno, po definiciji σk
n ako je σ

k
n = 1 tada je

w2k(MIn) ̸= 0.

Dakle,

Teorema 6.3.1. Ako je n = 2r stepen od 2 tada je

w2n−2(MIn) = v1v2 · · · vn−1 ̸= 0.

Kao direktnu posledicu imamo

Posledica 14. Za n = 2r, kvazitorusna mnogostrukostMIn se ne mo`e totalno koso

ulo`iti uRN kada jeN mawe od

8n− 3 = 4 · dimMIn − 3.
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Teorema 6.3.1 je najboqa mogu}a ocena koja se mo`e dobiti koriste}i Stiefel-

Whitney-eve klase za kvazitorusne mnogostrukosti. Ipak, kada n nije stepen od 2,

u op{tem slu~aju MIn ne posti`e maksimalnu mogu}u vrednost k za koje je Stiefel-

Whitney-eva klasaw2k(MIn) ̸= 0.

No ovaj problem se mo`e prevazi}i koriste}i ve} dobijeni rezultat.

Neka je n = 2r1 + 2r2 + · · · + 2rt , r1 > r2 > · · · > rt ≥ 0 binarna reprezentacija

broja n i neka jemi = 2ri za i = 1, . . . , t. Podelimo pqosni od In u t grupaA1, · · · ,At na

takav na~in da suprotne pqosni pripadaju istoj grupi i da je |Aj| = 2mj za j = 1, . . . , t.

Za svako j = 1, . . . , t, ozna~imopqosni odAj saF
(j)
i iF

′(j)
i (suprotne pqosni), i = 1, . . . ,

mj . Konstruisa}emo novu kvazitorusnu mnogostrukost Q
2n nad kockom definisawem

nove karakteristi~ne matriceΛ. Neka su λ
(j)
i = ( 0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸

(
∑j−1

s ms)+(i−1)

1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−(

∑j−1
s ms)−i

)t ∈ Zn

i λ
(j)
i+n = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

(
∑j−1

s ms)

1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
i

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−(

∑j−1
s ms)−i

)t ∈ Zn vektori pridru`eni pqosnima F
(j)
i i

F
′(j)
i redom. Neka su v

(j)
i iu

(j)
i Poenkareovi duali karakteristi~nih podmnogostrukosti

nad pqosnima F
(j)
i i F

′(j)
i za sve pqosni, redom. Karakteristi~na matricaΛ je

Λ =



In

[
0
]

. . .


1 1 . . . 1
...

...
. . .

...

1 1 . . . 0

1 0 . . . 0


mt×mt[

0
]

. . .
[
0
]

...
. . .

...[
0
]

. . .
[
0
]


1 1 . . . 1
...

...
. . .

...

1 1 . . . 0

1 0 . . . 0


m1×m1

. . .
[
0
]



.

Prema teoremi Davis-Januszkiewicz-a 4.3.1 je
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Teorema 6.3.2. • Kohomolo{ki prstenH∗(Q;Z) je izomorfan sa

H∗(Q;Z) ≃ Z[u(1)1 , . . . , u(1)m1
, . . . , u(t)mt

]/F

gde jeF ideal u polinomijalnom prstenuZ[u(1)1 , . . . , u
(1)
m1 , . . . , u

(t)
mt ]

(takvom da je degu
(j)
i = 2 za sve j i i) generisan kvadratnim formama

F = {u(j)1

2
, u

(j)
2

2
+ u

(j)
1 u

(j)
2 , . . . ,

u(j)mj

2
+ u

(j)
1 u(j)mj

+ u
(j)
2 u(j)mj

+ · · ·+ u
(j)
mj−1u

(j)
mj
|j ∈ [t]}.

• Kohomolo{ki prstenH∗(Q;Z2) je izomorfan sa

H∗(Q;Z2) ≃ Z2[u
(1)
1 , . . . , u(1)m1

, . . . , u(t)mt
]/G

gde je G ideal u polinomijalnom prstenuZ2[u
(1)
1 , . . . , u

(1)
m1 , . . . , u

(t)
mt ]

(takvom da je degu
(j)
i = 2 za sve j i i) generisan sa kvadratnim formama

G = {u(j)1

2
, u

(j)
2

2
+ u

(j)
1 u

(j)
2 , . . . ,

u(j)mj

2
+ u

(j)
1 u(j)mj

+ u
(j)
2 ujmj

+ · · ·+ u
(j)
mj−1u

(j)
mj
|j ∈ [t]}.

• Totalna Stiefel-Whitney-eva klasaw(Q) je zadata sa

w(Q) =
t∏

j=1

(1 + u
(j)
1 )(1 + u

(j)
1 + u

(j)
2 ) · · · (1 + u

(j)
1 + · · ·+ u

(j)
mj−1).

Na isti na~in kao ranije uvodimo nove generatore t
(1)
1 , . . . , t

(1)
m1 , . . . , t

(t)
mt takve da je

H∗(Q;Z2) ≃ Z2[t
(1)
1 , . . . , t(1)m1

, . . . , t(t)mt
]/G

gde je G ideal u polinomijalnom prstenu Z2[t
(1)
1 , . . . , t

(1)
m1 , . . . , t

(t)
mt ] (takvom da je degt1 =

· · · = degtn = 2) generisan sa kvadratnim formama

G = {t(j)1

2
, t

(j)
2

2
+ t

(j)
1 t

(j)
2 , . . . , t(j)mj

2
+ t

(j)
mj−1t

(j)
mj
|j ∈ [t]}.
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Totalna Stiefel-Whitney-eva klasa data je sa

w(Q) =
t∏

j=1

(1 + t
(j)
1 ) · · · (1 + t

(j)
mj−1).

Odgovaraju}a dualna Stiefel-Whitney-eva klasa data je sa

w(Q) =
t∏

j=1

(1 + t
(j)
1 )(1 + t

(j)
2 + t

(j)
2

2
) · · · (1 + t

(j)
mj−1 + · · ·+ t

(j)
mj−1

mj−1
).

Ali, prema Teoremi 6.3.1 je:

w(Q) =
t∏

j=1

(1 + (t
(j)
1 + · · ·+ t

(j)
mj−1) + · · ·+ t

(j)
1 t

(j)
2 · · · t(j)mj−1).

Dakle, najvi{a netrivijalna dualna Stifel-Whitneyeva klasa je

w2n−2α(n)(Q) = t
(1)
1 · · · t(1)m1−1t

(2)
1 · · · t(t)mt−1,

gde je α(n) broj nenula cifara u binarnom zapisu broja n

Kao posledicu dobijamo

Teorema 6.3.3. Za svaki prirodan broj n postoji kvazitorusna mnogostrukost nad

kockom In takva da je

N(Q) ≥ 8n− 4α(n) + 1.

Prethodno tvr|ewe je u [5] dokazano na kra}i na~in oslawaju}i se na rezultate iz

[15].

Komentar. Sli~an rezultat se ne mo`e o~ekivati u klasi torusnih varijeteta jer je

u tom slu~aju Stiefel-Whitney-eva klasa trivijalna.

6.4 Imerzije i ulagawa nekih kvazitorusnih mnogostrukosti

Ovde }emo se kratko osvrnuti na problem imerzija kvazitorusnih mnogostrukosti.

Imerzijemnogostrukostisuveomaprou~avanfenomenualgebarskojtopologijiidifer-

encijalnoj geometriji. Prou~avawe imerzija mnogostrukosti je jedno od centralnih

pitawa algebarske topologije i motivisalo je mnoge poznate matemati~are da na ovom
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problemu rade. Jedan od prvih i najzna~ajnijih rezultata je Whitney-eva teorema o

ulagawu ( [61], [62] i [63]) koja tvrdi da se svaka kompaktnan-mnogostrukostn > 1mo`e

glatko ulo`iti u R2n i imerzovati u R2n−1. Smale i Hirsch su zna~ajno doprineli

teoriji imerzija mnogostrukosti, [38] i [53].

PoznatuHipotezuimerzije, kojapredvi|adasesvakakompaktnaglatkan-mnogostru-

kostn > 1mo`eimerzovati uR2n−α(n), gde jeα(n)broj jedinica ubinarnomzapisubroja

n, dokazao je R. Cohen [19]. Wenom dokazu je prethodio slede}i rezultat Masseya-a.

Teorema 6.4.1 ( W.S. Massey, [44]). Neka jeMn glatka, kompaktna n-dimenzionalna

mnogostrukost (n > 1). Tada jewj(M) = 0 za j > n− α(n).

Dualne Stiefel-Whitney-eve klase tako|e predstavqaju topolo{ku obstrukciju za

imerziju mnogostrukosti. Zbog rezultata Cohen-a mo`emo za neke mnogostrukosti

odrediti i ta~nu vrednost minimalne dimenzije Euklidskog prostora u koji se mno-

gostrukost mo`e imerzovati.

Prema Teoremi 4.5 iz [48] va`i:

Teorema 6.4.2. Ako se glatka, kompaktna n-mnogostrukost Mn mo`e imerzovati u

Euklidski prostorRn+k, tada su dualne Stiefel-Whitney-eve klase

wi(M) = 0,

za i > k.

Veza izme|u Stiefel-Whitney-evih klasa, imerzija i ulagawa je data slede}om teore-

mom

Teorema 6.4.3. Ako je k := max{i | wi(M
n) ̸= 0}tada

imm(Mn) ≥ n+ k i em(Mn) ≥ n+ k + 1,

gde je imm(Mn) = min
{
d |M se imerzuje uRd

}
i

em(Mn) = min
{
d |M se ula`e uRd

}
.

Kako jeM2n
In orjentabilna mnogostrukost, ona se mo`e ulo`iti uR4n−1. Dakle,

Teorema 6.4.4. Ako je n stepen dvojke tada je

em(MIn) = 4n− 1.
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Lema 6.3.2 implicira da je

w2(MIn) = v1 + v2 + · · ·+ vn−1.

Prema lemi o skra}ivawu, kada je n stepen dvojke, karakteristi~na klasa

w2(MIn)w2n−2(MIn) je trivijalna. Prema rezultatu Massey-a [45], sledi:

Teorema 6.4.5. Ako je n ≥ 4 stepen dvojke tada

imm(MIn) = 4n− 2

Generalno, za mnogostrukostMIn iz prethodnog razmatrawa va`i:

Posledica 15. Za svaki prirodan broj n postoji kvazitorusna mnogostrukostMI nad

kockom takva da je

imm(MI) ≥ 4n− 2α(n),

em(MI) ≥ 4n− 2α(n) + 1

i

N(MI) ≥ 8n− 4α(n) + 1.
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A. DEJSTVA GRUPA

A.1 Topolo{ke grupe

A.1.1 Osnovne osobine topolo{kih grupa

Topolo{ke grupe su topolo{ki prostori koji su istovremeno grupe u algebarskom

smislu. One predstavqaju bogat rudnik va`nih primera u topologiji i geometriji. U

ovom delu }emo prikazati osnove teorije topolo{kih grupa oslawaju}i se na [11] i [23].

Definicija A.1.1. Topolo{ka grupa je Hauzdorfov topolo{ki prostor G zajedno sa

strukturom grupe naG takav da va`i:

(1) mno`ewe u grupi (g, h) 7→ gh,G×G→ G je neprekidno preslikavawe; i

(2) inverzno preslikavawe u grupi g 7→ g−1,G→ G je neprekidno.

Definicija A.1.2. PodgrupaH topolo{ke grupe G je podprostor koji je tako|e i pod-

grupa u algebarskom smislu.

Primer 69. Prostor Z4 = {e, ω, ω2, ω3} sa diskretnom topologijom ima strukturu

topolo{ke grupeZ4 = ⟨ω|ω4 = e⟩. Podprostor Z2 = {e, ω2} ovog prostora je podgrupa
sa strukturom grupeZ2.

DefinicijaA.1.3. AkosuGiG′ topolo{kegrupehomomorfizmomnazivamoneprikidan

homomorfizam grupa f : G→ G′.

Definicija A.1.4. Ako je G topolo{ka grupa i g ∈ G tada levim translirawem za

element g zovemo preslikavawe Lg : G → G dato sa Lg(h) = gh. Sli~no, desnim

translirawem za g nazivamo preslikavaweRg : G→ G dato saRg(h) = hg−1.

Stav A.1.1. Za topolo{ku grupu G va`i Lg ◦ Lh = Lgh i Rg ◦ Rh = Rgh. Oba

preslikavawaLg iRg su homeomorfizmi kao i konjugacija sa g (h 7→ ghg−1).
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Dokaz. Za proizvoqan element v ∈ G va`i:

Lg ◦ Lh(f) = Lg(Lh(f)) = Lg(hf) = g(hf) = (gh)f = Lgh(f).

Analogno proveravamo i drugu relaciju. Iz ove relacije va`i Lg ◦ Lg−1 = Le = Id

i Lg−1 ◦ Lg = Le = Id pa je Lg−1 = L−1
g . Analogno dokazujemo da je i Rg homeomor-

fizam. Konjugacija h 7→ ghg−1 je zapravo kompozicija Rg ◦ Lg, pa je kao kompozicija

homeomorfizama tako|e homeomorfizam. �
Ako suA iB podskupovi topolo{ke grupeG ozna~imo saAB = {ab|a ∈ A, b ∈ B}

i saA−1 = {a−1|a ∈ A}.

Stav A.1.2. Neka jeG topolo{ka grupa i U proizvoqna okolina jedini~nog elementa

e. Tada postoji okolina V ⊂ U koja sadr`i e i va`i V = V −1.

Dokaz. Iz neprekidnosti inverznog preslikavawa je U−1 tako|e okolina od e, pa je

V = U ∩ U−1 okolina koju tra`imo. �
Iz neprekidnosti mno`ewa i inverznog preslikavawa lako se dokazuju slede}e dve

propozicije.

Stav A.1.3. Neka je G topolo{ka grupa, g ∈ G i U proizvoqna okolina od g tada

postoji okolina V od etakva da je V = V −1 i V gV −1 ⊂ U .

Stav A.1.4. Neka jeGtopolo{ka grupa, U proizvoqna okolina jedini~nog elementa e

i n prirodan broj tada postoji okolina V od etakva da je V = V −1 i V n ⊂ U .

Stav A.1.5. Neka je H podgrupa topolo{ke grupe G onda je H tako|e podgrupa od G.

Ako jeH normalna podgrupa onda je iH normalna podgrupa.

Dokaz. Dovoqno je dokazati da jeH
−1 ⊂ H iHH ⊂ H .

Neka je v ∈ H
−1

iV proizvoqanotvoren skup koji sadr`i v. Tada je v = w−1 za neko

w ∈ H . Odavde sledi da w ∈ V −1. Skup V −1 je otvoren zbog uslova (2) u definiciji

A.1.1. Zato je V −1 ∩ H ̸= ∅ pa postoji h ∈ H takvo da h ∈ V −1. Odavde sledi da

h−1 ∈ V , a kako jeH podgrupa to je h−1 ∈ H . Dakle, V ∩H ̸= ∅ pa v ∈ H .

Neka su h1, h2 ∈ H i neka je U proizvoqan otvoren skup takav da h1h2 ∈ U . Imamo

da je h−1
1 U otvoren skup koji sadr`i h2, pa je h

−1
1 U ∩ H ̸= ∅ tj. postoji h′ ∈ H takav

da h′ ∈ h−1
1 U . Odavde sledi da h1h

′ ∈ U . Analogno, Uh′−1 je otvoren skup koji sadr`i

h1 i postoji h
′′ ∈ H i h′′ ∈ Uh′−1. Zato h′h′′ ∈ U , a kako jeH podgrupa to h′h′′ ∈ H i

h′h′′ ∈ U ∩H .
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Preostali deo tvr|ewe dokazujemo analogno dokazuju}i za g ∈ G relaciju gHg−1 ⊂
H . �

Stav A.1.6. Ako je G topolo{ka grupa i H wena zatvorena podgrupa tada prostor

G/H levih koseta od H u G, sa topologijom indukovanom kanonskim preslikavawem

π : G→ G/H je Hauzdorfov prostor, a preslikavawe π je otvoreno i neprekidno.

Dokaz. Neka je U ⊂ G otvoren tada je π−1π(U) = UH =
∪

{Uh|h ∈ H} unija

otvorenihskupovapa jeisamotvorenskup. Naosnovudefinicijekoli~ni~ketopologije

sledi da je π(U) otvoren, pa je π neprekidno i otvoreno preslikavawe. Ostaje da

doka`emo da jeG/H Hauzdorfov prostor.

Neka su g1, g2 ∈ G takvi da je g1H ̸= g2H , tj. g−1
1 g2 ̸∈ H . Kako jeG−H okolina od

g−1
1 g2 to prema propoziciji A.1.3 postoji okolona U od e takva da jeUg−1

1 g2U ∩H = ∅.
Odavde sledi da je g−1

1 g2U ∩UH = ∅, tj. g2U ∩ g1UH = ∅. Posledwa relacija povla~i
i da je g2UH ∩ g1UH = ∅, pa su g1UH i g2UH (kao skupovi koseta) disjunktne okoline

ta~aka g1H i g2H . �

StavA.1.7. Ako jeH zatvorena normalna podgrupatopolo{ke grupeGtada je prostor

G/H sa koli~ni~kom topologijom tako|e topolo{ka grupa.

Dokaz. Prema propoziciji A.1.6G/H je Hauzdorfov prostor pa je dovoqno dokazati da

su mno`ewe i inverzno preslikavawe u grupi G/H neprekidna preslikavawa. Posma-

trajmo slede}i komutativni dijagram gde su horizontalne strelice mno`ewa u grupi:

G×G //

π×π
��

G

π
��

G/H ×G/H // G/H.

Iz propozicije A.1.6 se lako zakqu~uje da je skup uG/H ×G/H otvoren ako i samo ako

je uG×G otvorena wegova inverzna slika. Da bismo dokazali neprekidnost mno`ewa

na dowoj horizontalnoj strelici, dovoqno je dokazati da je inverzna slika otvorenog

skupa u G/H otvorena u G/H × G/H , a to je isto kao da poka`emo da je inverz u

G × G (idu}i dijagramom levo-gore) otvoren. Ovaj inverz je isti kao i kada idemo

dijagramom gore-levo (preko G) a on je otvoren po{to su mno`ewe u G i π neprekidna

preslikavawa. Analogno dokazujemo i neprekidnost inverznog preslikavawa u G/H .

�
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A.1.2 Klasi~ne Lieve grupe

Jedna od najva`nijih klasa topolo{kih grupa suLieve grupe koje poseduju i diferen-

cijabilnu strukturu. Opisa}emo strukture topolo{kih grupa nekih �klasi~nihLiovih

grupa�.

SkupMn svih n × n matrica je zapravo euklidski prostor dimenzije n2. Funkcija

determinanteMn → R je neprekidna jer je polinom po koeficijentima matrice. Zato

je inverzna slika od {0} zatvoren skup. Wegov komplent je skup svih nesingularnih

matrica, i formira grupu u odnosu na mno`ewe matrica. Ova grupa se naziva op{ta

linearna grupa i obele`ava se GL(n,R). Mno`ewa matrica je zadato polinomom po

koeficijentima matrica, pa je o~igledno neprekid- no. Inverzna matrica je prema

Kramerovom pravilu racionalna funkcija koeficijenata matrice, pa je i ova funkcija

neprekidna. Dakle,GL(n,R) je topolo{ka grupa.
Analognomo`emo zakqu~iti da je op{talinearna grupaGL(n,C)nad kompleksnim

brojevima topolo{ka grupa. Op{ta linearna grupa GL(n,H) nad kvaternionima je

tako|e topolo{ka grupa, iako se to dokazuje druga~ijim argumentom.

Specijalna linearna grupa Sl(n,R) (odnosno Sl(n,C)) je podgrupa grupeGL(n,R)
(odnosnoGL(n,C)) koju ~ine matrice ~ija je determinanta jednaka 1.

SkupO(n) svih ortogonalnih realnih matricaformira podgrupu grupeGL(n,R) i
to je zatvoren skup, po{to je definisan relacijomAAt = I . Kako koeficijenti ortogo-

nalnematricele`eu [−1, 1]skupO(n) jeograni~enzatvorenpodskupn2-dimenzionalnog

euklidskog prostora pa je kompaktan. Analogno, skupU(n) unitarnih kompleksnih ma-

trica, tj. matrica definisanih relacijom AA∗ = I gde je A∗ = Āt, je kompaktna

podgrupa odGL(n,C). Kvaternionski analog grupa ortogonalnih i unitarnih matrica
je simplekti~ka grupa Sp(n), koju ~ine sve kvaternionske matrice A koje zadovol-

javaju relaciju AA∗ = I , gde A∗ predstavqa kvartenionski konjugovanu transponovanu

matricu odA. Ova grupa je tako|e kompaktna podgrupa odGL(n,H).

Restrikcijom na matrice dimenzije 1 dobijaju se slede}e grupe:

SO(n) = {A ∈ O(n) | det(A) = 1} = specijalna ortogonalna grupa,

SU(n) = {A ∈ U(n) | det(A) = 1} = specijalna unitarna grupa.

Simplekti~ki analog ovih grupa ne postoji.
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A.2 Dejstva grupa

A.2.1 Osnovne osobine dejstva grupa

U ovom delu }emo se upoznati sa osnovnim konceptom dejstva grupa.

DefinicijaA.2.1. Neka jeG topolo{ka grupaiX prostor, tada selevimdejstvomgrupe

G naX naziva neprekidno preslikavawe ϱ : G×X → X , pri ~emu ϱ(g, x) obele`avamo

sa g(x), takvo da je:

(1) (gh)(x) = g(h(x)); i

(2) e(x) = x.

LevimG-prostorom (trasformacijskomgrupom)nazivamopar (X, ϱ)koji se sastoji

od prostoraX i levog dejstva grupeG naX .

Analogno definiciji A.2.1 defini{emo desno dejstvo kao neprekidno preslika-

vaweX × G → X , (x, g) 7→ xg koje zadovoqava uslove (xh)g = x(hg) i xe = x. Nije

te{ko videti da ako je (x, g) 7→ xg desno dejstvo, tada je (x, g) 7→ xg−1 levo dejstvo.

Obi~no radimo sa levimG-prostorima, pa izostavqamo re~ levi.

Iz definicije A.2.1 lako dobijamo slede}e tvr|ewe.

Stav A.2.1. Levo transliraweLg : X → X , x 7→ g(x) je homeomorfizam prostoraX .

Drugim re~ima propozicija A.2.1 ka`e da je dejstvo grupeG naX zapravo homomor-

fizam grupeG u grupu homeomorfizama prostoraX .

Za ta~kux ∈ X , skupG(x) = {g(x) | g ∈ G} zovemoorbitom elementax, a podgrupu
Gx = {g ∈ G | g(x) = x} nazivamo grupom izotropije ili stabilizatorom grupe u x.
Skup svih grupa izotropije ozna~avamo sa Iso(X). Ukoliko je G(x) = X tj. postoji

samo jednaorbita (ceoprostorX) dejstvo grupe senazivatranzitivnim. Ukolikova`i

(g(x) = x za svako x)⇒ g = e, dejstvo se naziva efektivnim. Grupa dejstvuje slobodno

ako va`i (g(x) = x za neko x)⇒ g = e.

Primer 70. Neka jeH podgrupa topolo{ke grupeG. Tada mno`ewe u grupiG defini{e

jedno slobodno dejstvo grupeH naG,H×G→ G, (h, g) 7→ hg. Tako|e grupaG dejstvuje

sama na sebi konjugovawemG×G→ G, (g, h) 7→ ghg−1.

Primer 71. Neka jeG = Z2 = {e, ω} iX = Rn. GrupaZ2 dejstvuje naRn sa centralnom

simetrijom u odnosu na koordinatni po~etak ω(x) = −x.
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Primer 72. Diedarska grupa G = Dn = ⟨s, ρ | s2 = ρn = e, sρ−1 = ρs⟩ dejstvuje na
pravilnom n-tougluX kao grupa wegovih simetrija

Slika A.1: Diedarska grupa

Primer 73. Ortogonalna grupa O(n) dejstvuju na Rn kao izometrija tj. ~uva du`inu

vektora. Primer jednog dejstva grupe O(n) je weno dejstvo na jedini~nu sferu Sn−1.

Tako|e na Sn−1 dejstvuje i bilo koja podgrupa grupeO(n).

Primer 74. GrupaG = A5 je grupa simetrija ikosaedra i dejstvuje na ikosaedruX .

Primer 75. Neka jeX topolo{ki prostor i Y = X ×X × · · · ×X = Xn. Na prostoru

Y dejstvuje grupa svih permutacija Sn u n-slova, σ : [n] → [n], ϕσ(x1, x2, . . . , xn) =

(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)). Tako|e, bilo koja podgrupa G ⊂ Sn (kao npr. cikli~na grupa

Zn) dejstvuje na Y .

Primer 76. Neka jeX G-prostor i Y H-prostor. ProstorX × Y postaje jedanG×H

prostor sa dejstvom

((g, h), (x, y)) 7→ (gx, hy).

Stav A.2.2. Neka je xta~kaG prostoraX iGx = H . Tada jeGg(x) = gHg−1.

Dokaz. Neka je g1 ∈ Gg(x), tada je g1(g(x)) = g(x), a odavde je

g−1(g1(g(x)) = x.

Slika A.2: Ikosaedar
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Odavde sledi da g−1g1g ∈ H tj. g1 ∈ gHg−1 iGg(x) ⊂ gHg−1.

Imamo da za h ∈ H va`i

ghg−1(g(x)) = gh(x) = g(x),

odakle sledi da ghg−1 ∈ Gg(x), tj. gHg
−1 ⊂ Gg(x). Dakle,Gg(x) = gHg−1. �

Neka jeX G-prostor. Relacija∼= {(x, gx) | x ∈ X, g ∈ G} je relacija ekvivalen-
cije na skupuX . Klasa ekvivalencije elementaX jeG(x) orbita elementa x. Skup svih

klasa ekvivalencije obele`avamo saX/G, a dodequjemo mu koli~ni~ku topologiju in-

dukovanu preslikavawemX → X/G, x 7→ G(x). Ovaj prostor zovemo prostor orbita

G-prostoraX .

Podskup prostoraF ⊂ X G-prostoraX se nazivafundamentalni domen ovog pros-

tora ukoliko je F ↪→ X → X/G bijekcija. Fundamentalni domen sadr`i ta~no jedan

element iz svake orbite. Jedan prostor mo`e imati vi{e razli~itih fundamentalnih

domena.

Primer 77. Grupa S1 shva}ena kao grupa svih kompleksnih brojeva modula 1 obi~nim

mno`ewem deluje u kompleksnoj ravni C, geometrijski kao rotacija oko 0. Orbita

elementa x je kru`nica sa centrom u 0 i polupre~nika |x|. Ovo dejstvo nije slobodno
jer svaki element S1 fiksira 0. No, ova grupa dejstvuje slobodno na C\{0}. Primer
fundamentalnog domena zaC pri dejstvu S1 je bilo koja poluprava sa po~etkom u 0.

Slika A.3: Grupa S1

Primer78. GrupaZ2 dejstvujena sferiSn,x→ −x. Orbita svakogelementax se sastoji
od dva elementa {x,−x}. Prostor orbita ovog prostora je projektivni prostor RP n.

Wega vizuelizujemo kao gorwu poluloptu sfere Sn sa antipodalnom identifikacijom

na ekvatoru.

Primer 79. Fundamentalni domen za grupu simetrija jednakostrani~nog trougla je

{rafirani trougao na slici A.5.
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Slika A.4: Antipodalno dejstvo na sferi Sn

Slika A.5: Primer 79

A.2.2 Neke va`ne osobine dejstva grupa

U prethodnom delu videli smo razli~ite primere dejstva grupa na objektima koje

smatramo bliskim. Ve} u wima se uo~ava va`nost i takore}i stalno sretawe ovog

koncepta u matematici. U ovom delu }emo opisati jo{ neka svojstva dejstva grupa i

wihove odr`avawe na kombinatoriku, geometriju, algebru i topologiju prostora. Sva

preslikavawa sa kojima od nadaqe radimo podrazumevamo da su neprekidna.

Stav A.2.3. Neka je X G-prostor i x ∈ X . Preslikavawe G → X , g 7→ gx je kon-

stantno na kosetima gGx i indukuje injektivno preslikavawe qx : G/Gx → X ~ija je

slika orbita elementa x.

Dokaz. Neka je g1Gx = g2Gx, tj. neka g
−1
1 g2 ∈ Gx. Odavde sledi da je g

−1
1 g2(x) = x

tj. g1(x) = g2(x), ~ime smo pokazali da je preslikavawe konstantno na kosetima i da

je preslikawe qx(gGx) = g(x) dobro definisano i wektivno. Na osnovu definicije

koli~ni~ke topologije ono je i neprekidno. O~igledno je da je slika od qx orbitaG(x)

elementa x. �
Do sada smo pa`wu posve}ivali dejstvima ne preciziraju}i da li je re~ o levom ili

desnomdejstvu. Prostororbitalevihdejstavauobi~ajenoobele`avamosaG\X , a desnih

X/G.

Primer 80. Prostor orbita desnih dejstavaG×H → G jeG/H , prostor desnih koseta
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gH . Prostor levih koseta jeH\G. Preslikavawe

G×G/H → G/H, (g′, gH) 7→ g′gH

je neprekidno. Bilo koji G-prostor G/H sa ovako definisanim dejstvom naziva se

homogeniprostor. UkolikojeK ⊂ Gbilokojadrugapodgrupa,mo`emoopetformirati

prostorK\(G/H), prostor dupliranih koseta.

Za dve podgrupe grupe G, K i H ka`emo da su kowugovane u G (H ∼ K) ako i

samo ako postoji g ∈ G takvo da je H = gKg−1. Relacija kowugovanosti grupa je

jedna relacija ekvivalencije na skupu S(G) podgrupa grupeG. Kowugovanu klasu grupe

H ozna~avamo sa (H). Za grupu H ka`emo da je podkowugovana grupi K ukoliko

je kowugovana nekoj podgrupi grupe K i ozna~avamo sa (H) < (K). Podkowugacija

defini{e jedno parcijalno ure|ewe na skupu klasa kowugacije podgrupa grupeG.

Neka jeX G-prostor iH podgrupa grupe G. Definisa}emo slede}e podskupove od

X :

XH = {x ∈ X | Gx = H} ,

X(H) = {x ∈ X | Gx ∼ H} .

SkupX(H) nazivamo (H)-orbitnimraslojewemodX . ProstorX je disjunktnaunija svo-

jihorbitnihraslojewa. Jedanodproblemauteorijitransformacijagrupa jerazumevawe

na~ina na koji su prostori izgra|eni od svojih orbitnih raslojewa.

Neka jeH podgrupa odG, tada skup

XH = {x ∈ X | hx = x za svakoh ∈ H}

nazivamoH-fiksnim skupom ta~aka odX . Ta~ke uXG se nazivaju stacionarne ta~ke

G-prostora. O~igledno jeXH ⊂ XH . Lako se proverava da va`i slede}a relacija

X>H = XH \XH =
∪
K

XK , za sveK ⊃ H,H ̸= K.

Primer 81. Neka je X kvadrat i neka je G = D4 diedarska grupa. Uzmimo za H

dvoelementnu podgrupu generisanu elementom ρs (simetrijom u odnosu na dijagonalu).

Tada jeXH skup svih ta~aka dijagonale bez centra kvadrata,X(H) skup svih ta~aka obe
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dijagonale i obe ose simetrije normalnih na stranice kvadrata bez centra kvadrata, a

XH cela dijagonala (Slika A.6).

Slika A.6: Primer 81

Neka jeXG-prostor iY ⊂ X ,Y nazivamoG-invarijantnim iliG-potprostorom

ako za sve g ∈ G i sve y ∈ Y va`i gy ∈ Y . Tada o~igledno imamo indukovanu akciju

G × Y → T , (g, y) 7→ gy pa je i Y G-prostor. Orbite su najmawi (u smislu inkluzije)

G-potprostori G-prostora, a svaki G-potprostor je unija orbita. Orbitna raslojewa

su G-potprostori. Orbitno raslojewe X{e} je najve}i podskup prostora X na kome je

dejstvo slobodno. KomplementX \ X{e} se naziva singularnim skupom G-prostoraX .

Ovaj skup je unija fiksnih skupova ta~akaXH ,H ̸= {e}.

Primer 82. U primeru 81 skup X{e} je skup svih ta~aka koje nisu na osama simetrije

kvadrata.

A.3 Ekvivarijantna preslikavawa

A.3.1 KategorijaG-prostora iG-preslikavawa

Mnogi problemi u matematici mogu se svesti na pitawe postojawa odre|enog ek-

vivarijantnog preslikavawa. Neke od najzna~ajnih teorema matematike XX veka, kao

npr. Borsak-Ulamova teorema, govore o wihovoj egzistenciji. Wihovo izu~avawe je

zato od krucijalne va`nosti. Uop{teno govore}i ekvivarijantna preslikavawa izme|u

dva G-prostora su ona preslikavawa koja se �sla`u� sa G-dejstvima. Wihova primena

u kombinatorici i drugim granama matematike je izlo`ena u [66] i [46]. Rezultati i

teorija koju ovde izla`emo prati monografiju [23] u kojoj je teorija ekvivarijantnosti

detaqno prou~ena.

Definicija A.3.1. Neka suX i Y dvaG-prostora. Preslikavawe f : X → Y nazivamo

G-ekvivarijantnim ukoliko za svako g ∈ G i za svako x ∈ X va`i

f(gx) = g(f(x)).
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G-ekvivarijantno preslikavawe f : X → Y indukuje neprekidno preslikavawe na

prostoru orbita

f/G : X/G→ Y/G, G(x) 7→ G(f(x)).

O~igledno je da je za svako x ∈ X ,Gx ⊂ Gf(x). Ukoliko je za svako x ∈ X ,Gx = Gf(x)

preslikavawe f nazivamo izovarijantnim.

Radi lak{eg ozna~avawa, G-ekvivarijantno preslikavawe f nagla{avamo sa f :

X
G→ Y i nazivamo ga kra}eG-preslikavawe.

G-prostorikaoobjektiiG-preslikavawakaomorfizmiizme|uobjekataformiraju

jednu kategoriju. Izomorfniobjekti ove kategorije suG-prostori izme|u kojih postoji

G-homeomorfizam (G-preslikavawe koje je i homeomorfizam).

Ova kategorija poseduje proizvod. Neka je (Xi | i ∈ I) familija G-prostora.

Topolo{ki proizvod
∏

i∈I Xi posedujeG-dejstvo definisano sa

(g, (xi | i ∈ I)) 7→ (g(xi) | i ∈ I),

koje nazivamo dijagonalnim dejstvom.

Definicija A.3.2. G-preslikavawa f0, f1 : X → Y nazivamo G-homotopnim ukoliko

postoji neprekidnoG-preslikavawe F , koje zovemoG-homotopija izme|u f0 i f1

F : X × [0, 1] → Y

takvo da je F (x, 0) = f0(x), F (x, 1) = f1(x), aG dejstvuje trivijalno na [0, 1] i dijago-

nalno naX × [0, 1]. Svako preslikavawe ft, x 7→ F (x, t) je jednoG-preslikavawe.

Relacija G-homotopnosti je jedna relacija ekvivalencije i postoji kategorija G-

prostora iG-homotopnih klasa preslikavawa. SkupG-homotopnih klasa preslikavawa

X
G→ Y obele`avamo sa [X, Y ]G. Sa f0 ≃G f1 ozna~avamo da su f0 i f1 homotopna.

Stav A.3.1. Neka suH iK podgrupe topolo{ke grupeG.

(1) G-preslikavawe G/H → G/K postoji ako i samo ako je H kowugovana nekoj

podgrupi grupeK .

(2) Za a ∈ G, a−1Ha ⊂ K , postoji G-preslikavawe Ra : G/H → G/K , gH 7→
gaK .

(3) Svako G-preslikavawe G/H → G/K ima formu preslikavawa Ra za odre|eno

a ∈ Gtakvo da je a−1Ha ⊂ K .
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(4)Ra = Rb ako i samo ako ab
−1 ∈ K .

Dokaz. Neka je f : G/H
G→ G/K . Uo~imo a ∈ G takvo da je f(eH) = aK . Iz

ekvivarijantnosti zakqu~ujemo da je aK = f(eH) = f(hH) = hf(eH) = haK za

svakoh ∈ H . Odavde sledi da jea−1Ha ⊂ K iH je o~iglednokowugovanaovoj podgrupi.

Tako|e iz ekvivarijantnosti dobijamo da je f(gH) = f(geH) = gf(eH) = gaK .

Obrnuto neka je a−1Ha ⊂ K . Ako je g1H = g2H , tada je g1 = g2h za neko h ∈ H i

ha = ak zanekok ∈ K . Odavde jeg1aK = g2haK = g2akK = g2aK ipreslikavaweRa

je dobro definisano. Ra je po svojoj definicijiG-ekvivarijantno. Ovim smo dokazali

(1), (2) i (3).

Ra = Rb je ekvivalentno sa tim da za svako g ∈ G va`i gaK = gbK , odnosno da je

aK = bK , a ovo je ekvivalentno sa tim da ab−1 ∈ K . �
Neka jeH podgrupa grupeG. Normalizator grupeH u grupiG je grupa

NH = {n ∈ G | n−1Hn = H}. Grupa H je normalna podgrupa grupe NH , pa postoji

kvocijentna grupa NH/H koju ozna~avamo saWH i zovemo Vajlovom grupom. Prema

primeru A.3.1G-endomorfizmi prostoraG/H imaju oblikRn : G/H → G/H , gH 7→
gnH za n−1Hn ⊂ H . U op{tem slu~aju n ne mora biti element odNH , n pripadaNH

ako i samo ako jeRn G-automorfizam odG/H . Odavde se zakqu~uje da je Vajlova grupa

izomorfna grupiAutG(G/H)G-automorfizama.

Stav A.3.2. Dejstvo grupeWH naG/H

G/H ×WH → G/H, (gH, nH) 7→ gnH

je slobodno.

Dokaz. Neka je za neko n ∈ NH i neko gH , gnH = gH . Tada je nH = H i h ∈ H .�

Stav A.3.3. Neka jeX G-prostor iH podgrupa odG. ProstorXH jeNH/H prostor.

Dokaz. Neka je x ∈ XH i g ∈ NH/H . Prema stavu A.2.2 i definicije Vajlove grupe,

imamo da jeGg(x) = gHg−1 = H . Dakle, g(x) ∈ XH .

Ostaje da doka`emo da je ovo dejstvo dobro definisano. Neka su g1, g2 ∈ NH takvi

da je g1H = g2H . Tada je g−1
2 g1 ∈ H , pa je g−1

2 g1(x) = x tj. g1(x) = g2(x), ~ime je

tvr|ewe dokazano. �
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A.3.2 Familije podgrupa i ekvivarijantna preslikavawa

Na daqe }emo posmatrati dejstva kompaktnih grupa na Hauzdorfovim prostorima.

Orbitni tip G-prostoraX je skup klasa izomorfizama homogenih prostora koji

su izomorfni orbitama. Ako je ovaj skup kona~an, ka`emo da X ima kona~an orbitni

tip. Izotropski tipG-prostoraX je skup konjugovanih klasa izotropskih grupa.

DefinicijaA.3.3. Familija izotropije (ili kra}efamilija) grupeG je skupF zatvore-

nih podgrupa grupeG takvih da za sveH ∈ F,H ∼ K sledi daK ∈ F.

Familija F je zatvorena ukoliko iz H ∈ F, H ⊂ K sledi da K ∈ F, a otvorena

ukolikoH ∈ F,K ⊂ H sledi daK ∈ F. Neka jeXG-prostor iFfamilija defini{imo

skup

X(F) = {x ∈ X | Gx ∈ F} .

OvajG-potprostor je unija orbitnih raslojewa.

Primer 83. Neka je X = Rn ⊕ Rn i neka na X dejstvuje grupa Z4 = {ω|ω4 = e} na
slede}i na~in ω(x, y) = (−y, x). Zatvorene familije su F1 = {Z4}, F3 = {{e, ω2}, Z4}
i {{e}, {e, ω2}, Z4}. Imamo da jeX(F1) = X(F2) = {(0, 0)} iX(F3) = X .

DefinicijaA.3.4. G-prostorX senazivaF-trivijalnimakopostojiG-ekviva-rijantno

preslikavaweX → G/H ,H ∈ F.

Otvoreni G-potprostor U prostora X nazivamo cev oko ta~ke x ∈ U ako postoji

G-ekvivarijantno preslikavawe U → G/Gx.

DefinicijaA.3.5. G-prostorX se naziva F-lokalnotrivijalnim ako postoji otvoreno

pokrivawe F-trivijalnimG-potprostorima. G-prostorX se naziva F-strogo lokalno

trivijalnim ako postoji ako postoji cev oko svake ta~ke prostoraX .

Stav A.3.4. Neka je X strogo lokalno trivijalan prostor. Ako je F zatvorena

(otvorena) familija, tada jeX(F) zatvoren (otvoren) uX .

Dokaz. Neka je F otvorena familija, x ∈ X(F) i f : U → G/Gx G-preslikavawe iz

cevi U oko x. Neka je y ∈ U i f(y) = gGx, tada iz ekvivarijantnosti dobijamo da za

svako h ∈ Gy va`i

gGx = f(y) = f(h(y)) = h(f(y)) = hgGx.
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Odavde je Gx = g−1hgGx pa g
−1hg ∈ Gx tj. h ∈ gGxg

−1 i Gy ⊂ gGxg
−1. Dakle, sve

grupe izotropija ta~aka iz U su podkonjugovane grupi Gx ∈ F i U ⊂ X(F), pa jeX(F)

otvoren uX .

Neka je F zatvorena familija i F′ komplement od F u skupu svih zatvorenih podgrupa.

F′ mora biti otvorena jer ukoliko bi za H ∈ F′, K ⊂ H va`ilo K ∈ F, zatvorenost

F bi zna~ilo da H ∈ F, {to je nemogu}e. Sve grupe izotropija su zatvorene, pa je

X(F) = X \X(F′) zatvoren uX . �
Svako G-ekvivarijantno preslikavawe f : X → Y indukuje G-ekvivarijantno

preslikavawe

f(F) : X(F) → Y (F)

za svaku zatvorenu familiju F. Zato se ~esto posmatra filtracija prostora X pot-

prostorima X(F) gde su F zatvorene familije. Inkluzija defini{e jedno parcijalno

ure|ewe podskupovaX(F). Dokazi i konstrukcije u teoriji transformacija grupe ~esto

se sprovodeindukcijompofiltracijiX(F)po~ev{iod skupafiksnih ta~akai dodaju}i

jedno orbitno raslojewe.

Neka suX i Y G-prostori. ZaG-ekvivarijantno preslikavawe f : X → Y imamo

da za svako x ∈ X va`iGx ⊂ Gf(x). Posmatra}emo potprostor

I(X, Y ) = {(x, y) | Gx ⊂ Gy} ⊂ X × Y.

Ovo je G-potprostor prostora X × Y sa dijagonalnim dejstvom. Prostor orbita

ozna~i}emo saM(X, Y ) = I(X, Y )/G. ProjekcijaX×Y → X indukuje preslikavawe

q :M(X,Y ) → X/G

prelaskom na prostore orbita. G-preslikavawe f : X → Y indukuje preslikavawe

X → I(X, Y ), x 7→ (x, f(x)), a prelaskom na prostore orbita dobijamo preslikavawe

sf : X/G→M(X, Y ).

Ovo preslikavawe sf je se~ewe, tj. va`i qsf = id. Pokaza}emo da pod odre|enim

uslovima, se~ewa od q odgovaraju ekvivarijantnim preslikavawima.
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Definicija A.3.6. Par (X, Y )G-prostora se naziva dopustiv ako je dijagram

I(X, Y )
Q //

PX
��

X

pX
��

M(X, Y )
q // X/G

koji nastaje od q, povla~ewe.

Stav A.3.5. Neka je par (X, Y ) dopustiv. Tada je dodeqivawe f 7→ sf bijektivna

korespondencija izme|u G-preslikavawa X → Y i se~ewa od q. Dva G-preslikavawa

f0, f1 : X → Y suG-homotopna ako i samo ako su odgovaraju}a se~ewa homotopna kao

se~ewa.

Dokaz. Neka je s : X/G → M(X, Y ) se~ewe. Dijagram povla~ewa nam daje indukovano

se~ewe t : I(X, Y ). Komponujmo t saprojekcijomI(X, Y ) → Y idobijamopreslikavawe

fs : X → Y . Imamo da je Qt(gx) = gx = gQt(x) = Q(gt(x)), jer je t se~ewe i

Q G-preslikavawe. Tako|e je, Pt(gx) = sp(gx) = sp(x) jer je t indukovano se~ewe

i p orbitno preslikavawe. Va`i i da je P (gtx) = Pt(x) = sp(x) jer je P tako|e

orbitno preslikavawe. Dakle, gt(x) i t(gx) imaju iste slike u odnosu na projekcije

P i Q, pa oni moraju biti jednaki. Pridru`ivawe s 7→ fs se lako proverava da

je inverz pridru`ivawu f 7→ sf . G-homotopija H : X × I → Y indukuje se~ewe

sH : (X × I)/G → M(X × I, Y ). Preslikavawe M(X × I, Y ) → (X × I)/G je

kanonski homeomorfno sa q× idI :M(X ×Y )× I → X/G× I i sH je transformisano

ovimhomeomorfizmomuhomotopijuod se~ewa q. Lakoseproveravada jeipar (X×I, Y )

dopustiv, ~ime je tvr|ewe u potpunosti dokazano. �
Slede}i stav nam daje karakterizaciju jedne {iroke klase dopustivih parova.

Stav A.3.6. Neka jeG kompaktna grupa i neka suX i Y Hauzdorfovi prostori. Tada je

par (X,Y ) dopustiv.

Stav A.3.6 omogu}ava prou~avawe ekvivarijantnih preslikavawa metodama alge-

barske topologije kao {to je teorija obstrukcija.

Metod indukcije po orbitnimtipovimaredukujemnoge probleme na slobodna dejstva

grupa.

Teorema A.3.1. Neka je F zatvorena familija i X strogo lokalno trivijalan G-

prostor. Neka je H maksimalna me|u grupama izotropije ta~aka iz X koja nije u

136



\or|e Barali}

F i neka je F′ minimalna zatvorena familija koja sadr`i F i (H). Pretpostavimo

da je f : X(F) → Y (F) G-preslikavawe. Produ`ewa F : X(F′) → Y (F′) pres-

likavawa f bijektivno odgovaraju NH/H-produ`ewima h : X(F′)H → Y (F′)H od

fH : X(F)H → Y (F)H .

X(F)
f //

� _

��

Y (F)� _

��
X(F′) //__ Y (F′).

X(F)H
fH

//
� _

��

Y (F)H� _

��
X(F′)H //__ Y (F′)H .

Dokaz. Pretpostavimo da se produ`ewa F1 i F2 poklapaju na skupu X(F′)H . Oni se

poklapaju i na X(F) i (X(F′) \ X(F))H = XH
(H) = XH . Kako je X(H) = GXH , zbog

ekvivarijantnosti se moraju podudarati i na X(H). Zbog maksimalnosti grupeH va`i

da jeX(F′) = X(H) ∪X(F) pa je F1 ≡ F2.

Slika A.7: Ra{ireweG-preslikavawa

Slika A.8: Ra{ireweNH/H-preslikavawa
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Neka je hNH/H-preslikavawe koje produ`uje fH . Defini{imo

E : X(F′) → Y (F′)

na slede}i na~in

E(x) =

{
f(x), x ∈ X(F)

gh(y), x = gy, y ∈ X(F′)H .

Treba dokazati da je E dobro definisano, neprekidno i ekvivarijantno preslikavawe.

Pretpostavimo da je x = g1y1 i y1 ∈ X(F)H . Tada je g1h(y1) = g1f(y1) = f(g1y1) =

f(x). Ako je x = g1y1 = g2y2 i y1, y2 ∈ XH , tada je g1 = g2n za neko n ∈ NH . Kako je h

NH-ekvivarijantno, sledi da je

g1h(y1) = g2nh(y1) = g2h(ny1) = g2h(y2).

Dakle, E je dobro definisano. Ono je neprekidno jer je neprekidno na zatvorenim

podskupovimaX(F) iGX(F′)H . Ekvivarijantnost odE se direktno proverava. �

Primer 84. Neka jeG grupa i Y G-prostor. Za proizvoqan prostorX prostorG×X

jeG-prostor sa slobodnim dejstvom. Proizvoqno preslikavawe f : X → Y indukujeG

preslikavawe F : G×X → Y , F (g, x) = gf(x).

Primer 85. Neka jeG grupa,H wena podgrupa i Y G-prostor. Za proizvoqan prostor

X prostorG/H ×X jeG-prostor. Proizvoqno preslikavawe f : X → Y H indukuje

G preslikavawe F : G/H ×X → Y , F (gH, x) = gf(x).

Teorema 2.3.1 va`i u ekvivarijantnoj verziji:

StavA.3.7. OsobinaG-ekvivarijantnostiiG-ekvivarijantne homotopske ekvivalen-

cije se prenosi i na funktor hocolim.
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