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Р Е З И М Е 
 

 

Рад под називом „ОПТИМИЗАЦИЈА ЗАТВОРЕНИХ ПОПРЕЧНИХ ПРЕСЕКА 
ГЛАВНИХ НОСАЧА ДИЗАЛИЦА ПРИМЕНОМ МЕТОДЕ ЛАГРАНЖОВИХ 
МНОЖИТЕЉА", разматра проблем оптимизације сандучастих попречних пресека 
главног носча дизаличних конструкција, као њеног најодговорнијег дела. Као функција циља, 
постављено је смањење масе главног носача. Метда Лагранжових множитеља је 
коришћена као методологија за рачунање оптималних зависности геометријских 
параметара сандучастих попречних пресека. Као функције ограничења кришћене су 
критеријуми чврстоће, бочне стабилности, локалне стабилности лимова, крутости 
носача и динамичке крутости. Добијени резултати геометријских параметара 
оптимизације потврђени су на нумеричким примерима и извршено је њихово поређење са 
изведеним решењима. Компаративана анализа резултата оптимизације и решења била 
би основа за препоруке које су од значаја за пројектанте у процесу пројектовања 
дизаличних конструкција. 

Тежиште рада базирано је на истраживању и испитивању оптималних вредности и 
међусобних зависности геометријских параметара сандучастог попречног пресека 
главног носача који утичу на повећање савојне и торзионе крутости, смањење локалног 
напрезања у карактеристичним пресецима и смањење површине попречног пресека, 
односно количине утрошеног материјала за његову израду, при чему је задовољена 
основна функција рада дизалице. 

Истраживане су међусобне зависности геометријских параметара попречног пресека, 
односно њихов однос, применом методе Лагранжових множитеља према 
карактеристичним критеријумима, при чему је приказан алгоритам избора оптималног 
критеријума и одређивања оптималних геометријских параметара попречног пресека. На 
тај начин одређени су карактеристични критеријуми за одређене распоне и носивости за 
погонску класу 2, у зависности од избора материјала. Такође, приказана је зависност 
односа оптималних геометријских параметара за карактеристичне носивости у односу 
на промену распона. 
Извршена је потврда оправданости примене добијеног алгоритма, при чему је приказана 
уштеда која се овим поступком добија у односу на изведена решења двогредних мосних 
дизалица. 

Кључне речи: мосна дизалица, главни носач, оптимизација, Лагранжов множитељ, 
сандучасти попречни пресек, нормални напон, бочна стабилност, локална стаблност 
плоча, савојна крутост, динамичка крутост. 
 



 
 

A B S T R A C T 
 

 

The paper entitled „OPTIMIZATION OF THE CLOSED CROSS SECTIONS OF THE MAIN 
MAIN GIRDERS OF THE CRANES BY USING THE METHOD OF LAGRANGE 
MULTIPLIERS", considers the problem of optimization of the box section of the main girder of 
the construction of cranes, as its most liable part. Reduction of the girder mass is set as the 
objective function. The method of Lagrange multipliers was used as the methodology for 
approximate determination of optimum dependences of geometrical parameters of the box 
section. The criteria of permissible stresses and strains, lateral stability, local stability of plates, 
girder stiffness and dynamic stiffness were applied as the constraint functions. The obtained 
results of optimization of geometrical parameters were verified on numerical examples and the 
comparison with some solutions of cranes was made. The comparative analysis of the 
optimization results and the solutions was the basis for recommendations which are significant 
for designers during construction of cranes. 

The focus of work is based on research and testing of optimal values and the mutual dependence of 
geometric parameters of rectangular box cross-section of the main girder affecting the increase in 
bending and torsion stiffness, reduction of local strain in the characteristic cross sections and reduction 
the cross-section area, that is quantity of materials used for its manufacture, whereby the basic function 
of crane is fulfilled. 

Research on the mutual dependence of geometric parameters of cross section, and their ratio, using the 
method of Lagrange multiplier as characteristic criteria is done, whereby is shown algorithm for 
selection of the optimal criteria and determining the optimal geometric parameters of cross section. In 
this way the characteristic criteria are specificied for a particular span and capacity of work regime 2m, 
depending on the choice of materials. Also it shows the dependency of the ratio of optimal geometrical 
parameters for the specific weight of load with respect to the span change. 

The application showed confirmation of acquired algorithm feasibility, whereby the savings are shown 
gained in this process with regard to the derived solution of the double beam crane bridges. 

Keywords: crane bridge, main girder, optimization, Lagrange Multiplier, rectangular box cross section, 
normal stress, laterl stability, local stability of plates, bending stiffness, dynamic stiffness. 
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Главни задатак у процесу пројектовања носећих структура дизаличних конструкција 
је утврђивање оптималних димензија кутијастог попречног пресека главног носача. Главни 
носач је најодговорнији део дизаличне конструкције и зато је неопходно, током 
оптимизације, да се утиче на повећање његове носивости са истовременим смањењем масе. 
Маса главног носача има највећи удео у укупној маси дизаличне конструкције, тако да је 
веома важно да се изврши његова оптимизација у погледу облика и смањења површине 
попречног пресека а све у циљу смањења укупних трошкова производње целе носеће 
структуре. Анализа структуре трошкова за производњу металних конструкција које је 
изршио Фаркаш Ј. (1984), показао је да је учешће трошкова материјала у укупним 
трошковима највећи (30-73)%, а да су остали трошкови мањи. 

То је разлог зашто је избор оптималног облика и геометријских параметара који утичу 
на смањење масе и трошкова производње предмет истраживања многих аутора, без обзира на 
то да ли су они конкретно баве дизаличним конструкцијама или носећим структурама у 
целини ([2]; [11]; [13]; [15]; [16]; [25]; [26]; [29]; [35]; [36]; [65]). 

Оптимизација заварених носача кутијастог попречног пресека који су извршили 
аутори у раду [25], показано је да постављање подужних ојачања може резултирати 
уштедама до износа од (18-21)%. Унета подужна ојачања повећавају стабилност кутијастог 
носача са смањењем величине попречног пресека. Постављање додатних подужних и 
попречних ојачања такође утичу на побољшање структуре кутијастог попречног пресека 
носача у смислу уштеде у материјалу до 38,33%, што је потврђено применом МКЕ, што је 
показано у раду [68]. 

Оптимизација кутијастог пресека главног носача двогредне мосне дизалице је и 
спроведена у раду [46-49], где је у току оптимизације усвојена константна висина носача h, а 
други геометријски параметри кутијастог попречног пресека су промењени. На овај начин је 
показано да маса може бити чак смањена и до 20,6%, односно 8,46%, без било каквог ризика 
прекорачења дозвољеног напона. Такође је истакнуто да избор типа коначних елемеата утиче 
на тачност резултата у примени МКЕ. 

У раду [69] је решен проблем оптимизације уздужних носача кутијастог попречног 
пресека са шином изнад вертикалног лима помоћу три функције ограничења. Метода 
коначних елемената (МКЕ) је коришћена у том раду, 11 геометријских параметара су 
варирани, а значајна могућност коришћења великог броја променљивих током оптимизације 
је наглашена. Може се приметити да се оптимизација може вршити било аналитички или 
путем МКЕ. Метода коначних елемената је погоднија, јер се примењује много различитих 
променљивих величина. Предност аналитичких метода је у томе што пружају функционалну 
зависност резултата оптимизације, тако да се анализом може дефинисати утицај појединих 
параметара на смањење масе. Већина аутора користи дозвољени напон као функцију 
ограничења или две функције ограничења: дозвољени напон и дозвољени угиб као функције 
ограничења. Критеријум бочне стабилности се у последње време све више примењује као 
функција ограничења ([69]; [15];. [25]; [26];. [35]). 

У раду [37] аутори су анализирали су грешке током израде кутијастих носача за 
дизаличне конструкције услед заваривања, и њиховим каснијим ефектима на повећање 
напона. Они су предложили преднапрезање и регенерацију која се односи на заваривања 
лимених плоча у одговарајућим зонама носача као предлог за превазилажење проблема. 
Сличан закључак је постигнут од стране аутора у раду [6], који су такође предложили 
заваривање додатних уметака за ојачање, односно плоча заварених у доњем делу кутијастог 
носача као решење овог проблема, али су додали и плочу на средини распона носача, на 
половини од висине вертикалног лима, која би требало да спречава његове хоризонталне 
деформације. Рад је такође указао на појаву иницијални напрслина, како у раду, тако и због 
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технологије производње и њеном утицају на каснија оштећења структуре. Замор структуре 
услед технолошких оптерећења се може чак повећати и до 30%. 

Локално извијање и место постављања подужног ојачања је третирано у раду [12] 
такође, али је истакнут и значај промене врсте материјала. Показано је да је за Д класу 
дизалица, промена врсте материјала резултира уштедама и од (16-18)%, односно (22-24)%. За 
Ц класу уштеда је знатно мања. У раду [24] је такође показано да замена материјала S235 за 
челик S355 резултира значајним уштедама у маси. Уштеда се такође постиже и производњом 
асиметричног носача, где се тање плоче лима користе на местима у главном носачу која нису 
изложена директним контактом притиска точка на шину. Уштеде се остварује у маси 
материјала носача, као и у енергији потребној за померање опреме за производњу и 
припрему површина. 

Узимајући у обзир свa овa ограничења и параметре анализиране у наведеним 
радовима, оправданост коришћења вишекритеријумске оптимизације и употреба MKE су 
доказани ([29]). Имајући у виду све наведене резултате и закључке, циљ ове дисертације је да 
се дефинишу оптималне вредности геометријских параметара главног носача кутијастог 
попречног пресека које ће довести до смањења његове масе. Такође је потребно да се ближе 
дефинишу односи између главних параметара попречног пресека, који чине полазну тачку за 
оне који пројектују главни носач дизаличне конструкције.Задњих година, присутна је појава 
формирања оптималног облика уградњом лимова различитих дебљина, као и тањих лимова 
са одговарајућим укрућењима. На овај начин се постиже додатна уштеда у утрошку 
материјала за израду главног носача. Сложеним облицима конструкције постиже се боље 
искоришћење уграђеног материјала а као недостатак  може се навести сложенија технологија 
израде, па је неопходно све ове чињенице укључити у процес оптимизације. 

Циљ истраживања у овом раду је дефинисање параметара попречног пресека, као и 
њиховог међусобног односа, који ће дати минималну површину попречног пресека за за 
задате улазне параметре. Минимизација масе одговара минимизацији запремине, односно 
површине попречног пресека а из услова испуњавања свих прописаних функција 
ограничења.  

При оптимизацији затворених попречних пресека носача дизалица, као функција 
ограничења најчешће се задају гранични напон и деформација. Стратегија развоја нових 
решења водећих светских произвођача дизалица је таква да се све више укључују допунске 
функције ограничења које се дефинисане одговарајућим стандардима и прописима. Из тог  
разлога потребно је у процес оптимизације укључити и критеријуме локалне и бочне 
стабилности затим технологичности израде, као функције ограничења и експлицитно 
одредити  њихов утицај. На тај начин осим дефинисања оптималних вредности параметара за 
све наведене функције ограничења може се извршити и њихова компаративна анализа. Овако 
добијени резултати дају значајан допринос за конструкторе приликом пројектовања 
сандучастих носача дизалица.  

Методологија решавања проблема оптимизације заснива се на  бази методе Lagrange-
ових множилаца. Примена ове методологије је ефикасна и једноставна а посебна погодност 
је та што се могу добити оптималне вредности геометријских параметара попречног пресека 
у експлицитном облику као и  њихове међусобне функционалне зависности. Овако добијене 
зависности ближе одређују област дефинисаности тражених параметара који су од значаја за 
добијање минималних површина попречног пресека. Такође, методологија је погодна за 
формирање алгоритама оптимизације површине попречног пресека главних носача дизалица.  

Основна хипотеза рада је да је при вишекритеријумској анализи могуће добити 
оптималне вредности геометријских параметара попречног пресека у експлицитном облику 
као и њихове међусобне функционалне зависности уз задовољење задатих функција 
ограничења.  
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Због великог значаја који се задњих година придаје оптимизацији конструкција, у циљу 
добијања рационалних и економичних конструкција и уштеди материјала, објављен је 
велики број радова и публикација на тему оптимизације појединих типова конструкција и 
попречних пресека. 

 У свету се велики значај даје развоју нових поступака и алгоритама оптимизације, 
нарочито са развојем рачунарске технологије, као и њихова примена на оптимизацији 
конструкција. Такође, и код нас постоји солидан број радова и монографија објављених на 
ову тему, а нарочито код тешких машина грађевинске и транспортне механизације. 

 Развојем рачунарске технологије и софтверских пакета, велику примену у поступцима 
оптимизације има примена МКЕ као и метода које се ослањају на ове методе. Такође, 
присутан је велики број софтверских пакета који се заснивају на примени најразноврснијих 
нумеричких метода. 

 Како се не би одступало од тематике овог рада, даље у таксту биће приказани радови 
и добијени резултати из области оптимизације континуалних носећих структура, пре свега 
носача кутијастих и танкозидних попречних пресека, односно попречних пресека типичних 
код дизаличних машина (1. ÷ 24.). 

1 У раду [ ]1  извршена је оптимизација двогредне мосне дизалице носивости 35Q t=  и 
распона 13L m=  применом МКЕ коришћењем софтверског пакета MSC Patran. Као функција 
ограничења постављен је критеријум чврстоће према DIN стандарду. Основне димензије и 
геометријске карактеристике попречног пресека главног носача приказане су на следећим 
сликама (Сл. 1 и Сл. 2): 

   
Слика 1 

   
Слика 2 
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Функције ограничења дефинисане су вредностима главних и тангенцијалних напона. 

Максималне и минималне вредности нормалног напона у главном носачу су: 

( )

2
2 2

1 1 1
max

1 1

( )
(2 ) (2 )

8 32 32
0,075 0,05( )

2

k p k AA Y
k A k A

X k X k X
c

k AA A
k p k AA Y

Y Y

q q g L F FL L L L
W L W L W

L F Lq q g L F F
W W

ψ

σ γ

⎧ ⎫+ ⋅ ⋅ ⋅
+ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ − +⎪ ⎪

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎪ ⎪= ⋅⎨ ⎬
⋅ ⋅⎡ ⎤⎪ ⎪+ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ +⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

, 

2
2

min
1 1

( )
(2 )

8 32
k p k AA

c k A
X k X

q q g L F L L
W L W

σ γ
⎡ ⎤+ ⋅ ⋅

= ⋅ + ⋅ ⋅ −⎢ ⎥
⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Допуштена вредност напона смицања од сила на точку: 

4 5

2 2 4 1 3 2 2

( 0, 2 ) ( )
4 ( ) ( ) 4

Y AA Y c AAx y F F F F
t x x y y t h

ψ γτ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅
= +

⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅
. 

Потврђено је да примена плочастих коначних елемената даје тачније резултате у односу на 
запреминске коначне елементе, тако да ове врсте конструкције треба моделирати плочастим 
коначним елементима. 

На следећим сликама приказан је 3Д модел двогредне мосне дизалице (Сл. 3) и излазни 
резултати напона применом плочастих коначних елемената (Сл.4). 

 
Слика 3 

 
Слика 4 



2. Преглед радова из области истраживања 

мр Горан Павловић, дипл.инж.маш. - Докторска дисертација 
7 

2. У раду [ ]45  извршена је оптимизација двогредне мосне дизалице применом МКЕ 
коришћењем софтверског пакета COSMOS. Као функција ограничења постављени су 
критеријуми чврстоће и крутости. Основне димензије и геометријске карактеристике 
попречног пресека главног носача приказане су на следећим сликама (Сл. 5 и Сл. 6): 

       
Слика 5                                                          Слика 6 

За МКЕ анализу, коришћени су плочасти коначни елементи. 

Вршено је варирање дебљина плоча од којих се израђује главни носач (Сл. 7), при чему је 
добијено следеће (Табела 1): 
           Табела 1 

       
                                 Слика 7 
На овај начин, нађене су оптималне димензије кутијастог попречног пресека, при чему је 
постигнута теоријска уштеда материјала 20,6%, док је практична уштеда материјала 8,46%. 
Такође, извршена је и верификација постигнутог решења. 

3. У раду [ ]46  извршена је оптимизација двогредне мосне дизалице применом МКЕ 
коришћењем софтверског пакета COSMOS, слично претходном раду. Као функција 
ограничења постављени су критеријуми чврстоће и крутости. Основне димензије и 
геометријске карактеристике попречног пресека главног носача приказане су на следећој 
слици (Сл. 8): 
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Слика 8 

Функција циља има следећи облик: 

[ ]( ) 2 ( )A x B H xδ= ⋅ ⋅ + . 

За МКЕ анализу, коришћени су плочасти коначни елементи. 

Вршено је варирање дебљина лимова главног носача, како би се дошло до оптималне 
геометрије попречног пресека. У Табели 2 су приказане вредности момената инерције за 
различите дебљине лимова главних и чеоних носача: 
         Табела 2 

 
Максималне вредности напона (тангенцијалних и нормалних) за оптимално изабране 
димензије сандучастог попречног пресека су следеће: 
                    Табела 3               Табела 4 

      
На овај начин, нађене су оптималне димензије кутијастог попречног пресека, при чему је 
испуњен потребан услов чврстоће и деформација. 

4. У монографији [ ]67 , посматране су оптималне димензије сандучастог попречног пресека с 
обзиром на критеријум чврстоће и крутости (Сл. 9а). Функција циља (поршина попречног 
пресека) је облика: 

22 ( )A c b h h
n

= ⋅ ⋅ ⋅ + , 

и функције ограничења: 

1
yx

d
x y

MMNg
A W W

σ= + + ≤  - критеријум чврстоће, 
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21 220, 0x ox y oyg I I g I I= − ≥ = − ≥  - критеријуми крутости. 

Коефицијенти облика карактеристика попречног пресека су приближно константни (Сл. 9б). 

  
Слика 9 

Применом методе Лагранжових множитеља добијено је следеће: 

yx

y x

Mbk
h e Mσ

α
α

= = ⋅
⋅

 - оптимални однос димензија по критеријуму чврстоће, 

32 ( 1) 0yx
d

x y

MMf e k h N h
n kσ

σ

σ
α α

⎛ ⎞
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ − + =⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

 - одређује се оптимална висина по 

критеријуму чврстоће, 

oyx
w

y ox

Ibk
h I

β
β

= = ⋅  - оптимални однос димензија по критеријуму крутости, 

1/ 4

22 ( 1)
ox

w
x w

n Ih
f e kβ

⎡ ⎤⋅
= ⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎣ ⎦

- оптимална висина по критеријуму крутости, 

где је: 

1/ , / , / ,n h s e t s f b b c e f= = = = ⋅ . 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                      Слика 10 

a) б) 
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На основу Сл. 10 утврђује се које је ограничење меродавно. Када је ( ) ( )wA h A hσ> , меродавна 
је деформација, у супротном меродавна је чврстоћа. При w th h hσ = = , и услов чврстоће и 
услов деформација подједнако су испуњени. Види се да ова тачка није интересантна са 
практичног аспекта, јер се добија сувише велика вредност за h . 

5. У раду [ ]62 , анализиран је кутијасти попречни пресек као специјални случај сандучастог 
попречног пресека (Сл. 11), при чему је функција циља облика: 

2 22 ( / )k kA m b k h= ⋅ ⋅ + , 
где је: 

/ , / ,k k km t h k b h= =  

3 / pm c E σ= ⋅ ⋅  - из услова избочавања. 

Коришћен је услов чврстоће. 

Применом методе Лагранжових множитеља добијено је следеће: 

 
Слика 11 

6. У раду [ ]64 , анализиран је трапезни танкозидни попречни пресек (Сл. 12), а затим 
сандучасто-правоугаони попречни пресек (Сл. 13), као специјални случај трапезног, 
користећи услов чврстоће и крутости. Функција циља гласи: 

2 2 2
1 2 3 4A k a k b k a b k h= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ , 

  
Слика 12      

где је: 

3
3 1

3 1
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2 ( 1) , ,

yko x
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ko ko o

yx
d o

x o y
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h e M

a h a h a
MMa m k a N a

k

α
α

σ
α α

= = ⋅
⋅

⋅ + ⋅ − =

= ⋅ ⋅ + ⋅ = − = +
⋅

 

3
3/ ( 0)ko oh a a N= =  

Слика 13
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1 1 3 2 2 3 3 3 4 3

1 1 2 2 3 3

0,5 , 0,5 , , 2 ,
/ , / , / .

k k k k
t a t b t c
δ δ δ δ δ δ

δ δ δ
= + ⋅ = + ⋅ = − = ⋅
= = =

 

На сликама Сл. 14 и Сл. 15 представљени су резултати поређења ова два попречна пресека на 
основу добијених зависности методом Лагранжових множитеља. 

На Сл. 14 представљена је зависност оптималне површине попречног пресека ( oA ): (а) од 
односа момента савијања ( /y xM Mψ = ), (б) од промене допуштеног напона, односно 
коефицијента (ε ). 

На Сл. 15 представљена је зависност односа страница ( /o o oh aη = ): (а) од односа момента 
савијања (ψ ), (б) од врсте материјала (ε ) и допуштене деформације ( 1ε ). 

N – критеријум напона, D – критеријум деформација. 

 
Слика 14 

 

 
Слика 15 

Закључује се да је сандучасто-правоугаони попречни пресек економичнији од трапезног. 
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7. У раду [ ]63 , анализиран је I-профил (Сл. 16), при чему су посматрани различити случајеви 
функције ограничења за критеријум чврстоће. Функција циља има следећи облик: 

 
Слика 16 

2 2 2 22 2 2 ,A m h n b m n b h m h n b= ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ≈ ⋅ + ⋅ ⋅  

где су: / , /m h n t bδ= = . 

Применом методе Лагранжових множитеља, за функцију ограничења облика: 

1 0,yx
d

x y

MMNg
A W W

σ= + + − ≤  

добија се следеће: 

3/
2

x y

y x

M
k b h

M
α
α
⋅

= =
⋅ ⋅

 - оптимални однос димензија по критеријуму чврстоће, 

2 2

2 2

/ 6 / 3,
2 2x y

m n k n kconst const
m n k m n k

α α+ ⋅ ⋅
= ≈ = ≈

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
, 

2 2( 2 ) 0yx
d

x y

MMN m h n b
h b

σ
α α

+ + − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =
⋅ ⋅

 - услов из ког се добијају непознати параметри. 

Применом методе Лагранжових множитеља, за функцију ограничења облика: 

2 max max ,x
x d

x

M Bg
W Wω

ω

σ σ σ= + = + ≤  

за случај просте греде (Сл. 17а) и конзоле (Сл. 17б) добијају се резултати приказани на Сл. 
18, Сл. 19 и Сл. 20. 

 
Слика 17 
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Слика 18 

На Сл. 18, (а) приказана је зависност параметара k , од висине ребра h , за различите 
вредности параметра /e bξ = , (б) приказана је зависност ширине појаса b  од висине ребра h  
за различите вредности параметра ξ . 

 
Слика 19 

На Сл. 19, (а) приказана је зависност оптималних параметара ok , ширине појаса ob  и висине 
ребра oh  од параметра ξ , (б) приказана је зависност оптималних параметара: ok , ob  и oh  од 
величине момента савијања xM . 

 
Слика 20 

На Сл. 20, (а) приказана је зависност оптималних параметара ok , ширине појаса ob  и висине 
ребра oh  од величине m , (б) приказана је зависност оптималних параметара: ok , ob  и oh  од 
величине m . 
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Применом методе Лагранжових множитеља, за функцију ограничења облика: 

3 max max max max ,yx
x y d

x y

MM N Bg
W W A Wω

ω

σ σ σ σ σ= + + + = + + + ≤  

за случај оптерећења приказан на Сл. 21, добијају се резултати приказани на Сл. 22. 

 
 

 

На Сл. 22, приказана је промена оптималних параметара попречног пресека I-профила у 
функцији параметара оптерећења и показатеља пресека m  и n . 

8. У раду [ ]3 , разматрана је оптимизација сложено оптерећених танкозидих носача 
попречних пресека облика I-профила (Сл. 23) изложених савијању и ограниченој торзији. Из 
општег случаја, када моменти савијања делују око обе главне тежишне осе истовремено са 
бимоментом, издвојени су неки посебни случајеви који се разматрају у зависности од случаја 
оптерећења. Претпоставља се да однос дебљине и ширине појединих делова попречног 
пресека није константан. Коришћена је метода Лагранжових множитеља. Резултати 
аналитички добијених једначина за математички модел, нумеричка решења, као и уштеда 
масе, израчунати су за три случаја оптерећења по критеријуму чврстоће (Сл. 24). 

Функција циља: 
2 , / .i i i i i i iA b t b t b constµ µ= ⋅ = ⋅ = ≠∑ ∑  

Функција ограничења: 

max max max max .yx
x y d

x y

MM Bg
W W Wω

ω

σ σ σ σ σ= + + + = + + ≤  

2 1 2 1/ , / .z b b t tψ= =  

Слика 21 
Слика 22
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У следећим табелама, приказани су добијени резултати. 
      Табела 5 

 
 

      Табела 6 

 
 

     Табела 7 

 

Слика 23 Слика 24

1) 2) 3) 
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                 Табела 8 

    

9. У раду [ ]2 , извршена је оптимизација танкозидног носача попречног пресека „U“ профила 
користећи исте услове и методологију из претходног рада. На Сл. 25 је приказан изглед 
попречног пресека са потребним димензијама, као и оптерећења која делују у попречном 
пресеку. 

       
Слика 25 

Слично претходном, имамо следеће резултате оптимизације: 

            Табела 9 

 



2. Преглед радова из области истраживања 

мр Горан Павловић, дипл.инж.маш. - Докторска дисертација 
17 

                Табела 10 

 

10. У радовима [ ]50  и [ ]9 , вршена је оптимизација површине попречног пресека греде 
изложене косом савијању (Сл. 26) и увијању аналитичком и нумеричком методом, заснована 
на двофакторској анализи, према критеријуму чврстоће користећи се методом Лагранжових 
множитеља.  

 
 

Функција циља је облика: 
,AA C b h= ⋅ ⋅  

где је: 

1 (1 2 ) (1 2 ), / , / .A b h b b h hC k k k t b k t h= − − ⋅ ⋅ − ⋅ = = . 

Функција ограничења је облика: 
22

2
1 22 2 2

1 2

1 1 13v u t
d

I I t

C C Mg M M
C b h C b h C b h

ξ σ
⎡ ⎤⎡ ⎤

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ −⎢ ⎥⎢ ⎥⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 

где су: 
3 3

1 21 (1 2 ) (1 2 ) /12, 1 (1 2 ) (1 2 ) /12,

2 (1 2 ) (1 2 )
I b h I b h

t b h b

C k k C k k

C k k k

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − ⋅ ⋅ − ⋅ = − − ⋅ ⋅ − ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

 

У следећим табелам приказани су добијени резултати за правоугаони кутијасти пресек (Сл. 
27), при чему су у Табели 11 приказани резултати за 1ξ = , а у Tabela 12 за 2,5ξ = . 

        Табела 11          Табела 12 

           
 

Слика 26 Слика 27
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11. У раду [ ]62 , анализиран је прстенасти попречни пресек (Сл. 28) према критеријуму 
чврстоће. Функција циља (поршина попречног пресека) је облика: A D tπ= ⋅ ⋅ , 

Функција ограничења је критеријум чврстоће. 

Применом методе Лагранжових множитеља добија се x yM M= − . 

 
Слика 28 

Дакле, због симетрије, прстенасти попречни пресек оптимално је искоришћен када је 
задовољена једнакост x yM M= − . Овим поступком не могу да се одреде оптималне 
димензије D  и t , већ само њихова, хиперболична зависност: dD t Nπ σ⋅ ⋅ ⋅ = . 

12. У радовима [ ]32  и [ ]33 , за разлику од претходно наведених радова, примењена је метода 
нелинеарног програмирања – метода пасивног тражења за минимизацију масе носача за 
двогредну мосну дизалицу (Сл. 29а). 

Функција циља (површина попречног пресека) је овог пута узета без икаквих апроксимација, 
и приказана је на Сл. 29ц. 

 
Слика 29 

Као и код функције циља, и функције ограничења су узете без апроксимација, при чему су 
узета следећа ограничења: 

1) највећи статички напон у пресек, 

2) највећи напон у шаву, испод точка на шини, 

3) највећи напон гњечења вертикалне ламеле испод точка, 

4) дозвољена крутост носача на савијање, 
5) стабилност лимова на избочавање, 
6) конструктивна ограничења геометрије пресека и 

7) дозвољена динамичка крутост. 

ц 
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Применом рачунарског софтвера, добијени су резултати приказани у Табели 13 и на сликама 
Сл. 30 и Сл. 31. 

У Табели 13 приказане су нумеричке вредности добијених параметара оптимизације. 

Sl. 30 показује оптималну висину главног носача за основне параметре дизалице 
( , ,Q L погонска класа и крутост ( / )dozf L ). Истраживање је спроведено за све носивости од 

5 40Q t= ÷  за другу погонску класу и за крутост ( / ) 1/ 500dozf L =  и ( / ) 1/ 700dozf L = . 

Сл. 31 показује зависност периода смирења главних носача за три честе носивости и 
различите дохвате. 

        Табела 13 

 
 

         

Овим поступком оптимизације, добијена је фамилија носача са 30÷50% мање масе од 
тадашњих изведених индустријских решења. 

13. У раду [ ]4 , анализиран је избор варијанте једногредне или двогредне мосне дизалице са 
аспекта уштеде материјала као и са аспекта функционалности. 

У овом поступку оптимизације коришћен је FORTRAN IV. 

Функција циља приказана је на Сл. 32. 

За функције ограничења узети су критеријум чврстоће и поједини препоручени односи 
геометријских параметара. 

Слика 30 Слика 31 



2. Преглед радова из области истраживања 

мр Горан Павловић, дипл.инж.маш. - Докторска дисертација 
20 

 
Слика 32 

Добијени резултати приказани су на Сл. 33 и Сл. 34. 

 

 
Слика 33 

Сл. 33 даје зависност површине пресека носача (еквивалентно јединичној тежини) у 
функцији распона, како за једногредну, тако и за двогредну конструкцију као и процентуално 
повећање површине пресека носача двогредне у односу на једногредну конструкцију у 
функцији распона за носивост као параметар, при чему се уочава да се за распоне веће од 
10m, површина пресека носача двогредне дизалице у односу на једногредну увећава 30÷35%. 
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Слика 34 

Сл. 34 даје функционалне зависности односа /H L  и /B L  од распона за једногредну и 
двогредну конструкцију за 8Q t= , чиме се сужава поље препоручених односа геометријских 
величина пресека мосне дизалице у односу на широко поље препорука у литератури. 

14. У раду [ ]67 , посматрана је двогредна мосна дизалица (Сл. 35) преко модела (Сл. 36), при 
чему су посматране зависности оптималне површине попречног пресека главног носача од 
подужне координате (Сл. 37) и различите вредности дохвата (Сл. 38). 

 
Слика 35 

Уочава се да се максимална површина јавља за вредност дохвата 7,395R z m= = . 

Слика 36 
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Слика 37 
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Слика 38 
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15. У раду [ ]69 , вршена је оптимизација двогредне мосне дизалице (Сл. 39) применом 
уопштене градијентне методе (GRG2) нелинеарног програмирања. У алгоритму који се 
применио у овој методи, сама оптимизација дизајна вршена је програмским пакетом ANSYS. 

 

 
Слика 39 

На Сл. 40 приказана је функција циља која се оптимизује, при чему су све дебљине лимова 
различите. Поред познатих величина које се оптимизују ( 1 2 1 2, , , , ,w w h hh b t t t t ), посматрају се и 
дебљина дијафрагми dt  и растојање између дијафрагми dS . Као функције ограничења, узети 
су критеријуми чврстоће и локалне стабилности лимова и дијафрагми. 

 
Слика 40 

На Сл. 41 приказана су добијена решења параметара оптимизације за карактеристичне 
распоне и носивости, при чему је 4 22,05 10 /E kN cm= ⋅  и 216,5 /dop kN cmσ = . 

1) - 10Q t=  

2) - 20Q t=  

3) - 30Q t=  

4) - 40Q t=  

5) - 50Q t=  
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Слика 41 

L (m) L (m)

L (m) L (m)

L (m) L (m)

L (m) L (m)

h (mm) 
b (mm)

tw1 (mm) tw2 (mm)

tf1 (mm) fw2 (mm)

Sd (mm) 
td (mm)

1) 2) 3) 4)

5) 

1),  4)

5) 3) 

2)

1) 2) 3) 

4)5) 

1) 2) 3) 

5) 4)

1) 

2) 

5) 

3)4) 

4) 

1) 2) 3)

5)

1)2) 

3) 
5) 

4) 

1)2)

3)
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16. У раду [ ]8 , вршена је оптимизација двогредне мосне дизалице при чему је коришћен 
алгоритам погодан за математичко програмирање, при чему су као ограничења коришћени 
критеријуми чврстоће, крутости, стабилности и величине димензија. 

Функција циља која је коришћена приказана је на Сл. 42, а случајеви оптерећења на Сл. 43. 

 
Слика 42 

 
Слика 43 

У Табели 14 и Табели 15 приказани су добијени резултати, при чему су поређена изведена 
решења сандучастих носача са примењеним поступком алгоритма оптимизације, и види се да 
постоји знатна уштеда у материјалу. Што се тиче граничних услова, коришћени су подаци из 
стандарда: CMAA, BS, DIN и JIS. 

        Табела 14 
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         Табела 15 

 
На Сл. 44 приказана је зависност оптималне тежине носача у односу на распон дизалице за 
наведене стандарде, при чему је посматрана носивост од 35Q t= . 

На Сл. 45 приказана је зависност оптималне тежине носача у односу на носивост дизалице за 
наведене стандарде, при чему је посматран распон од 35L m= . 

    
Слика 44       Слика 45 
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17. У раду [ ]11  извршена је оптимизација двогредне мосне дизалице носивости 24Q t=  и 
распона 25L m=  применом методе Object Oriented Programming (OOP) у окружењу Borland 
C++. Као функција циља постављена је цена коштања конструкције. Као функције 
ограничења постављени су критеријуми чврстоће, деформације, локалних стабилности плоча 
и замора материјала према еурокоду. Такође, присутна су и допунска технолошка 
ограничења. 

Добијени су следећи резултати: 
Табела 16 

 
Такође, у истом раду извршена је оптимизација сандучастог попречног пресека (Сл. 46) уз 
претходно наведена ограничења према графо-аналитичкој методи. 

 
Слика 46 

У даље тексту биће приказани следећи резултати: 

 
Слика 47 – Минимална површина попречног пресека „I“ и сандучастог попречмог пресека у 

функцији од силе смицања 



2. Преглед радова из области истраживања 

мр Горан Павловић, дипл.инж.маш. - Докторска дисертација 
29 

    Табела 17 

 
У Табели 17 су приказане карактеристике опимизованих носача зависно од материјала, где је 

1f  функција масе, а 3f  максимална вредност угиба. 

На Сл. 48 приказане су оптималне вредности за различите вредности коефицијената тежина. 

 
Слика 48 – Минимална површина попречног пресека „I“ и сандучастог попречмог пресека у функцији 

од силе смицања 

18. У раду [ ]12  извршена је оптимизација сандучастог попречног пресека (Сл. 49). 

 
Слика 49 

Као функције ограничења постављени су критеријуми чврстоће, деформације, локалних 
стабилности плоча и замора материјала. 
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Оптимизација је извршена применом нумеричке методе коришћењем програма FORTRAN. 

Добијено је да се са повећањем границе течења од 23 до 35,5 и 45 N/mm2, може уштедети 
маса од 9% и 28% респективно. 

19. У раду [ ]24  је извршена вишекритеријумска оптимизација асиметричног сандучастог 
носача (Сл. 50) према критеријумима чврстоће, деформације, локалних стабилности плоча и 
замора материјала према BC 2573 и BC 5400. Као функција циља постављена је цена 
коштања. Оптимизација је вршена на рачунару уз подршку DSS система обраде података. 

 
Слика 50 

Добијено је да коришћење челика веће чврстоће може резултирати уштедама на трошковима 
материјала, у зависности од трошкова фактора запослених. Резултати су приказани на 
следећим сликама (Сл. 51 и Сл. 52). 

    
Слика 51 
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Слика 52 

20. У раду [ ]25  је извршена оптимизација носача сандучастог попречног пресека (Сл. 53). 
Показано је како уздужно ојачање утиче на смањење масе и цене сандучастог носача. Као 
функција ограничења посматрано је савијање носача. Коришћене су Hillclimb и backtrack 
метода у поступку оптимизације. 

max
max

y
x

M f
W

σ = ≤ . 

      
Слика 53 

У следећим табелама приказани су оптимални резултати оптимизације по Hillclimb методи 
без уздужног ојачања (Табела 18) и са уздужним ојачањем (Табела 19). 

Табела 18 

 
    Табела 19 
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На Сл. 54 су приказани опималне димензије попречних пресека сандучастих носача за 
случајеве са и без уздужног ојачања. 

 
Слика 54 

21. У раду [ ]68  је извршена оптимизација носача сандучастог попречног пресека (Сл. 55) 
применом методе померајућих асимптота (MMA). Као функције ограничења посматране су 
чврстоћа, крутост и стабилност лимова. 

 
Слика 55 

Резултати оптимизације приказани су у следећим табелама. 

   Табела 20      Табела 21 
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22. Рад [ ]28  се бави истраживањима аналитичког модела одређивања еластичних 
деформација кутијастих елемената носећих структура машина. Гредни елементи променљиве 
геометрије попречног пресека по дужини (Сл. 56), су разлог редовних апроксимација у 
рачунским моделима. Увођење апроксимација средњих пресека води одступању тачних и 
математичких модела. У раду је предложен рачунски модел за одређивање еластичних 
деформација кутијастих носача променљиве геометрије попречног пресека. Уведене 
апроксимације на овај начин поједностављују структурну анализу и уводе контролисане 
еластичне деформације у линеаран аналитички модел. 

 
Слика 56 

У следећој табели су приложени неки од резултата извршених апроксимација. 

         Табела 22 

 

23. У раду [ ]6  приказано је истраживање утицаја увођења преднапрезања при технолошком 
извођењу дизаличне конструкције главног носача. Као резултат овог процеса, увођени су 
технолошки напони притиска на затезне зону са инерцијалних и оперативна оптерећења и 
напони затезања у притисну зону. На овај начин распоређен је резултантни напон који је 
повећавао замор главних носача дизалица у експлоатацији. 

Ово је приказано на примеру дизалице носивости 7Q t=  и распона 20L m= . На Сл. 57 
приказан је положај плоча које се додатно заварују за главни носач. 

На Сл. 58 приказан је дијаграм угиба главног носача пре (пуна линија) и после (испрекидана 
линија) регенерације главног носача мосне дизалице. 
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Слика 57 

 
Слика 58 

24. У раду [ ]37  приказано је испитивање уградње додатних лимова (Сл. 59) на главном 
носачу мосне дизалице, на стабилност лимова главног носача. У процесу оптимизације 
дебљина лимова, коришћен је софтверски пакет ANSYS. Испитивање је вршено према 
пољском стандарду. 

      
Слика 59 

Функција циља и функција ограничења су следећег облика, респективно: 

       
Извршено је испитивање утицаја и положаја дијафрагми на смањење дебљина лимова. 
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На Сл. 60 приказан је дијаграм несавршености (имперфекције) вертикалног лима пре (светла 
линија) и после заваривања (пуна линија) компресионе траке. Попречни пресек носача је 
направљен од половине висине вертикалног лима. 

 
Слика 60 

Такође, приказани су и експериментални подаци и њихово поређење са теоријским (Сл. 61). 

 
Слика 61 
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Затворени попречни пресеци главних носача дизалица карактеристични су код мосних, 
порталних и полупорталних дизалица. Такође, ови носачи су карактеристични и за 
аутодизалице, међутим у овом раду они неће бити разматрани, пре свега због специфичности 
оптерећења којима су изложена. 

3.1 Начини извођења конструкција дизалица 

 Главни носачи мосних и порталних дизалица се изводе као решеткасте или кутијасте 
конструкције. Због једноставније израде, кутијаста конструкција је потиснула решеткасту, 
мада је код великих распона ( 40L m> ) због значајног смањења масе, сврсисходно 
применити решеткасту конструкцију. 

 Мосна дизалица може да има два главна носача или један главни носач (ако је у 
питању једногредна мосна дизалица). Главни носачи су везани за чеоне носаче (обично 
монтажним везама). У чеоним носачима су смештени точкови (погонски и слободни) који 
омогућавају транслаторно кретање мосне дизалице по шинама. На Сл. 62 приказана је шема 
мосне дизалице са два главна носача. 

 
Слика 62 

(1- главни носач моста; 2- колица; 3- погон кретања дизалице; 4- кабина) 

Идеалан облик главног носача, као функција оптерећења који делује је промењивог пресека 
дуж распона, (Сл. 63А), док се, због једноставније технологије израђује константног пресека, 
или са закошењима (Сл. 63B). 

На сликам Сл. 64 и Сл. 65 дат је преглед конструкција мосних дизалица, и положаја колица. 
Поред двогредних (Сл. 64а, б, в, г) дата су решења и код једногредних дизалица (Сл. 65а÷и). 

 

 
Слика 63 
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Као што се види са ових слика, различита извођења и конструктивна решења механизама за 
дизање и њихових захватних органа чине дизалице разноврсним (а самим тиме и облике 
попречних пресека). Ово потиче од: 

 различитих технолошких и других захтева као: једна брзина или две брзине (нормална 
и фина); да колица односно механизам за дизање буду обртни (као на пример за рад са 
слабовима у железарама); да ради са дугачким лимовима, са траверзом и 
електромагнетима и сл.; 

 величине и врсте терета: комадни, расути, течни метал, отпадно гвожђе и др.; 

 намене: опште намене за транспорт комадног терета, рад у железарама, ливницама, 
хидро и термоелектранама; 

 различитих конструктивних могућности и решења и др. 

 

   
 

 
Слика 64 

    
Слика 65 
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Слика 65 - Наставак 

На основу Сл. 64 и Сл. 65 види се да постоје различити облици главних носача, при чему ће 
се у наставку приказати које се све варијанте попречног пресека главног носача примењују. 

На Сл. 66 (a ÷ k) приказани су примери заварених дизаличних носача. 

 
Слика 66 
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Слика 66 - Наставак 

У овом раду су карактеристични затворени попречни пресеци, и даље у раду ће о њима бити 
речи. 

3.2 Облици затворених попречног пресека главних носача порталних и мосних 
дизалица 

Код ових дизалица, за облик главног носача примењује се сандучасти попречни пресек чији 
су облици приказани на Сл. 67 (а, б, в). 

Најчешће коришћени тип попречног пресека јесте сандучасто правоугаони попречни пресек. 
На Сл. 68 приказан је облик овог попречног пресека са основним геометријским 
параметрима. Као што се може видети, шина се може поставити у средини појаса или изнад 
вертикалног лима. Шина која се поставља изнад вертикалног лима је квадратног или 
правоугаоног пресека заварена за појас. Због компликованије замене, овај тип конструкције 
се примењује углавном за дизалице који раде у погонској класи 1 и 2. 

Такође, на овој слици се види да су једнаке ширине горњег и доњег појаса кутијастог носача 
као и дебљине вертикалних лимова. На Сл. 69 приказан је попречни пресек са варијантом 
шине изнад вертикалног лима, при чему је због димензија и положаја шине горњи појас 
шири од доњег, а разликују се и дебљине вертикалних лимова, где је већа дебљина 
вертикалног она лима изнад којег је постављена шина. На овај начин је направљена знатна 
уштеда у материјалу. 

 

 

 
Слика 67 

а) 

б) 

в) 
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    Слика 68        Слика 69 

Мосне и порталне дизалице мањих носивости и распона, изводе се као једногредне где се као 
попречни пресек најчешће уграђује ваљани I профил. Мала просторна крутост ваљаних I 
профила захтева ојачање његовог горњег појаса, да би се постигла стабилност против бочног 
извијања. Ово се пустиже додавањам допунских емената. 

Код већих распона ( 20L m≤ ) попречни пресек главног носача се израђује као затворена 
контура у коју се уграђује I профил. Ова контура може бити трапезног (Сл. 70а) или 
троугластог пресека (Сл. 70б). Једногредни носач може бити и кутијастог пресека са дебелом 
доњом ламелом која је бочно проширена (у односу на вертикалне лимове), и служи као стаза 
за точкове колица витла (Сл. 70в). 

 
Слика 70 

Поред ових решења, могуће је комбиновати и кружни прстенасти попречни пресек са I 
профилом (Сл. 71а, б). Поред кружног у комбинацији са I профилом, могу се користити и 
други прстенасти пресеци (Сл. 72а, б). 
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 Слика 71      Слика 72 

Na sledećim primerima, prikazani su neki od karakterističnih sandučastih poprečnih preseka 
dvogrednih konstrukcija dizalica (Сл. 73). 

                       

Слика 73 

На Сл. 74 приказане су старија конструкциона решења извођења конструкција сандучастих 
попречних пресека. 

    
Слика 74 

Попречни пресеци типични за порталне дизаличне конструкције приказани су на Сл. 75. 
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Слика 75 

Поред горе наведених, могуће су и следеће варијанте извођење главног носача, Сл. 76 и Сл. 
77. 

 

Слика 76 
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Слика 77 
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4.1 Математичка формулација оптимизационог проблема 
 
Оптимизација масе главног носача подразумева минимизацију њене масе. Дакле, функција 
циља се може записати на следећи начин: 
 

F m Vρ≡ = ⋅  (1) 
 
Како величина косине нема претераног значаја на смањење масе главног носача [ ]39 , 
функција циља се може написати у следећем облику: 

 
F m V L Aρ ρ≡ = ⋅ = ⋅ ⋅  (2) 

 
Пошто густина представља константу, а распон L  улазни параметар одређен грађевинском 
диспозицијом хале, остаје површина A  главног носача као функција коју треба 
оптимизовати. 
 
Дакле, функција циља је површина попречног пресека главног носача. Задатак оптимизације 
биће минимизација површине попречног пресека A . 
 

F A≡  (3) 
 
Површина попречног пресека првенствено зависи од: висине и ширине носача, дебљина 
плоча и њиховим међусобних односа. Како је број оптимизационих параметара велики, 
немогуће их је све оптимизовати, већ је неопходно узети само оне доминантне. 
 
Оптимизација се врши у оквиру функција ограничења, а то су допуштени напони, допуштене 
деформације и допуштено време пригушења осциловања, као и нека технолошка 
ограничења. Такође, неопходно је да буде задовољена и стабилност носача, а такође и 
стабилност њених елемената. 
 
За оптимизацију је потребно остварити аналитичку везу између критеријума оптимизације 
(функције циља – површине попречног пресека) и одговарајућих параметара конструкције 
(допуштеним напонима, деформацијама...), а такође и са променљивим параметрима 
(димензијама попречног пресека), [ ]67 . 
 
Нека је [ ]1 2, ,..., nx x x x=  вектор заданих, а [ ]1 2, ,..., my y y y=  вектор променљивих параметара, 
тада се функција циља изражава као ( , )F F x y= . Посматрани параметри морају да задовоље 
и једначине ограничења. 

( , ) 0sg x y ≤ ,  1,...,s m=  (4) 

Задатак оптимизације може се формулисати и на следећи начин: при дефинисаном вектору 
познатих параметара x , треба одредити одговарајуће вредности променљивих параметара: 
 

( )o oy y x= , (5) 
 
при којима функција циља остварује минимум 

 
min ( , ) ( )o oy

F F x y F x= = . (6) 
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У овом раду вектор променљивих параметара је  
 

[ ],y b h= , (7) 
а вектор задатих параметара 

 
, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ...a k k y o f d dx Q d s e f L k e G f E K m K Tγ ψ ν ρ α γ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ . (8) 

 
У раду се посматрају следећи случајеви ограничења: 
 
1. Критеријум чврстоће:     1 max 1 0kg σ σ= − ≤ ; (9) 
 
2. Критериум динамичке крутости:     2 0dg T T= − ≤ ; (10) 
 
3. Критериум локалне стабилности лимова:     3 2 2 0r kg σ σ= − ≤ ; (11) 
 
4. Критеријум бочне стабилности:       4 3 3 0r kg σ σ= − ≤ ; (12) 
 
5. Критеријум крутости:      51 , 0v v dopg f f= − ≤ ,     52 , 0h h dopg f f= − ≤ ; (13) 
 
Сада се може написати Лагранжoва функција: 
 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5A g g g g gλ λ λ λ λΦ = + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ , (14) 
 
при чему мора бити испуњено: 
  

3 51 2 4
1 2 3 4 50; 0g gg g gA

b b b b b b b
λ λ λ λ λ∂ ∂∂ ∂ ∂∂Φ ∂

= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (15) 

 
3 51 2 4

1 2 3 4 50; 0g gg g gA
h h h h h h h

λ λ λ λ λ∂ ∂∂ ∂ ∂∂Φ ∂
= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (16) 

 

1
1

0; 0g
λ
∂Φ

= ⇒ =
∂

 (17) 

 

2
2

0; 0g
λ
∂Φ

= ⇒ =
∂

 (18) 

 

3
3

0; 0g
λ
∂Φ

= ⇒ =
∂

 (19) 

4
4

0; 0g
λ
∂Φ

= ⇒ =
∂

 (20) 

 

5
5

0; 0g
λ
∂Φ

= ⇒ =
∂

 (21) 
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Ако једначину (15) помножимо са A
h
∂
∂

, а једначину (16) са A
b
∂
∂

 и међусобно их одузмемо, 

добија се: 

 
3 31 1 2 2

1 2 3

5 54 4
4 5 0

g gg g g gA A A A A A
b h h b b h h b b h h b

g gg gA A A A
b h h b b h h b

λ λ λ

λ λ

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
Пошто је 1 2 3 4 5, , , , 0λ λ λ λ λ ≠ , добијају се следећи системи једначина: 
 

1. 1 1g gA A
b h h b

∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
 ∧  1 0g =  - критеријум чврстоће, (22) 

 

2. 2 2g gA A
b h h b

∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
 ∧  2 0g =  - критеријум динамичке крутости, (23) 

 

3. 3 3g gA A
b h h b

∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
 ∧  3 0g =  - критеријум локалне стабилности лимова, (24) 

 

4. 4 4g gA A
b h h b

∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
 ∧  4 0g =  - критеријум бочне стабилности. (25) 

 

5. 5 5g gA A
b h h b

∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
 ∧  5 0g =  - критеријум крутости. (26) 
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4.2 Функција циља и функције ограничења 
 
4.2.1 Функција циља 

Главни параметри који ће се анализират су висина h  и ширина b  носача (Сл. 78). Остале 
величине посматрају се као константе. 

 
Слика 78 

 
Пре него што површина попречног пресека главног носача буде детаљно алализирана, 
неопходно је представити улазне параметре који су неопходни за сам процес оптимизације. 

У раду се разматра случај када дизалица ради у затвореном простору, односно без утицаја 
ветра. Самим тим оптерећења која делују на главни носач спадају у I случај оптерећења, 
односно степен сигурности при провери чврстоће износи 1,5ν = . 

Челици од којих се ове дизалице израђују су:S235JRG2 , S275JR  и S355JR . 

Главни носач (Сл. 79) посматра се као проста греда (Сл. 80) оптерећена у вертикалној и 
хоризонталној равни силама које су изазване притисцима точкова колица, тежином кабине и 
сопственом тежином. 

Највећа оптерећења јављају се у пресеку I, тако да се он узима за анализу. 

Треба напоменути да ће се укрућења, чија је улога да обезбеде геометријску неизмењивост 
облика попречног пресека носача, узимати по критеријуму 3, [ ]39  за виткост s . 

Што се тиче напонских стања која се јављају у главном носачу у пресеку I, поред нормалних 
напона изазваних моментима савијања, јављају се и тангенцијални напони који потичу од 
трансверзалних сила као и тангенцијални напони изазвани моментима увијања. Вредности 
ових тангенцијалних напона су релативно мала у односу на нормалне. Попречни пресек 
главног носача има велику торзиону крутост, пошто представља затворену структуру. 

У раду се анализира случај када је шина изнад вертикалног лима, који се чешће користи у 
пракси.  

Вредности напона не смеју бити већа од дозвољених, а за I случај оптерећења она износе: 

1,5
y

dop

f
σ = , 
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где је yf напон течења. 

 
Слика 79 

Највећи момент савијања услед оптерећења колица са теретом на четири точка се налази у 
пресеку носача I (Сл. 80). 

0,5e1e3

ek

0,5L

0,5(L-e1)

d
e2e1

k 2
21

L

1F

I II

F
qRG

A BIII

 
Слика 80 

 
За одређивање сила која потичу од притиска точкова колица на главном носачу користе се 
следеће формуле [ ]39 : 
 

1 1

2 1, 2 1

5 16

1, 4 , 1, 4
4 4

0,55 0,55

k k
h

h h

Q t
Q m Q mF g F g

F F F F

ψ
= ÷

⋅ + +
≈ ⋅ ⋅ ≈ ⋅ ⋅

≈ ⋅ ≈ ⋅

 (27) 

 
где је: 
 
Q  - носивост дизалице, 

1,15ψ =  - вредност динамичког коефицијента брзине дизања за оптималне услове рада, [ ]39 , 

k om m K Qα= + ⋅  - маса колица, где коефицијенти у датој релацији зависе од погонске класе. 

Како су нормални напони изазвани моментима савијања доминантни у односу на 
тангенцијалне напоне, потребно је моменте савијања детаљније изанализирати и сагледати 
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од чега они зависе и које су максималне вредности ових момената у вертикалној и 
хоризонталној равни. 

Максимална вредност момента савијања у вертикалној равни: 
 

2
2

,max 1 1( ) ( )
4 8 2

k k
v VI

G eR q LM M L e L e
L L

γ
⎡ ⎤⋅⋅

= = ⋅ ⋅ − + + ⋅ +⎢ ⎥⋅ ⋅⎣ ⎦
, (28) 

односно: 
2

2
,max 1 1( ) 2 ( )

4 8v VI k k cv
q LM M R L e G e L e M c A

L
γ γ ⋅⎡ ⎤= = ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ = + ⋅⎣ ⎦⋅

, (29) 

2
1 1( ) 2 ( )

4cv k kM R L e G e L e
L
γ ⎡ ⎤= ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ +⎣ ⎦⋅

 - момент савијања од спољашњег оптерећења, 

c A⋅  - момент савијања од сопствене тежине (функција површине попречног пресека), где је: 
2

1,3
8
Lc gγ ρ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  - специфична тежина по дужном метру, 

γ  - коефицијент погонске класе ( 1,05γ =  - погонска класа 2, [ ]39 ), 

L  – распон мосне дизалице одређен диспозицијом хале, 

kG  - тежина кабине, 

ke  - растојање центра масе кабине од осе шине (може се усвојити приближно 2,5m, [ ]39 ), 

2
1

F de
R
⋅

=  , d  – распон точкова колица (зависи од носивости Q ), 

1 2R F F= +  - резултујућа сила у вертикалној равни. 

Максимална вредност момента савијања у хоризонталној равни: 
 

2
2

,max 1 1( ) ( )
4 8 2

h k k
h VI a

R G eq LM M L e L e k
L L

γ
⎡ ⎤⋅⋅

= = ⋅ ⋅ − + + ⋅ + ⋅⎢ ⎥⋅ ⋅⎣ ⎦
, (30) 

односно: 
2

2
,max 1 1( ) 2 ( )

4 8h HI h k k a a ch a
q LM M R L e G e L e k k M k c A

L
γ γ ⋅⎡ ⎤= = ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ = + ⋅ ⋅⎣ ⎦⋅

, (31) 

2
1 1( ) 2 ( )

4ch h k k aM R L e G e L e k
L
γ ⎡ ⎤= ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅⎣ ⎦⋅

 - момент савијања од спољашњег оптерећења, 

ak c A⋅ ⋅  - момент савијања од сопствене тежине (функција површине попречног пресека), 

1 2h h hR F F= + - резултујућа сила у хоризонталној равни, 

0,1ak =  - вредност за коефицијент убрзања, односно успорења, [ ]39 . 

Површина попречног пресека гласи: 
2

1 2 2 2
2( , ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )h hA h b b t h t b e t h t b e h e b h h F

s s s
= ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ≡  (32) 

где је: 
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2

hs
t

=  - однос који се креће у границама од 100÷300, [ ]39 , (33) 

1

2

te
t

=  - однос који се креће у границама од 1,2÷1,4, [ ]39 , (34) 

1 1bf
b

= < . (35) 

Вредност за f  зависи од величине 1b  и од ширине шине (Сл. 81). Како су у питању 
носивости до 16 t, усваја се стандардна шина од вруће ваљане шипке правоугаоног 
попречног пресека, димензија 45x60. 

t2b1

5cm

4,
5c

m 6cm 2cm

 
Слика 81 

1

1 210
bf

b t
=

+ +
, (36) 

Као што се може видети, геометријске карактеристике попречног пресека које су неопходне 
су следеће: , , ,x y x yI I W W  и pxS . 

Моменти инерције попречног пресека морају, по овој методи, да се узму приближним 
формулама, јер са потпуно тачним изразима веома се тешко долази до резултата. Из тог 
разлога, ове геометријске карактеристике се могу написати на следећи начин. 

2 2
x xI h Aβ= ⋅ ⋅ , x xW h Aα= ⋅ ⋅ ,  p x xS h Aγ= ⋅ ⋅ , 

2 2
y yI b Aβ= ⋅ ⋅ , y yW b Aα= ⋅ ⋅ , 

где су: 

xβ  - бездимензиони коефицијент облика главног момента инерције за x – осу, 

yβ  - бездимензиони коефицијент облика главног момента инерције за y – осу, 

xγ  - бездимензиони коефицијент облика статичкг момента инерције за x – осу, 

xα  - бездимензиони коефицијент облика отпорног момента инерције за x – осу, 

yα  - бездимензиони коефицијент облика отпорног момента инерције за y – осу. 

Неопходно је изразити ове коефицијенте облика приближним константама, и показати да је 
могуће њихово увођење. 
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Вредности момената инерције: 
2 2 4 2

3 3 21 1
2 1 2 2

1 1 1 ( )2 2 2
12 2 2 6 2 6 4x

t h th h h h s eI t h b t h b e t b e h
s s s s

⎡ ⎤ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

4 2
3

3

1 1 ( )
6 2x

h s eI e b h
s s

+
= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . (37) 

Сређивањем, добија се: 
 

2 2 22 2 2 2( ) 1 1 ,e e k eA e b h h h h
s s k s k s k

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ + = ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (38) 

 
4 2 4 2

3 3
2 23 3

2
2 2 2

2 2

1 1 ( ) 1 1 ( )
3 ( )6 2 6 2

2 12 ( )
x

x

h s e h s ee b h e b hI k s e s es s s s
e kh A h A s e kh h

s k

β

+ +⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +
= = = =

+⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Коефицијент облика xβ  гласи: 

2 2
2

2

3 ( )
12 ( )x

k s e s e
s e k

β ⋅ + ⋅ ⋅ +
=

⋅ ⋅ +
,     

2 21 3 ( )
2 3 ( )x

k s e s e
s e k

β ⋅ + ⋅ ⋅ +
= ⋅

⋅ ⋅ +
, (39) 

где је: 

hk
b

= . (40) 

Израз за xα  добиће се као: 
 

max

x
x

IW
y

= , max 1 2
2

2 2 2 2
h h h h s ey t e t e h

s s
+ ⋅

= + = + ⋅ = + ⋅ = ⋅
⋅

, 

 
2 2

2 2

max

2
2 2

2

x
x x x x

h A h sh A s ey s eh
s

βα α β β⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ = ⇒ = ⋅ = ⋅

+ ⋅ + ⋅⋅
⋅

, 

22
2x x
s

s e
α β⋅

= ⋅
+ ⋅

. (41) 

Пошто је ,s e k , коефицијенти облика xβ  и xα  могу се приближно записати и 
једноставнијим релацијама: 

2 3`
12 ( )x

k e
e k

β + ⋅
≈

⋅ +
,      1 3`

2 3 ( )x
k e

e k
β + ⋅

≈ ⋅
⋅ +

, (42) 

2 3` 2 `
6 ( )x x
k e

e k
α β + ⋅

≈ ⋅ =
⋅ +

. (43) 

Ово се може приказати и графички како би се видело да су та одступања занемарљива, при 
чему су усвојени следећи подаци: 170s = , 1,33e =  (Сл. 82). 
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Слика 82 

 
Сличан поступак може се применити и за коефицијенте облика yα  и yβ . 
 

2 2 22
3 3 31 2 1 2 2

1 2 2
( )1 1 12 2 2 ,

12 2 2 6 2 6 4y
b t b t f b th h hI t b h t e t b h e b

s s s
⎡ ⎤ + ⋅ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
2 2

3
2

1 1 ( )
6 2y

h h f b s hI e b
s s s

⋅ ⋅ +
= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ . (44) 

Сређивањем, добија се: 
 

2 2 2 2
3 3

2 2
2

2 2
2 2

1 1 ( ) 1 1 ( )
6 2 6 2

2
y

y

h h f b s h h h f b s he b e bI s s s s s s
e kb A b A b h

s k

β

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

= = =
+⋅ ⋅ ⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 

Коефицијент облика yβ  гласи: 

2 2
2

2

3 ( )
12 ( )y

e s k f s k
s e k

β ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +
=

⋅ ⋅ +
,      

2 21 3 ( )
2 3 ( )y

e s k f s k
s e k

β ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +
= ⋅

⋅ ⋅ +
. (45) 

 
Израз за yα  добија се на следећи начин: 
 

max

y
y

I
W

x
= , max 2

bx = , 

2 2
2 2

max

2

2

y
y y y y

b A bb A bx
β

α α β β
⋅ ⋅

⋅ ⋅ = ⇒ = ⋅ = ⋅ , 

22y yα β= ⋅ . (46) 
 
Пошто је ,s e k , коефицијенти облика yβ  и yα  могу се приближно записати и 
једноставнијим релацијама: 
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2
2 3`

12 ( )y
k f e

e k
β ⋅ ⋅ +

≈
⋅ +

,      
21 3`

2 3 ( )y
k f e

e k
β ⋅ ⋅ +

≈ ⋅
⋅ +

, (47) 

 
2

2 3` 2 `
6 ( )y y

k f e
e k

α β ⋅ ⋅ +
≈ ⋅ =

⋅ +
. (48) 

Ово се може приказати и графички како би се видело да су та одступања занемарљива, при 
чему су усвојени следећи подаци: 170s = , 1,33e =  и 0,74f =  (Сл. 83). 

 
Слика 83 

 
За даљу анализу значајно је дефинисати и однос ових коефицијената облика (Сл. 84): 
 

2 2

2 2 22

2 22 2 2

2

3 ( )
3 ( )12 ( )

3 ( ) 3 ( )
12 ( )

y

x

e s k f s k
e s k f s ks e k

k s e s e k s e s e
s e k

β
β

⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +
⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +⋅ ⋅ += =

⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +
⋅ ⋅ +

;
2 2

2 2

3 ( )
3 ( )

y

x

e s k f s k
k s e s e

β
β

⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +
=

⋅ + ⋅ ⋅ +
, (49) 

 

односно: 
2 2

2

` 3
` 3
y

x

e k f
k e

β
β

+ ⋅ ⋅
≈

+ ⋅
;      

2` 3
` 3
y

x

e k f
k e

β
β

+ ⋅ ⋅
≈

+ ⋅
. (50) 

 
Такође,  

2 2

2

2 ` 3
2 ` 3

y y

x x

e k f
k e

α β
α β

⋅ + ⋅ ⋅
≈ =

⋅ + ⋅
. (51) 
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βy/βx, β`y/β`x 
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k
 

Слика 84 
 
Статички момент инерције за половину попречног пресека (Сл. 85) pxS  је: 

t1
t1

h

t2 t2b1

b

y

x
C

 
Слика 85 

 
2 21

1 2 1 1 2 2 2 2
1 1 1 1 12 ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 4 2 4px
th h hS b t t b t h t t h b e t h e t t h⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
, 

3
2 2

2

1 1 1 ( ) 1( )
2 4 2 4px

h h h s e hS b e h e h b e h
s s s s s

+
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ . (52) 

 
Сређивањем, добија се: 
 

3 3
2 2

2 2

2

1 ( ) 1 1 ( ) 1
2 ( )2 4 2 4

2 8 ( )
p x

x

s e h s e hb e h b e hS k s e s es s s s
e kh A h A s e kh h

s k

γ

+ +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

= = = =
+⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 

Коефицијент облика xγ  гласи: 

2 ( )
8 ( )x

k s e s e
s e k

γ ⋅ + ⋅ ⋅ +
=

⋅ ⋅ +
. (53) 
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Пошто је ,s e k , коефицијент облика xγ  може се приближно записати и једноставнијом 
релацијом: 

2`
8 ( )x
k e

e k
γ + ⋅

≈
⋅ +

. (54) 

 
Ово се може приказати и графички како би се видело да су та одступања занемарљива, при 
чему су усвојени следећи подаци: 170s = , 1,33e =  (Сл. 86). 

γx, γ `x 
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Слика 86 
 

Однос коефицијената облика 2 /x xβ γ  гласи: 
 

2 2

2 2 22

2

3 ( )
2 3 ( )12 ( )

2 ( ) 3 2 ( )
8 ( )

x

x

k s e s e
k s e s es e k

k s e s e k s e s s e
s e k

β
γ

⋅ + ⋅ ⋅ +
⋅ + ⋅ ⋅ +⋅ ⋅ += = ⋅

⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +
⋅ ⋅ +

, (55) 

односно: 
2` 2 3

` 3 2
x

x

k e
k e

β
γ

+ ⋅
≈ ⋅

+ ⋅
. (56) 

 
Графички приказ овог односа приказан је на Сл. 87. 

βx^2/γx, β`x^2/γ`x
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Слика 87 

Коефицијенти облика имају приближно константне вредности на интервалу очекиваног 
решења, што потврђује оправданост апроксимације. 
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4.3 Функције ограничења 
 
4.3.1 Критеријум чврстоће 
 
4.3.1.1 Критеријум чврстоће за случај шине изнад вертикалног лима 

max 1 1 1 1
1 1

VI HI
u zV zH k

x y

M M
W W

σ σ σ σ σ= = + = + ≤ , (57) 

1 1,x x y yW W W W= =  - одговарајући отпорно моменти инерције, 

1 1,5
y

k dop

f
σ σ= =  - допуштени напон. 

Функција ограничења (57) у овом случају има следећи облик: 
 

1 1 1 1
1 1

0VI HI
u k k

x y

M Mg
W W

σ σ σ= − = + − ≤ , (58) 

или 

1 1 1( , ) 0cv ch a
k

x y

M c A M k c Ag g h b
h A b A

σ
α α

+ ⋅ + ⋅ ⋅
= = + − ≤

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
. (59) 

Примењујући метод Лагранжевог множитеља добија се: 
 

1 1g gA A
b h h b

∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
. (60) 

Парцијални изводи гласе: 
 

1
2 2 2 2

1
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 ;

1 1 1 1 1 1 ;

cv ch a

x y y

cv ch

x x y

M M k cg A A
b h A b b A b A b b

M Mg A c A
h h A h A h h b A h

α α α

α α α

⋅∂ ∂ ⎡ ∂ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − + ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ⋅ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∂ ⎡ ∂ ⎤ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ⋅ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (61) 

односно, 
 

1
2 2 2 2

1
2 2 2 2

1 1 1 1 1 ;

1 1 1 1 1 ;

cv ch ch a

x y y y

cv cv ch

x x x y

M M M k cg A A
b h A b b A b A b b

M M Mg A c A
h h A h A h h b A h

α α α α

α α α α

⎡ ⎤⋅∂ ∂ ∂
= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⎢ ⎥

∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤∂ ∂ ∂

= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅⎢ ⎥
∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

 (62) 

 
Заменом израза (62) у (60), добија се: 
 

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

cv cv ch

x x x y

cv ch ch a

x y y y

M M MA A A c A A A
h A h b A h b h b b A h b

M M M k cA A A A A A
h A b h b A b h A b h b h

α α α α

α α α α

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =

⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ ⋅ ∂ ∂

⋅∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂

 (63) 
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Сређивањем израза (63), добија се: 
 

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1cv ch a

x x y y

M M k cA c A A A
A h b h b A b h b hα α α α

⋅∂ ∂ ∂ ∂
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
, (64) 

односно: 
 

2 2
cv ch a

x y

M c A M k c AA A
h A b b A hα α
+ ⋅ + ⋅ ⋅∂ ∂

⋅ = ⋅
⋅ ⋅ ∂ ⋅ ⋅ ∂

, (65) 

 
при чему су вредности парцијалних извода: 
 

2 2; ( 2 );A Ae h e b h
b s h s
∂ ∂

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅
∂ ∂

 (66) 

 
Користећи (59), добија се: 
 

1
cv ch a

k
x y

M c A M k c A
h A b A

σ
α α

+ ⋅ + ⋅ ⋅
+ =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
. (67) 

 
Из система једначина (65) и (67) потребно је наћи оптималне димензије h  и b  по датом 
критеријуму, односно њихов однос k , (40). 

 
Пошто је у питању систем нелинеарних алгебарских једначина, до решења је могуће доћи 
нумеричком методом, применом неког од софтверских пакета, или приближном методом 
користећи одговарајуће апроксимације. 
 
Пошто је момент од сопствене тежине значајно мањи од момента изазваног од активног 
оптерећења, може се записати: 

cv cv

ch a ch

M c A M
M k c A M

+ ⋅
≈

+ ⋅ ⋅
, (68) 

 
при чему је сада неопходно анализирати овај однос. 

2
21 1

1 1
2

2 1 1
1 1

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )14
( ) 2 ( )( ) 2 ( )

4

k k
cv k k

ch a h k k
h k k a

R L e G e L eM R L e G e L eL
M k R L e G e L eR L e G e L e k

L

γ

γ

⎡ ⎤⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ +⎣ ⎦ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ +⋅= = ⋅
⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ +⎡ ⎤⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅⎣ ⎦⋅

. (69) 

 
Како је 2,5ke m≈ , [ ]39  знатно мање од распона дизалице L  (Сл. 88), показаће се на 
следећем дијаграму (Сл. 89) да утицај кабине није од претераног значаја за ову анализу, при 
чему се посматра погонска класа 2. Узета је тежина кабине 15kG kN=  и распони 10L m=  и 

25L m= . 
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Слика 88 

 

 
Слика 89 

Као што се види на овом дијаграму, одступања су врло мала и нису од значаја за даљу 
анализу. Ако је управљање са пода (без кабине), ове криве се поклапају. Види се да је са 
повећањем распона L , функција односа /cv chM M  ближа функцији ` / `cv chM M  што се и 
очекује. Такође, ова разлика се смањује са повећањем носивости Q . 
 
Сада се може записати: 

2
1

2
1

` ( )1 1
` ( )

cv cv

ch ch a h a h

M M R L e R
M M k R L e k R

⋅ −
≈ = ⋅ = ⋅

⋅ −
, (70) 

односно: 
1cv k o

ch a k o

M Q m Q m K Q
M k Q m Q m K Q

α

α

ψ ψ⋅ + ⋅ + + ⋅
= ⋅ =

+ + + ⋅
. (71) 

 
Као што се види, ова релација зависи како од носивости, тако и од погонске класе. Овај 
однос се може представити и графички (Сл. 90). 
 
Са Сл. 90 се види да овај однос за носивости до 20Q t=  има параболичан карактер, док за 
веће носивости он представља константну вредност. 
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Слика 90 
 

Ако се однос (71) прикаже преко функција: 
 

1

2

( )1 1
( )

cv o

ch a a o

M Q m K Qf Q
M k f Q k Q m K Q

α

α

ψ ⋅ + + ⋅
= ⋅ = ⋅

+ + ⋅
, (72) 

 
може се апроксимирати као: 
 

1
1 1

2

( )1 ,
( )

cv o

ch a h o

M Q m K Qf QRc c
M k R f Q Q m K Q

α

α

ψ ⋅ + + ⋅
= ⋅ = = =

+ + ⋅
. (73) 

 
Ако се развије (73) у Тејлоров ред, израз (72) постаје, 
 

1 11

2 2 2

( ) ( ) `( )( )1 1
( ) ( ) ( ) `( )

cv o o o

ch a a o o o

M f Q Q Q f Qf Q
M k f Q k f Q Q Q f Q

+ − ⋅
= ⋅ ≈ ⋅

+ − ⋅
, (74) 

где је: 1 1
1 2`( ) , `( ) 1o of Q K Q f Q K Qα αψ α α− −= + ⋅ ⋅ = + ⋅ ⋅ . 

 
Зависно од носивости, за погонску класу 2, добија се: 
 

5 8Q t= ÷  1
1,054 1,289
1,054 1,139

Qc
Q

+ ⋅
=

+ ⋅
,  10 16Q t= ÷  1

0,869 1,309
0,869 1,159

Qc
Q

+ ⋅
=

+ ⋅
, 

 

20 50Q t= ÷  1
0,176 1,342
0,176 1,192

Qc
Q

+ ⋅
=

+ ⋅
. 

 
Сада се израз (65) може записати на следећи начин: 
 

2

2
cv cv x

ch a ch y

M c A M hA A A
M k c A b M b b h

α
α

+ ⋅ ⋅∂ ∂ ∂
⋅ ≈ ⋅ = ⋅

+ ⋅ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂
. (75) 

 

Дељењем израза (75) са чланом A
h
∂
∂

, добија се: 
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2

2/cv x

ch y

M hA A
M b h b

α
α

⋅∂ ∂⎛ ⎞⋅ =⎜ ⎟∂ ∂ ⋅⎝ ⎠
. (76) 

 
Одговарајући парцијални изводи функције циља (38), по промењивама b  и h  гласе: 

 

2 22 ; 2 ;A Ae t t
b h
∂ ∂

= ⋅ ⋅ = ⋅
∂ ∂

 (77) 

 
Заменом релације  

2

2

2/
2

e tA A e
b h t

⋅ ⋅∂ ∂⎛ ⎞ = =⎜ ⎟∂ ∂ ⋅⎝ ⎠
 (78) 

у (76) добија се: 
2

2
cv x

ch y

M he
M b

α
α

⋅
⋅ =

⋅
. (79) 

 
Трансформацијом израза (79) и користећи израз (73), коначно се добија: 
 

2
2 1

2
y ycv

x ch x a

e eM chk
b M kσ

α α
α α
⋅ ⋅

= = ⋅ = ⋅ , (80) 

односно: 

1y ycv

x ch x a

e eM ck
M kσ

α α
α α
⋅ ⋅

= ⋅ = ⋅ . (81) 

 
До тачнијег решења може се доћи на други начин, ако се релација (51) замени у израз (80): 
 

2 2
3 2

1 13 3 0
a a

f ek e k e c k c
k k

+ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ =  (82) 

Решавањем једначине (82), добија се: 
 

2 2

1 13 , 3 , ;
a a

f ea e b e c c c
k kσ σ σ= ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅  (83) 

3 3 2
21 , 2 , ,

3 3 3 3 2
a a b p qp b a q c wσ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ
⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ = ⋅ − + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (84) 

3 3, ;
2 2

q qu w v wσ σ
σ σ σ σ= − + = − −  (85) 

 
Оптимална вредност односа висине и ширине носача /h b  за критеријум чврстоће гласи: 

3
ak u v σ

σ σ σ= + − . (86) 

Када је познат однос kσ , из једначине ограничења (67) одређује се висина носача. 
 

1 0cv ch a
k

x y

M c A M k c A
h A b A

σ
α α

+ ⋅ + ⋅ ⋅
+ − =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
,  22 ( 1)eA h A

s k σ
σ

= ⋅ + ⋅ = . (87) 
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Из релација (87) добија се: 
 

3 2
1

2 2( 1) ( 1) 0a cv ch
k

x y x y

k c M Me e ch k h k
s k s k σ σ

σ σ

σ
α α α α
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅

⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

односно: 
 

3 2

1
1

0
2 ( 1)

a cv ch

x y x y

k
k

k c M Mc k k
sh h e

k

σ σ

σ

α α α α
σ σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅
+ ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠− ⋅ − ⋅ =
⋅ +

. (88) 

 
Решавањем једначине (88), долази се до жељеног решења: 
 

1
1

, ;
2 ( 1)

a cv ch

x y x y
h h

k
k

k c M Mc k k
sa c e

k

σ σ

σ σ

σ

α α α α
σ σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅
+ ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − = − ⋅
⋅ +

 (89) 

3 3 2
21 , 2 , ,

3 3 3 2
h h h

h h h h h
a p qp a q c wσ σ σ

σ σ σ σ σ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ = ⋅ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (90) 

3 3, ;
2 2
h h

h h h h
q qu w v wσ σ

σ σ σ σ= − + = − −  (91) 

 
Оптималне вредности висине и ширине носача према критеријуму чврстоће гласе: 

3
h

h h
ah u v σ

σ σ σ= + − ,     hb
k
σ

σ
σ

= . (92) 

Функцију ограничења може се записати и у следећем облику: 
 

1

( )

cv ch

x y

a
k

x y

M M k
A A h k cch k

σ

σ

σ

α α

σ
α α

+ ⋅
= ≥

⋅
⋅ − − ⋅

. (93) 

Израз (93) представља функцију површине од висине h  према критеријуму чврстоће. 
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Потребно је извршити доказ претпоставке да је тачка 1 меродавна за анализу према 
критеријуму чврстоће. 

Поређење напона врши се у односу на тачку 2 (Сл. 91) у којој су такође велике вредности 
упоредног напона. Тачка 2 налази се на вертикалном лиму изнад које је заварена шина. 
 

αα
1hF

1F

t1
t1

h

t2 t2b1

b

y

x
C

2

 
Слика 91 

Пошто је у питању двоосно напонско стање, укупни напон у овој тачки рачуна се према 
хипотези највећег деформационог рада, и он износи: 

2 2 2
2 2 2 2 2 12 22 1( ) ( ) 3 ( )u zV zH y zV zH y kσ σ σ σ σ σ σ τ τ σ= + + − + ⋅ + ⋅ + ≤ . (94) 

Такође, морају бити испуњени и парцијални услови: 

2 2 1 1 12 22 1, , 0,6zV zH k y k kσ σ σ σ σ τ τ σ+ ≤ ≤ + ≤ ⋅ . (95) 

Компоненте нормалног напона су: 

2
2 2

VI cv
zV

x x

M M c A
W h A

σ
α

+ ⋅
= =

⋅ ⋅
 - нормални напон у вертикалној равни; (96) 

2
2 2

ch aHI
zH

y y

M k c AM
W b A

σ
α
+ ⋅ ⋅

= =
⋅ ⋅

 - нормални напон у хоризонталној равни. (97) 

Вредности отпорних момената са одговарајућим вредностима коефицијената облика 2xα  и 

2yα  су: 

2 2
2

x
x x

IW h A
y

α= ⋅ ⋅ =    , 2 2
x xI h Aβ= ⋅ ⋅ ,   2 2

hy = ; 

2 2 2
2 2 2 2 2

2x x x x x
hW y h A h Aα β α β⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⇒ = ⋅ . (98) 
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2 2
2

y
y y

I
W b A

x
α= ⋅ ⋅ = ,   2 2

y yI b Aβ= ⋅ ⋅ ,   1 2 1 2
2 2 2 2

b t b tx +
= + = ; 

2
2 2

2 2 2 2 2
2

y
y y y y

b
W x b A x b A

x
β

α β α
⋅

⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⇒ = ; 

2 2 2

hf b f b s hsx
s

⋅ + ⋅ ⋅ +
= =

⋅
, 

2
2

2
2

2

y
y y

b s
f b s h f s k

s

β
α β

⋅ ⋅
= = ⋅

⋅ ⋅ + ⋅ +
⋅

. (99) 

Као што се види, вредности ових коефицијената су веће од одговарајућих за тачку 1, 
нарочито коефицијент 2yα . 

Утицај локалног притиска точка на вертикални лим, гласи: 

1

2 2
y

F
t z
γσ ⋅

=
⋅

, (100) 

где је: 

32
2

3, 25 Iz
t
α= ⋅  - утицајна зона локалног притиска ( )cm . (101) 

С обзиром да је шина заварена за горњи појас, узима се момент инерције за осу α – α. 
Утицајна зона у појасном лиму износи 110 t⋅  од унутрашње стране вертикалног лима (Сл. 92). 

αα

yα

t1

10t1

2cm6cm

4,
5c

m

2
 

Слика 92 

Положај тежишне осе посматраног попречног пресека са Сл. 92, дефинише се према изразу: 

1
1 1 1 3 2

1 1 1
2

1 1
1 1

6 610 2 4,5 6
2 2 2 10 5 54 121,5

2 (10 5 27)610 2 4,5 6
2

tt t t
t t ty

t tt t
α

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅ + + ⋅ + ⋅ ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⋅ + ⋅ + ⋅ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦= =
⋅ ⋅ + ⋅ +⎡ ⎤⎛ ⎞⋅ ⋅ + + + ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

; (102) 

2 2 3
1

1 1 1 1
6 4,5 4,5 6( ) 10 2 4,5 6
2 2 2 12

tI I t t t y y tα α α α
⎡ ⎤ ⋅⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ⋅ ⋅ + + ⋅ − + ⋅ ⋅ − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

; 
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( )
2 2 3

2 1
1 1 1 1

4,5 4,5 6( ) 10 5 27
2 2 12
tI I t t t y y tα α α α

⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ − − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

. (103) 

Трансформисани израз за 2z  гласи: 

33 3 32 3 12 2 1

3, 25 3, 25 3, 25 3, 25I I e I Iz ett t t
e

α α α α⋅
= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ ; 

3 32 2 1
1

( ) 3, 25 Iz z t e
t
α= = ⋅ ⋅ . (104) 

Израз под кореном се може приближно записати и графички представити на следећи начин 
(Сл. 93): 

( )

( )

2 2 3
2 1

1 1 1
3

3

1 1

4 3 2
1 1 1 1

3 12
1 1 1

4,5 4,5 610 5 27
2 2 12

40 380 1260 540 7291,191 ( )
10 5 27

tt t y y t
I
t t

t t t t f t
t t t

α α
α

⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ − − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠= ≈

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +
≈ ⋅ =

⋅ + ⋅ + ⋅

 (105) 

0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
0

1.5

3

4.5

6

 
Слика 93 

Посматране су стандардне дебљине које се препоручују 1 0,7 1,5t cm= ÷ . 

Као што се види, ова зависност је блиска константи, тако да се може усвојити средња 
вредност 4,896, тако да израз за 2z  гласи: 

3
2 15,91 ( )z e cm= ⋅ . (106) 

Утицај локалног притиска точка на вертикални лим yσ , може се трансформисати на следећи 
начин: 

1 1 1

32 2 15,91
y

y

F F F
ht z C he
s

γ γ γσ ⋅ ⋅ ⋅
= = =

⋅ ⋅⋅ ⋅
, (107) 

где је: 

1 ( )t cm  

1( )f t  
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315,91
y

eC
s
⋅

=  - константа ( )cm . (108) 

Израз (108) може се изразити у функцији од површине попречног пресека на следећи начин: 
2 23 3 315,91 15,91 y

y y y

Ae e h e hC h h A
s h s s A

γ
γ γ

⋅⋅ ⋅ ⋅
⋅ = ⋅ = ⋅ ⇔ = ⋅ ⇒ =

⋅
. 

Коефицијент облика yγ , гласи: 

2 23 3 3 3

22 2 ( ) 2 ( )( )
y

e h e h e h e k
s A e b h e ks e b h h

s

γ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = = =

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ +⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
. (109) 

γ y
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Слика 94 

На Сл. 94 види се како се овај коефицијент мења у функцији од k . 

Сада се релација (107) може написати као: 

1

15,91y
y

F h
A

γσ
γ

⋅ ⋅
=

⋅ ⋅
. (110) 

Тангенцијални напон смицања, гласи: 

2
12

22
TI x

x

F S
I t

τ ⋅
=

⋅ ⋅
, (111) 

где је: 

величина трансверзалне силе у пресеку I (занемарујући утицај сопствене тежине носача), 
[ ]39 : 

TI A kF F Gγ= − ⋅ , (112) 

односно: 

( )1
1 2

2 2
k

TI A k k k k k
L eL eF F G R G G R L e G e

L L L
γγ γ γ−−⎡ ⎤= − ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⋅ ⋅⎣ ⎦

. (113) 

Ради поједностављења проблема, узима се средња вредност овог напона, што је на страни 
сигурности за посматрану тачку 2, тако да сада израз (111) постаје: 
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12 12,
TI

sr
F
A

τ τ≈ = . (114) 

Тангенцијални напон увијања, гласи: 

22 *
22

TAM
A t

τ =
⋅ ⋅

, (115) 

где је: 

величина момента увијања, [ ]39 : 

( ) 1
1 2 ,

2TA T T
L eM M M

L
−

= + ⋅
⋅

 (116) 

( ) ( )( )

1 2
1 1 1 1

1 2
2 2 2 1

1 2 1
1 2 1 1 2 1

4,5 ,
2 2 2

4,5 ,
2 2 2

2 9 2 9 ;
2 2 2

T a h

T a h

h
T T a h a

b t hM F k F t

b t hM F k F t

Rb t h tM M R k R c b t k h t

γ

γ

γγ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + + ⋅ ⋅ + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + + ⋅ ⋅ + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

⋅+ + ⋅ +⎡ ⎤+ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + + ⋅ + ⋅ +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

*
1 1 2( ) ( )A h t b t= + ⋅ + . (117) 

Израз (115) се може написати као: 

22
TA

t

M
W

τ = , (118) 

*
22tW A t= ⋅ ⋅ . (119) 

Члан tW  може се написати у функцији коефицијента облика tα : 
*

* 2
2

22t t t
A tW A t A h

A h
α α ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⇒ =
⋅

; 

( )*
2 1 1 2 2

2
2

2 ( )2 ( ) ( ) 2
2 ( )( )

t

h hf b h e f s k s eA t h t b t t s s
A h A h s e ke b h h h

s

α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⋅ + ⋅ +⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = = =
⋅ ⋅ ⋅ +⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

. (120) 

На Сл. 95 приказана је промена коефицијент облика tα  у функцији од коефицијента k : 
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Слика 95 

Вредност овог коефицијента није приближно константна, тако да се израз за TAM  може 
написати као: 

( ) ( ) ( )1
1 2 1 12 2 2 4

h h
TA T T a a

R RL e LM M M c f b k h c f b k h
L L

γ γ⋅ ⋅−
= + ⋅ ≈ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

⋅ ⋅
. (121) 

Сада израз (118) добија следећи облик: 

1 1
22 ,

4 4 4
h a h a h

t t T

R c f b k h R c f k k Rb
A h A h A

γ γ γτ
α α α

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
= ⋅ = ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 (122) 

1

t
T

a

k
c f k k

αα ⋅
=

⋅ + ⋅
. (123) 

На Сл. 96 приказан је коефицијент облика Tα : 

αT
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k  

Слика 96 

Као што се може приметити, сада је вредност коефицијента облика Tα  приближна 
константи. 

Саме вредности оба тангенцијална напона су врло мале, и знатно мање у односу на нормалне 
напоне. 

Укупни тангенцијални напон гласи: 
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12 22 ,
4

h tTI

T

R FF
A A A

γτ τ τ
α
⋅

= + = + =
⋅ ⋅

 (124) 

где је: 

4
h

t TI
T

RF F γ
α
⋅

= +
⋅

. (125) 

Како су приказани сви чланови израза (94), сада се може анлазирати који је услов критичан 
са становишта максималног напона. 

Потребно је доказати да је услов 2 2 1zV zH kσ σ σ+ ≤  критичан у односу на (94) у условима који 
се разматрају, односно да је: 

( )2 2 2 2
2 2 2 2 2 2( ) ( ) 3zV zH zV zH y zV zH yσ σ σ σ σ σ σ σ τ+ ≥ + + − + ⋅ + ⋅ . (126) 

Одговарајућим трансформацијама, добија се: 
2 2

2 2( ) 3zV zH y yσ σ σ σ τ+ ⋅ ≥ + ⋅ . (127) 

Ако се члан τ  занемари као величина знатно мања у односу на нормални напон, добија се: 
2

2 2 2 2( )zV zH y y zV zH yσ σ σ σ σ σ σ+ ⋅ ≥ ⇔ + ≥ . (128) 

Израз (128) представља потребан услов да вредност 2 2zV zHσ σ+  буде максимална вредност 
напона у тачки 2. 

Израз (128) може се написати на следећи начин: 

1 1

2 2 2 215,03 15,03
cv ch a cv ch a

x y y x y y

M c A M k c A M c A M k c AF h F h
h A b A A h b

γ γ
α α γ α α γ

+ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+ ≥ ⇔ + ≥

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
. (129) 

Даљим сређивањем, добија се: 

( ) ( ) ( )
2 2

1 23 3
2 1 2 2 2

2

2 2

34,5 ( ) 613,4 ( )

1120 ( ) ( ) ( ) ( ), (130)

k y x a y x a

x y k z y
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− ⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ≥⎜ ⎟
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⎝ ⎠

где је : 

/ 14 20X L h= = ÷  - препоручена вредност односа распона и висине, [ ]39 . (131) 

Релација (130) се може приказати узимајући следеће податке: погонска класа 2, S235JRG2 , 
210s = , 1, 4e =  и 0,74f = , при чему су усвојене екстремне вредности параметара. 

Ако се усвоје просечне вредности 17X =  и 2,5k = , добија се дијаграм (Сл. 97), при чему се 
посматра минимална носивост 5Q t=  и максимална носивост 16Q t= . 

На Сл. 97 види се да је овај услов испуњен, и у којој се мери мења однос функција са 
повећањем распона L . У даљим приказима посматра се носивост 16Q t= . 

Ако се изврши варијација коефицијента односа висине и ширине k , види се у којој мери он 
утиче на разлику посматраних функција (Сл. 98), при чему се посматрају коефицијенти 2k =  
и 3k = . 

На Сл. 98 види се да је овај услов испуњен, и у којој се мери мења однос функција са 
повећањем распона L . Види се да са повећањем односа k  расте и разлика између ових 
функција, нарочито са повећањем распона L . 
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Ако се задржи просечан однос 2,5k = , види се како се мења разлика ових функција са 
променом X  односа распона и висине носача (Сл. 99), при чему се посматрају односи 

15X =  и 20X = . 

На Сл. 99 види се да је овај услов испуњен, и у којој се мери мења однос функција са 
повећањем распона L . Видимо да се са повећањем односа X , повећава разлика између ових 
функција, нарочито са повећањем распона L . 

 
Слика 97 

 

 
Слика 98 
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Слика 99 

Као што се може закључити, за услове у којима се посматра проблем, вредност напона 
2 2zV zHσ σ+  већа је од вредности у релацији (94) и да је овај парцијални услов меродаван. 

Како је: 
1 1 2 2zV zH zV zHσ σ σ σ+ > + , 

закључује се да је тачка 1 заиста меродавна за критеријум чврстоће. 

Ако се примени метод Лагранжевог множитеља за релацију (94), добија се: 

 
2 2 2

12 2 2 2 2 2 1( ) ( ) 3 0u dop zV zH y zV zH y kg σ σ σ σ σ σ σ σ τ σ= − = + + − + ⋅ + ⋅ − ≤ , (132) 

12 12g gA A
b h h b

∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
. (133) 
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Даљим сређивањем, добија се: 
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2 2
2 2 2 2
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Како је: tF
A

τ = ,   2
tF A

b A b
τ∂ ∂
= − ⋅

∂ ∂
,   2

tF A
h A h
τ∂ ∂
= − ⋅

∂ ∂
, заменом у претходни израз, добија се: 
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 (134) 

Парцијални изводи имају следеће вредности: 
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; 

Заменом парцијалних извода у израз (134), добија се: 
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Након сређивања, коначно се добија: 

2 22 2
2 2

1
2 2

2 ( )

( ) 2 .
15,03

cv ch a
zV zH y

x y

zV zH y
y

M c A M k c AA A
h b b h

F A
b

σ σ σ
α α

γ σ σ σ
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⎛ ⎞+ ⋅ + ⋅ ⋅∂ ∂ ⎡ ⎤⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + − =⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎟⋅ ∂ ⋅ ∂⎝ ⎠
⋅ ∂ ⎡ ⎤= − ⋅ ⋅ + − ⋅⎣ ⎦⋅ ∂

 (135) 

Из система једначина (94) и (135) могу се одредити непознати параметри. 

Из израза (135) види се да је ова једнакост испуњена ако су задовољени услови: 

2 22 2
2 2

( ) 2 0cv ch a
zV zH y

x y

M c A M k c AA A
h b b h

σ σ σ
α α

+ ⋅ + ⋅ ⋅∂ ∂
⋅ = ⋅ ∧ + − ⋅ =

⋅ ∂ ⋅ ∂
. (136) 

Пошто је 2 22 ( ) 0zV zH yσ σ σ⋅ + − ≠ ,   0A
b
∂

≠
∂

,   0A
h
∂

≠
∂

, 

види се да је леви члан израза (136) потпуно идентична релацији (65). Из десног члана израза 
закључује се да је критичнији напон у овој тачки, ако се узме из парцијалног услова 

2 2zV zHσ σ+ , пошто је 2 2zV zH yσ σ σ+ > . 

На овај начин је потврђено да је за анализу оптимизације према критеријум чврстоће, 
меродавна тачка 1. 
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4.3.1.2 Критеријум чврстоће за случај шине на средин носача 
 
Максимални напон који се јавља у овом случају налази се на средини појаса испод шине (Сл. 
100), и његова вредност износи: 

2 cm

t2

šb

šh

t1

b1

C
x

y

b

t2

h
t1

1F

σxM

σzV+σzM

 
Слика 100 

 
2 2

max 1( ) ( )u zV zM xM zV zM xM kσ σ σ σ σ σ σ σ σ= = + + − + ⋅ ≤  (137) 

 
Такође, морају бити испуњени и парцијални услови: 

1,z zV zM kσ σ σ σ= + ≤  (138) 

1xM kσ σ≤ . (139) 

Услед контакта шине и појасног лима при проласку колица јавља се локално савијање лима и 
појава двоосног стања нормалних напона. 
 
Нормални напон услед локалног савијања у подужном правцу носача, добијен на основу 
једнакости деформација шине и појасне плоче износи: 

3
2

1

6
zM

K N
t

σ ⋅ ⋅
=  (140) 

Нормални напон услед попречног савијања појасног лима износи: 

2
2

1

6
xM

K N
t

σ ⋅ ⋅
=  (141) 

У даљем тексту објасниће се величине које фигуришу у изразима (140) и (141). 
 
Сила N представља део максималне силе притиска точка који услед крутости шине отпада на 
плочу (Сл. 101). Ова сила узима следеће вредности: 
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Слика 101 
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3 3

1 1

96 11 Š

o
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b I K
a t c

γ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅
+ ⋅

⋅

, ако је 1 1a b≥  (142) 

1

11
3

1 1

96 11 Š

o

FN I K
a t c

γ ⋅
=

⋅ ⋅
+ ⋅

⋅

, ако је 1 1b a≥  (143) 

Сада ће се показати у коју категорију спада дати случај. 
 
Како је шина постављена у средини распона квадратног попречног пресека спојена 
заваривањем, неопходно је између главних вертикалних укрућења која се налазе на 
растојању 2a h≈ ⋅ , уградити кратка вертикална укрућења због носивости шине [ ]39 , која се 
заварују за подужно укрућење. Виткост вертикалног лима тада узимамо по критеријуму 3 
[ ]39 . 

1
2

3 3
a ha ⋅

= =  

 
Посматра се следећи однос: 
 

1

1 1

2 2 2
3 3 3

a h h k
b b f b f

⋅ ⋅ ⋅
= = =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
, 

 
Како је у овом случају K=2÷3,  f<1, следи да је овај однос већи од 1, односно, добија се да је 

1 1a b> , односно сила N узима се по формули (142). 
 
Сада ће се анализирати чланови ове формуле. 
 

1K  представља коефицијент који зависи од односа 1 1/a b . Овај однос неопходно је детаљније 
изанализирати. 
 
Види се да овај однос зависи како од k, тако и од f. Пошто нам је граница у којој се очекује 
вредност за k позната, неопходно је сагледати које вредности узима параметар f. 

1bf
b

= , 1 2 2 22 2 2 2 4 (1 ) 2 4b b t f b t b f t= + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⇔ ⋅ − = ⋅ +  
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2 2
2 42 4 2 4 2 4 2 41 1 1 1 1

h
t t h s k b ssf f
b b b s b s b

⋅ +⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
− = ⇒ = − = − = − = −

⋅ ⋅
 

2 41 k b sf
s b

⋅ ⋅ + ⋅
= −

⋅
 (144) 

Како f третирамо као константу, неопходно је усвојити неку њену средњу вредност. 
 
Како f зависи од виткости s, усвојићемо средње вредности, тако да за S235JRG2  узимамо s = 
210, а за S355JR  узимамо s = 170 и узећемо средњу вредност за k=2,5. За очекивани опсег 
вредности ширине b усваја се следећа вредност за параметар f. 
 

0,87srf =  - за S355JR ; 0,88srf =  - за S235JRG2 . Види се да су ове вредности приближне. 
 
Сада треба анализирати однос 1 1/a b . 
 

1

1

2 1,53 2,3
3

a k
b f

⋅
= = ÷

⋅
. 

 
За овај интервал вредности односа може се усвојити приближна вредност коефицијента 1K , и 
његова вредност износи 1 0,176K ≈ , при чему су одступања ове вредности са доњом и 
горњом границом мања од 5%. 
 
Сада ће се исто урадити и за коефицијенте 2K  и 3K . Њихова зависност је мало сложенија у 
односу на претходни коефицијент. Ови коефицијенти зависе како од односа 1 1/a b , тако и од 
односа 1/šb b  и 1 1/z b , при чему је 1 2 5( )šz h cm= ⋅ + . Да би смо коефицијенте 2K  и 3K  
третирали као константе а не као промењиве величине, јер би знатно искомпликовали модел, 
усваја се да је шина квадратног попречног пресека, при чему је š šh b=  и усвоја се да нам је 

/ 8šb b≈ , како се не посматрају носивости веће од Q=16t. 
 
Посматра се сада однос 1/šb b . 

1

1 0,2.
8 8

šb b
b f b f
= = <

⋅ ⋅ ⋅
 

1

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

202 5 52 5 2 5 20208 4
4 4 4

š š

bb b
h bz b fb f

b b b b b b b f b

+⋅ + +⋅ + ⋅ + + ⋅+
= = = = = = =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

С обзиром на распоне, носивости и погонске групе које се у нашем случају анализирају, 
очекиване вредности за 1b  наћиће се у следећем опсегу 1 30 45( )b cm= ÷ . У том случају однос 

1 1/z b  налази се у следећим границама: 1 1/ 0, 456 0,400z b = ÷ . 
 
За овај интервал вредности односа може се усвојити приближна вредност коефицијента 2K , 
и његова вредност износи 2 0, 213K ≈ , при чему су одступања ове вредности са доњом и 
горњом границом мања од 5%. За коефицијент 3K  је слична ситуација и његова вредност 
износи 3 0,149K ≈ . 
 



4. Оптимизација затворених попречних пресека за различите услове преношења оптерећења 

мр Горан Павловић, дипл.инж.маш. - Докторска дисертација 
78 

Ова одступања се могу толерисати с обзиром да се толеришу прекорачења напона до 10%, 
према стандарду JUS U.E7.145/1987, став 4.7.1. 
 
Посматрају се даље чланови формуле (142). 
 

1oc ≈  - коефицијент који зависи од начина везивања шине за појас; 

1ŠI  - момент инерције шине за сопствену осу. 
 
Сада је потребно сагледати изразе за напоне (140) и (141) које је неопходно написати у 
функцији од h и b, односно однос 2

1/N t . 
 
Посматра се прво однос: 

4
2 22 4

2 2 611 4
1 11 1

3 33 3 2 3 3 3
3 31 1 23

22

2 6 2 3 6 2
1 1 1

3 2 3 6
2 3 3

3

11 9696 ( )96 271 112 812
6482 ( )

273
27 27 27 ( /

64
64

š
Š

o o o

o
o

bf b Kf b b Kb I K K f b
a t c c e t h chh e te t

K f b K f s b K f s
c e hhe h c

s

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ = ⋅ = =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅⋅⎛ ⎞ ⋅ ⋅⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = =

⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

3 6 2 3 6
1 1

12 6 2 6

) 27 , /
64 64o o

e b K f s b s s e
c h c h

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

2 2 3 6 2 36
1 11 1 1 1 1

3 3 2 6 6 2
1 1

96 27 27,
64 64

Š

o o

b I K K f s b K f sKn b Kn
a t c h h c
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅

= = =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

. 

 
Заменом у израз (142) добија се: 

6
1 1 1

6 6 6
11

3 6
1 1

96 11 1Š

o

F F F hN I K Kn b h Kn b
a t c h

γ γ γ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = =

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅+ ⋅ +
⋅

, 

6
1

6 6 4 26 6
1 1 1

1 22 2 2 2 6 6 2 6 6
2 6 61 2 2

2

4 2 4 2 4
21 1 1

1 16 6 6 6 6 6

( ) ( ) ( )( )

( / ) , .

F h
F h F h F h sN h Kn bN

ht e t e t h Kn b e h Kn be h Kn b
s

F h s e F h s F h F F s
h Kn b h Kn b h Kn b

γ
γ γ γ

γ γ γ

⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅+ ⋅= = = = = =

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⋅ ⋅ + ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = = = ⋅ ⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅

 

 
Сада изрази (140) и (141) постају: 

4
3

3 1 6 6

66zM
K F hK N

h Kn b
σ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ =
+ ⋅

, (145) 

4
2

2 1 6 6

66xM
K F hK N

h Kn b
σ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ =
+ ⋅

. (146) 

Функције ограничења у овом случају имају следеће облике: 
2 2

11 1( ) ( ) 0u dop zV zM xM zV zM xM kg σ σ σ σ σ σ σ σ σ= − = + + − + ⋅ − ≤ , (147) 

12 1 0z dop zV zM kg σ σ σ σ σ= − = + − ≤ , (148) 

13 1 0xM kg σ σ= − ≤ . (149) 
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Претходни изрази могу се написати на следећи начин: 
 

2 24 44 4
3 32 2

11 11 6 6 6 6 6 6 6 6

1

6 66 6( , )

0,

cv cv

x x

k

M c A K F h M c A K F hK F h K F hg g h b
h A h Kn b h Kn b h A h Kn b h Kn bα α

σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = + + − + ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− ≤
  

4
3

12 12 16 6

6( , ) 0,cv
k

x

M c A K F hg g h b
h A h Kn b

σ
α

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = + − ≤

⋅ ⋅ + ⋅
 

4
2

13 13 16 6

6( , ) 0.k
K F hg g h b

h Kn b
σ⋅ ⋅ ⋅

= = − ≤
+ ⋅

 

Примењујући познати метод Лагранжевог множитеља на израз (147), добија се: 

11 11g gA A
b h h b

∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
, 

2 2

2 2

2 2

2 2

1 ( ) ( )
2 ( ) ( )

1 ( ) ( ) ,
2 ( ) ( )

zV zM xM zV zM xM

zV zM xM zV zM xM

zV zM xM zV zM xM

zV zM xM zV zM xM

A
h b

A
b h

σ σ σ σ σ σ
σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ
σ σ σ σ σ σ

∂ ∂⎡ ⎤⋅ + + − + ⋅ ⋅ =⎣ ⎦∂ ∂⋅ + + − + ⋅

∂ ∂⎡ ⎤= ⋅ + + − + ⋅ ⋅⎣ ⎦∂ ∂⋅ + + − + ⋅

 

 
2 2

2 2

( ) ( )

( ) ( ) ,

zV zM xM zV zM xM

zV zM xM zV zM xM

A
h b

A
b h

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

∂ ∂⎡ ⎤+ + − + ⋅ ⋅ =⎣ ⎦∂ ∂
∂ ∂⎡ ⎤= + + − + ⋅ ⋅⎣ ⎦∂ ∂

 

 

2 ( ) 2 ( )

2 ( ) 2 ( ) .

zV xM zV xMzM zM
zV zM xM xM zV zM

zV xM zV xMzM zM
zV zM xM xM zV zM

A
h h h h h h b

A
b b b b b b h

σ σ σ σσ σσ σ σ σ σ σ

σ σ σ σσ σσ σ σ σ σ σ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + ⋅ + + ⋅ ⋅ − ⋅ + − + ⋅ ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ + + ⋅ ⋅ − ⋅ + − + ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 
Након сређивања, добија се: 

[ ]

[ ]

2 ( )

( ) 2 .

zV zVzM zM
zV zM xM

xM xM
zV zM xM

A A
h h b b b h

A A
h b b h

σ σσ σσ σ σ

σ σσ σ σ

⎡ ∂ ∂ ⎤∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + − ⋅ + ⋅ − + ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞= + − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (150) 

Примењујући познати метод Лагранжевог множитеља на израз (148), добија се: 
 

12 12g gA A
b h h b

∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
, 

zV zVzM zMA A
h h b b b h
σ σσ σ∂ ∂∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ = + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (151) 

Примењујући познати метод Лагранжевог множитеља на израз (149), добија се: 
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13 13g gA A
b h h b

∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
, 

xM xMA A
h b b h

σ σ∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
. (152) 

На основу ових добијених израза види се да ако су испуњене релације (151) и (152) 
истовремено, онда нам је задовољена и једнакост (150). 
 
Сада је неопходно решити претходне једначине. Ако се крене од наједноставније једначине 
(152), добија се: 
 

( ) ( ) 1 1 1 1
2 1 2 1 2 26 6 6 6N N N NA A A A A AK N K N K K

h b b h h b b h h b b h
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⇔ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

 
Парцијални изводи имају следеће вредности: 
 

4 4 5
1

6 6 6 6 26
( )

N F h Kn h bF
b b h Kn b h Kn b

⎛ ⎞∂ ∂ ⋅ ⋅ ⋅
= = − ⋅ ⋅⎜ ⎟∂ ∂ + ⋅ + ⋅⎝ ⎠

; 

4 3 6 6 9 6 6
31

6 6 6 6 2 6 6 2

4 ( ) 6 2 4
( ) ( )

N F h h h Kn b h h Kn bF F h
h h h Kn b h Kn b h Kn b

⎛ ⎞∂ ∂ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
= = ⋅ = − ⋅ ⋅⎜ ⎟∂ ∂ + ⋅ + ⋅ + ⋅⎝ ⎠

. 

Заменом у претходни израз и коришћењем познате релације /A A e
b h
∂ ∂

=
∂ ∂

, добија се: 

4 5 6 6
3 5 6 6

6 6 2 6 6 2

2 46 6 2 4
( ) ( )

Kn h b h Kn bF F h e Kn h b e h e Kn b
h Kn b h Kn b

⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
− ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ ⇔ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅

+ ⋅ + ⋅
. 

 
Дељењем претходног израза са 62 b⋅  и даљим сређивањем, добија се: 

6
3 33 2 0e k Kn k e Knσ σ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = . (153) 

Решавањем једначине (153) добија се оптимални коефицијент односа висине и ширине 
носача 3kσ  у односу на парцијални услов критеријума чврстоће. 
 
Заменом ове вредности у једначину ограничења (149) добија се оптимална висина 3hσ  у 
односу на парцијални услов критеријума чврстоће: 

6
2 3

3 6
1 3

6
( )k

K F kh
k Kn

σ
σ

σσ
⋅ ⋅ ⋅

=
⋅ +

,     3
3

3

hb
k
σ

σ
σ

= . (154) 

Посматра се сада једначина (151): 
 

zV zV zV zVzM zM zM zMA A A A A A
h h b b b h b h b h h b h b
σ σ σ σσ σ σ σ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ = + ⋅ ⇔ ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 
Парцијални изводи имају следеће вредности: 
 

2
zV cv

x

M A
b h A b
σ

α
∂ ∂

= − ⋅
∂ ⋅ ⋅ ∂

;     2 2
zV cv cv

x x

M M c AA
h h A h h A
σ

α α
∂ + ⋅∂

= − ⋅ −
∂ ⋅ ⋅ ∂ ⋅ ⋅

; 
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4 5

3 6 6 236
( )

zM Kn h bK F
b h Kn b

σ∂ ⋅ ⋅
= − ⋅ ⋅ ⋅

∂ + ⋅
;     

6 6
3

3 6 6 2

212
( )

zM h Kn bK F h
h h Kn b

σ∂ − ⋅ ⋅
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

∂ + ⋅
. 

Заменом у претходни израз, добија се: 
 

4 5 6 6
3 5 6 6

6 6 2 6 6 2

2 46 6 2 4
( ) ( )

Kn h b h Kn bF F h e Kn h b e h e Kn b
h Kn b h Kn b
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α α

∂ ∂ ⋅ ⋅ ∂
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⋅ ⋅ ∂ ∂ + ⋅ ∂

+ ⋅∂ ∂ ∂ − ⋅ ⋅ ∂
= − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
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4 5 6 6

3
3 32 6 6 2 6 6 2

236 12
( ) ( )

cv

x

M c A A Kn h b A h Kn b AK F K F h
h A b h Kn b h h Kn b bα
+ ⋅ ∂ ⋅ ⋅ ∂ − ⋅ ⋅ ∂

⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ∂ + ⋅ ∂ + ⋅ ∂

. 

 
Даљим сређивањем, добија се: 
 

3
5 6 63

2 6 6 2

12 ( 2 )
( )

cv

x

M c A K F hA A AKn h b h Kn b
h A b h Kn b h bα
+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∂ ∂ ∂⎡ ⎤⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⋅ ⋅ ∂ + ⋅ ∂ ∂⎣ ⎦

. (154) 

Једначина ограничења (148) може се написати у облику: 
 

4
3

16 6

6cv
k

x

M c A K F h
h A h Kn b

σ
α

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+ =

⋅ ⋅ + ⋅
. 

 
Решавањем система нелинеарних алгебарских једначина (148) и (154), добија се оптимална 
висина 2hσ  и ширину 2bσ у односу на парцијални услов критеријума чврстоће. 
 
Посматра се сада главна једначина (150): 

 

[ ]

[ ]

2 ( )
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zV zVzM zM
zV zM xM

xM xM
zV zM xM
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⎡ ∂ ∂ ⎤∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + − ⋅ + ⋅ − + ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞= + − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

 
Парцијални изводи имају следеће вредности: 
 

2
zV cv

x

M A
b h A b
σ

α
∂ ∂

= − ⋅
∂ ⋅ ⋅ ∂

;     2 2
zV cv cv

x x

M M c AA
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α α
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;     
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σ∂ − ⋅ ⋅
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

∂ + ⋅
. 

 
Заменом у претходни израз, добија се једначина (155): 
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4 34
5 6 63 32

6 6 6 6 6 6 2 2

4
3 2

6 6

6 126
2 ( 2 )

( )

6 6
2

cv cv

x x

cv

x

M c A K F h K F h M c AK F h A A AKn h b h Kn b
h A h b bh Kn b h Kn b h Kn b h A

M c A K F h K F h
h A h Kn b

α α

α

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅⋅ ⋅ ⋅ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⋅ + − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟⋅ ⋅ ∂ ∂ ∂+ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + − ⋅⎜ ⎟⋅ ⋅ + ⋅⎝ ⎠

4 3
5 6 62

6 6 6 6 2

12
( 2 ) ,

( )
K F h A AKn h b h Kn b

h bh Kn b h Kn b
⎡ ⎤ ⋅ ⋅ ⋅ ∂ ∂⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎜ ⎟∂ ∂+ ⋅ + ⋅ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 
3 4

5 6 6
4 56 6 2 6 6

2 4

4 6 6

12 63 ( 2 ) 2
( )

1 62 ,

cv

x

cv cv

x x

M c AF h A A F hKn h b h Kn b K K
h Kn b h b h A h Kn b

M c A M c AA F hK
h b h A h A h Kn b

α

α α

⎛ ⎞+ ⋅⋅ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ⋅⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ⋅ + ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞+ ⋅ + ⋅∂ ⋅ ⋅⎢ ⎥= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟∂ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (155) 

4 3 22K K K= ⋅ − ,     2 2
5 2 2 3 3K K K K K= − ⋅ + . 

 
Једначина ограничења (147) може се написати у облику: 
 

2 24 44 4
23 32 2

16 6 6 6 6 6 6 6

6 66 6cv cv
k

x x

M c A K F h M c A K F hK F h K F h
h A h Kn b h Kn b h A h Kn b h Kn b

σ
α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+ + − + ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 
Решавањем система нелинеарних алгебарских једначина (147) и (155), добија се оптимална 
висина 1hσ  и ширину 1bσ  у односу на главни услов критеријума чврстоће. 
 
Као што се може видети, имају 3 различита решења. Да би се могло анализирати које је од 
њих најоптималније, неопходно је графички представити добијена решења у истој равни. 
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4.3.2 Критеријум динамичке крутости 

Да би се одредио оптимални однос висине и ширине главног носача према критеријуму 
динамичке крутости, неопходно је анализирати осциловање главног носача са теретом у 
вертикалној равни. 

Као модел осциловања посматраће се проста греда са концентрисаном масом на средини 
распона (Сл. 102). 

 
Слика 102 

Маса 1m  која је концентрисана на средини просте греде одређује се према: 

1 0,5 ( ) 0,486Q k mm m m m= ⋅ + + ⋅ , (156) 

где је: 

0,5 ( )Q km m⋅ +  - половина масе терета Q  и масе колица, 

0, 486 mm⋅  - редукована континуална маса носача у средини распона за претпостављену 
функцију померања еластичне линије усвојеног дискретног динамичког модела за просту 
греду, [ ]41 . 

Време гашења осциловања се одређује из израза: 

3 d
d

T Tτ
γ

= ⋅ ≤ , (157) 

где је: 

11 12 mτ π δ= ⋅ ⋅ ⋅  - период осциловања ( )s , (158) 

3

11
1,0
48

L
E I

δ ⋅
=

⋅ ⋅
- померање греде изазвано дејством јединичне силе, (159) 

dT  - дозвољено време гашења осциловања ( )s , које зависи од намене дизалице, [ ]39 , 

dγ  - логаритамски декремент који показује брзину гашења осциловања (зависи од односа 
висине носача према распону /h L ), [ ]39 . 

Релација за 1m  може се записати на следећи начин: 
 

1 0,5 ( ) 0,486Q k mm m m m M r L A= ⋅ + + ⋅ = + ⋅ ⋅ , (160) 

где је: 

0,5 ( )Q kM m m= ⋅ +  - константни део израза, 



4. Оптимизација затворених попречних пресека за различите услове преношења оптерећења 

мр Горан Павловић, дипл.инж.маш. - Докторска дисертација 
84 

0, 486 mm r L A⋅ = ⋅ ⋅  - промењљиви део израза (функција површине попречног пресека), 

0, 486 0,486 1,3 0,6318 , 0,6318mm L A L A rρ ρ ρ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ . (161) 

После замене релација (158), (159) и (160) у (157), добија се: 

( )
3

11 1
11 1

2 6 6 1,03 3
48 d

d d d d

m LT m M r L A T
E I

π δτ π πδ
γ γ γ γ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ≤

⋅ ⋅
. (162) 

 
Функција ограничења (10) у овом случају има следећи облик: 

( )
3

2
6 1,0 0

48d d
d x

Lg T T M r L A T
E I

π
γ
⋅ ⋅

= − = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ≤
⋅ ⋅

, (163) 

или 

( )
3

2 2 2 2

6 1,0( , ) 0
48 d

d x

Lg g h b M r L A T
E h A

π
γ β
⋅ ⋅

= = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ≤
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

. (164) 

Ако се уведе ознака: 

2

1,0
48d

x

C
E β

=
⋅ ⋅

, (165) 

коначно добија се: 

( )
3 3 4

2 2 2 2 2

6 6( , ) 0d d d
d d

d d

C L C M L C r Lg g h b M r L A T T
h A h A h

π π
γ γ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅
= = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − = ⋅ + − ≤

⋅ ⋅
. (166) 

Примењујући метод Лагранжевог множитеља добија се: 

2 2g gA A
b h h b

∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
. (167) 

Парцијални изводи гласе: 
3

2
2 2

11 1

3 3 4
2

2 2 3 3
11 1

6 1 1 ;

2 26 1 1 ;

d

d

d d d

d

C M Lg A
b h A bm

C M L C M L C r Lg A
h h A h h A hm

π
γ δ

π
γ δ

⋅ ⋅∂ ⋅ ∂⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅⎜ ⎟∂ ∂⋅ ⎝ ⎠

⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∂ ⋅ ∂⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − −⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ⋅⋅ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (168) 

Заменом израза (168) у (167), и након сређивања, добија се следеће: 

( )
[ ]

21 2
0

2 ( ) 1
t ee k

k G m
− ⋅ ⋅+

− =
⋅ −

, (169) 

где је: 

0, 486( )
0,5 ( )

m

Q k

mG m
m m

⋅
=

⋅ +
. (170) 

Користећи добијене релације, функција циља се може записати на следећи начин: 
3

2
2 4

( )

6

d
d

d d
d

C M LA A h
T h C r Lγ

π

⋅ ⋅
= ≥

⋅⎛ ⎞ ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

. (171) 
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4.3.3 Критеријум локалне стабилности лимова 

Провера се врши према стандарду [ ]10 . Према овим стандарду неоходно је проверити 
локалну стабилност појасног лима ширине b1 и дебљине t1 (Сл. 103), стабилост вертикалног 
лима изнад подужног укрућења (дужине a, висине h1 и дебљине t2 – Сл. 103) као и стабилост 
вертикалног лима испод подужног укрућења (дужине a, висине h2 и дебљине t2 – Сл. 103). 

 
Слика 103 

4.3.3.1 Критеријум локалне стабилности горњег појасног лима 

Врши се провера сегмента појасног лима изложеног дејсту нормалног напона притиска у x 
правцу, чије су димензије приказане на следећој слици (Сл. 104). 

 
Слика 104 

Провера се врши тако да мора бити испуње услов: 

, , ,
x y

Sd x b Rd x
m

f
f

κ
σ

γ
⋅

≤ = , (172) 

где је: 

,Sd xσ  - вредност напона притиска у x правцу, 

( ), 1 1 1Sd x zV zHfσ ν σ σ= − ⋅ + ⋅ , 

1,1mγ =  - главни фактор отпора, 

xκ  - редукциони фактор према (173): 
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2

1 0, 22 1x e
x x

cκ
λ λ

⎛ ⎞
= ⋅ − ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
 за 0,673xλ > , (173) 

1xκ =  за 0,673xλ ≤ , 

где је: 

xλ  - виткост плоче према (174): 

y
x

e

f
K

λ
σ σ

=
⋅

, (174) 

при чему је 1, 25 0,12e ec ψ= − ⋅ , 1, 25ec ≤ , (175) 

eψ  - однос напона на ивицама плача, у односу на максимални напон притиска, 

Kσ  - фактор извијања према [ ]10 , 

eσ  - референтни напон према (176): 
22

1
2

112 (1 )e
tE
b

πσ
ν

⎛ ⎞⋅
= ⋅⎜ ⎟⋅ − ⎝ ⎠

. (176) 

Kσ  зависи од односа страница плоче 1/e a bα = . 

Сада је потребно анализирати овај однос. 

У пресеку I верикалне дијафрагме се постављају на растојању 2х, тако да овај однос узима 
вредност: 

1

2 1e
a h
b f b

α ⋅
= = >

⋅
. 

Такође, неопходно је анализирати коефицијент eψ . Он узима следећу вредност: 

11
1 1 1

2

1 11
1 1 1

y
zV zH

a x
e

y
zV zH

a x

cb f k
kb

b c f k
b k

α
ν σ σ

ασψ ασ ν σ σ
α

⎛ ⎞ ⋅ − ⋅− ⋅ − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =
⎛ ⎞− ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (177) 

где је: 

1ν  - коефицијент факторисаног оптерећења за 1. случај оптерећења, 

1 2,σ σ  - напони услед факторисаног оптерећења. 

За просечне вредност, овај однос се приближно написати и изразом (Сл. 105): 

0,83 0,06p kψ ≈ − ⋅ . (178) 
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Слика 105 

На основу датих односа, Kσ  се одређује према формули из [ ]10 : 

8,2
1,05e

Kσ
ψ

=
+

. (179) 

Сада релације (175) и (179) добијају облик: 

1,15 0,0072pc k≈ + ⋅ , (180) 

8,2
1,88 0,06pK

k
σ =

− ⋅
. (181) 

Трансформацијом, израз (176) добија облик: 
22

212 (1 )e
E e k

s f
πσ

ν
⎛ ⎞⋅ ⋅

= ⋅⎜ ⎟⋅ − ⋅⎝ ⎠
. (182) 

Израз (174) се сада може записати: 

x
Ko s f

e kK
λ

σ
⋅

= ⋅
⋅

, (183) 

212 (1 )1 yf
Ko

E
ν

π
⋅ − ⋅

= ⋅ , (184) 

xp
p

Ko s f
e kK

λ
σ

⋅
≈ ⋅

⋅
. (185) 

Сада ће се видети како се мењају релације (185) и (173) које су приказане на слици Фиг. 10. 

Ако се усвоји следеће: погонска класа 2, S235JRG2 , 210s = , и 0,74f =  и варира 
1, 2 2,0e = ÷ , види се како се мења xκ  са променом односа e  (Сл. 106). Ако се за 1, 2e = , 

варира 160 210s = ÷ , види се како се мења xκ  са променом вредности s  (Сл. 106). 

Вредност xκ  зависи од односа /s e . Види се да за дате параметре фактор xκ  узима вредност 1 
за очекиване вредности за k. Са повећање овог односа, овај фактор задржава своју вредност. 
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Слика 106 

Слично се добија и за материјал S355JR . 

Да би се испитала локална стабилност, извршиће се поређење са критеријумом чврстоће 
материјала. Пошто је чврстоћа узета по домаћем стандарду, а ова анализа локалне 
стабилности по еурокоду, допуштени напон биће коригован за mγ  како би се могло извршити 
поређење. 

Сада се добија: 

max 1 1 1
1 1

ye
u zV zH dop

m m

fRσ σ σ σ σ
ν γ ν γ

= = + ≤ = =
⋅ ⋅

. (186) 

Релација (172) се може записати на следећи начин: 

( ), , , 1 1 1 1 , ,
x yk x y

Sd x b Rd x zV zH b Rd x
m m

f f
f f f

κ κ
σ σ ν σ σ

γ γ
⋅ ⋅

≤ = ⇔ = ⋅ + ⋅ ≤ = , (187) 

односно: 

( )1 1
1

1 y
zV zH

x m

f
fσ σ

κ ν γ
⋅ + ⋅ ≤

⋅
. (188) 

На основу израза (188) и (186) види се да је задовољена локална стабилност појасног лима 
ако је испуњено да је: 

( )1 1 1 1
1 1 1 1

1 1VI VIHI HI
zV zH zV zH

x x y x x y

M MM Mf f
W W W W

σ σ σ σ
κ κ

⎛ ⎞
+ ≥ ⋅ + ⋅ ⇔ + ≥ ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (189) 

Даљим сређивањем, добија се: 

1cv ch a cv ch a

x y x x y

M c A M k c A M c A M k c Af
h A b A h A b Aα α κ α α

⎛ ⎞+ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅
+ ≥ ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠

, (190) 

( ) ( )

( ) .
x y cv x ch x y x a y cv x ch

y x a l d

M M k k k c A M f M k

f k k c A f f

κ α α κ α α α α

α α

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +

+ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⇔ ≥
 

Коначно се добија релација (191): 
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( )

( )

2 2
1 2

1

2 2
1 2

1

( )( ) 2,17 ( ) ( ) 40,82 ( )

( )( ) 2,17 ( ) ( ) 40,82 ( ) ,

( ) ( ),

l x k y x a x y x a

d k y x a y x a

l d

L e e k Lf L Q m c k k L k k
L s k X

L e e k Lf L Q m c f k k L f k k
L s k X

f L f L

κ α α κ α α

α α α α

− + ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠

− + ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠
≥

(191) 

где је: 

/ 14 20X L h= = ÷  - препоручена вредност односа распона и висине. 

Релација (191) се може приказати узимајући следеће податке: погонска класа 2, 210s = , 
1,33e =  и 0,74f =  и варирањем одређених параметара. Промена носивости (Сл. 107a), 

промена односа k (Сл. 107b) и промена величине X (Сл. 107c) при одређеним фиксним 
параметрима. 

 

 
Слика 107 
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Са Сл. 107а се види да је услов (190) испуњен, при чему се разлика повећава са повећањем 
распона дизалице, као и носивости при одређеном односу k (узето да је 2,5k = ). 

Са Сл. 107b се види да је услов (190) испуњен, при чему се разлика повећава са повећањем 
односа k , при чему су ове две функције блиске при мањим вредности за k  ( 2,5k = ), за 
одређену носивост (узето да је 16Q t= ). 

Са Сл. 107c се види да је услов (190) испуњен, при чему се разлика повећава са повећањем 
распона дизалице, за фиксну носивост и однос k (узето да је 2,5k =  и 16Q t= ) при промени 
односа X. 

Ова анализа је рађена за вредност 210s = , при чему су резултати повољнији када се она 
смањује. 

На следећем дијаграму биће приказано како се мења вредност за s у зависности од промене 
односа k за разне вредности параметра е : 

1xκ =  за 0,673xλ ≤ , 

20,673 12 (1 )1,  opt ye k K f
s Ko

Ko f E
σ ν

π
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

≤ = ⋅
⋅

. (192) 

Израз (192) настао је трансформацијом релације (174) и коришћењем услова из релације 
(173). 

 
Слика 108 

На Сл. 108 дато је како се мења s у зависности од односа дебљина лимова е за S235JRG2 . 
Види се да се за веће односе е могу узимати веће вредности за s. 

Деље ће бити приказана примена методе Лагранжовог множитеља на овај критеријум. 

31 0cv ch a
x dop

x y

M c A M k c Ag f
h A b A

κ σ
α α

+ ⋅ + ⋅ ⋅
= + ⋅ − ⋅ ≤

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
. (193) 

31 31g gA A
b h h b

∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
, 
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31
2 2 2 2

31
2 2 2 2

1 1 1 1 1 ;

1 1 1 1 1 ;

cv ch ch a

x y y y

cv cv ch

x x x y

g M M f M f k cA A
b h A b b A b A b b

g M M f MA c A
h h A h A h h b A h

α α α α

α α α α

⎡ ⎤∂ ⋅ ⋅ ⋅∂ ∂
= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⎢ ⎥

∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤∂ ⋅∂ ∂

= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅⎢ ⎥
∂ ⋅ ∂ ⋅ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2 2
cv ch a

x y

M c A M k c AA Af
h A b b A hα α
+ ⋅ + ⋅ ⋅∂ ∂

⋅ = ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ∂ ⋅ ⋅ ∂

. 

Сређивањем, коначно се добија: 

1y
pl

x a

e ck
f k
α
α
⋅

= ⋅
⋅

. (194) 

Види се да оптимални однос к по овом критеријуму узима веће вредности у односу на 
критеријум чврстоће, зато што је 1f < . 

Трансформацијом функције ограничења (193), добија се оптимална површина по овом 
критеријуму. 

( )

cv ch
pl

x y
pl

a
x dop pl

x y

M f M k
A A h f k cch k

α α

κ σ
α α

⋅
+ ⋅

= ≥
⋅ ⋅

⋅ ⋅ − − ⋅
. (195) 

Релација (195) се може написати сада: 

( ) 2( ) ( ( ) ( )) ( ) 0x ch y cvf s M y h k x h s M e y h k e x hα α⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ = , 

где је: ( )3 2( ) 2 y x x dopx h h c hα α κ σ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ , 2( ) 2 x ay h f k c hα= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , 

односно: 

( ) ( )
( )

2
( ) ( ) ( ) ( ) 4 ( ) ( )

( )
2 ( )

y cv y cv x ch
pl

x ch

x h s M e y h x h s M e y h f s M y h e x h
k h

f s M y h

α α α

α

− ⋅ ⋅ − ⋅ + − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
, 

( ) ( )pl plk h f h= . (196) 
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4.3.3.2 Критеријум локалне стабилности вертикалних лимова 

Врши се провера локалне стабилности вертикалног лима у пољу 1 и 2, чије су димензије 
приказане на следећој слици (Сл. 109). 

 
Слика 109 

Поред дејства нормалног напона у x правцу, јавља се и нормални напон у y правцу услед 
притиска точка колица. 

Посматра се случај када се поред вертикалних дијафрагми на средини распона, у преску I, 
користи и један ред хоризонталних, при чему се ова хоризонтална поставља на растојању од 
(0,25 0,33) h÷ ⋅ , према препорукама светских произвођача дизалица. 

Поље 1: 

Провера се врши тако да мора бити испуње услов: 

( )
11

61, 1, 1,1,
1 1

, 1, , 1, , 1, , 1,

1
yx ee

Sd y Sd x Sd ySd x
x y

b Rd x b Rd y b Rd x b Rd yf f f f
σ σ σσ

κ κ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⋅
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − ⋅ ⋅ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (197) 

где је: 

1,Sd xσ  - вредност напона притиска у x правцу у тачки 1, 

1,Sd yσ  - вредност напона притиска у y правцу у тачки 1, 

1
, 1,

x y
b Rd x

m

f
f

κ
γ
⋅

= , 1
, 1,

y y
b Rd y

m

f
f

κ
γ
⋅

=  - граничне вредности напона притиска, 

4 4
1 1 1 11 , 1x x y ye eκ κ= + = + . 

1xκ  - редукциони фактор за поље 1 према (198): 

1 1 2
1 1

1 0, 22 1x e
x x

cκ
λ λ

⎛ ⎞
= ⋅ − ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
 за 1 0,673xλ > , (198) 

1 1xκ =  за 1 0,673xλ ≤ , 

где је: 

1xλ  - виткост плоче за поље 1 према (199): 
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1
1 1

y
x

e

f
K

λ
σ σ

=
⋅

, (199) 

1 11,25 0,12e ec ψ= − ⋅ , 1 1, 25ec ≤ , (200) 

1eψ  -  однос напона на ивицама плача за поље 1, у односу на максимални напон притиска, 

1Kσ  - фактор извијања за поље 1 према [ ]10 , 

1eσ  - референтни напон за поље 1 према (201): 
22

2
1 2

112 (1 )e
tE
h

πσ
ν

⎛ ⎞⋅
= ⋅⎜ ⎟⋅ − ⎝ ⎠

. (201) 

1Kσ  зависи од односа страница плоче 1 1/e a hα = . 

Сада је потребно анализирати овај однос. 

1
1

8 1e
a
h

α = = > . 

Такође, неопходно је анализирати коефицијент 1eψ . Он узима следећу вредност: 

11 1
1 1 1

2
1

11 1
1 1 1

/ 2 2
/ 2

2

y
zV zH

a x
e

y
zV zH

a x

ch h b f k
kh b

b c f kb k

α
ν σ σ

ασψ
ασ ν σ σ
α

−⎛ ⎞ ⋅ + ⋅ ⋅− ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (202) 

( )1 1, 1 1 1Sd x zV zHfσ σ ν σ σ= = − ⋅ + ⋅ . 

За просечне вредност, овај однос се приближно написати и изразом (Сл. 110): 

1 0,54 0,015p kψ ≈ + ⋅ . (203) 

На основу датих односа, 1Kσ  се одређује према формули из [ ]10 : 

1
1

8,2
1,05e

Kσ
ψ

=
+

. (204) 

Сада релације (200) и (204) добијају облик: 

1 1,185 0,0018pc k≈ − ⋅ , (205) 

1
8,2

1,59 0,015pK
k

σ =
+ ⋅

. (206) 

Трансформацијом, израз (201) добија облик: 
22

1 2

4
12 (1 )e

E
s

πσ
ν

⋅ ⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟⋅ − ⎝ ⎠
. (207) 
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Слика 110 

Израз (199) се сада може записати: 

1
1 4x

Ko s
K

λ
σ

= ⋅ , (208) 

1
1 4xp

p

Ko s
K

λ
σ

≈ ⋅  (209) 

Сада ће се видети како се мењају релације (209) и (198) које су приказане на Сл. 111. 

 
Слика 111 

Посматра се материјал S235JRG2  у даљим анализама, пошто је за овај материјал 
карактеристичан критеријум чврстоће за одређене распоне и носивост. Ако се усвоји 
следеће: погонска класа 2, 0,74f =  и варира се 160 210s = ÷ , види се како се мења 1xpλ  са 
променом вредности s  док 1xκ  остаје 1, што је и требало очекивати јер је мала дужина 
извијања 1h . За s  веће од датог опсега вредности, долази до опадања вредности за 1xκ  (Сл. 
111). 

Фактори за y осу биће анализирани када се буде посматрало оптерећење у y правцу. 
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Поље 2: 

Провера се врши тако да мора бити испуње услов: 

( )
22

62, 2, 2,2,
2 2

, 2, , 2, , 2, , 2,

1
yx ee

Sd y Sd x Sd ySd x
x y

b Rd x b Rd y b Rd x b Rd yf f f f
σ σ σσ

κ κ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⋅
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − ⋅ ⋅ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (210) 

где је: 

2,Sd xσ  - вредност напона притиска у x правцу у тачки 3 

2,Sd yσ  - вредност напона притиска у y правцу у тачки 3 

2
, 2,

x yk
b Rd x

m

f
f

κ
γ
⋅

= , 2
, 2,

y yk
b Rd y

m

f
f

κ
γ
⋅

=  - граничне вредности напона притиска, 

4 4
2 2 2 21 , 1x x y ye eκ κ= + = + . 

2xκ  редукциони фактор за поље 2 према (211): 

2 2 2
2 2

1 0, 22 1x e
x x

cκ
λ λ

⎛ ⎞
= ⋅ − ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
 за 2 0,673xλ > , (211) 

2 1xκ =  за 2 0,673xλ ≤ , 

где је: 

2xλ  - виткост плоче за поље 2 према (212): 

2
2 2

y
x

e

f
K

λ
σ σ

=
⋅

, (212) 

2 21, 25 0,12e ec ψ= − ⋅ , 2 1, 25ec ≤ , (213) 

2eψ  - однос напона на ивицама плача за поље 2, у односу на максимални напон притиска, 

2Kσ  - фактор извијања за поље 2 према [ ]10 , 

2eσ  - референтни напон за поље 2 према (214): 
22

2
2 2

212 (1 )e
tE
h

πσ
ν

⎛ ⎞⋅
= ⋅⎜ ⎟⋅ − ⎝ ⎠

. (214) 

2Kσ  зависи од односа страница плоче 2 2/e a hα = . 

Сада је потребно анализирати овај однос. 

2
2

8 1
3e

a
h

α = = > . 

Такође, неопходно је анализирати коефицијент 2eψ . Он узима следећу вредност: 
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12 1
1 1 1

3 2
2

14 4 1
1 1 1

/ 2 2
/ 2

2

y
zV zH

a x
e

y
zV zH

a x

ch h b f k
kh b

b c f kb k

α
ν σ σ

σ ασψ
ασ σ ν σ σ
α

−⎛ ⎞ ⋅ + ⋅ ⋅− ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠= ≈ = = −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (215) 

1
3 2, 1 12

zV
Sd x zHfσσ σ ν σ⎛ ⎞= = − ⋅ + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

За просечне вредност, овај однос се приближно написати и изразом (Сл. 112): 

( )2 0,6 0,01p kψ ≈ − + ⋅ . (216) 

На основу датих односа, 2Kσ  се одређује према формули из [ ]10 : 

2
2 2 27,81 6,29 9,78e eKσ ψ ψ= + ⋅ + ⋅ . (217) 

Сада релације (213) и (217) добијају облик: 

2 1, 25pc = , (218) 

2
2 15,1 1,8 0,0978pK k kσ = + ⋅ + ⋅ . (219) 

Трансформацијом, израз (214) добија облик: 
22

2 2

4
12 (1 ) 3e

E
s

πσ
ν

⋅ ⎛ ⎞== ⋅⎜ ⎟⋅ − ⋅⎝ ⎠
. (220) 

 
Слика 112 

Израз (212) се сада може записати: 

2
2

3
4x

Ko s
K

λ
σ

⋅
= ⋅ , (221) 

2
2

3
4xp

p

Ko s
K

λ
σ

⋅
≈ ⋅  (222) 

Сада ће се видети како се мењају релације (222) и (211) које су приказане на Сл. 113. 
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Ако се усвоји следеће: S235JRG2 , погонска класа 2, 0,74f =  и варира се 160 210s = ÷ , види 
се како се мења 2xpλ  са променом вредности s , при чему је 2 1xκ =  за вредности s  блиске 
доњој граници, док узима вредности мање од 1 са повећањем s , што је и требало очекивати 
јер је сада већа дужина извијања 2h  (Сл. 113). 

Фактори за y осу биће анализирани када се буде посматрало оптерећење у y правцу. 

 
Слика 113 

Напон притиска точка на вертикални лим одређује се према следећем изразу: 

1
, 1

2
Sd y y

r

F
t l
γσ σ ν ⋅

= = − ⋅
⋅

, (223) 

где је: 

rl  - ефективна дужина дата у [ ]10  према (224): 

2r el h tgκ λ= ⋅ ⋅ + , (224) 

где је: 

eh  - растојање између посматраног пресека и контактне површине дејста силе, 

κ  - угао дисперзије; κ  може бити изабрано до 45κ ≤ ; за даљи рад усваја се 45κ = , 

max0, 2 , 50tr mmλ λ= ⋅ =  - дужина контактне површине, (225) 

где је: 

tr  - пречник точка. 

Пошто је узето да је заварена правоугаона шина димензија 45x60 и како је распон носивости 
5 16Q t= ÷ , усваја се за анализу да је пречник точка колица 315tD mm= . 

Сада израз (224) постаје: 

2 3,15( )r el h cm= ⋅ +  (226) 

Даље ће бити анализирано дејство притиска точка за поље 1 и 2. 
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Поље 1: 

1 12 3,15r el h= ⋅ + , (227) 

1 1e šh h t= + . 

Ради једноставније анализе и погоднијих израза, биће усвојено да је: 

1 4,5 0,7eh e= + ⋅ , 

при чему је усвојена нека средња дебљина из очекиваних вредности, што је на страни 
сигурности код већих носивости и распона. 

Сада израз (226) постаје: 

1 12,15 1,4rl e= + ⋅  (228) 

Сада ће бити детаљно сагледани чланови у изразу са упореди напон у односу на y осу за 
поље 1, пошто је већ за x правац одређено. 

1
1, 1

2 1
Sd y

r

F
t l
γσ ν ⋅

= − ⋅
⋅

, (229) 

1
1, 1Sd y

y

F
K A
γσ ν ⋅

= − ⋅
⋅

, (230) 

где је: 

( )12,15 1, 4
( )

2 ( )y

e k
K cm

e k
+ ⋅ ⋅

=
⋅ +

, 

и узима следеће вредности зависно од k (Сл. 114). 

 
Слика 114 

1
, 1,

y y
b Rd y

m

f
f

κ
γ
⋅

, (231) 

где је: 

1yκ  - редукциони фактор за поље 1 према (232) 

1 2
1 1

1 0,221,13 1y
y y

κ
λ λ

⎛ ⎞
= ⋅ − ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 за 1 0,831yλ > , (232) 

1 1yκ =  за 1 0,831yλ ≤ , 
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где је: 

1yλ  - виткост плоче за поље 1 према (233): 

1

1 1
1

yk
y

y e
r

f
aK

c

λ
σ σ

=
⋅ ⋅

, (233) 

1yKσ  - фактор извијања за поље 1 према [ ]10 , 

1rc  - ширина преко које се трансверзална сила преноси (одговара са 1rl ). 

1 12,15 2
2

rc s e h
a h s

⋅ + ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅
, (234) 

за 1bh k b k
f

= ⋅ = ⋅  и 1 20( )b cm≥ , добија се следеће (Сл. 115): 

1 1

1

12,15 2
2

rc s f b e k
a b k s

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅
 (235) 

 
Слика 115 

Види се да је овај однос мањи од 0,1 за неке просечне параметре и знајући да је 1 4eα > , 
добија се да је 1 0,5yKσ ≈ . 

Сређивањем, израз (233) постаје: 

1
1

1

4
/

y
r

y

Ko s
cK
a

λ
σ

= ⋅  (236) 

Због изразито мале вредности односа (234), фактор 1yκ  узима вредност 1 1yκ =  и за доста 
велике вредности за s (Сл. 116). 
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Слика 116 

Пошто су сада познате све вредности из израза (197) и ако посматрамо да фактори 1xκ  и 1yκ  
узимају вредност 1, на основу добијених величина, може се написати следеће: 

22

1, 1, 1, 1,
2 2

, 1 , 1

1Sd x Sd y Sd x Sd y

b Rd b Rdf f
σ σ σ σ+ ⋅

− ≤ , (237) 

1 1 2x ye e= = , 

, 1 , 1, , 1,
y

b Rd b Rd x b Rd y
m

f
f f f

γ
= = = , 

односно, 
22

1, 1, 1, 1, , 1Sd x Sd y Sd x Sd y b Rdfσ σ σ σ+ − ⋅ ≤ . (238) 

Такође, треба бити испуњено и следеће: 

1, , 1 1, , 1,Sd x b Rd Sd y b Rdf fσ σ≤ ≤ . (239) 

Око се претпостави да је 1,Sd xσ  критичан напон у односу на остале и сагледа израз (238), 
добија се следеће: 

2

1, 1, 1, 1, 1,Sd x Sd y Sd y Sd x Sd yσ σ σ σ σ⋅ ≥ ⇔ ≥ . (240) 

Треба доказати сада дату релацију (240). 

1 1
1 1

cv ch a
zV zH

y x y y

M c A M k c AF Ff f
K A h A b A K A
γ γσ σ

α α
+ ⋅ + ⋅ ⋅⋅ ⋅

+ ⋅ ≥ ⇔ + ⋅ ≥
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

. (241) 

Ако се примени иста процедура као са релацијом (189), добија се релација (242): 

( )

( )

2 2
1 2

1 1

2

1

1 1

( )( ) 2,17 ( ) ( ) 40,82 ( ) ,

( ) 1120 ( ) .
12,15 1, 4

( ) ( ),

l k y x a y x a

d x y k

l d

L e e k Lf L Q m c f k k L f k k
L s k X

e k Lf L Q m
e k X

f L f L

α α α α

α α ψ

− + ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠

+ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟+ ⋅ ⋅ ⎝ ⎠
≥
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Релација (242) се може приказати узимајући следеће податке: погонска класа 2, 180s = , 
1,33e =  и 0,74f =  и варирањем одређених параметара. Промена носивости (Сл. 117а), 

промена односа k (Сл. 117b) и промена величине X (Сл. 117c) при одређеним фиксним 
параметрима. 

 

 
Слика 117 

Са Сл. 117а се види да је услов (242) испуњен, при чему се разлика повећава са повећањем 
распона дизалице, а нарочито за мање носивости, при одређеном односу k (узето да је 

2,5k = ). 

Са Сл. 117b се види да је услов (242) испуњен, при чему се разлика повећава са повећањем 
односа k , за одређену носивост (узето да је 16Q t= ). 
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Са Сл. 117c се види да је услов (242) испуњен, при чему се разлика повећава са повећањем 
распона дизалице, за фиксну носивост и однос k (узето да је 2,5k =  и 16Q t= ) са повећањем 
односа X, док за ниже односе ове две функције се приближавају ( 16X = ) при повећању 
распона, али то се и може занемарити пошто ови нижи односи нису карактеристични за веће 
распоне. 

На овај начин је задовољен услов (241), а самим тиме и релације (242) и (238). На овај начин 
је показано да напон који се јавља није већи од допуштеног по критеријуму чврстоће а сама 
стабилност је задовољена, при чему виткост с може узимати и веће вредности, али то је и 
очекивано пошто је дужина извијања мање вредности. 

На Сл. 118 приказано је како се мења s у зависности од k, при чему је узето да је 1 0,673xλ ≤  
како би се сагледала зависност по k, s може узимати доста веће вредности, али је тешко 
изразити је због сложене зависности. 

2,692 k Ks
Ko

σ⋅ ⋅
≤ , (243) 

при чему је ова релација добијена на основу израза (198) и (209). 

2 2.5 3 3.5 4
160

165

170

175

180

 
Слика 118 

Поље 2: 

2 22 3,15r el h= ⋅ + , (244) 

2 1 4,5
4 4e š
h h hh h t e

s
= + + = + ⋅ + . 

Сада израз (244) постаје: 

2 12,15 2
2r

h hl e
s

= + ⋅ ⋅ +  (245) 

Сада ће бити детаљно сагледани чланови у изразу са упореди напон у односу на y осу за 
поље 2, пошто је већ за x правац одређено. 

1
2, 1

2 2
Sd y

r

F
t l
γσ ν ⋅

= − ⋅
⋅

, (246) 

2
, 2,

y yk
b Rd y

m

f
f

κ
γ
⋅

= , (247) 

k 

s 
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где је: 

2 yκ  - редукциони фактор за поље 2 према (248): 

2 2
2 2

1 0,221,13 1y
y y

κ
λ λ

⎛ ⎞
= ⋅ − ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 за 2 0,831yλ > , (248) 

2 1yκ =  за 2 0,831yλ ≤ , 

где је: 

2 yλ  - виткост плоче за поље 2 према (249): 

2

2 2
2

yk
y

y e
r

f
aK

c

λ
σ σ

=
⋅ ⋅

, (249) 

2 yKσ  - фактор извијања за поље 2 према [ ]10 , 

2rc  - ширина преко које се трансверзална сила преноси (одговара са 2rl ). 

2 24,3 4
4

rc s e h h s
a h s

⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅
=

⋅ ⋅
, (250) 

за 1bh k b k
f

= ⋅ = ⋅  и 1 20( )b cm≥ , добија се следеће (Сл. 119): 

2 1 1

1

24,3 4
4

rc s f b e k b k s
a b k s

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅
. (251) 

 
Слика 119 

Види се у којим границама се креће овај однос за неке просечне параметре и знајући да је 
2 8 / 3eα = , добија се да је 2 1, 2yKσ ≈ . 

Сређивањем, израз (249) постаје: 

2
2

2

3
4

/
y

r
y

Ko s
cK
a

λ
σ

⋅
= ⋅ . (252) 
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На основу Сл. 120 види се како се мења фактор 2 yκ , чија се вредност смањује са повећањем 
виткости s. Види се да се овај фактор значајно мења при промени s. 

Потребно је сада испитати како се мења напон услед притиска точка колица у пољу 2. 

Користећи већ познати поступак, добија се: 
2

1
2, 1 2 2

2
24,3 4Sd y

F s
s h e h s h

γσ ν ⋅ ⋅ ⋅
= − ⋅

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅
. (253) 

Ако у претходну релацију заменимо познати израз: 

1b kh
f
⋅

= , добија се зависност по k приказана на Сл. 121 (узето 180s = ). Види се како се ове 

зависности мењају од избора 1b  и носивости. 

 
Слика 120 

 
Слика 121 

Пошто су сада познате све вредности из израза (210), на основу добијених величина, може се 
написати следеће: 

22

2,2,

, 2, , 2,

1
yx ee

Sd ySd x

b Rd x b Rd yf f
σσ ⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟+ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, (254) 

пошто је ( )6

2 2 1x yκ κ⋅ . 
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Како се сада знају вредности да се одреди други члан израза (254), потребно је 
изанализирати однос првог члана израза. 

Ово се може наћи тако што ће се анализирати однос максималног напона притиска који се 
јавља и максималног притиска у овом пољу, тј: 

( )

11
1 1

2
2

max 1 1 1 1

2
2

2

yzV
zH

a x

yzV zH

a x

c f kf
k

c k
k

ασν σ
ασψ

ασ ν σ σ
α

⎛ ⎞ ⋅ + ⋅ ⋅− ⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =

− ⋅ + ⎛ ⎞
⋅ ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (255) 

На основу израза (255), добија се (Сл. 122): 

2 2 maxσ ψ σ= ⋅ , 

односно да је: 2, 2 max, max,(0,52 0,009 )Sd x Sd x Sd xkσ ψ σ σ= ⋅ ≈ + ⋅ ⋅ . 

 
Слика 122 

Сада израз (255) постаје: 
44 22

11
2,2

2 2

1
yx

Sd y m

x y yf

κκ σ γψ
κ κ

++ ⎛ ⎞⋅⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (256) 

Ако се усвоје следећи параметри: погонска класа 2, S235JRG2 , 1,33e = , и 0,74f =  и 210s = , 
односно 160s =  (Сл. 123), види се колико износи ова зависност. Види се да је за веће 
носивости боље усвојити већу ширину 1b  уколико се очекују ниже вредности за k. За ниже 
носивости ( 8Q t≤ ) рационалније користити мање ширине 1b . Тамо где се очекују веће 
вредности за k могуће је користити веће вредности за s . За ниже вредности за s  овај услов је 
задовољен за било које k. 
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Слика 123 

На основу свега горе поменутог, могуће је изабрати такве параметре тако да локална 
стабилност буде задовољена. Даље се примењује метод Лагранжовог множитеља за локалну 
стабилност вертикалних лимова. 

Како је поље 1 критично код испитивања локалне стабилности вертикалних лимова, а 
највећи напон који се јавља је аналоган оном код појасног лима, и пошто фактори xκ  и 1xκ  
узимају за очекиване вредности односа k и витости s вредност 1, добија се да се за овај 
критеријум може узети иста крива, односно ограничење ( 3g ) као ова добијена у претходном 
изразу, а такође се и оптимална вредност за k по овом критеријуму одређује по релацији 
(196), као код локалне стабилности појасног лима, односно: 

32 1 0cv ch a
x dop

x y

M c A M k c Ag f
h A b A

κ σ
α α

+ ⋅ + ⋅ ⋅
= + ⋅ − ⋅ ≤

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
, (257) 

1y
vl

x a

e ck
f k
α
α
⋅

= ⋅
⋅

, (258) 

1

( )

cv ch
vl

x y
vl

a
x dop vl

x y

M f M k
A A h f k cch k

α α

κ σ
α α

⋅
+ ⋅

= ≥
⋅ ⋅

⋅ ⋅ − − ⋅
, (259) 

( ) ( )
( )

2
( ) ( ) ( ) ( ) 4 ( ) ( )

( )
2 ( )

v y cv v y cv x ch v
vl

x ch

x h s M e y h x h s M e y h f s M y h e x h
k h

f s M y h

α α α

α

− ⋅ ⋅ − ⋅ + − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
, 

( ) ( )vl vlk h f h= , (260) 

где је: ( )3 2
1( ) 2v y x x dopx h h c hα α κ σ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ . 

Види се да је за познате примере локална стабилност лимова задовољена (за приказане 
примере). 
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4.3.4 Критеријум бочне стабилности 

Провера стабилности главног носача на бочно извијање се врши приближном методом 
заснованом на моделу који посматра притиснуту зону кутијастог носача као самостално 
притиснути штап који се контролише на извијање услед еквивалентне силе напону притиска, 
а који потиче од момента савијања носача. 

 
Слика 124 

Како је момент савијања променљив дуж распона носача, биће променљив и напон притиска 
σ , а самим тим и еквивалентна сила притиска D  која делује у тачки о фиктивног штапа чији 
је пресек шрафирана контура притиснуте зоне, како је приказано на Сл. 124. 

Контрола на извијање врши се према стандардима ЈУС.У.Е7.081/1986 и ЈУС.У.Е7.086/1986. 

Пошто је сила притиска дуж носача променљива и ако се узме утицај континуалног 
оптерећења, добија се да је дужина извијања 0,63il L= ⋅ , [ ]39 , при чему је меродавна крива 
извијања C . 

Еквивалентна сила притиска износи: 

p p

VI pxx
z

x xA A

M SMD dA y dA
I I

σ
⋅

= ⋅ = ⋅ ⋅ =∫ ∫ . (261) 

Овај критеријум је испуњен ако је задовољен услов: 

3 3
1 0,9 0,76HI

r k y
p y

MD f
A W

σ σ
κ

= ⋅ + ⋅ ≤ = ⋅ . (262) 

Функција ограничења (262) у овом случају има следећи облик: 

4 3 3 3
1 0,9 0HI

r k k
p y

MDg
A W

σ σ σ
κ

= − = ⋅ + ⋅ − ≤ . (263) 

Да би се добила функција ограничења у зависности од h  и b , потребно је сагледати чланови 
у изразу (262). 

2 2 2
VI px x x

VI VI
x x x

M S h AD M M
I h A h

γ γ
β β

⋅ ⋅ ⋅
= = ⋅ = ⋅

⋅ ⋅ ⋅
, 

( )2 2

2 2x x
VI cv

p x x

D M M c A
A h A h A

γ γ
β β

⋅ ⋅
= ⋅ = ⋅ + ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
. (264) 
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Коефицијент извијања κ : 

1κ = , ако је релативна виткост штапа 0, 2λ ≤ , односно 

2

2
4

κ
β β λ

=
+ − ⋅

, ако је релативна виткост штапа 0, 2λ > , где је: 

21 ( 0,2)β α λ λ= + ⋅ − + , 0, 489α = - за криву извијања C . 

Познато је: 21 0,489 ( 0,2)β λ λ= + ⋅ − + . 

У разматраном проблему вредност релативне виткости штапа је: 0, 2λ > . 

Знајући да је релативна виткост штапа 
ν

λλ
λ

= , где је i

py

l
i

λ =  - ефективна виткост штапа и 

νλ - виткост при граници развлачења, добија се: 

2 2
1
2 ,1
2

y
py y y

py y
p

II I b A
i b

A A AA

β
β

⋅ ⋅ ⋅
= = = = = ⋅

⋅
 (265) 

0,63( ) i

py y

l Lb
i bν ν ν

λλ λ
λ λ β λ

⋅
= = = =

⋅ ⋅ ⋅
- релативна виткост штапа изражена у функцији од b . 

Вредност релативне виткости штапа може се записати и у следећем облику: 

( ) ,
y

mb
b

λ λ
β

= =
⋅

 (266) 

где је: 

0,63 Lm
νλ
⋅

= . (267) 

Граничне вредности емпиријских препорука за геометрију главног носача , [ ]39  гласе: 

14
Lh = , 

2
hb = ⇒ 28L

b
= ; 

Ако се усвоји да је 92,9νλ = (заS235JRG2 ) и 0,36yβ =  (Сл. 83), тада се добија минимална 

вредност за релативну виткост: 0,527 0,2λ = > . 

То значи да се коефицијент κ  мења по закону: 

2

2
4

κ
β β λ

=
+ − ⋅

. 

Израз за β  може се трансформисати у облик: 
2 21 0,489 ( 0,2) 0,489 0,9022β λ λ λ λ= + ⋅ − + = + ⋅ + , 

Израз за κ  се може приближно изразити као: 

2
2 1

2`
ox x x

κ
β λ λ

=
+ ⋅ + ⋅ +

, (268) 
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при чему се коефицијенти из израза (268) одређују апроксимацијом, тако да се добија: 

2 21 1,025 0,116 0,981
`

a g dλ λ λ λ
κ

= ⋅ − ⋅ + = ⋅ + ⋅ + . (269) 

Овом апроксимацијом нису направљена значајна одступања, што се може видети на Сл. 125. 

 
Слика 125 

Даљим сређивањем, добија се: 
2 2 22

2 2 2 2 2 2

1 ( ) ,
`

y y

y y y y

a m g m b d bm m f ba g d
b b b b

β β
κ β β β β

⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
= ⋅ + ⋅ + = =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 (270) 

где је: 
2 2 2 2( ) , `( ) 2y y y yf b a m g m b d b f b g m d bβ β β β= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ . (271) 

Сада се може написати: 

( )2 2 2

21 ( )x
cv

p p x y

D f bM c A
A h A b

γ
κ β β

⋅
⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅
, (272) 

.ch aHI

y y

M k c AM
W b Aα

+ ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅
 (273) 

Функција за 3rσ  се можезаписати на следећи начин: 

3 31 32r r rσ σ σ= + ; (274) 

( )31 1 1 2r cvK M f c fσ = ⋅ ⋅ + ⋅ , (275)  

где је: 

1 2 2

2 x

x y

K γ
β β

⋅
=

⋅
, 1 2

( )f bf
h A b

=
⋅ ⋅

, 2 2

( )f bf
h b

=
⋅

; 

( )32 2 3 4r ch aK M f k c fσ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ , (276) 

где је: 

2
0,9

y

K
α

= , 3
1f

b A
=

⋅
, 4

1f
b

= . 
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Коначно, функција ограничења гласи: 

( ) ( )4 4 31 32 3 1 1 2 2 3 4 3( , ) 0r r k cv ch a kg g h b K M f c f K M f k c fσ σ σ σ= = + − = ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ≤ . (277) 

Примењујући метод Лагранжевог множитеља добија се: 
 

4 4g gA A
b h h b

∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
. (278) 

Парцијални изводи имају следеће вредности: 
 

31 32 31 324 4; ;r r r rg g
b b b h h h

σ σ σ σ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (279) 

Даљим сређивањем, добија се: 

31 32 31 32 31 32 31 32r r r r r r r rA A A A A A
b h h h b b b h b h h b h b

σ σ σ σ σ σ σ σ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + = ⋅ + ⇔ ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
;(280) 

31 1 2
1

r
cv

f fK M c
h h h

σ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
, 31 1 2

1
r

cv
f fK M c

b b b
σ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

, 

32 3 34
2 2

r
ch a ch

f ffK M k c K M
h h h h

σ∂ ∂ ∂∂⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
, 32 3 4

2
r

ch a
f fK M k c

b b b
σ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. 

Парцијални изводи гласе: 

31 2 4
2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) 1 1 1; ; ; ;

AA h ff f ff b f b Ah
h b h A h b h h b A h b b

∂
+ ⋅ ∂∂ ∂ ∂∂∂= − ⋅ = − ⋅ = − ⋅ = −

∂ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂ ∂
 

31 2
2 3 3 2 2

`( ) ( ) 2
`( ) 2 ( ); ; ;

A Af b A b f b b A A bff f b f b f bb b
b h A b b h b b b A

∂⎛ ⎞ ∂⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ∂∂ ∂ ⋅ − ⋅∂⎝ ⎠ ∂= = = −
∂ ⋅ ⋅ ∂ ⋅ ∂ ⋅

 

Заменом ових израза и одговарајућим трансформацијама, добија се: 

31 2
1 1 2

31 2 4
1 1 2 2 ;

cv ch

cv ch a

ff fA A AK M K c K M
h b h b h b

ff f fA A A AK M K c K M K k c
b h b h b h b h

∂∂ ∂∂ ∂ ∂
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (281) 

3 3 4
2 2

1 1 2 2
1 1 .

ch a

cv

f f fA A AK M K k c
h b b h b h

f f f fA A A AK M K c
b h h b b h h b

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (282) 

Сређивањем чланова уз коефицијент 2K , добија се лева страна израза: 
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( )

2 22 2 2 2

2
2 22 2 2

1 1

1 1 .

ch a

ch a ch a

AA bA A A AbK M K k c
b A h b b A h b h

KA A AK M K k c M k c A
b A h b h b A h

∂⎛ ⎞+ ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∂⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

∂ ∂ ∂
= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂

 (283) 

Сређивањем чланова уз коефицијент 1K , добија се десна страна израза: 

1 2 3 2 2 2

1 3 2 2

`( ) ( ) 2
( )

`( ) 2 ( ) ( ) 1 ;

cv

A Af b A b f b b A A hA f b Ab hK M
h A b h b h A b

b f b f b A f b AK c
h b h b h b

⎛ ∂ ⎞⎛ ⎞ ∂⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂∂⎝ ⎠ ∂⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +
⋅ ⋅ ∂ ⋅ ∂⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠
⋅ − ⋅ ∂ ∂⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎜ ⎟⋅ ∂ ∂⎝ ⎠

 

( )

1 2 3 2 2

1 2 3 2 2

1
2

`( ) 2 ( ) ( )

`( ) 2 ( ) ( )

2 ( ) ( )`( ) .

cv

cv

f b A f b A f b AK M
h b A h h b A h b h A b
f b A f b A f b AK c

h b A h h b A h b h A b
K A f b A f b AM c A f b

h b A h b h h b

∂ ⋅ ∂ ∂⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟⋅ ⋅ ∂ ⋅ ⋅ ∂ ⋅ ⋅ ∂⎝ ⎠
∂ ⋅ ∂ ∂⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟⋅ ⋅ ∂ ⋅ ⋅ ∂ ⋅ ⋅ ∂⎝ ⎠

∂ ⋅ ∂ ∂⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅⎜ ⎟⋅ ⋅ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (284) 

Даљим сређивањем добија се израз: 

( ) ( )2 1
2 2

2 ( ) ( )`( )ch a cv
K KA A f b A f b AM k c A M c A f b

A b h A h b h b h h b
∂ ∂ ⋅ ∂ ∂⎡ ⎤⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅⎢ ⎥⋅ ∂ ⋅ ⋅ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

, (285) 

који одговарајућом трансформацијом прелази у облик: 

2

1

1 2 ( ) ( )`( )ch a

cv

M k c AK A A f b A f b Af b
K M c A h h h b h h b

+ ⋅ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂ ∂⎡ ⎤⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅⎢ ⎥+ ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
, (286) 

или  

2

1

1 2 ( ) ( )`( )ch

cv

MK A A f b A f b Af b
K M h h h b h h b

∂ ∂ ⋅ ∂ ∂⎡ ⎤⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
. (287) 

Скраћивањем и дељењем израза (287) са чланом A
h
∂
∂

 коначно се добија: 

3
1 ( ) 2 ( )`( )ch

cv

M f b f bK e f b
M h h b

⋅⎡ ⎤⋅ = ⋅ ⋅ + −⎢ ⎥⎣ ⎦
, (288) 

где је: 
2 2 2

2
3

1
2 2 2 2

0,9 0,9
2 0,9 0, 2252 2 4

y y x x

x x x x

x y x y

KK
K

α β β β
γ γ γ γ

β β β β

⋅
= = = = ⋅ = ⋅

⋅ ⋅
⋅ ⋅

. 

Даљим сређивањем, израз (288) добија облик: 
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( )
2

2 2 2 2
2

0,9 1 2
4

x ch
y y y

x cv

M e a m e g m b e d b a m k g m h
M h

β β β β
γ

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ . (289) 

 
Из функције ограничења (263), добија се: 
 

32 2 2

2 ( ) 0,9x cv ch a
k

x y y

M c A M k c Af b
h A b b A

γ σ
β β α

⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (290) 

 
Коначно, добија се израз за одређивање оптималног k односа : 

( )
( ) 2

3 1 1( , ) 0.442 10.08 0.442 0
2
k e

F k e
e k k k
+ ⋅

= + ⋅ − ⋅ − =
⋅ +

. (291) 

Сада, када је познат оптимални однос и на основу фукције ограничења добијају се сви 
потребни параметри. 

На овај начин добија се , ,b b bk h i b  по критеријуму бочне стабилности. 

Функцију ограничења, односно услов бочне стабилности може се написати и у следећем 
облику: 

2 2
1 2

3 2 2
3 1 2

( )( ) ,
( )

cv b ch b
b

k b a b

K M k f h K M k hA A h
h K c k f h K k c k hσ
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

= ≥
⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 (292) 

2
2 2

2( ) y y
b b

h hf h a m g m d
k k

β β= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ . (293) 

Израз (292) представља функцију површине од висине h  према критеријуму бочне 
стабилности. 
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4.3.5 Критеријум крутости 

Да би се одредио оптимални однос висине и ширине главног носача према критеријуму 
крутости, неопходно је анализирати угибе који се јављају услед дејства оптерећења у 
вертикалној и хоризонталној равни. 

Максимални угиби који се јављају у овом случају морају бити у следећим границама: 
 

3
21

,1 (1 6 )
48v v dop v

x

F Lf f K L
E I

α β⋅ ⎡ ⎤= ⋅ + ⋅ − ⋅ ≤ = ⋅⎣ ⎦⋅ ⋅
 - угиб у вертикалној равни, (294) 

 
3

21
,1 (1 6 )

48
a h

h h dop h
y

k F Lf f K L
E I

α β⋅ ⋅ ⎡ ⎤= ⋅ + ⋅ − ⋅ ≤ = ⋅⎣ ⎦⋅ ⋅
 - угиб у хоризонталној равни, (295) 

 
где је: 
 

2

1

1F
F

α = ≤ , d
L

β = , [ ]39 , 

d  – распон точкова колица (зависи од носивости Q ), [ ]39 . 
 
Функција ограничења (13) у овом случају има следећи облик: 
 

3
21

51 , 1 (1 6 ) 0
48v v dop v

x

F Lg f f K L
E I

α β⋅ ⎡ ⎤= − = ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ ≤⎣ ⎦⋅ ⋅
, (296) 

или: 
3

21
51 51 2 2( , ) 1 (1 6 ) 0

48 v
x

F Lg g h b K L
E h A

α β
β
⋅ ⎡ ⎤= = ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ ≤⎣ ⎦⋅ ⋅ ⋅ ⋅

; (297) 

 
3

21
52 , 1 (1 6 ) 0

48
a h

h h dop h
y

k F Lg f f K L
E I

α β⋅ ⋅ ⎡ ⎤= − = ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ ≤⎣ ⎦⋅ ⋅
, (298) 

или: 
3

21
52 52 2 2( , ) 1 (1 6 ) 0

48
a h

h
y

k F Lg g h b K L
E b A

α β
β
⋅ ⋅ ⎡ ⎤= = ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ ≤⎣ ⎦⋅ ⋅ ⋅ ⋅

; (299) 

односно: 
52 1

5
51 1

0a h x h

y v

g k F I Kg
g F I K

⋅ ⋅
= = − ≤

⋅
. (300) 

 
Ако се усвоји да су коефицијенти vK , и hK  једнаки, v h fK K K= = , добија се: 

 
2 2

52 1 1
5 5 2 2

51 1 1

( , ) 1 1 0a h x a h x

y y

g k F I k F hg g h b
g F I F b

β
β

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = = − = − ≤

⋅ ⋅ ⋅
. (301) 

Примењујући метод Лагранжевог множитеља добија се: 
 

5 5g gA A
b h h b

∂ ∂∂ ∂
⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
. (302) 
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Парцијални изводи гласе: 
 

2 2 2 2
5 1 1

2 3 2 3
1 1

2 2a h x a h x

y y

g k F h k F h
b F b F b

β β
β β

∂ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞= ⋅ − = − ⋅⎜ ⎟∂ ⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠
;      

2
5 1

2 2
1

2 a h x

y

g k F h
h F b

β
β

∂ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=

∂ ⋅ ⋅
; (303) 

 
Заменом израза (303) у (302), добија се: 
 

( )
2 2 2

1 1
2 2 2 3

1 1

2 2a h x a h x

y y

k F h k F hA A
b F b h F b

β β
β β

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∂ ∂
⋅ = ⋅ − ⋅

∂ ⋅ ⋅ ∂ ⋅ ⋅
. (304) 

Након скраћивања и дељењем са чланом A
h
∂
∂

 израза (304) и даљим сређивањем, добија се: 

/A A h e b h
b h b
∂ ∂

= − ⇔ ⋅ = −
∂ ∂

. (305) 

 
Као што се види из релације (305), добија се негативно решење које није у скупу реалних 
решења ( , , 0)b h k > . 
 
До решења се може доћи коришћењем функције ограничења (3.8б): 

2 2
1

2 2
1

1a h x

y

k F h
F b

β
β

⋅ ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅
. (306) 

Користећи при томе релацију (301), добија се: 
 

22
2 1

2 2
1

y
f

a h x

Fhk
b k F

β
β

= = ⋅
⋅

, (307) 

односно: 
22

2
2 2

1 yk
f

a k x

Q mhk
b k Q m

βψ
β

⋅ +
= = ⋅ ⋅

+
. (308) 

Угиб главног носача се узима под дејством терета и тежине колица без коефицијената γ  и 
ψ , [ ]40 , односно њихова вредност је 1, тако да је по интензитету 1 1hF F= , па је њихов однос 

1 1/ 1hF F = . Трансформацијом релација (308), коначно се добија: 
22

2
2 2

1 y
f

a x

hk
b k

β
β

= = ⋅ , (309) 

односно: 
2

2

1 1y y
f

a x x a

k
k k

β β
β β

= ⋅ = ⋅ . (310) 

До тачнијег решења може се доћи на други начин, ако се релација (51) замени у израз (310): 
2

3 23 3 0
a a

f ek e k k
k k

+ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − = . (311) 

Решавањем једначине (311), добија се: 
2

3 , 3 , ;f f f
a a

f ea e b c
k k

= ⋅ = − ⋅ = −  (312) 
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3 3 2
21 , 2 , ,

3 3 3 3 2
f f f f f

f f f f f f

a a b p q
p b a q c w

⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − ⋅ = ⋅ − + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (313) 

3 3, .
2 2

f f
f f f f

q q
u w v w= − + = − −  (314) 

 
Оптимална вредност односа висине и ширине носача /h b  за критеријум крутости гласи: 

3
f

f f f

a
k u v= + − . (315) 

Ако се одреди однос fk , из услова дозвољеног угиба у вертикалној равни, висина носача се 
одређује из израза: 
 

3
21

2 2 1 (1 6 )
48

h
f

x

F L K L
E h A

α β
β
⋅ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ − ⋅ = ⋅⎣ ⎦⋅ ⋅ ⋅ ⋅

,  22 ( 1) f
f

eA h A
s k

= ⋅ + ⋅ = . (316) 

 
Из релација (316) добијају се оптималне вредности висине и ширине носача према 
критеријуму крутости: 
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4 2

1 (1 6 )

96 ( 1)

h
f
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s F L
h eE K
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α β

β
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,    f
f

f

h
b

k
= . (317) 

 
Као што се види, висина главног носача fh  зависи како од носивости и распона, тако и од 
коефицијента fK  који зависи од погонске класе и од начина управљања. 
Функцију ограничења може се записати и у следећем облику: 
 

2 2
1

2 2

1 (1 6 )
( )

48
h

f
x f

F L
A A h

E K h
α β

β

⎡ ⎤⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅⎣ ⎦= ≥
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

. (318) 

Израз (318) представља функцију површине од висине h  према критеријуму крутости. 
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5.1 Анализа резултата оптимизације 

Користећи релацију (81) оптимална вредност параметра kσ према критеријуму чврстоће је 
функција од вредности за e и ka. Коефицијнт f нема утицаја на параметар k и није третиран у 
оптимизацији зато што зависи од избора концепта сандучастог попречног пресека, и 
практично је унутар граница: f∈(0.85÷0.90). Коефицијент e је изабран и зависи од прозвођача 
дизалица, и најчешће је у опсегу e∈(1.2÷2.0). Динамички коефицијент ka завси од избор тип 
колица. У почетној фази пројектовања, ако није прецизно познато колико износи убрзање 
при кретању колица, могу се усвојити следеће вредности овог коефицијента: ka∈(0.10÷0.15). 
Вредности параметра kσ дате су у следећој табели, Табела 23. 

      Табела 23 

ka=0.15 
e 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 
k 3.1 3.3 3.5 3.6 3.8 

ka=0.125 
e 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 
k 3.4 3.6 3.9 4.1 4.2 

ka=0.10 
e 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 
k 3.9 4.1 4.4 4.6 4.8 

Израз (93) и функција циља изражена преко коефицијента односа k , дата у изразу (87), може 
се представити и графичким путем. 

Релација (93) приказана је испрекиданом, а релација (87) пуном линијом (Сл. 126). У пресеку 
ових кривих, на апциси, налази се оптимална висина hσ  за критеријум чврстоће. На Сл. 126 
види се како се мења положај пресечне тачке у зависности од избора материјала за k  
добијено по овом критеријуму. За зависност приказану на Сл. 126 усвојене су вредности 
параметара, распон 20L m=  и носивост 12,5Q t= , и види се како се мења положај пресечне 
тачке за k  добијено по овом критеријуму за погонску класу 2, при чему је усвојен као 
основни материјал S235JRG2  ( a ), S275JR  (b ), и S355JR  ( c ). 

 
Слика 126 
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Што се тиче случаја када је шина на средини распона за критеријум чврстоће, због сложених 
зависности, отежано је приказивање оптималне функције површине на начин како је то 
претходно приказано. Ово ће бити анализирано касније. 

Коришћењем релације (169) срачунате су оптималне вредности параметра k према 
критеријуму динамичке крутости. Ова вредност, у највећој мери зависи од члана G(m) и 
тешко је да буде срачуната у првом кораку. Ове вредности дефинисане су распоном дизалице 
и масом колица, и ове вредности одређује инвеститор и немогу бити предмет оптимизације. 
Узимајући да је оптимална вредност параметра kd у границама (2.5÷4.5) и користећи релацију 
(169), вредност члана G(m) у интервалу -0.04÷0.53 је одређена (Табела 24). 

         Tabela 24 
k=2.5 

e 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00 
G(m) 0.53 0.43 0.33 0.24 0.17 

k=3 
e 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00 

G(m) 0.50 0.38 0.28 0.19 0.11 
k=3.5 

e 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00 
G(m) 0.48 0.35 0.25 0.14 0.05 

k=4 
e 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00 

G(m) 0.46 0.33 0.21 0.10 0.0 
k=4.5 

e 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00 
G(m) 0.44 0.31 0.19 0.07 -0.04 

Израз (171) и функција циља изражена преко коефицијента односа dk , може се представити 
и графичким путем. 

Слично претходном поступку, добија се следећи дијаграм. (Сл. 127). Усвојене су вредности 
параметара, носивост 12,5Q t= , материјал S235JRG2  и 15dT s= , и види се како се мења 
положај пресечне тачке по овом критеријуму за погонску класу 2, при чему су распони 

20L m=  ( a ) и 25L m=  (b ). 

 
Слика 127 
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Користећи израз (194) оптимална вредност параметра kp према критеријуму локалне 
стабилности лимова је одређена. Оптималне вредности параметра kp као функције члана e су 
приказане у Табели 25. 

Tabela 25 
ka=0.15 

e 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 
k 3.3 3.5 3.7 3.9 4.1 

ka=0.125 

e 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 
k 3.6 3.9 4.1 4.4 4.5 

ka=0.10 
e 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 
k 4.2 4.4 4.7 4.9 5.1 

Израз (195) и функција циља изражена преко коефицијента односа pk , може се представити 
и графичким путем. 

Слично претходном поступку, добија се следећи дијаграм. (Сл. 128). За зависност приказану 
на Сл. 128 усвојене су вредности параметара, распон 20L m=  и носивост 12,5Q t= , и види 
се како се мења положај пресечне тачке за k  добијено по овом критеријуму за погонску 
класу 2, при чему је усвојен као основни материјал S235JRG2  ( a ), S275JR  (b ), и S355JR  ( c ). 

 
Слика 128 
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Користећи израз (291) оптимална вредност параметра kb према критеријуму бочне 
стабилности лимова је одређена. Оптималне вредности параметра kb као функције члана e су 
приказане у Табели 26. 

          Tabela 26 
e 1.20 1.30 1.40 1.50 
kb 3.35 3.33 3.31 3.30 

Израз (292) и функција циља изражена преко коефицијента односа pk , може се представити 
и графичким путем. 

Слично претходном поступку, добија се следећи дијаграм. (Сл. 129). За зависност приказану 
на Сл. 129 усвојене су вредности параметара, распон 20L m=  и носивост 12,5Q t= , и види 
се како се мења положај пресечне тачке за k  добијено по овом критеријуму за погонску 
класу 2, при чему је усвојен као основни материјал S235JRG2  ( a ), S275JR  (b ), и S355JR  ( c ). 

      
Слика 129        Слика 130 

За критеријум крутости, слично претходном поступку, према релацији (318) и функцији 
циља, добија се следећи дијаграм. (Сл. 130). 

Сл. 130 показује како се мења оптимална пресечна тачка по овом критеријуму у зависности 
од начина управљања дизалицом, за параметре L=20 m и Q=12.5 т. 
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5.2 Компаративна анализа добијених резултата за различите носивосте и распоне 
двогредне мосне дизалице 

Једно од ограничења технолошке природе које постоји код главног носача мосне дизалице 
јесте унутрашња мера: 

1,min 30b cm= , (319) 

или: 

1,min 20b cm= , (320) 

зависно од произвођача дизалица. 

Односно, ово се може написати на следећи начин: 

1 30b f b= ⋅ ≥ , (321) 

или: 
1 20b f b= ⋅ ≥ . (322) 

Након сређивања, добија се: 

30
f hk ⋅

≤ , (323) 

односно: 

20
f hk ⋅

≤ . (324) 

Такође, да би била задовољена стабилност лима горњег појаса, унутрашње растојање 
вертикалних зидова треба да буде: 

1 1
23,565

e

b t
R

≤ ⋅ ⋅ , (325) 

1 1 2
23,5 23,5 23,565 65 65

e e e

hb f b t e t e
R R s R

= ⋅ ≤ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ . (326) 

Даљим сређивањем, добија се: 

65 23,5
eRs fk

e
⋅

≥ ⋅
⋅

. (327) 

Како функција (327) даје вредности које су приближно или мање од 2, ово ограничење није 
од претеране важности за доношење заклључака и у процесу оптимизације. 

Даље, биће приказани претходни критеријуми у истој равни са ограничењима. 
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Критеријум чврстоће: 

Изједначавањем израза (87) и (93) и сређивањем, добија се: 

22 1 ( )y cv x ch x y dop y x a
eM M k h c k c k h

s k
α α α α σ α α⎛ ⎞⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (328) 

Даљим сређивањем, добија се: 
2 3 2 2

3 2 2 2

2 2 2

2 2 2 .
y cv x ch x y dop y x a

x y dop y x a

s M k s M k e h e c h e k c k h

k h c k h k c k h

α α α α σ α α

α α σ α α

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

Груписањем чланова уз k  и увођењем смене, добија се: 

( ) 2( ) ( ( ) ( )) ( ) 0x ch y cvs M y h k x h s M e y h k e x hα α⋅ ⋅ + ⋅ − − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ = , 

где је: 3 2( ) 2 ( )y x dopx h h c hα α σ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ , 2( ) 2 x ay h k c hα= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , 

односно: 

( ) ( )
( )

2
( ) ( ) ( ) ( ) 4 ( ) ( )

( )
2 ( )

y cv y cv x ch

x ch

x h s M e y h x h s M e y h s M y h e x h
k h

s M y hσ

α α α

α

− ⋅ ⋅ − ⋅ + − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅ +
, 

( ) ( )k h f hσ σ= . (329) 

Функција ( )k hσ  представља промену коефицијента односа k  у зависности од висине h  за 
критеријум чврстоће. 
 
За случај шина на средини носача, постоје сложеније зависности. Као што се може видети, 
постоје 3 различита решења. Да би се могло анализирамо које је од њих најоптималније, 
неопходно је графички представити добијена решења у истој равни. 

Функције (147), (148) и (149) у зависности од h и k, гласe: 

2 2 2 6 2 6 2 2 6 2 4 2 6 6 3
11 4

6 2 2 2 11 2 7 6
5 4

2 2

( , ) 4 ( ) ( ) 4 ( ) ( ) 24 ( ) ( )

4 ( ) ( ) 36 ( ) 12 ( ) ( )
x dop x

cv x x cv

cv

f h k e k k Kn h c e k k Kn h K c F e k k k Kn h

e k k s M c k Kn K F e k k h K s M F e k k k Kn h

s M

α σ α

α α

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ −

⎡ ⎤− ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ −⎣ ⎦
− ⋅ 2 6 2( ) 0,k k Kn⋅ ⋅ + ≥

6 3 6 2 6
12 3

6

( , ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 12 ( )

( ) 0,
x dop x

cv

f h k e k k Kn h c e k k Kn h K F e k k h

s k M k Kn

α σ α= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ ⋅ + ≥
6 2 6

13 2( , ) ( ) 6 0.dopf h k k Kn h K F kσ= ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ≥  

Оптимална тачка на дијаграмима, биће најнижа тачка која испуњава горе наведене услове и 
огранићења. Ово ће бити илустровано кроз следеће примере. 

На следећим дијаграмима видеће се како се мењају криве 11f , 12f  и 13f  у зависности од 
избора материјала по овом критеријуму, при чему ће се усвојити, илустрације ради, распон 
L=20m и носивост 12,5Q t= . 

Усвојиће се следеће полазни подаци: е=1,33; 

-за S235JRG2 : s=210, f=0,88; 

-за S355JR : s=170, f=0,87; 
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На дијаграмима Сл. 131 и Сл. 132 видимо како се мењају криве 11f , 12f  и 13f  по овом 
критеријуму, за погонску групу 2, при чему је усвојен као основни материјал S235JRG2  (Сл. 
131) и S355JR  (Сл. 132). Види се у којој мери избор основног материјала утиче на облике 
кривих 11f , 12f  и 13f , што се види са ових дијаграма. 
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Види се са претходних дијаграма да би се у овим случајевима оптимална тачка по 
критеријуму чврстоће нашла у пресеку вертикалне линије чија је функција (327) и функције 

12 ( , )f h k . 
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Критеријум динамичке крутости: 

Слично претходном поступку, добија се: 
2

2 2 4 32 1
6
d d

d d
Te h h C r L s C M L

k
γ
π

⎡ ⎤⋅⎛ ⎞⎛ ⎞⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
, (330) 

који након сређивања добија облик: 
2

2 2 4

2
3 2 2 4

2
6

( )
2

6

d d
d

d

d d
d d

Te h h C r L
k h

Ts C M L h h C r L

γ
π

γ
π

⎡ ⎤⋅⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟⋅⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦=
⎡ ⎤⋅⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟⋅⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

. (331) 

Функција ( )dk h  представља промену коефицијента односа k  у зависности од висине h  за 
критеријум динамичке крутости. 

Локална стабилност лимова: 

Што се тиче овог критеријума, зависност промене коефицијента односа k  у зависности од 
висине h  већ постоји, релација (260). 

Критеријум бочне стабилности: 

Слично претходном поступку, добија се: 
2 2

21 2
3 2 2

1 2

( ) 2 1 ,
( )

cv ch

k a

K M k f h K M k h e h
h K c k f h K k c k h s kσ
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅⎜ ⎟⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⎝ ⎠

 (332) 

Множењем израза (332) са s  и k  и даљим сређивањем, добија се: 
5 2 2 4 5 3 2

1 2 1
2 4 3 2 2

2 1 2

2 2 ( ) 2 2 2 ( )

2 ( ) .
k a k

a cv ch

e h e K c k h f h e K k c k h k h K c k h f h

K k c k h s K M k f h s K M k h

σ σ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

Груписањем чланова уз k  и увођењем смене, добија се коначни израз: 
3 2( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))b b bu x h k z h x h r h y h u v h k w h x h v h z h p h r h q h k⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ +

( ) ( ) ( ) 0,v h w h e q h+ ⋅ − ⋅ =  (333) 

где је: 
2( ) 2cvx h s M c h= ⋅ + ⋅ ⋅ , 2( ) 2ch ay h s M k c h= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ , 1( ) yz h g m K hβ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , 2 2

1( ) yw h d K hβ= ⋅ ⋅ ⋅ , 
2( ) 2v h e c h= ⋅ ⋅ ⋅ , 2

2( )r h K h= ⋅ , 2( ) 2 ap h e k c h= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , 2
1u a m K= ⋅ ⋅ . 

Функција ( )bk h  (333) представља промену коефицијента односа k  у зависности од висине h  
за критеријум бочне стабилности. 
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Критеријум крутости: 

Слично претходном поступку, добија се: 

2 4 2 2
196 1 1 (1 6 )x f h

eE K h s F L
k

β α β⎛ ⎞ ⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
, (334) 

који након сређивања добија облик: 
2 4

2 2 2 4
1

96
( )

1 (1 6 ) 96
x f

f
h x f

e E K h
k h

s F L E K h
β

α β β
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

=
⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦

. (335) 

Функција ( )fk h  представља промену коефицијента односа k  у зависности од висине h  за 
критеријум крутости. 

У даљем тексту, биће представљени и анализирани добијени изрази на конкретним 
примерима. Како критеријум бочне стабилности даје мање површине (Сл. 129), он даље неће 
бити посматран. Такође, биће посматрани само случајеви двогредних мосних дизалица са 
шином постављеном изнад вертикалног лима, пошто је овај начин извођење у задње време у 
већој примени. 
Да би се извршила анализа резултата оптимизације, потребно је дефинисати полазне 
параметре дизалица који се односе на геометријске карактеристике, погонску класу и 
носивост. 

Један од главних параметара који фигурише у функцији циља (336) јесте виткост s , која се 
дефинише према: 

23,5 23,5160 265
e e

s
R R

⋅ < ≤ ⋅ . (336) 

За полазну анализу се могу усвојити средње вредности, тако да за за S235JRG2  узима 
вредност 210s = , а за S355JR  170s = . 

За почетну фазу анализе, за величине параметара могу се усвојити њихове средње вредности: 

1,33, 0,85, 1,15, 0,1, 2,3 , 15 , 15a k k de f k e m G kN T sψ= = = = = = = . (337) 

Анализа је спроведена за погонску класу 2 која је заступљена у већини случајева у пракси. За 
њу важе следеће вредности: 

11,05, 1,20, 0,08, 1,20,
600o fK m Kγ α= = = = = , [ ]39 . (338) 

Анализа је спроведена за челике S235JRG2  и S355JR . 

Оно што је карактеристично, јесте да су за мање распоне добијене веће вредности за h , а 
разлог томе је вредност параметра виткости s , тако да се при прерачунавању стварне 
дебљине вертикалног лима 1t  добијају мање вредности од допуштене ( 1,min 5t mm= ). Из тог 
разлога овај поступак треба поновити више пута, како би се добиле рационалне вредности. 
Такође, и остали параметри могу се мењати у складу са препорукама. 
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5.2.1 Резултати за S235JRG2: 

За дизалице распона мањих од 15L m=  доминантан је критеријум чврстоће. На следећим 
примерима биће приказана компаративна анализа за карактеристичне параметре. На Сл. 133 
приказана је анализа за дизалицу носивости 8Q t=  и распона 10L m= . Оптимална тачка је у 
пресеку кривих (329) и (324). 

 
Слика 133 

За дизалицe распона 10L m=  и носивости 12,5Q t= , на основу добијених релација, 
критеријум чврстоће је релевантан и оптимална вредност параметра k је тачка у пресеку 
релација (329) и (324) (Сл. 134). 

На Сл. 135 се види како вредност унутрашње ширине утиче на вредност оптималне тачке. 
Унутрашња ширина b1 не утиче на поступак оптимизације, али утиче на вредност параметра 
k (Сл. 135, а) b1=20 cm, b) b1=25 cm), при чему је посматрана дизалица распона 10L m=  и 
носивости 16Q t= . 

За дизалице распона од 15 18L m= ÷  добијају се следећи резултати зависно од носивости, 
при чему доминирају критеријуми чврстоће и динамичке крутости. На Сл. 136 се види како 
вредност унутрашње ширине утиче на вредност оптималне тачке и оптималног критеријума, 
при чему је посматрана дизалица распона 15L m=  и носивости 6,3Q t= . 

Са повећањем носивости, критеријум чврстоће постаје доминантнији за посматране распоне, 
при чему је посматрана дизалица распона 15L m=  и носивости 8Q t=  (Сл. 137). 

За распоне од 18L m=  је слична ситуација. За дизалицe распона 18L m=  и носивости 
8Q t= , на основу добијених релација, критеријум чврстоће је релевантан и оптимална 

вредност параметра k је тачка у пресеку релација (329) и (324) (Сл. 138). За исти распон и 
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носивост од 16Q t=  оптималан је критеријум чврстоће. оптимална вредност параметра k је 
тачка у пресеку релација (329) и (324) (Сл. 139). Међутим, како се ради о већој носивости и 
распону, треба ићи са неком нижом тачком која се налази између (324) и (327), а у овом 
случају та тачка се налази како је приказано, срачуната представљеном методом. 

 
Слика 134 

 
Слика 135 
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Како се распон и носивост повећавају, треба напомеути да критеријум динамичке крутости 
постаје доминантнији, изузетно за случајеве са већом носивошћу када је доминантан 
критеријум чврстоће. 

 
Слика 137 
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Слика 139 
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За дизалицe распона oд 20L m=  и носивости 8Q t= , на основу добијених релација, 
критеријуми динамичке крутости и чврстоће су доста блиски, тако да је неопходно испитати 
детаљније оба критеријума (Сл. 140). За исти распон и носивост 10Q t= , оптималан је 
критеријум чврстоће. (Сл. 141). 

 
Слика 140 

За распоне веће од 22L m=  оптималан је критеријум динамичке крутости. На Сл. 142 
приказана је анализа за дизалицу носивости 6,3Q t= . Види се да је динамичка крутост 
доминантна независно од унутрашње ширине. 
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Слика 141 

 
Слика 142 
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5.2.2 Резултати за S355JR: 

За дизалице распона мањих од 12L m=  доминантни су критеријуми крутости и динамичке 
крутости. На следећим примерима биће приказана компаративна анализа за карактеристичне 
параметре. 

На Сл. 143 приказана је анализа за дизалицу носивости 5Q t=  и распона 10L m= , где је 
управљање из кабине. Оптималан је критеријум динамичке крутости, при чему се види да је 
критеријум крутости такође близак оптималној тачки. Када је управљање са пода, критичан 
критеријум остаје динамичка крутост, пошто се ради о мање строжијим условима што се 
тиче крутости. 

 
Слика 143 

На Сл. 144 приказана је анализа за дизалицe носивости 6,3Q t=  и распона 10L m= . 
Оптимална тачка је у пресеку кривих (335) и (324). Оптималан је критеријум крутости, при 
чему је управљање из кабине. У колико је управљање са пода, добија се да је критичан 
критеријум динамичке крутости (Сл. 145), при чему се види да је критеријум крутости 
близак овој тачки. На овај начин се види да начин управљања дизалицом утиче на избор 
оптималног критеријума. 

На следећим примерима биће приказана компаративна анализа за распоне од 12 15L m= ÷ . 

На Сл. 146 приказана је анализа за дизалицe носивости 10Q t=  и распона 15L m= , при чему 
је управљање из кабине. Види се да су критеријуми крутости и динамичке крутости јако 
блиски, и да се оба критеријума требају детаљније сагледати. Ако је управљање са пода, 
оптималан је критеријум динамичке крутости (Сл. 147). 
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На Сл. 148 приказана је анализа за дизалицe носивости 12,5Q t=  и распона 15L m= , при 
чему је узето да је управљање из кабине. Види се да су критеријуми крутости и динамичке 
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крутости доминантни, зависно од унутрашње ширине попречног пресека (технолошких 
ограничења). На овај начин се види како ово ограничење утиче на критичан критеријум. Ако 
је управљање са пода, оптималан је критеријум динамичке крутости без обзира на 
технолошка ограничења (Сл. 149). 

 
Слика 148 

 
Слика 149 
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На Сл. 150 приказана је анализа за дизалицe носивости 16Q t=  и распона 15L m= , при чему 
је узето да је управљање из кабине. Види се да су критеријуми крутости и чврстоће блиски 
код нижих вредности унутрашње ширине попречног пресека. Са повећањем унутрашње 
ширине, критеријум крутости постаје доминантнији. На овај начин се види како ово 
ограничење утиче на критичан критеријум. 

 
Слика 150 

Са повећањем распона, критеријум динамичке крутости постаје све доминантнији. 

На Сл. 151 приказана је анализа за дизалицe носивости 16Q t=  и распона 18L m= , при чему 
је управљање из кабине. Опималан је критеријум динамичке крутости, оптимална тачка је у 
пресеку кривих (331) и (323). Ако би управљање било са пода, оптимална тачка остаје иста 
(Сл. 152). 

Како се распон и носивост повећавају, треба напомеути да критеријум динамичке крутости 
постаје доминантнији. Такође, на релевенаност критеријума утиче и избор материјала и 
начин управљања дизалицом. Приказана процедура брзо и ефикасно израчунава оптималну 
вредност параметра k на основу критичног критеријума. 
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5.2.3 Резултати примене компаративне анализе на изведеним решењима мосних 
дизалица 

На следећим примерама биће показано у којој мери представљена метода утиче на смањење 
површине попречног пресека главног носача, при чему су узета практично изведена решења 
дизалица (Табела 27). 

Табела 27 

r.b. Q 
(t) 

L 
(m) Čelik h 

(cm) 
b 

(cm) 
b1 

(cm) 
t1 

(mm) 
t2 

(mm) 
A 

(cm2) 
σ max 

(kN/ cm2) 
Lokacija Proizvođač 

1. 16 22 S235JRG2 98 50 39,9 12 8 276,8 10,4 Holcim, 
Paraćin 

Tecon 
Inženjering, 

Beograd 

2. 10 16 S235JRG2 75 45 35,8 8 6 162 10,77 14. okt., 
Kruševac MIN, Niš 

3. 10 20 S235JRG2 90 45 35,5 8 6 180 11,92 14. okt., 
Kruševac MIN, Niš 

4. 20 11,6 S275JR 80 35 29 6 5 123,2 16,44 PPT, 
Trstenik 

Atmos, 
Hoče 

5. 10 17,3 S235JRG2 84 46 35,3 6 10 192,9 10,05 
Fabrika 
vagona 

Kraljevo 

ILR 
Železnik 

6. 16 13,7 S235JRG2 78 30 20,8 10 8/6 169,2 14 - Demag 

Применом поступка оптимизације, добијају се следећи параметри (Табела 28): 

   Табела 28 

r.b. h (cm) b (cm) b1 (cm) t1 (mm) t2 (mm) A (cm2) σ max 
(kN/ cm2) 

Ušteda 
% 

1. 120,4 40,6 30 8 6 209,4 13,95 24,35 
2. 81 40,6 30 7 5 137,8 11,88 14,94 
3. 100,1 40,6 30 7 5 156,9 12,14 12,83 
4. 80,4 35 29 6 5 122,4 17,87 0,65 
5. 86,9 40,6 30 7 5 143,7 12,02 25,51 
6. 70,5 40,6 30 8 6 149,6 15,05 11,58 
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Користећи добијене резултате у процесу оптимизације, као и релације међусобних 
зависности геометријских параметара, могуће је софтверски представити и дефинисати 
сандучасти попречни пресек користећи улазне параметре неопходне за пројектовање главног 
носача мосне дизалице. 

На основу улазних параметара и коришћењем функција ограничења, долази се до жељене 
функције циља, а то је минимална површина кутијатог попречног пресека (Сл. 78), уз 
поштовање допунских функција ограничења. 

Поступак одеђивања потребних димензија се спроводи по већ познатом алгоритму, тако да 
морају бити испуњени сви критеријуми по којима је вршена оптимизација, а оптималне 
димензије су дефинисане на основу релевантног (критичног) критеријума. 

У даљем тексту биће приказани улазни пдаци на основу којих се врши димензионисање 
сандучастог попречног пресека двогредне мосне дизалице. 

Сам поступак и добијени резултати су од значаја за пројектанта у првој фази пројектовања 
(усвајања) почетних (полазних) димензија главног носача. 

Такође, за одређивање коначних димензија и за оптимизацију попречних пресека дизаличних 
конструкција, треба сагледати и параметре, као што су: замор материјала, утицај технологије 
израде носача, однос дебљина лимова профила, итд. 

Алгоритам за израду софтвера при одређивању оптималних вредности геометријских 
параметара попречног пресека приказан је на слици 153.  
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Улазни подаци: 

( )Q t=  

( )L m=  

( ).P klasa =  

( )Upravljanje =  

( ) 2/yf kN cm=  

( )ak =  

( )s =  

( )e =  

( )f =  

Остали улазни параметри су дефинисани погонском класом. Такође, могу се усвојити и 
другачије вредности. 

Параметри s , e  и f  се могу варирати (у оквиру опсега у коме су дефинисани), како би се 
дошло до најоптималније геометрије. 

Излазни подаци 

( )h cm=  

( )b cm=  

( )1b cm=  

( )1t cm=  

( )2t cm=  

( ) 2A cm=  

На следећим сликама приказан је резултат рада поменутог програма. 

Једноставним уношењем основних параметара дизалице (Сл. 154), и провером стабилности 
лимова и неопходних критеријума, варирањем основних геометријских зависности (Сл. 155) 
добија се тражена геометрија попречног пресека (Сл. 156). Сам софтвер карактерише 
једностовно кретање кроз исти, као и врло једноставна измена и варијација параметара, тако 
да се коришћењем неколико корака долази до потребне геометрије. 
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Светски произвођачи дизаличних конструкција последњих година придају велики значај 
развоју оптималног облика сандучастог попречног пресека главног носача, као њеног 
најодговорнијег дела. 

У дисертацији су истражене и дефинисане оптималне вредности и међусобне зависности 
геометријских параметара сандучастог попречног пресека главног носача који утичу на 
повећање савојне и торзионе крутости, уз истовремено задовољење локалне стабилности 
свих њених елемената, смањење локалног напрезања у карактеристичним пресецима и 
смањење површине попречног пресека, односно количине утрошеног материјала за његову 
израду. 

У раду су дефинисане оптималне димензије сандучастог попречног пресека главних носача 
дизаличних конструкција у аналитичком облику, коришћењем методе Лагранжових 
множилаца. Као функција циља постављена је минимизација масе, односно површине 
попречног пресека, при чему су задата ограничења: допуштени напон, бочна стабилност, 
локална стабилност лимова, динамичка крутост и крутост носача. 

Већина аутора у области оптимизације дизаличних и других конструкција уопште, као 
функције ограничења најчешће користе критеријуме чврстоће и крутост конструкције. Ови 
критеријуми јесу од великог значаја за процес оптимизације али је у раду показано да су и 
остали критеријуми од велике важности приликом коначног избора димнзија попречног 
пресека. 

У раду је посебно анализиран критеријум локалне стабилности лимова који је, како је 
показано у раду, одвеликог значаја при доношењу одређених закључака у току оптимизације. 
Из добијених резултата и компаративне анализе, видело се да су криве ограничења ових 
критеријума јако блиске за појасне лимове и лимове на ребру. Овај критеријум је јако битан, 
јер се ради о структури израђеној од танкозидних елемената.  

У спроведеној анализи показано је да се повећање стабилности елемената вертикалих лимова 
постиже са једним редом укрућења, за све анализиране носивости и распоне, док је утицај на 
површину попречног пресека, као функцију циља, знатно мањи. 

За анализиране носивости и распоне, критеријум бочне стабилности има најмањи утицај у 
односу на остале функције ограничења. Ово је из тог разлога што су остале функције 
ограничења знатно строжије па њиховим испуњавањем задовољен је и овај критеријум 

Критеријум крутости је такође важан, и један је од честих функција ограничења коју аутори 
користи при оптимизацији конструкција. Код дизаличних конструкција од значаја је начин 
управљања дизалицом као и сама погонска класа дизалице који посебно утичу на резултате 
добијене према критеријуму крутости. Овом критеријуму треба дати посебан значај имајући 
у виду да европске регулативе, дефинисане кроз еуронорме, посебу пажњу посвећују 
безбедности руковаоца, а која директно зависи од вредности усвојених у овој функцији 
ограничења. 

У анализама показано је да је јако битан и критеријум динамичке крутости, пошто се ради о 
анализи осциловања конструкције по којој се креће покретна маса. Овај критеријум је 
нарочито важан код дизаличних конструкција великих распона и носивости, а нарочито код 
тежих режима рада. Дуже време осциловања неповољно утиче како на замор конструкције, 
тако и на неке проблеме везане за руковаоца дизалицом, као што су: тачност позиционирања 
терета и осећај безбедности и удобности дизаличара у кабини. 
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Компаративном анализом за просечне вредности параметара и материјал S235JRG2  добијени 
су следећи резултати за карактеристичне распоне и носивости: 

За дизалице распона мањих од 15L m=  доминира критеријум чврстоће, што је 
карактеристично за неке стандардне распоне од 10L m=  и 12L m= , за посматране 
носивости. Такође, од услова технологичности зависе оптимални параметри по критеријуму 
чврстоће. 

Са повећањем распона, поред критеријума чврстоће, од значаја је и критеријум динамичке 
крутости. 

За дизалице распона од 15 18L m= ÷  доминирају критеријуми чврстоће и динамичке 
крутости, што је карактеристично за неке стандардне распоне од 15L m= , 16L m=  и 

18L m= , за посматране носивости. За нешто ниже носивости до 6,3Q t=  критичан је 
критеријум динамичке крутости, мада на избор оптималног критеријума утиче и услов 
технологичности. Код ових распона са повећањем носивости критеријум чврстоће постаје 
доминантнији. 

За дизалице распона од 20L m=  доминирају критеријуми чврстоће и динамичке крутости. За 
носивости до 8Q t=  оба критеријума су блиска, у неким случајевима је оптимална 
динамичка крутост, тако да треба детаљније проверити ове услове. За носивости од 10Q t=  
доминантнији је критеријум чврстоће. 

На распонима од 22 25m÷  за све посматране носивости доминира критеријум динамичке 
крутости. Овак критеријум је од значаја и за ниже носивости на овим распонима. 

Види се да у овим условима важе критеријуми чврстоће и динамичке крутости, што значи да 
за погонску класу 2 и S235JRG2  није од значаја критеријум крутости као ни начин 
управљања дизалицом, односно сама крутост моста је задовољена ако је испуњен један од 
ова два критеријума. Такоће, од значаја је и услов технологичности, тако да и од овог услова 
може зависити који је критеријум оптималан, што се и показало у компаративним анализама. 

Генерално, увек треба бирати оптималну тачку добијену применом представљене методе 
Лагранжових множилаца, уколико нема ограничења што се тиче унутрашње ширине (услов 
технологичности). 

Компаративном анализом за просечне вредности параметара и материјал S355JR  добијени су 
следећи резултати за карактеристичне распоне и носивости: 

За дизалице распона до 12L m=  доминирају критеријуми крутости и динамичке крутости, 
што је карактеристично за неке стандардне распоне од 10L m=  и 12L m= , за посматране 
носивости. За носивости од 5Q t=  оптималан је критеријум динамичке крутости без обзира 
на начин управљања. Већ за носивости од 6,3Q t=  на опималан критеријум утиче начин 
управљања, тако да за случајеве где су строжији услови за крутост (управљање из кабине), 
критеријум крутости постаје оптималан. Овде се види како начин управљања дизалицом има 
утицаја на оптималан критеријум. 

За дизалице распона 15L m=  и за ниже носивости доминирају критеријуми крутости и 
динамичке крутости зависно од начина управљања дизалицом. Већ за носивости од 10Q t=  
поред поменутих критеријума, од значаја је и критеријум чврстоће, тако да треба обратити 
пажњу на сва три критеријума. Начин управљања је такође од значаја. Са даљим повећањем 
носивости ( 12,5Q t≥ ), на избор оптималног критеријума утиче и унутрашња ширина. 
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Са повећањем распона, критеријум динамичке крутости постаје све доминантнији (распони 
од 18 25m÷ ), и оптимална тачка се рачуна по овом критеријуму. 

Види се да у овим условима важе критеријуми крутости и динамичке крутости, изузев у 
неким случајевима где je оптималан и критеријум чврстоће. Види се да је значајан и начин 
управљања дизалицом, што није био случај са претходно алаизираним материјалом, као и 
услов технологичности. 

У оба случаја, и за један и за други материјал, уочава се да је од значаја сама динамичка 
крутост моста и важно је да она буде задовољена, јер дуже време осциловања неповољно 
утиче на тачност позиционирања терета, замор материјала и здравље дизаличара у кабини. 

Оно што треба напоменути је да уколико динамичка крутост није од значаја, за материјал 
S235JRG2  посматра се само критеријум чврстоће, док за S355JR  посматрају се и крутост и 
чврстоћа, зависно од случаја. 

Из тачке 5.2.3 види се да се применом приказаног поступка оптимизације добијају значајно 
мање површине попречних пресека главног носача, а самим тим се смањује и маса мосне 
дизалице. Добијене су веће висине h , што доприноси бољој динамичкој крутости главног 
носача мосне дизалице. 

Добијени резултати и њихова анализа и дискусија у овом раду могу бити од велике користи 
инжењеру-пројектанту, посебно у првој фази поступка пројектовања када се дефинишу 
основне димензије главног носача мосне дизалице, као њеног најодговорнијег дела. 
Користећи добијене оптималне вредности геометријских параметара главног носача, могу се 
направити знатне уштеде у утрошеном материјалу, које директно смањују његову цену. Овао 
је показано поређењем са једним бројем изведених решења мосних дизалица под истим 
експлоатационим условима. За наведене примере, уштеде у материјалу су у распону до 
25,5%. 

Доказана је оправданост примене методе Лагранжових множилаца пошто су резултати 
оптимизације добијени у аналитичком облику, који омогућава доношење закључака о 
утицају појединих параметара као и о правцима даљег истраживања у погледу смањења масе. 
Такође, на тај начин могуће је коментарисати добијена решења и детаљније анализирати 
параметре који директно утичу на смањење површине попречног пресека сандучастог 
носача, односно масе главног носача. 

Сагледавањем свих резултата, може се закључити да се предложена метода поступка 
оптимизације може успешно користити при одређивању оптималног критеријума 
оптимизације, као и оптималних геометријских параметара оптимизације h и b, односно 
њиховог односа k. 

Користећи резултате анализе, као и спроведене процедуре прорачуна  и добијених 
оптималних вредности параметара, при истовременом укључењу ограничења: критеријума 
чврстоће, динамичке, бочне и локалне стабилности, критеријума деформације  и 
технологичности развијен је софтвер који нам омогућава брзо израчунавање оптималних 
параметара геометрије попречног пресека носача и његов приказ са дефинисаним 
оптималним геометријским параметрима оптимизације. Софтвер је направљен тако да 
користи резултате оптимизације, спроведене у овом раду, али сам корисник само уноси 
задате податке, који укључују носивост дизалице, распон, погонску класу, врсту уграђеног 
материјала, .., и немора знати процедуре израчунавања оптималних вредности геометријских 
параметара попречног пресека. Такође, може се лако заменити било која функција 
ограничења или увести нова ако је то неопходно, при чему нема ограничења у погледу броја 
функција ограничења. 
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Применом спроведеног поступка оптимизације добијају значајно мање површине попречних 
пресека главног носача, а самим тим се смањује и маса мосне дизалице. Добијене су веће 
висине h, што доприноси бољој динамичкој крутости главног носача мосне дизалице, при 
чему је задовољена локална стабилност лимова (горњег појасног лима и вертикалних лимова 
– изнад и испод подужног укрућења). 

Главни допринос спроведеног истраживања може се сагледати кроз: 

– валидацију постављеног математичког модела , 

– добијање геометријских параметара који у поређењу са изведеним решењима водећих 
светских произвођача дизалица дају боље резултате, односно мању масу главног носача, 

– скраћење времена за прорачун и дефинисање димензија попречног пресека, 

Применом добијених резултата оптимизације повећава се конкурентност на тржишту која се 
огледа кроз израду конструкције мање масе за краће време. 

Правци даљих истраживања треба да буду усмерени ка вишекритеријумској оптимизацији 
где је неопходно укључити додатне функције ограничења, као што су: замор материјала, 
утицај технологије производње, оптимизација односа дебљина плоча, врсте материјала, 
услове рада дизалица итд. 
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