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3axBaaHuna

XKenum na m3pa3uM BeENHMKY 3aXBaJHOCT CBOM MeHTOpy, npod. ap Jparany Omnhany Ha
BUIIIETOIUIIHH0j TTOCBENCHOCTH ¥ MOAPIIINHA TOKOM HCTPAKUBAA YHJH Cy PE3YJITATH MPUKA3AHU Y
aucepTanuju, kao u npod. ap AHToHHM])y DopheBuhy, koju je yBek OMO JOCTyIaH 3a IIOJHY
TUCKYCH]Y, UJIeje U KOPUCHE CYTeCTH]E.

Ha oBom Mecty Oux ce 3axBajawia CBOM IPBOM MEHTOPY M pa3peJHOM CTapelluHU,
Mp Anekcanapy Cennuuhy, y3 Kora caM HalpaBWIIa IMPBE KOpake Ka HAYIld U KOJH j¢ YBEK BEPOBaO
y MEHE.

HamocneTky, oBe mucepranuje He Ou Omio 0e3 MOApIIKE W MHCIHpAIHje KOojy no0ujaM of
Mmoje hepke Jbybune, cynpyra Branumupa, poautesba ['opana u [lonke u 6para Benumupa.



HYMEPUYKA EJJEKTPOMATHETCKA AHAJIM3A KOPUIIREIbEM METOJA MOMEHATA CA
HHTET'PAIIMJOM BUCOKE TAYHOCTH

Caxerak:

VY OKBHpPY OBE€ JIOKTOPCKE TUCEpTalMje MPEAJIOKEHO j€ HEKOJMKO CMEHA 3a MOHHILITABAHE
CUHTYJIAapUTETa MOJUHTErpaTHUX (QYHKIIM]jA, KOJH c€ Cpehy Impu HyMEpPHYKO] €IEKTPOMArHeTCKOj
aHAJIM3W METOJOM MOMeHaTa, yuMe je omoryheHa edukacHa HyMepHuYKa HMHTErpalrja BHCOKE
TAYHOCTH.

[Ippu nmeo gompuHOCa OJHOCH C€ HA HYMEPHUYKY EJIEKTPOMArHeTcKy aHallu3y
JBOJMMECH3HOHAITHUX CTPYKTypa (TEOPHjCKH OECKOHAuHO ayravykux Tpaka). [Ipemiokene cmene
MOHUIITABAjy CHUHTYJApUTETE MOJUHTETPATHUX (PYHKIHMjA, IITO je TOKAa3aHO U HYMEPHYKHM
eKCIICpUMEHTUMA, W TEOPUjCKH. 3axBajbyjyhu BHCOKO] TAa4HOCTH HMHTErpaya, IIeJI0JJOMEHCKA
aHanm3a (ca pyHknMjama 6a3uca BUCOKOT peaa) crpoBeneHa je Ha Tpanu mupuHe 4,000 TamacHuX
IOyXHHA, YAME Cy TPaHUIIE MEJI0JOMEHCKE aHAIM3e 3Ha4ajHO rmomepeHe, oMoryhyjyhu anammsy ca
MamUM OpojeM Hermo3HaTHX U 00JFOM AMPOKCUMAIINjOM CTPYja Ha KpajeBUMa Tpake y nmopehemy ca
aHanu3oM ca (QyHKIMjama Oa3uca Hmwker pema. Ha ocHoBy oOpame pesyirara BeJHMKOT Opoja
HYMEPHUYKHX EKCIepUMEHAaTa MPEAokKeHe Cy alpOKCHUMAaTHBHE (OpMyJe 3a MmapaMeTpe CMEHE U
norpebaH Opoj Tayaka HyMEpUYKE WHTErpalldje 3a MOCTH3alkhe BUCOKE TAYHOCTH HHTErpayia y
3aBHCHOCTH jeIMHO O] eNEKTPUYHE Ay )KHHE eIIEMEHTA.

Y nmpyrom Jeny aucepTaldje CMEHE Cy MPOIIMPEHE Ha HYMEPUYKY €JIEKTPOMArHETCKY
aHAJIN3Y POTAIMOHO CUMETPUYHHMX TPOJUMEH3MOHATHUX CTPYKTypa HAYUELEHUX OJ METaTHHX U
JMETICKTPUYHUX JIOMEHA. BIito je moTpeOHO MOIEeTIOBAaTH POTALIMOHO CUMETPUYHY KOMOPY Y KOjy je
Moryhe CMeCTHTH y30paK HEMO3HaTe KOMIUICKCHE IMEPMUTHBHOCTH. MepemeM KoeduiujeHra
peduiekcuje KOMOpe ca Y30pKOM JHMEJICKTPUKAa Ha aHalM3aTopy Mpeka W ynopehuBameMm ca
Koe(urjeHToM pedieKchje U3 HYMEPUYKOT MOJeNia W3JBOJEHH CY IUCICKTPUYHH IapaMeTpu
y3opaka. [IperxomHo je koMmopa kopuiiheHa 3a oJpehuBame MEPMUTUBHOCTH y3 KBa3U-CTATUYKH
HYMEpPUYKH MOJIENT Ha ydecTtaHocTuMa 10 oko 1 GHz. HoBuM MozenoMm je oricer Mepema MponTupeH
1o oko 3 GHz, a TayHOCT HyMepHUKOT Mojefa je 00Jba 01 TAYHOCTU Mepema. TUMe je TayHOCT
onpehuBama TUEICKTPUYHUX ITapamMeTapa OrpaHuIeHa MEPHOM HECUTYpHOIIIhy.

Kibyune peun: MeTos MOMEHaTa, MojielIaBame y Taukama, ["anepkuHoB MeTo, GhyHKIHje Oa3uca
BHCOKOI' peJia, LeNoJAOMEeHCKe Oa3ucHe (yHKIMje, CHHTYyIapHe (yHKIMje, MHTerpamuja BUCOKE
TAYHOCTH, TIOHWIITABAKE€ CHHTYJIAPUTETa, POTANHMOHO CHUMETPHYHE CTPYKType, H3/Bajame
NEePMUTHUBHOCTH U TAHTEHCA yria ryouTaka

Hayuna o0Jact: EnekTpoTexHuka 1 pauyHapcTBO

Yxka HayIHa obJacr: EHGKTpOMaFHCTI/IKa, AHTCHC U MUKpOTAJIaCn



NUMERICAL ELECTROMAGNETIC ANALYSIS USING METHOD OF MOMENTS WITH HIGH-PRECISION
INTEGRATION

Abstract

In order to obtain high-precision computationally efficiently, several singularity cancelation
transformations for integrals with singularities encountered in numerical electromagnetic analysis
are proposed in this dissertation.

The first part of the dissertation refers to the numerical electromagnetic analysis of two-
dimensional structures (infinitely long strips). The proposed transformations cancel the singularities
of the integrand, which has been demonstrated by numerical experiments and theoretically. Owing
to the high-precision integrals, a strip 4,000 wavelengths wide strip was analyzed with the entire-
domain analysis (and higher order basis functions), enabling analysis with fewer unknowns and
better current approximation at the strip ends than the analysis with low-order basis functions.
Approximate formulas for transformation parameters and the number of required integration points
for high-precision integration are proposed by processing results from a large number of numerical
experiments. These formulas depend only on the electrical length of the element.

In the second part of the dissertation the proposed transformations are extended for the
application to rotationally symmetrical three-dimensional structures composed of metallic and
dielectric domains. The motivation was to make a full-wave model of the rotationally symmetrical
chamber used for the extraction of the complex permittivity. The dielectric parameters of the
samples were extracted by measuring the reflection coefficient of the chamber with the dielectric
sample using a network analyzer and comparing it with the reflection coefficient obtained from the
numerical model. Previously, the chamber was used to determine the permittivity with a quasi-static
numerical model at frequencies up to about 1 GHz. With the new model, the measurement range
has been extended to about 3 GHz, while the accuracy of the numerical model is better than the
accuracy of the measurements. Therefore, the accuracy of the extracted permittivity depends
primarily on the measurement uncertainty.

Key words: method of moments, Galerkin technique, higher-order basis functions, entire-domain
basis functions, singular functions, high-precision integration, singularity cancelation, body of
revolution, permittivity extraction, loss tangent extraction.

Scientific field: Electrical and computer engineering

Scientific subfield: Electromagnetics, antennas and microwaves
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1. YBOA

Pa3Boj caBpemMeHe TEeXHHKE, a MOCEOHO aHTEHA, MUKPOTAJIACHE TEXHUKE, pafapcKe TEXHHKE,
Kao ¥ EJICKTPOHUKE, TECHO je BE3aH ca pPa3BOjeM HYMEpPHYKE EJIEKTPOMAarHeTHKe (EHIJIECKU:
computational electromagnetics). Enxekrpomaraercku mpo0yieM MOTIYHO je OMHMCaH CHCTEMOM O/
YeTUpHU UHTErpaiHe (Win naudepeHirjaine) BEKTOPCKE jeTHAYMHE Y KOjuMa (GUTYPHIILY pacrojerne
CTpyja M HaCJCKTPHCama, OJHOCHO CIEKTPUYHO W MarHercko moJbe [1]-[3], y3 koHcTHTyTHBHE
jeIHauYMHEe KOje OMHCY]y CpPEeIuHE Yy KO0jOj MOCTOjJU €JIEKTPOMArHeTCKO MoJbe. TakaB CUCTEM Ha3MBa
ce W cucreM MakcBenoBUX jenHaunHa. Vako Ha OCHOBY TeOopeMe O jeJMHCTBEHOCTH pelieHa
enekrpomarnerckor mpobiema [1]-[3] mocToju jemuHCTBEHO pelewme cucTeMa MakCBEIOBHX
jeIHaYMHA TTOCTABJHEHOT 32 KOHKPETAH EJIEKTPOMArHeTCKU MpoOJieM, TO peliemhe HHje YBEK JIAaKO
Hahu. W3 Tor pasinora cy 3a Heke kiace npodsiemMa (Ha pUMep Ha HIDKUM PaJHUM y4eCTaHOCTHMA)
YBEICHE alpOKCUMAIIM]je KOje CMambyjy padyyHCKY KOMIUIEKCHOCT CHCTeMa U OMOTyhaBajy JIaKie u
Opke noOMjame pelema, a Koje je ca MHKEHEPCKe Tauke TJICJHUINTA HMPUXBATIBUBO IO MUTAY
TA4HOCTH.

WNnak, kako ce TEXHHMKa pa3BHja, a MOCEOHO ca MOpPacTOM pagHe ydecTaHOCTH ypebaja,
aHaJIM3e KOje Cy 3aCHOBaHE Ha alpOKCHMAIlMjaMa BUIIEC HUCY JOBOJbHE. 300r Tora je MOTpeOHO
CIPOBECTH MaKCUMaJIHO MOTyhe TauHy eJIeKTpOMarHeTcKy aHallu3y, OJHOCHO TUPEKTHO pPEIIaBambe
cucremMa MaKCBEIIOBUX jelHaunHA. AHATUTHUYKA peliemha MOCTOje 3a HEKe EJeKTPOMAarHeTCKe
npobneme, Hajyemrhe 3a OHE ca BHCOKHUM CTENEHOM CHUMETpHje, ald 3a BehumHy NpakTHUYHUX
npobsieMa aHaJTMTHYKA pellielka HUCY MT03HaTa, Na je jeAnHo Moryhe Hahu HyMepHuKo periewme. 3a
notpede HyMEpHUUKOr pellaBamba CUCTeMa MakCBENOBUX jeJHAUYMHA Pa3BUjEHU CYy HYMEPHUKU
Metonu. JemHa oJl HAjIO3HATHUX TO/eNa je Ha MeTox MoMeHara (eHriecku: method of moments,
ckpaheno: MoM) [4]-[7], meTon koHaunux enemenata (enrnecku: finite element method, ckpaheno:
FEM) [8]-[11] u MeTon KOHAYHUX pa3jMKa y BpeMeHCKOM qoMeHy (enriecku: finite difference time
domain, ckpaheno: FDTD) [6], [12].

Nako ce nerneHnjama KOpUCTE, CBaKU O]l METOJIa C€ W JlaJbe pa3BHja W yHampehyje. Y 0BOj
JOKTOPCKO] JMCEepTalMjU HEKe Kiace eJeKTPOMAarHeTCKUX MpobiemMa MpeCTaB/beHuX y HACTaBKY,
3HAYajHUX U 3a TEOpUJy M Mpakcy, Ouhe pemieHe MeronomM MoMeHaTa. Cam MeETOJ je Yy OBO]j
aucepTauuju  yHampeheH Tako nJa je omoryheHa Bpiio BHCOKa TayHOCT (OJMCKa MAIIMHCKO)]
TavyHOCTH padyHapa Koju kopucte 64 Outa 3a 3anuc OpojeBa) HyMEpHUKHX pe3yiTaTa.

VY HacTaBKy OBOTI MorjaBjba Ouhe Hajmpe OMHMCaHU €JIEKTPOMArHeTCKU IMPOoOJieMH KOojuma
hemo ce 6aBuTH, a 3aTuM he ykpaTko OWTH MCTaKHYTH TJaBHU JonpuHOcH aucepranuje. Ha kpajy
TIOTJIaBJba JIaTa j€ U CTPYKTypa JrcepTalmje.

1.1. IIOCTABKA MPOBJIEMA

Metox MoOMeHaTa je y OMNIUTeM CiIy4ajy HaMemeH 3a HYMEPHUUYKO pelllaBamke cHcTeMa
UHTETpaJIHUX je€JHAYWHA, Tj. y HalleM Ccly4a)y JIMHEapHHUX, JE0-T0-J€0 XOMOTEHHUX
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€JeKTPOMArHeTCKuxX rmnpobjemMa omucaHux MakcBenoBuM jenHaunHama. CTpPyKType Koje ce
aHAJM3UPa]y TEOPHjCKH MOTY OMTH Ca IPOMEHOM €JIEKTPOMArHeTCKOT 10Jba y jJEAHO]j, ABE WU TPU
nuMeHsuje mpocropa. Dokyc oBe aumcepranmje Owhe Ha mpobieMuMa KOJ KOJUX Ce
eJIEKTPOMArHeTCKO MO0Jbe MEHa y JBE TUMEH3Hje, a IeOMeTpHja pa3MaTpaHUX CTPYKTypa je
JBOJJMMEH30HAITHA MITM POTAI[HIOHO CUMETPHYHA.

AKo cy mO3HaTe pacrojeie H3BOpa I0Jba, Tj. paclojelne CTpyja W HaeleKTpucama,
CIIEKTPOMArHeTCKO TI0Jb€ MOXKE C€ HW3pauyyHAaTH KOpHIIhemeM ojAroBapajyhux JMHEapHHX
omeparopa [1]-[3], 1j. mo3HaTH Cy W3pa3u EINEKTPOMATHETCKOT IMOJba y XOMOICHOj CPEIUHHU Yy
GyHKIMjU OX pacrojene CTpyja H HaeleKTpucama. Ha OCHOBY TeopeMe MOBPIIMHCKE
EKBHBAJICHIIMjE Ca jJeJHE CTpaHe W TEOpeMe jEIWHCTBEHOCTU pEIICHha EIeKTPOMATrHETCKOT
npobnema ca apyre [1]-[3], u3jennayaBameM TaHTCHIHjATHUX KOMIIOHEHTH €JIEKTPOMArHETCKOT
1oJba Ha TpaHUIlaMa cpeuHa Moryhe je MOCTaBUTH UHTETPAIHE jeIHAYHHE Y KOJUMa Cy HEMO3HaTe
byHKIMje pacrojena u3Bopa 1oJsba, Tj. pacrojeia IyCTHHA CTpyja U T'yCTHHA HaeleKTpucama [4],
[7]. Yxomuko je noMeH Hemo3HaTHX (PyHKIMja pacHojelie MOBpIil, MOMEHyTa (GopMyIIalija METOIC
MOMEHATa Ha3WBa C€ jOII M CHUCTEM IOBPIIMHCKHX HHTETPAJTHUX jeqHadrHa (eHriecku: surface
integral equations, ckpaheno: SIE).

MeTooM MOMEHaTa MOCTaBJbEHE WHTETPAIHE jeIHAYMHE Ce alPOKCHMMATUBHO peEIlaBajy Ha
cienehn HauwH. Hajripe ce mpermocTaBe ampokcHUMaIlje pacrmojena crpyja (M HaelleKTpucama),
Hajuenihie Kao JIMHeapHa KOMOMHAIM]ja Mo3HATUX (GyHKIHMja O0asuca (enryecku: basis functions) ca
HETO3HAaTUM Koe(uijeHTuMa. YBohemeM y HHTETpaIHe jeJHauMHe, a 3aTUM U TIOCTYIIKOM KOjH ce
Ha3WBa TECTHPAKEM TEXKHMHCKMM (QyHKIMjamMa, To0Wja Ce CHCTEM JIMHEAPHUX jeJHA4YMHA Cca
HEMO3HATHM Koe(HIMjeHTHMa U3 pa3Boja cTpyja.

Oynknuje O6a3uca cy yHampes uzabpaHe (QyHKIUje y anmpoKCHUMAIHM]H pacrojena crpyja (u
HaelekTpucama). OHe MOTy OWTH MOJUHOMHU HYJTOT pefa, Tj. KoHcTaHnTe (eHriecku: pulse basis
functions) wiu Bumer pena (enrmecku: higher-order basis functions). 3a ¢yukiuje 6a3uca Buiier
pena Hajuenthe ce kopucte oproroHanuu nomunomu [4], [7], [13]. [Ipu Tome, miTO je CTpyKTypa
KOja ce aHanu3upa eNeKTpuyku Beha, To je moTpeban Behu Opoj Hemo3HATHX KoeduIlMjeHara 3a
ampoKCHUMAIlM]y CTpyja (M HaelleKTpUcama), jep Ce pacrojeiia CTpyja CBE CIIOKCHHje MEma. 3a
¢yHkuuje 6a3zuca BUILIET pela, MUHUMaNaH Opoj HEMO3HAaTUX KoeduIljeHaTa o TajJacHoj Ay KUHU
je usmelyy tpu u detupu [7], mTo je yrBpheHo HyMepuukuM ekcriepumeHnTiMa. CTpyKTypa Koja ce
aHaJIM3Upa MOKE OMTH MocMaTpaHa Kao jeIUHCTBEHA WM I0JIeJbeHAa Ha BUIIE MambUX CTPYKTypa
(enemenara). Ako je momeH OasucHUX (yHKIHja 1ela CTpyKTypa, GyHKIHje 0a3uca Ha3UBajy ce
nenogoMeHcke (enrnecku: entire-domain basis functions). Kazna je crpykTypa mojesbeHa Ha BuUIle
MamUX eJieMeHaTa, JOMeH (QyHKIMje 0a3uca Moke OWTH WCKJ/bYUHMBO jeIaH €JIEMEHT WJIH, TakK,
HCTOBpEMEHO BHIE BuX. M300p pyHKIMja 6a3uca, a THUME U BHUXOBOT JOMEHA, UIPa BaXKHY YJIOTY
y Op3WHU KOHBEPIeHIIM]je pe3yJsTara eJIeKTPOMarHeTCKe aHaIn3e MEeTOI0M MoMeHara [7], a mro he
OUTH TIOKa3aHO U y 0BOj nucepranuju. Haume, kopumiheme 1enogoMeHcke aHanuse ca GyHKIujama
0a3mca BHIIET peaa MMa Op)Ky KOHBEPTCHIIN]Y €IEKTPOMArHeTCKUX pe3yJiTara y OJHOCY Ha CIIy4aj
KaJa ce Kopucre (yHKIMje 6a3uca HYNTOI pea ca UCTHM OpojeM HEeMOo3HaTHUX Koe(HlMjeHaTa.
HonaTtHo, aHanu3a QyHKuMjama Oas3uca BUIIET pela Moke OoJbe Ja almpoKCHUMHMpa CHUHTYJapHa
MOHAIIaka pacrojiena cTpyja (1 HaelleKTpHUcama) Ha KpajeBUMa cTpyKType. 13 HaBeneHux pasziora
y npobiemMuma Kojuma ce 6aBUMO y 0BOj nuceprauuju 6uhe xopuuthene ¢pyHkuje 6a3uca BULIET
pera 3a arnpoKcUMaIjy cTpyja (M HaeleKTpUcama).

CaMo TecTupame NoJpa3yMeBa MHOXKEHE HHTETPaJIHE jeJHAYMHE TECT (QYHKIIM]OM, a 3aTUM U
MHTETpalyjy Mo JoMeHy TecT ¢yHKuuje. VHTerpanHe jeHauMHE TECTHPAjy C€ OHOJIUKO IyTa
KOJIMKO MMa HETO3HATHX Koe(uIrjeHaTa pa3Boja, OTHOCHO ca OHOJIMKO TeCT (PyHKIIH]ja KOJIUKO MMa
HEMo3HATUX y WHTETpaJHUM jeiaHaunHama [/]. JIBe peamumzammje TecTUpama HWHTETPATHUX
jenHauynHa TeKUHCKUM (DyHKIMjaMa cy KOpuITheHe y 0BOj IucepTaliju: MOJIeNIaBamke y TaukaMa 1
["anepknHOBO TecTHpame. Y MpPBOM cilydajy Cy TeXHHCKe (YHKIHMje KOjUMa Ce HHTErpajiHe
jenHaunHe Tectupajy Jupakose (menra) GpyHKIHje, a y IPYroM Ciiydajy To Cy OasucHe QyHKIHje U3
MPETIOCTaBbeHe ampokcumalje. Ha ocHOBy ocoOmHa nenta (yHKIMja, MHTErpanuja (QyHKIIH]je

KOja je IOMHOKeHa JienTa (yHKLIHJOM CBOJU C€ Ha pauyHame BPEIHOCTU T€ QYHKIUje Y TAUKU Y
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K0joj je menta dyHKIMja paznuuuta on Hyje. OTyaa ce 0BO TECTUpame Ha3WBa MOJCIIABAKBEM Y
Taukama, a CYIITHHCKH TPEACTaB/ba pauyHame TAHTCHIMjaIHUX KOMIIOHEHTH T0Jba y YHAIpe.
onpehennM Taykama. Y ciy4ajy TecTupama OasucHoM ¢GyHKuujoM (I"aJepKHHOBO TeCTHpambe)
noTpeOHO je PeIIUTH jOIl jefdaH NOJAaTHM HHTerpan (Koju Moxe OUTH OWJIO JIMHMjCKH, OHIIO
MOBPIIMHCKH, 3aBUCHO O] JIOMeHa TecT QyHKkuuje). OTyna cienu Aa ce MHTETpalHe jeAHaYrHe
MOTY CBECTH Ha CHUCTEM JIMHCAPHUX jeIHAYMHA TECTUPAHEM TSKHUHCKUM (yHKIMjaMa, IPU YeMy je
3a (hopMupame MaTpHIle CUCTeMa MOTPEOHO M3pavyyHATH MOCTaB/beHEe MHTerpajie. To je m3a3oBaH
3ajaTak ¢ 003MpPOM Ha TO Ja Cy MOJWHTErpayiHe (YyHKIMje CUHTyNIapHe (HeoapeheHe 3a Heke
BPEIIHOCTH apryMeHaTa), OJHOCHO KBa3WCHHTYJIapHE (MMajy BeOMa BEIIMKE BPEIHOCTH 3a HEKE
BPEIHOCTH aprymeHara). HamoMeHHMO Ja MaTpU4YHHM €JIEMEHTH KOjU ce J00Wjajy MHTETrpaiujoM
MOpajy Ja uMajy KOHa4He BPETHOCTH Jla OM CUCTEM UMao (U3UYKH CMHCICHO peniewe. [Ipema
ToMe, aKko je R pacrojame u3Melhy Tadke y KOjOj ce padyHa MOJbe U TadyKe H3BOpa IM0Jba,
NOJUHTErpaiHe (YHKIMjE WMajy CHHTYJApUTETE pa3IUYUTHX OOJHMKa y 3aBUCHOCTH OIl
eJIEKTPOMarHeTCKOr mpobiiema Koju ce aHanusupa. Kaga je y nuramy eleKTpOMarHeTCKa aHajin3a

3-D crpykrypa, cunrymnapurers ¢y oommka 1/ R u 1/ R? [4]. Kox enexrpomarsercke ananuse 2-D
CTPYKTypa CHHTYJAPUTETH KOjU ce cpehy y jesrpuMa MHTerpajia Cy CHHTYJIAPUTETH XaHKEIOBE

(dyHKIMje HYJITOT pefa u Apyre BpCTe, H(()Z) (R), omHOCHO TIPBOT pejia U IPyre BPCTE, H1(2) (R) [4].

W3 Tor pa3ziora ce He MOTYy IPUMEHHUTH HOTIYHO UCTH MOCTYIIIHY 32 payyHamhe HHTerpaja y ciaydajy
anamms3e 2-D u 3-D crpykrypa. JogatHo, mro je pea ¢pyHKuje 6a3uca BUIIM, HHTErpalie je TeXe
u3padyHatu ca Bucokom tauHoiihy [7], [14]. Ha cioxeHocT m3pauyyHaBama HUHTErpajia yTHYE U
MOJIO’KA] TaYKe padyHama M0Jba, Ka0 M O0JIMK CTPYKTYpPE KOja ce aHAIIU3Hpa.

['maBHM 1IMJb OBe JUcepTalllje yIpaBo je padyHame alpoKCHMalija pacio/elia u3Bopa rnosba
(pacmoiena TyCTHHA CTpyja U HAelEKTPHCamka) ca BUCOKOM TavHoIIhy, Tj. ca mTo je Moryhe Buiie
TayHuX Hudapa Ha payyHapuMma Koju Kopucte 64 Ourta 3a 3amuc OpojeBa. 3a TO je MOTPEeOHO
M3pauyHaTH eJIEMEHTEe MAaTpHUIe CUCTeMa, OJHOCHO TIOMEHYTe HHTErpajieé ca CHHTYJIApHUM
NOJUHTErpalHUM (yHKIMjama, ca BUCOKOM TauHowhy. Kako je Merox MMIUIEMEHTHpaH Ha
padyHapy ca IBOCTpyKoM Taynorrhy (64 Outa 3a 3ammc 6pojeBa), Hajsehu Mmoryhu 6poj ocTBapeHnx
tayHux nudapa je 15. JlomatHo, pauyHameM I0Jba HAKOH LITO Cy H3padyHare cTpyje U
HaeJleKTpHUCamba, HEKe Tpelmke Mory OuTH M Mame youwsbuBe. OmaTie cieam Ja, ako Cy
arnpoKCcHMallije paclojiena U3Bopa U3padyHaTe ca BUCOKOM TayHoluhy, oHaa he u anpokcumanuje
eJIEKTPOMArHeTCKHUX M0Jba OUTH M3padyHarTe ca Oap MCTOM TOJMKOM Ta4HOIINY.

Kaga ce Heka o cCTaHIapIHUX HYMEpUYKHX HHTErpalyja MpUMEHU Ha HWHTErpanujy
CUHTYJapHUX (YHKIMja, MOTPEOHO je MHOr0 Tadyaka HHTErpamnuje Ja Ou peliewme HHTerpaia
MIOCTUTJIO JKEJbEHY TaYHOCT, a MOXKE C€ JIECUTH U Ja He KOHBeprupa 6e3 o063upa Ha Opoj Tayaka. Y
JUTEPaTypu TIOCTOjU MHOTO TPEAJIOKEHUX TEXHHWKA 3a yOp3aBame KOHBEpPIEHIIMje MHTETpaja ca
CUHTYJIADHUM TOAMHTErpadHuM (yHkiujama. JBa Hajuemtha mnpuctyna cy H3/ABajame
cunrynaputera (enriecku: singularity extraction) [15]-[33] u monHwuiTaBame CHHryJIapUTETa
(eurmecku: singularity cancelation) [14], [34]-[50].

OcHoOBHa Hjeja U3/Bajakba CUHTYJIApUTETa je Ja ce OJ] MOJUHTErpanHe (QyHKIHUje Oay3Me
¢byHKIIMja KOja caApkKu NpobieMaTH4HU cuHryidaputeT. OcTarak HOAUHTErpajiHe (yHKUHje
UHTETpaJIM C€ IUPEKTHOM IPHUMEHOM HYMEpHYKe MWHTErpanuje, 0K C€ HHTEerpaily camor
CUHTYJIapUTEeTa TPHUCTyNa moceOHo, a Hajuemthe aHamuTUuku. KoHAaYyHO pelieme OPUTHMHAIHOT
UHTerpaja je 30up napuujaiHux pesynrara. Aytopu y paay [15] npennaxy ananutuuky Gpopmyiry
3a MHTETpaIn]y CTaTUIKOT je3rpa ['puHOBE QyHKIIM]E, Tj. CHHTYJIApHOT Jena uHTerpana. [Ipeocrana
pasnMKa je TaJa JOBOJPHO IUIaTKa (yHKIMja Ja ce MO)XXe Hu3pauyHatu Kopuuthemem [ayc-
JlexxanapoBe Hymepuuke uHTerpamje [22]. V pagy [19] Takohe je mpemnokeHO aHATUTHYKO
peleme cTaTUYKor jena ['puHoBe QyHKIMje, Ma je ocTaTaK HaKOH OJy3MMama CHHTYJIAPHOT Jeia
0]l ToAuHTerpanHe QyHkuuje orpanndeHa ¢ynkuuja. Mnak, kako cy u3BoAM (PyHKIMje U Jabe
HEOrpaHMYEHH, TO HyMEpHUYKa HHTErpalja pasiuKe OCTaje pauyHCKH 3axTeBHa. CiM4HO, Y
pamosuma [16], [20], [23], [24], [33] npemrtokeHa cy aHanWTHYKa pElIeHa CHHIYJIAPHOT Jeia
noJuHTErpanHe (QyHKIMje 3a HeKe (GopMyaiuje MeTola MOMEHaTa, aJlid OCTaTaK MOJUHTErpajHe
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(dbyHKIHje MMa JIOTAPUTAMCKH CHHTYJIAPUTET KOJUM j€ MOTPEOHO MOoceOHO ce 1mo3abaBuTH. Y pamy
[33] norapuramcku cuHTyIapuTeT je mpeBasuheH M HMHTETPAd Cy HM3padyyHaTH 10 MAallHHCKE
TayHOCTH. IloCTOje M TeXHHUKE y KOjuMa c€ TMOBPIIMHCKH MHTETPAIM Oa3uCHE U TeCT (PYHKIH]e
pa3jiBajajy Ha YeTUPH JIMHU]CKA HHTErpalia, a Koje 1ajy Hemto 6osbe pesynrare [28]-[32].

Hemocrartak cBUX TeXHHMKAa Koje ce OaBe aHAIMTHYKAM pElIaBakbeM CHHTYJIApUTETa je
nmocebaH TPeTMaH 3a pa3IMuUTe WHTErpaHie, OaszucHe (yHKIU]je, Ka0 U OONUKE eleMeHara, Tj.
CaMHX CTPYKTYpa Koje ce aHanM3upajy. Pe3yarar nHTerpanuje nu3aBajambeM CHUHTYJIapUTETa 3aBUCH
O]l aHAJIMTUYKOT OOJIMKA WM3/BOjEHOT WHTerpania. JlomaTtHo, ako Cy O] MOAUWHTErpaiHe (QyHKIHje
W3JIBOjCHA MpBa JiBa wiaHa TejliopoBOr pa3Boja, OCTaTak MMa JBa KOHTHHyaJlHa M3BOJa, Ia je
MOTPEeOHO W3BOJUTH MHOTO YIAHOBA aKO j€ 3axTeBaHa Op3WHA KOHBEPTEHIMjE TPEINKE IOCIe
HyMepHYKe HHTErpaluje eKkcroneHujamaa [17].

Ca npyre crpaHe, TEXHHKE MOHHUIITaBaa CHUHTYJIAPUTETa Cy YHUCTO HyMepudke. AKO ce
yBeJIe TIOr0/JHa CMEHA KOja TauyKe OKO CHHTYJIApPUTETa PacTeXe, OJJHOCHO IMOHHUINTABA CUHTYJIAPUTET
WIA caMO TIoMepa I0JIOBE Koju ¢y Onu3y jomeHa muterpanuje [51], dyHkimja mocraje 3Ha4ajHO
JaKIIa 32 HyMEPUYKY UHTETpalijy HEKUM O] CTaHAapIHUX noctymnaka. [Ipu Tome ce cmeHa Oupa
Tako Aa JakoOwjaH TpaHchopManHje KOMIICH3Yje CHHTYJIAPHO MOHAMIAKkEe HWHTETpPaHua, ma je
TpaHcopmucana (QyHKIHMja orpaHuyeHa. Jlpyrauuje mnocmarpaHo, Oupa ce HeyHUDOpPMHH
pacriope; Tauaka 3a HyMEpPHUYKY WHTETpaldjy TakaB Ja MUHHMH3Hpa Opoj MOTpeOHMX Tadaka 3a
yHarpen nepUHUCAHY Ta4yHOCT MHTerpaia. Kama je CHHTYJapuTeT MOTUCHYT, €KCIIOHCHIIHjalTHa
KOHBEpreHuyja rpemke odezdoehena je kopumhemem [ayc-JlexanapoBe HyMmMepHUKe HHTErpallvje
[52]. Benrka BpeHOCT TEXHHMKE MOHMINTABAA CHHTYJIAPUTETA j€ y jeTHOCTABHOCTH MPUMEHE U
HE3aBUCHOCTH Off O0iMKa moauHTerpanHe (yHKIuje. Y OBOj JOKTOPCKOj aucepranmuju he
MHTETPAJIM Ca CUHTYJIAPHUM MOJUHTErpaTHUM (DyHKIMjaMa OMTH pElIeHH ca BUCOKOM Ta4HOIINY
yIpaBo KopuIIhemeM cMeHa KOje TIOHUINTAaBajy CHHTYJIapUTETE.

[IpBu mOKyIIaju Ja Ce TEXHHWKE IOHUINTABakba CHUHTYJIAPUTETAa UMILUIEMEHTUPA]y Y METO.
momeHata cy [45], [48], a moromHe cy 3a HHTErpandjy KBa3sHCHHTYJapHUX (QYHKIHja Ha
TpoyrioBuMa. TexHHKa je YCIIEIIHO MPOLIMpEHa Ha YeTBOPOYTIIOBE, 3ajeIHO ca GyHKIMjama Oa3uca
Bunrer pena [49]. Hben HemocTarak je 3aBHCHOCT 0j OOJIMKA TPOyTja MO YMjOj MOBPIIH C€ Paau
MHTErpanyja, OJHOCHO METOJ TOoCTaje HeeuKacaH Kaga Cy TPOYIJIOBH JIepOpMHUCAHU. AyTOpHU Yy
[34] npeanaxky mocTynak MOHHUINTABambha CHHTYJIapUTETa ca Op30M KOHBEPIeHIIMjOM 0e3 003upa Ha
00JIMK TpOyTIIa HaJ KOjuM ce nHTerpanu. OBaj ce paj Takohe mpeBacXoJHO OHOCH Ha MHTETrpanujy
KBa3ucuHryiapHux ¢yHkuuja. Tpanchopmannja cuHyc XunepOOJIMYKUM 3a pauyHame MHTerpalia
KBa3HUCHHTYJIAPHUX MOJUHTETPATHUX (DYHKIIMja HaJ TPOYIJIOBMMA IpeaioxeHa je y pany [42]. V
pamosuma [37], [38] ayropu kopucte anpoxkcumaiijy I'puHoBe pyHKIMje 03 CHHTYIapUTeTa, KOja
nak ojrosapa I'puHoB0j QyHKIMjU GUATpUpPaHO] HUCKONpOIyCHUM ¢uiTpoM. [Ipu Tome ce rpemka
Koja je yHera ampokcumanujom ['puHoBe GyHKIHjEe OeIMMUYHO YyOJjakaBa oirosapajyhom
JTMCKPETH3aIMjOM JOMeHa WHTerpanuje. [loHumTaBame cuHrynapurera obdnwka 1/R y 3-D
eNIeKTPOMAarHeTCKUM MpodaeMuma, Koje 3ajeHo ca ['ayc-JlexxannpoBoM uHTErparmjom omoryhasa
MAIIMHCKY Ta4yHOCT HWHTErpaia, NpeajiokeHo je y u pamoBuma [42], [44]. Tpanchopmanmje
npomensbuBUX Y [41] omoryhaBajy pauyname ['aJepkHHOBHX HHTErpajia ca BpPJO BHCOKOM

TavyHOINNY y Clydajy paBHHX U KpuBHX 3-D enemenara ca cunrymapureruma oosnmka 1/R u 1/ R?.
[TorogHe Tpancdopmalije MPOMEHJBUBHX YBEJCHE CY 3a pauyHame HHTerpaia 10 npeaeduHucane
Ta4yHOCTH, a Koju ce cpehy mpu aHanmm3m ocHO-cuMeTpu4yHHMX MeTanHux crpykrypa [50]. To je
omoryhuiio kopuirhemhe MakCHMaIHO OPTOTOHATHHMX OasucHUX (yHKIMja (eHriecku: max-ortho
basis functions) Bp;io BHCOKHMX peloBa NMpHU aHAIM3UW METATHHX OCHO-CUMETPUYHHUX CTPYKTYypa
MeTOJIOM MoMeHaTa. JlogaTHo, 3a WHTerpanujy QyHKIHMja ca JIOTApUTAMCKUM CHHTYJIapUTeTHMa
NOCTOje U TabenmpaHe TeXXHHE U ancluuce 3a HyMepudky uHTerpanmjy [53]-[55], anu ce one mory
MCKOPUCTHTH CaMO Y CITy4ajy paBHUX eJIeMeHaTa.

Behuna nomMmeHyTuX cMeHa O/IHOCH c€ Ha CUHTYyJapuTeTe u3 aHanuse 3-D cTpykTypa, na ce He
MOTy JUPEKTHO MPUMEHUTU Ha Jpyraudje CHHryiapurere koju ce cpehy mpu anamusu 2-D
eJleKTpoMarHeTckux npobiema. C apyre crpaHe, paJoBU Ce yIiIaBHOM OaBe KBAa3MCHUHTYJIAPHUM

4



MOAMHTETpaTHUM (yHKIIMjama, I0K heMo ce y 0BOj AucepTanuju OaBUTH IPAaBUM CHHTYJIApUTETHMA
U pauyHameM MHTErpajia J0 BPJIO BUCOKE (CKOPO MAIIMHCKE) TAYHOCTH.

Y nmpBoM pneny pauceprandje Ouhe omMcaHa eIeKTPOMAarHeTCKa aHajin3a TEOPH|CKH
0eCKOHAYHO AYrayKuX CTPYKTYpa, Tj. 2-D cTpyKTypa, rae cy mpoMeHe 1mojba y caMo JBE JUMEH3H]e.
Omna je Ba)kHA y MHOTMM TEOPHjCKHM W MPaKTHYHMM pasmatpamuma [2]-[4], [7], a najuemihe ce
KOPUCTH y aHaJIM3H Pe(IICKTOBAHOT M TPAaHCMHUTOBAaHOT Tanaca [4] u y aHanmu3u BomoBa [56]. V
¢dokycy he Outu 2-D pacejaum Ha koje Hamma3u paBaH, yHH(OpPMaH Tajac y TPaHCBEP3ATHOM
marHeTckoM (eHriecku: transversal magnetic, ckpaheno: TM) wnmm y TpaHCBep3aJHOM
enekTpuuHoM (eHrieckw: transversal electric, ckpaheno: TE) mony' [4], [57]. Pacejaum cy
OeckoHauHO TaHKe 2-D cTpykType (Tpake), a Koje Cy HampaB/be€HE O CaBPIICHOT MPOBOIHUKA
(enrmecku: perfect electric conductor, ckpaheno: PEC).

Hpyru neo nucepramuje mocBehen je moce6Hoj kimacu 3-D crpykrypa koje mocenyjy
porarrony (OCHY) CHMETPH]jy, Tj. POTAllHOHO CHMETPUYHHMM CTpyKTypama (enriecku: body of
revolution, ckpaheno: BOR). Poranujom jeane miuanapHe KpuBe (TeHepaTpUCe) OKO 0Ce CUMETPH]E,
KOj€ JIeKe Yy MCTOj paBHHU, HacTtaje BOR ctpykrypa. OHe cy mpeaMmeT ucTpakupama Beh BuIIe o1
nmona Beka [50], [58]-[66]. 3uauajue 300r CBoje yiore y aHaJ M3H KOAKCHjaJIHHX CHCTEMa,
palapcKux cucTema, reo(pU3NIYKIX UCTPAKUBamba U JIp. MOTHBaIIM]a 32 IEKTPOMArHeTCKy aHaIU3y
POTAllMOHO CHMETPUYHUX CTPYKTypa y OBOj JHMCEpPTAMjH TpOHW3aluia je W3 MoTpede 3a MITo
TAYHUJUM HYMEPHUUYKUM MOJICJIOM KOMOpe KOpHuIIheHe 3a MeEpeme pellaTHBHE KOMILIEKCHE
MEPMUTHUBHOCTH HEMAarHeTCKux marepujana. Cama KOMOpa MOCeayje pOTalliOHy CHMETPH]Y, Kao U
y30pLIK MaTepHjasia koju ce Mepe. Hermo3znatu napamerpu MaTepujaia u3/iBajajy ce ynopehupamem
u3MepeHor koepuimjeHTa peduiekcuje W OHOT JO0OMjeHOr W3 HYMEpPHYKOr Mojeia 3a
MPETIOCTaB/bCHE JMEICKTPUYHE TapamMerpe y30pka. JMeNeKTpHuHH MapaMeTpu H3PaXeHH Cy
TIPEKO KOMILIEKCHe? pellaTHBHE TEPMUTHBHOCTH &, = &, —j&", = &', —je', tan § uim, eKBUBANEHTHO,

eJaTHBHE IEPMUTHUBHOCTH €', M TaHreHca yIya ryouraka tand.
r

3axBasbyjyhu porannonoj cumerpuju, opakas 3-D nmpobiieM Moxke ce cBecTH Ha aHanu3y 2-D
npeceka, YUMe Ce 3HauajHO pelyKyje HeroBa KOMIUIEKCHOCT M padyyHapCKO BpeMe MOTpeOHO 3a
HyMepHuKy aHanu3y. [Ipu Tome MOKeMOo pa3IMKOBaTH JBE MOATpyIe. AKO je B modyaa poTarroHO
cumerpruHa (Ha npuMep TEM mpcreH MarHeTCKHMX CTpyja MM TauKacTH T'€HepaTop CMEUITEeH Ha
ocH cuMeTpuje), y cBakoM 2-D mpeceky koju campku OCy CUMETpHje peliemhe mpodiieMa je UCTO.
Axo mak cama mo0Oyzaa HUje pOTalMOHO CHMETpHYHa (Ha MmpuMep paBaH, YHU(POPMaH Tajac KOjH
HaWjga3W W3 jEJHOT TIpaBlia), OHJAa CBakk oJ mnomeHytux 2-D mnpeceka wuma paznuduro
€JIEKTPOMAarHeTCKO pelemhe. Y APYroM Cilydajy aHajiu3a pOTALMOHO CHUMETPUYHHUX CTPYKTypa
MOJKE ce CBeCTH Ha cepujy aHanmmza 2-D mpeceka kopumthemem O0pze @ypujeoBe Tpanchopmanmje
(eurnecku: fast Fourier transform, ckpaheno: FFT) [58]-[64]. Kaga je u moOyaa poTaruoHO
cUMeTpHYHa, pobseM ce cBoau Ha aHanmu3y jexHor 2-D mpeceka [50], [65]-[67]. Ox untepeca 3a
OBY aucepTanujy Ouhe pOTalMOHO CHMETpPUYHE CTPYKType HamajaHe POTalMOHO CHUMETPHUYHOM
noOynoMm. EnemenTn came cTpykType Mory Outh oa Merana (ca uiau 0e3 ryburtaka) wid
nueneKkTpuka (ca niam 0e3 ryouTaka).

1.2.  JIONPMHOCH UCTPAKUBAIbA

VY nocnenmux 70 ToauHA MOCTOJU CTANTHO MOoBehame pacmoyioKUBUX padyHApCKUX pecypca,
Koje oTBapa MOTyhHOCT 3a €JIeKTpOMAarHeTcKy aHaJlu3y ca yHamnpesa AeguHucaHoM TayHolnhy 3a
BpeMe MpPHUXBATJbUBO y MHXKEeHepckoj mnpakcu. [locToju pactyhu nHTEpec 3a eIeKTpOMarHeTCKOM

1 360r jenHOCTAaBHOCTH H3paXkaBama, y 0BOj JOKTOPCKO] AUcepTauuju he ce mojx TepMUHOM MOJ IOAPa3yMeBaTH
yHH(pOpPMaH, paBaH, JIMHU]CKH MTOJIAPU30BaH Tajac.
2'Y 0BOj McepTalUjU KOMIUIEKCHU 6pojeBH Hehie OMTH MOJIBYYEHH.
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aHAIM30M JI0 MAIIMHCKE TaYHOCTH, Tj. Ca CBUM 3Ha4ajHUM I(]pama Koje padyHapcKa IpeacTaBa
OpojeBa ca JBOCTPYKOM Ta4HOIINY MOXe Jja MOIPKH.

PanoBu koju ce GaBe WHTETpanyjoM CHHTYJApHUX (QYHKIMja, OWIO EKCTpaKIHjoM, OHIIO
MOHUIITABAKEM CHUHTYJIAPUTETA, YIJIABHOM C€ OJHOCE HA KBA3UCHUHTYJAPUTETE M CHUHTYJIAPUTETE
Koju ce cpehy npu 3-D enekTpoMarHeTckoj aHaJM3U METOJ0OM MOMeHara. Kako cy cHHTylnapuTeTH
npu 2-D ananms3u apyraudjer obnuka (M pa3iMyUTH 33 Pa3IUYMTE TUIOBE MOOyZa), Ha HUX HE
MOTY OWTH AUPEKTHO MPUMEHEHE HCTE CMEHE, OJTHOCHO EKCTPaKITHje.

Y 0BOj nucepranMju TPENJIOKEHE Cy CMEHE 3a KOje je TEOPHjCKM M HYMEPUUYKUM
eKCIICpUMEHTUMA  JIOKa3aHO Ja T[OHWIITaBajy CHUHTYJIApUTeTe KOju ce cpehy mpu
eJIEKTPOMarHeTckoj ananusu 2-D cTpykTypa Kajga ce 3a anpOKCHMalWjy T'yCTHHA CTpyja KOpHCTE
MMOJIMHOMHM Kao 0azucHe GpyHkKije. ['ycThuHe cTpyja MOTy ce MpeacTaBUTH Kao (PyHKIHja caMo jeTHE
(KpUBOJIMHU]CKE) KOOpJHMHATE, Ma Cy HWHTETpald INpH OBOj aHAIW3W JHHUjCKA. CBaka on
MPE/UIOKEHUX CMEHa MOHHINTaBa CBe cuHTynapurere 2-D aHanmu3se, mITO 3HaUM Ja je IOBOJHHO
KOPUCTHUTH jeiHy cMeHy U y ciydajy TM u TE moza nHImaeHTHOT Tanaca.

Tpanchopmanmje cy HMIUIEMEHTHPAHE Ha padyHapy ca penpe3eHTanujoM OpojeBa y
JIBOCTPYKO] TAuyHOCTH W TIOKa3aHO je€ Ja ce, HaKoH IUXOoBe mpuMeHe, [ayc-JlexxanapoBom
KBaJ[paTypHOM HWHTETPAILlMjOM IOCTHXE BHCOKa TayHOCT (OimcKka MammHCKOj). Pa3smarpane cy
TpakKe Koje Cy y MOMPEYHOM IMPECEKy Pa3IUuuTHX 00JIHMKa, O TOTIYHO paBHE JI0 BPJIO 3aKpUBJbEHE
napabosie, 3aTUM pa3IMYUTHX OTBOPEHUX M 3aTBOPCHUX IMONMPEYHUX IMpeceka. Hymepuukum
eKCIIepUMEeHTHMA TIOTBpHEHO je Ja je 3a CBakW OJ pa3MarpaHux oOnmka Moryhe w3padyHaTtu
WHTErpajie ca BUCOKOM Ta4yHOIINY, OHOCHO Jia OOJIHMK MOMPEYHOT MPeceka MOXe OMTH MPAKTHYHO
MIPOU3BOJHAH AKO C€ KOPHUCTE MPETIOKEHE CMEHE.

CBaka o cMeHa MMa jellaH WM JBa IapamMerpa YUjUM je ONTHUMAIHHM IOJCIIaBambeM
onpehen muHMManaH Opoj Tayaka 3a ["ayc-JlexxaHapoBy HWHTErpammjy HaKOH KOjeé C€ TOCTIIKE
BHCOKAa TayHOCT. YmopehuBameM MOTPeOHOr Opoja MHTETPAIMOHMX Tadyaka 3a BHCOKY TauyHOCT
CBUX pa3MaTpaHHX CMEHa, MOXE ce MPUMETHTH Ja cy pazimke oko 10 %. YTepheno je u ga 6poj
Tayaka MHTErpalyje NpPeBacXOJHO 3aBHCH OJ CJICKTPUYHE IIUPUHE TpPaKe, OJHOCHO O]
MaKCHMAaJTHOT pefa kopuiitheHe 6a3ucue GyHKIuje.

Ha jeaHoj ox cMeHa cripoBezieHa je cepHja HyMEpUUYKUX eKCIIepUMeHaTa Ha OCHOBY KOjUX Cy
anpoKCUMHUpaHe aHAIUTHYKE GopMmyJsie 3a oApehuBame napaMerapa Tpanchopmanuje u noTpedHor
Opoja MHTErpallMOHMX Tayaka 3a BHCOKY TAayHOCT, a KOj€ 3aBHCE CaMO O]l HEHE EJEeKTpUYHE
MHUpHUHE, annd He B obmuka 2-D cTpykType wim MoJa MHIUACGHTHOT Tajaca. ThMe je mpeaoxeHa
ayTOMaTcKa Ipoleaypa KOJOM C€ CHHTYJIapHH HHTErpald MOTY HM3padyHaTH ca BpJIO BHCOKOM
TavyHOIINy aKo je rmo3Hara camo mupuHa Tpake. [Iporenypa je BepudpukoBaHa Ha MpUMEpUMa TpaKa
KOje HUCY OHJIe y CKYITy eKCIIepUMeHaTa Ha OCHOBY Kora Cy aHaJIMTHUKe (opMyJie alpOKCUMHUPAHE.

Bucoka tauHoct mHTerpanuje omoryhuna je xopuniheme (yHKIHMja 0a3uca BpJIO BUCOKOT
pena mpH IeN0J0OMEHCKO] aHalu3M Koja je oBae crhpoBeneHa. Kao mrTo je Beh peueno, 3a
[IEJIOIOMEHCKY aHalM3y MOTpeOHe Cy TPH IO YETHpPHW HETO3HaTe 10 TallaCHOj AY)KMHHU Kaja ce
Kopucte ¢yHkuuje 6a3uca BUcokor pena. Onarie cieau Ja je 3a eleKTpuuku Behe cTpykrype
notpedaH BUIIHM pej apoKCUMaIlije, a CHHTyJIapHe HHTerpaie ca GyHkijama 6a3uca BHUILET peaa
Texe je u3pauyHaTH. Mmak, Kako cy MNpeIoKEHUM CMEHamMa CHUHTYJIApUTETH MOHUILTEHH, TO
TayHOCT HWHTerpajia HakoH [‘ayc-JIexxaHIpoBe WHTErpalje NpeBacXOAHO 3aBUCH O] Opoja
pauyHCKHX orepaluja Koje je MoTpeOHO CIpOBECTH, OAHOCHO Opoja MHTErpallMOHUX Tadaka. Kako
je cama omoryheHna BHCOKa TAYHOCT MHTETpaja ca BpJIO BUCOKUM pefoM O0a3ucHUX GyHKIH]ja, TO j&
Moryhe CTpyKTypy HOJENUTH Ha EJNeKTPUYKH BPJIO BEIUKE eneMeHTe. Tume ce MoCTHke Opxka
KOHBEPIreHIM]ja eJIEKTPOMAarHeTCKUX pe3yJiTaTa Y OJJHOCY Ha CUTYyaIlM]y Kaja ce Kopucte QyHKIIH]je
6a3uca HyNATOI pela ca UCTUM OpojeM Hemo3HaTux (anu BehuM OpojeM eneMeHaTa CTPYKTYpe).
OcuMm Tora, 00Jb€ Cy ampoOKCHMHUpaHa CHHTYJapHa TOHAIlamka CTpyja Ha KpajeBUMa CTPYKTYype.
MakcumanHa OIMpUHA Tpake 3a KOjy j€ CHpPOBEleH HYMEpHYKH EKCIIEPUMEHT paudyHama
cuHrymnapHor unterpaia je W=16000 A , rae je A TajmacHa IykHHa y ci1000gHOM mpocTtopy. [lpu

Tome je pen 6asucue dynkiuje 6mo 56000. [Topehema pamu, Makcumanan pen QpyHknuja O6a3uca
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KOjU Ce TPEHYTHO KOPHCTH Yy KoMmepljarHoMm codTBepy je oko ctotuHy [68]. Mmak, Ha Tparm
enexktpuyHe mmpuHe W=16000 A HuCy u3pauyHaTe anpoKCUMallMje TYCTHHA CTPYja, jep je Bpeme

W3BpIIaBama IporpamMa OWII0 HENMpUXBaT/FUBO nyro. Hajeeha Tpaka Ha Ko0joj cy H3pauyHare
ampoKcuMalldje rycThHa cTpyja je mmpune W = 4000 A .

Pesynratm Hymepuuke aHaiuM3e ca OPEAJIOKEHUM CMEHama, Tj. IEJI0JIOMEHCKE
ampoKCHMaIlFje TYCTHHA CTpyja Ha Tpakama, Bepu(HKOBaHU cy ynopehuBameMm ca pesynraruma
IO0MjeHUM KOMEpIHMjaTHUM CO(TBEpOM. ANpPOKCHUMAIMje KOHBEPTUPAjy OHEKIEC pa3IMuUTUM
BpEIHOCTHMA, MOCEOHO Yy OKOJMHU KpajeBa, Ma ce Ha Tpakama mupuHa a0 W=400A oHe

pa3nukyjy 3a oko 1 %, mocmaTpajyhu cBe mpaBIle HHIIUISHTHOT Tajaca.
Tpake Beoma BENIMKUX €JIEKTpUUHUX ImupuHa, g0 W=4000 A, Takohe cy aHanmu3upaHe

MPEJIJIOKEHUM MOCTYIIKOM, HAKOH 4Yera je JoOWjeHa alpoKCcCHMaInja TYCTUHE cTpyje ynopeheHna ca
anmpoKcUMaIMjoM u3 KoMmeprujaaHor codtBepa. OBUM je MOTBpHEHO na ce IeJI0JOMEHCKA
arnpoKCcHMaIFja CTpyja Ha Tpakama MOXK€ KOPUCTUTH H 32 BPJIO IIMPOKE TPaKe MOJ YCIOBOM Jia Cy
CIEMCHTH MATpUIC CHUCTEMa, Tj. CHUHTYJIAPHM WHTETPaIM, M3padyyHAaTH ca BUCOKOM Ta4HOIIOy.
Jlpyrum pedrmMa, eJIeMEHTH CTpyKType mory Outm aumensuja u mo 4000 L. OBo je yjenHo u

MaKCHMallHa OIMPHHA TPaKe aHaJM3HpaHa IeJT0AOMEHCKOM aHainn3oM. Pa3ior orpanuyema je mpe
CBera y €aMoj pauyyHapCKO] MMIUIEMEHTALMjU KOjOM Cy 3a OBY TpPaKy 3ay3€TH CBU PauyyHCKH U
MEMOPHjCKH PECYpPCH Ha JOCTYITHOM padyHapy.

[Topen mHymepuuke aHanuse ca BUCOKOM TauHomhy 2-D ctpykrypa, mucepranmja ce 6aBu u
HYMEPHYKOM AaHaJM30M Ca BHUCOKOM TAauyHOIINY pPOTAlMOHO CHUMETPHUYHUX CTPYKTypa. AKO
u3y3MeMo ommry aHamusy 3-D cTpykTypa, y OTBOpEHOj JMTepaTypd HeMa MOCTyHakKa KOjH
aHATM3UPajy POTAIIMOHO CHMETPUYHE METANO-IUEIEKTPHYHE CTPYKTYpe METOJAOM MOMEHaTa ca
BUCOKOM TauHomhy. MoTuBanuja 3a 0Baj /1€0 UCTpaKMBama MOTHYE O] MOTpede 32 HyMEPHUKUM
MOJICJIOM POTAI[IOHO CHMETPHYHE KOMOpE 3a Mepermhe MUENEKTPUYHHMX Iapamerapa Ha BHCOKUM
y4ecTaHOCTUMA.

VY OKBUpY OBE JIOKTOPCKE JWCEpTalHje MPEAJIOKEHA jeé CMEHa KOjOM C€ MHTETPald KOjHu ce
cpehy mnpum aHanmuM3W pOTANMOHO CHUMETPHYHHUX CTPYKTypa METOJOM MOMEHara, HaKOH
["anepknHOBOT TecTHpama, MOTY H3padyHaTH ca BHCOKOM TauHomihy. Kako cy wHTerpamm cana
MOBPIIMHCKH, TO CE CMEHa OJHOCH Ha jBe koopauHare. C npyre crpaHe, Beh je peueHo na je y
cBakoM 2-D mpeceky koju caapike oCcy CHMETpHje pelieskhe mpodiieMa HCTO Kajia je U modyaa OCHO
cuMmeTpuyHa. Mnak, mpeTxoaHo NpeaokKeHe CMEHe Ce cala He MOTY TUPEKTHO UCKOPUCTHUTHU. Jenan
pasJIor je IITO Cy MHTETPaJId cajia MOBPIIMHCKHU, jep Cy CTPYje U HaelIeKTpHUCama PacloieJbeHH 0
1IeJI0] TOBPLIM CTPYKType, Ia IOCTOjU M Jpyra KOOpJIMHAaTa Kojy je Takohe mnoTrpeGHO
TpaHchopmucatu. Jlpyru pasiior je mTo ce MpH aHAJTU3W POTAIMOHO CHUMETPUYHUX CTPYKTYpa
110jaBJbYjy ¥ HEUITO JIpyraduju OOJIHMIIM CUHTYJIapUTeTa.

Kopucrehu ce npeasokeHoM aHalnM30M ca BUCOKOM TadHoOUIhy, MPEeAICTaBIbEH j€ HyMEpUUYKU
MOJIeJI POTALMOHO CHUMETPHUYHE KOMOpE 3a Mepeme IUENeKTPUYHMX IapaMeTapa MaTepujaina.
3axBasbyjyhu mpeiokeHo] CMEHU TauHOCT pe3yJiTaTa IpeIoKEeHOI HyMEepHUKor Mozena Beha je
OJl TAaYHOCTH CaMHX MeEpema, a MOJEIN je YCHeIHO KOpHIIheH MpH H3/Bajamy IUEIEeKTPHUYHUX
nmapameTrapa marepujana. JlogaTHO, pa3BojeM OBOT HYMEPHUYKOT MOJela 3HAa4yajHO j€ MoMepeHa
ropma IpaHulla Meperma rapaMerapa JUeNIeKTpHKa JOCTYITHOM KOMOPOM JTyOOKO Y MHKpOTajlacHe
ydecTaHocTd. [IpeTxomHO orpaHWueme ydecTaHOCTH Omio je Ha oko |1 GHz, a mocnemuma je
kopuihema KBa3UCTaTHUKOT Mojienia komope [65].

Behuna kiby4HUX TOMpUHOCA OBE AHUCEpTalMje MyOJuKOBaHa je y:

e J. G. Perovic, D. I. Olcan, B. M. Kolundzija, and A. R. Djordjevic, “A Singularity
Cancelation Transformation for Entire-Domain Analysis of 2-D Structures With High-
Precision Integration,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 67, no. 4, pp. 2522-2533,
Apr. 2019, doi: 10.1109/TAP.2019.2891401 (M21, IF 2019 = 4,371) [14]

e J. G. Petrovic, D. I. Olcan, N. N. Obradovic, and A. R. Djordjevic, “High-Precision
Method of Moments Applied to Measurement of Dielectric Parameters at Microwave
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Frequencies,” IEEE Trans. Microw. Theory Tech., pp. 970-979, 2021, doi:
10.1109/TMTT.2021.3136294 (M21, IF 2021 = 3,599) [66]

e J. G. Perovic and D. I. Olcan, “An Entire-Domain Analysis of Very Large 2-D
Scatterers in TM mode Using Gegenbauer Polynomials,” in 2019 IEEE International
Symposium on Antennas and Propagation and USNC-URSI Radio Science Meeting,
Atlanta, GA, USA, Jul. 2019, pp. 561-562. doi:
10.1109/APUSNCURSINRSM.2019.8888988 (M33) [69]

e J. G. Perovic and D. 1. Olcan, “An Entire-Domain Analysis of Very Large 2-D
Scatterers in TM mode Using Gegenbauer Polynomials,” in 2019 IEEE International
Symposium on Antennas and Propagation and USNC-URSI Radio Science Meeting,
Atlanta, GA, USA, Jul. 2019, pp. 561-562. doi:
10.1109/APUSNCURSINRSM.2019.8888988 (M33) [70]

e J. G. Petrovi¢ and D. 1. Ol¢an, “Solving 4,000 Wavelengths 2-D TM Scatterer Using
Entire-Domain High-Precision MoM,” in 2021 IEEE International Symposium on
Antennas and Propagation and USNC-URSI Radio Science Meeting, Marina Bay
Sands, Singapore, Dec. 2021, pp. 1337-1338 (M33) [71]

e D. 1 Olcanand J. G. Petrovic, “Advances in entire-domain high-precision 2D method
of moments analysis,” in Proceedings of 15th Interantional Conference on Applied
Electromagnetics, Nis, Serbia, 2021, pp. 19-22 (M33) [72]

1.3. CTPYKTYPA JIMCEPTAIIAJE

Jucepramyja je moJespeHa y IeT MOoraBiba.

Kparak yBox y mpobieme Kojuma ce Jucepranuja 6aBy, nperies JUTepaTrype, Kao U CaXKeTak
TJIABHUX JONPUHOCA PelIehUMa TUX MPo0OieMa MPUKa3aHH Cy y OBOM IOTJIABIbY.

VY nornasspy 2 1aT je KpaTak Mperie] peliaBamba cucteMa MakcBelOBUX jeJHAYMHA METOJJOM
MOMEHaTa y ommTeMm ciyd4ajy. Hajmpe cy y oxemumma 2.1 m 2.2 mpencraBibeHe MakcBenoBe
JeHaYMHE Y CBOM OCHOBHOM OOJIMKY, Y BPEMEHCKOM U KOMIUIEKCHOM ((PEKBEHLIMJCKOM) JIOMEHY.
3atuM cy y 0J1eJbKy 2.3 YBEACHN MarHeTCKH N3BOPH 110Jba, CTPYj€ M HACIEKTPHCamha, HAKOH Yera Cy
MakcBenoBe jeqHauMHE W (OPMATHO MPOLIMPEHE MArHeTCKUM M3BOPHMA 10JbA Y OJEJbKY 2.4.
VBeneHN Cy MarHeTCKd W €JeKTPUYHH BEKTOp M CKajap MOTEHIWjald y OfAeJbKy 2.5, rae je
MOKa3aHo U Jia ce€ MOMEHYTH CUCTEM jeJHaYMHa MOXKe TpaHC(HOpPMHUCATH TaKO Jia Cy TyCTHHE CTpyja
HErno3HaTe BeIMYMHE. Y 07eJbKy 2.6 JaT je KpaTak OCBPT Ha TEOPEMY MOBPIIUHCKE CKBUBAJICHIIH]E,
koja he Outm kopumiheHa mpu pelIaBamy €JIEKTPOMArHeTCKUX MpolseMa y OBOj AMCEpTaLUju.
Anpokcumanyje TYCTHHa TOBPUIMHCKHX CTpyja YBeIE€HE Cy VY OJeJbKy 2.7. 3atum je y
onespMa 2.8 u 2.9 MIyCTpOBaHO Kako c€ W3 cucTeMa MakKCBEJIOBUX jeJHAuMHA, y CIy4ajy
CTPYKTypa KOje caJip’ke caMO METalTHE CerMEHTe, J0JIa3H J0 CHCTEMa JIMHEAPHUX jeHa4YNHa, Yhje
Cy peleme KoeQUIMjeHTH y anpokcumaijama crpyja. CiudHo je ypaheno u y onesbky 2.10 3a
METaJIO-AUETIEKTPUIHE CTPYKTYpE.

JIBOAMMEH3MOHAITHY MTPOOJIEMH M MPEIJIOT MOCTYIKA HBUXOBE aHAIN3€ ca BUCOKOM TayHourhy
NpUKa3aHU Cy y Mornasipy 3. ['eomeTpuja aHanM3upaHUX CTPYKTYypa U cama IocTaBKa rpobdyiema cy
ormmcanu y onespituma 3.1 u 3.2. M3pa3u 3a pacejaHo moJbe y KOHKPETHHM IPOOJIeMUMa JIaTH CY Y
oJIesbKy 3.3, HAKOH Yera je y oJleJbKy 3.4 TUCKYTOBaH M300p 0a3MCHHUX M TSKUHCKUX (YyHKIHja. 3a
Oa3vcHe QyHKIHje n3a0paHu Cy OPTOTOHAJIHU MOJUHOMH, U TO Y HajBehem Opojy mpobiiema y oBOj
aucepranvju JlexaHApOBU MOJMHOMH, JOK Cy H300p TexuHCKuX (yHkuuja IupakoBu (menra)
UMITYJICH, Tj. KOpUIINEHO je moienaBame y Taukama. Kako je nmpu popmupamwy cucreMa JMHEapHUX
JeHaYMHAa pPAYyHCKM HAaj3aXTEBHHUJH 3aJaTak padyHame eJeMeHaTa MaTpulle CHUCTeMa, Tj.
WHTETpaja ca CHHTYJAPHUM IIOJAWHTETpATHUM (YHKIHjamMa, y OJIeJbKy 3.6 mpelncTaB/beHa je
OCHOBHA MJI€ja TIOHUINTaBamba OBHUX CHHTYJApuUTeTa yBolemeM IOTOJHUX CMeHa ca onpeheHum
ocoomrama. OHa je paspalheHa y ojesbKy 3.7, TJIe je NMPHUKa3aHO HEKOJMKO EHUX pealln3aluja.
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Jlokasu J51a TIpeaIoKeHE CMEHE 3aucTa TOHHINTABajy CHHTYJIapuTeTe Koju ce cpehy y
eJIeKTpoMarHeTckoj ananusu 2-D npobnema natu cy y ogesbky 3.8. HakoH mTo cy cMeHe yBeZeHe,
MHTETpaJM ce€ MOy H3pauyyHaTH ca BHMCOKOM TayHomihy kopucrehu ce cranpapaHom [ayc-
JlexxannpoBOM HyMepHUYKOM MHTerpanujoM. Haunn npouene Opoja taunux mmdapa kopuiiheH y
OBOj AMCEpTaLUjU IpUKa3aH je y oAesbKy 3.9. OnTuMaiHUM 0JIEIIaBakEeM I1apaMeTapa CMeHa, Kao
IITO je TO onucaHo y oaesbky 3.10, moryhe je cmamuTH Opoj MOTPEOHUX MHTETPAIMOHHUX Tayaka 3a
MakcUMalHy Ta4HocT. JlonaTHa aHajm3a jeqHe o cMeHa (CMeHe ca eKCIIOHCHIMjalHUM YIAHOM),
KOja ce Ipe CBera 0JIHOCH Ha MpoIeHy Opoja NOTpeOHNX MHTErPAllHOHMX Tauyaka 3a HHTETpalujy ca
BHCOKOM TayHoIhy, nmpuka3aHa je y ofesbky 3.11. V uctoMm ojesbKy omnmcaHe cy U ONTHMHU3AIIN]E
KOje Cy MMalie 3a IJb CMamhemhe MOTPEOHOr Opoja MHTETPallMOHUX Tadaka 3a BHCOKY TayHoOCT. Ha
OCHOBY BEJIMKOI 0Opoja CIPOBEACHHUX HYMEPUUYKUX EKCIIepUMEHaTa, [apaMeTpu jelHe OJ
MPEJIOKEHUX CMeHa (CMEHE ca TaHTeHCOM), Kao W MoTpedaH Opoj MHTETrpallMOHUX Tadaka 3a
MHTETpalyjy ca BUCOKOM TayHOIINy, apOKCUMHMpaHU Cy aHAIMTUYKUM (popMyliama Koje 3aBHce
caMo O]l eJeKTpUYHe mupuHe aHamusupane 2-D crpykrtype. Tume je mpemiokeHa ayToMmarcka
Ipolelypa 3a MHTerpalujy ca BUCOKOM TauHollhy, eTajbHO OnMcaHa y oJesbKy 3.12. AHaIUTHUKU
n3pas3u Bepu(UKOBAHU Cy HA IPUMEPUMA CTPYKTypa KOje HUCY OHJie y eKCIIEPUMEHTUMA Ha OCHOBY
KOjUX cy aHanuTudke ¢opmyne uspeneHe. Kpajmu umb Hymepuuke ananuze 2-D pacejaga Ouo je
padyHame TYCTHHA TOBPIIMHCKUX CTpyja Ha HMCIUTHBAaHUM CTpykTypama. Jla Om moOujeHun
pe3yaTatu OWIM IMPOBEPEHH, OHM cy ynopeheHu ca pesyinTaTuMa KOMEpLHjaaHOr coTBepa M
3ajemHO mpeacTaBibeHn y oxaesbky 3.13. Konawno, m36op JlexxaHapoBux monmHOMa 3a Oa3ucHE
dbyHKIMje, Ka0 U Kpatka auckycuja o I'erenbayepoBuM u UeOuieB/beBUM IMOIMHOMUMA Kao
0asucHuM (yHKIHMjaMa y ampoKCHManujama cTpyja npu aHammsu 2-D crpykrypa, gatu cy y
onesbKy 3.14, unMe je 0BO MOTIaBJbe 3aKJbYUEHO.

Hymepuuka ananmza ca BucokoMm tayHomhy 3-D cTpykTypa ca pOTalOHOM CHMETpPHUjOM
(BOR ctpykTypa) mpeacraBibeHa je y moriaBiby 4. MoTuBaIlMja HyMEpPUYKE EICKTPOMArHeTCKe
aHaJM3e MOMEHYTUX CTPYKTYpPa, KOje Cy CacTaBJbEHE JEIIOM OJf METAHUX, a JIEJIOM O/ JI€0-TI0-7I€0
XOMOT'€HHX JIMEJIEKTPUUHUX €JIEMEHATA, je U3/IBajambe JUEeIEKTPUUHUX IapaMeTapa HEMarHeTCKUX
Matepujana. Ta aHanm3a je neTasbHO onmcaHa y oaesbky 4.1. Ommc reomMeTpuje jeqHOr eJIeMEeHTa
CTPYKTYype, oJroBapajyher J0kaaHOr KOOPAMHATHOT CUCTEMA U BEJIMYMHA KOje ra KapaKTepuIly JaT
je y oneipky 4.2. Kopumhena moOyma y HymepudkuM mojenmuma je TEM mpcTeH MarHeTcKux
CTpyja, YMjU je KpaTak OmMc JaT y ojesbky 4.3. JeaHa o NpPEeJHOCTH aHaliMu3e POTAILMOHO
CUMETPUYHHX Yy OJIHOCY Ha OMIITH ciiy4aj 3-D cTpykTypa je mTo ce rycThHe MOBPIIUHCKHUX CTpYyja
MOTY MPEJICTaBUTH Kao QyHKIMje camo jeaHe koopauHare. O Tome he Outh peun y onesbky 4.4, rae
Cy yBeIeHH OOJWIM alpoKCHMMallMja TYyCTHMHA EJIEKTPUUYHUX M MAarHeTckux crpyja. Cucrem
MakcBenoBHX jeJHauYMHa je, YBohemeM amnpoKcHMalldja U TeCTHpameM TEeXKHHCKMM (QyHKLHUjama,
TpaHC(OPMHUCAH y CUCTEM JIMHEAPHUX J€THAYHMHA, a CBE MOCEOHOCTH U MOTOJHOCTH 300T pOTALMOHE
cUMeTpHje mpobiiemMa HCTakHyTe cy y ozaesbky 4.5. Kako ce m y oBuM mpoOieMuma mojaBibyjy
CUHTYJIApUTETH Y MOJUHTETPpaTHUM (yHKLMjaMa Mpu (popMHpamy CUCTEMA JIMHEAPHUX JeTHAYMHA,
OJl KOJUX Cy HEKH JpYrauuju y OJHOCY Ha CHHTYJapuTeTe y MNPeTXOJHO aHaiu3upaHum 2-D
npoOjaeMruMa, TO je MOTPEOHO HUMa ce€ MTOCEOHO M03a0aBUTH Y ITUJbY €JIEKTPOMArHETCKOT peliemha
ca BUCOKOM TayHouthy. ¥V ozesbKy 4.6 mpejio’keHa je CMEHa HaKOH KOje Ce MHTErpajH ca KojuMa
ce cpeheMo mpu HyMEpHYKO] aHAJIM3U POTANMOHO CHMETPHYHHX CTPYKTypa MOTY M3padyHaTH ca
BHUCOKOM TayHoIlnhy. XapJBepcka II0CTaBKa EKCIEepUMEHTa 3a U3/Bajarbe JUEIeKTPUYHHUX
napaMmerapa marepujaia, Kojy YMHEe MECHHIaHa pOTAallMOHO CUMETPHUYHAa KOMOpa, y KOjy Ce€ MOXKe
yOanuTH y30pak MaTepujajia, M aHAJIU3aTOp MpeXka, OmMcaHa je y onesbKy 4.7. 3aTum je y
onesbKy 4.8 mpencTaBibeH HYMEPUYKH MOZEN KOMOpe, KOjU Ce 3aCHHBAa Ha aHAIU3U POTAIIMOHO
CUMETPUYHHX CTpYyKTypa. [lapamerpu Mozena U kerope HyMepu4Ke aHaIu3€e MOACLUICHN Cy Tako Jia
TavyHOCT MU3pavyyHATOT KOMIUIEKCHOT KoeduijenTa pediaekcuje Oyne Beha o1 TaUHOCTH W3MEPEHOT
KOMILJIEKCHOT Koe(uIijeHTa peduiekcuje. Y 3aBpLIHOM oesbKy 4.9 OBOT moriaBsba MpUKa3aHU Cy
W3JIBOjE€HU JIUCIICKTPUYHH ITapaMeTpH y3opka TedaoHa, kao u Matepujaia Rogers 4350B u FR-4.

3aksbydak JucepTalnmje AaT je y MoriaBiby O.
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2. METOJ MOMEHATA

[Touetkom 19. Beka CIpOBENEHO jeé MHOTO €KCIIEPHUMEHAaTa U TEOPHjCKHX OTKpuha y IHUIBY
pasyMeBama enekrpomarieTckux mojasa. [lapn Kymon je oxko 1780. romune moctaBuo KymoHoB
3aKOH eJIeKTpocTaTuke. 3atuM je AHape Ammep 1825. roauHe nomao 10 3aKOHA KOjU TOBE3yje
MarHeTcko IO0Jb€ Ca HaeleKTpucamuMa y Tokpery (cTpyjom). Majkn ®Dapanej je OTKpHO
SJIIGKTPOMArHETCKy HMHIYKIHU]y, KOjy cy oko 1834. maremarwuku yoOnmmumnu XajHpux JleHm u
®pann Epacr Hojman. [leTasbHUjOM aHAJIM30M M CUCTEMATH3alMjOM OBUX pajioBa JIyro ce 0aBHO
Ilejmc Kiepk Makcen, koju je y HH3Y pazoBa o0jaBibeHUX o1 oko 1850. mo oxo 1870. romuue
u3Beo npeko 20 jeaHayMHa Koje ONHUCyjy enekTpomarHercke nojase. Konauno je Onusep XeBucajn
MIPUMEHNO BEKTOPCKY aHAIM3Y Jla O]l CBHX jeJHaYMHA Koje je MakcBen u3Beo (pOopMyIIHIIe YeTHPU
BEKTOPCKE jEeJHAYMHE KOjeé YMHE MOTIYH CHCTEM 32 OIHMCHUBAIE EJICKTPOMArHETCKOT I10Jha.
Excnepumenrtanny mnoTBpay MakCBENOBMM jenHauMHama Jao je XajHpux Xepi HH30M
excniepuMenTa kpajeM 19. Beka. Hakon Tora je u BehnHa HaydHWKa y TOTIYHOCTH NPHXBaTHIIA
MakcBenoBe jeJHaunHe Kao MMOJIa3Hy TauKy 3a pPeliaBame eIEKTPOMarHeTCKux npoodsiema [73].

[Ipema nocamanimbuM Ca3HAKBUMA, MAKPOCKOIICKO €JIEKTPOMArHETCKO I0JbE HEIMOKPETHUX
CpeAMHa y TOTIYHOCTH j€ ONMUCaHO MoMohy moMmeHyTe ueTupu MakcBelnoBe jelHaunHE Y3
KOHCTUTYTHBHE penandje. Y jeHaunHama (QUTypHINY CTpyje, HaeleKTpucama U 1ojba. AKO Cy
MO3HATE pacro/ielie U3Bopa Mojba (CTpyja U HAeJIEKTPUCAha), PEIIaBakheM OBUX JeIHAYNHA MOXKE CE
OJPEIUTH pacrojiena Mmosba, kao U oOpHyTo. Mnak, Bpio je Manu Opoj eneKTpOMarHeTCKHX
npo0JeMa 3a KOje TIOCTOJU PEIICHE y aHATMTUYKOM OOJIUKY, Ma ce BehuHa MpakTUYHUX Ipodiema
peliiaBa anpoKCHMAaTHBHO HEKUM 011 HyMepuukux merona [4], [7], [12], [13].

Jenan HauywMH Mozene HyMEPUUYKHX METO/a 3a aHAIHM3y EJIEKTPOMAarHeTCKUX mpoliemMa je Ha
3-D enextpomarnercky ananu3y monasehm on MakcBenoBux jenHaunHa (enrmecku: full-wave
computational electromagnetics) u acumnrorcke meronme. [IpBa rpyma meroja 3acHHBa ce Ha
HYMEpPUUYKOM pellaBarkby MakcBenoBUX jeqHaunmHa. HajmozHaTuju MeToIu KOju TPHIAJajy OBOj
rpynu cy metoa Momenara (enrnecku: method of moments, ckpaheno: MoM) [4]-[7], meton
KOHayHUX enemeHata (enriecku: finite element method, ckpaheno: FEM) [8]-[11] u wmeTon
KOHAYHUX pa3liika y BpeMeHCKoM jgomeny (enriecku: finite difference time domain, ckpaheno:
FDTD) [6], [12]. Hdpyroj rpymu npumagajy MeTOAM Yy KOjUMa ce€, TOpeA HYMEPUYKHX
alpoKCHMaIlja 3a caMO pelIlaBamke CHUCTeMa MaKCBEJIOBUX jelHA4YMHA, YBOJIE W JOJIaTHE
anpoKcUMallje caMuX jeqHaynHa. HajmosHatuju MeTroau U3 apyre rpyne cy (usnyka onTHKa
(emrmecku: physical optics, ckpaheno: PO), reomeTpujcka ontuka (enriecku: geometrical optics,
ckpaheno: GO), ynudopmua teopuja mudpakumje (enrmecku: uniform theory of diffraction,
ckpaheno: UTD) uta.

VY HacTaBKy OBOrI MHorjaBjba Ouhe mpuKazaHe HEKE OCHOBHE TeOpeMe U 3aKJbyylldl U3
eIEKTPOMAarHeTHKe, a 3arTuM he OWTH TPENCTaB/beH OCHOBHH TMPUCTYI  peEIlIaBamy
eNEKTPOMArHeTCKUX mpobiieMa KopuihemheM METo1a MOMEHaTa.

10



2.1.  MAKCBEJOBE JEAHAYUHE Y BPEMEHCKOM JOMEHY

Cucrem MakcBeNnoOBHX jeHAYMHA Y WHTETPATHOM OOJUKY, KOjU y TOTIYHOCTH OIHCYje
CIIEKTPOMArHeTCKO I0JbE Y IOCMaTpaHOM Jieiy mpocropa, je [1]-[3]

§E-d|:—£%8-ds, iH-dl:j(u%}-ds, §D-ds=[pdv, §B-dS=0, .1)
S v S

C S

rae je E Bekrop enextpuuHor mosba (jemuauna [V/m]), H Bekrop mMarnerckor moJba (jeJHHUIA
[A/m]), D Bektop eneKkTpuuHe HHAYKIMje (WIH BEKTOP EJIEKTPHUYHOr TMoMmepaja) (jeauHHIA

[C/m?]), B Bexrtop MarHercke uuaykumje (jemmuumma [Wb/m?]), J TycruHa 3ampeMHHCKHX
(enextpuunnx) crpyja (jemumuma [A/m?]) u p sampemmHCKa TrycTHHA  (€ICKTPHYHHX)

Haenexrpucama (jenuunna [C/m®]). ¥V npee ase jennaunse C je mpon3BoJbHA KOHTYPA, 10K je S

OTBOpPECHA TIOBPII OCJIOWKEHA Ha Ty KOHTYpy. OpHjeHTaluje MOBPIIM W KOHTYpE IOBE3aHE CY
MIPaBUJIOM JIECHE 3aBOjHUIIE, Ka0 IITO je mpuka3zaHo Ha ciuim 2.1a. Y nocienmwe nBe jeaHayuHe S
j€ 3aTBOpeHa MOBPIIL, OpUjeHTUCAHA YIIOJbE, a V HEeH JIOMEH, Kao IITO je CKUIMpaHo Ha ciunu 2.16.
[IpBa jemnaumna y (2.1) je moceban ciyuaj PapajejeBor 3aKoHa €JIEKTPOMATHETCKE MHIYKIIH]C
KaJla Cy CpeIMHe HEMOKPETHE, APyTra jeJHaunHa Ce jOIl Ha3WBa U YOIIIITCHH AMIIEPOB 3aK0H, Tpeha
yonmTeHnu ['aycoB 3akOH M 4YeTBpTa 3aKOH KOH3epBaluje MarHeTckor ¢uiykca. CBe HOMEHyTe
SJICKTPOMArHETCKE BEIMYMHE 3aBHCE OJ1 BEKTOPA MOJIOKAaja I' 1 BpemeHa 1.

dl

(a) (6)
Ciuka 2.1. Unycrparnuja npaBuiia JieCHe 3aBOjHHLIE 3a OpHjeHTallH]je (&) KOHTYpE U TIOBPILH OCIIOBECHE Ha
KOHTYpY U (0) 3aTBOpPEHE TOBPIIIH.

Jla 6u cucrem jenHaumHa (2.1) 6uo MOTIYH, MOTpeOHE CYy M KOHCTUTYTHBHE penarmje. M3
BUX ce Mory m3pauyHatu Bektopu D, B u J 3a mosnare Bektope E u H. Koncrutytusne
penanuje ¢y y ommreM ciay4ajy Bekrtopeke [1]-[3]

D =D(E,H), B=B(E,H), J=J(E,H). (2.2)

Wnak, sBexktopu D, B u J mpaktuyHo cy ¢yHKIMje camo jeaHor on Bektopa E u H, T1). y
HajBeheM Opojy mpakTuuHUX ciy4dajeBa Baxu 1a je D=D(E), B=B(H) u J=J(E). IToce6Hno, y
JMHEapHUM CpeIMHaMa KOHCTUTYTHBHE penaruje uMajy cieaehn oomuk [1]-[3]

D=¢E, B=pH,J =oE, (2.3)
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rIe Cy € | U G MEPMUTHBHOCT, IEPMEaOMITHOCT U Crieliu(UIHA POBOTHOCT CPEAUHE, PEIAOM.
U3 apyre u tpehe jeanaunne y (2.1) uzBoau ce jeqnaunna kontunyurera [1]-[3]

f2-d5 =] Pav, (2.4)
S v

U3 KOje CIICIU Jla CE HAeJEKTPUCAmhe HE MOYKE CTBOPUTH HHTH YHHIITHTH, Beh camMo TpEHETH W3
JeIHOT Jienia mMpocTopa y APYTH.
Ha rpanunama ase cpenune ce u3 (2.1) u3Boae rpannyunu ycinosu [1]-[3]

nxE, -nxE, =0, nxH; -nxH,=J,, D,-n-D,-n=p,, B,-n-B,-n=0, (2.5)

rae je J, TycTMHA MOBPIIMHCKMX CTPyja Ha TPaHWUYHO] MOBPIIM, P, TYCTHHA MOBPIIMHCKUX
cI000HUX HaelleKTpucawa Ha rpanuuyHoj nospm, E,;, H,, D, u B; cy Bekropu
€JIEKTPOMArHeTCKOr 10Jba HEMOCPEAHO y3 IpaHuMuHy nospu y cpeaunu 1, E,, H,, D, u B, cy

BEKTOPH €JIEKTPOMArHETCKOT MO0Jba HEMOCPETHO y3 TPaHUYHY MOBPII y CPeAUHH 2, JOK je N
HOpMaJia Ha TPaHWYHY MOBPII YCMEpeHa OJi cpeauHe 2 Ka cpenuHu 1, Kao ImTo je mpuka3aHo Ha
cimuu 2.2,

n
cpeauHa l  ps

cpeanHa 2 € L2 O)

Cnuka 2.2. Y3 rpaHu4HE yCIIOBE.

2.2. MAKCBEJIOBE JEAHAYUHE Y KOMIIJIEKCHOM OBJIUKY

[TocebHo, y nuHEeapHUM cpeanHaMa wmoryhe je ycmocTaBjbamke MPOCTONEPUOAUYHOT
eNIeKTpOMarHeTckor moJba (enrmecku: time-harmonic electromagnetic field) mpu uwemy cy cBe
€JIEKTPOMArHeTCKe BEeJIMYHUHE OJ1 MHTEpeca MPOCTONEPUOINYHE U UCTE KPYXKHE ydecTaHocTH. CBaka
MIPOCTONEPUOTMYHA BEIMINHA MOXKE C€ TPEICTABUTH jEAMHCTBEHHUM KOMIUIEKCHUM IPEICTABHUKOM
(pazopom) koju 3aBucH camo oja BekTopa mojoxaja r [1]-[3]. Tume ce pauyHCke omepariuje
3Ha4YajHO TI0jeIHOCTaBJbY]y C OO3MpPOM Ha TO Ja ce IudepeHnHpame MO0 BPEMEHY CBOJIMU Ha
MHOXEHE, a HHTErpallyja M0 BPEMEHY Ha JIEJheHhe KOMIZICKCHOM KOHCTAHTOM, Kao mTo he OMTH 1
J0Ka3aHO Y HACTaBKY.

Heka je A(r,t) mnpousBo/bHa MPOCTONEPUOANYHA BEKTOpCKa BenuunHa. OHa ce MOXe

3armcaTtu Kao
A(r,t) = 2A(r) cos(ot + o), (2.6)

rIe je ® KpyxkHa (yraoHa) y4ecTaHOCT, V2A(r) amMIuuTYya ¥ o modetHa ¢aza. Ha ocHoBy
Ojnepose popmymne

el* =cosa + jsina, (2.7)
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rae je e~2,71828.. OCHOBa MPUPOAHWX JOTApUTAMa, 4 | HMMarMHapHa jemummmma (j° =—1),
MPOCTONEPUOTUYHA BETMYMHA MOXKE CE 3aIMCaTH U Kao

A(r,t) = V2 Re{A(r)elY |, (2.8)

Kako cy y mpocTonepuoJuyHOM peXUMY CBE BEJIMYMHE HUCTE KPYXKHE YUECTaHOCTH, TO MOXKEMO

. iot .
cmaTtpatu ga je €' 3ajeqHMYKM MyJITMIUIMKATHBHM 4IaH CBUX BEJIMYMHA, a 32 KOMILUIEKCHH
NPeJCTaBHUK MTpocTonepruoauune Benuunne A(r,t) nzabpatu

A=A(r)el*, (2.9)

rJie je KOMIUIeKcaH O0poj y GopMyJH MMOIByYEH.
JudepeHupame y BPEMEHCKOM JIOMEHY IPECIMKaBa CE Yy MHOXCHE KOHCTAHTOM jo Y

KOMILIEKCHOM JIOMEHY jep BaXKu
j(o+mt) )
—aAétr’t) =2 Re{A(r) dete:e0) . }: V2 RefjoA(rele e, (2.10)

) . OA(r,t)
OJlaKJie, Ha OCHOBY JAe(pUHHIIM]jE (2.9), Baxku na J€ KOMIUIEKCHU IPEACTABHUK BEIUYUHE ———=

jenHak JoA.
Ha cnuyan HauMH J0Ka3zyje ce M Ja C€ MHTErpal IPOCTONEPUOIUYHE BEIUYHHE Y
BPEMEHCKOM JIOMEHY MPECIINKaBa Y JIeJbCHhe KOHCTAHTOM j® Y KOMIUIEKCHOM JIOMEHY

[ A(r,0)dt =2 RefA(r) [Vt |= /2 Re{jico A(r)ej(““”t)}. 2.11)

[IpuMeTuTH 1a je KOHCTaHTa MHTErpaiuje y peuewmy HeoapeheHor unrerpana u3z (2.11) Beh
nmocraBjbeHa Ha Hyiny. OmnpaBmame JeKH y YHIBECHUIM Ja je PeXHM KOjH aHaIH3HpPaMo
MIPOCTONEPUOINYAH U Ja Cy CTOTa M CBE BEJIMYMHE MPOCTONEPUOINYHE UCTE KPYKHE YUECTAaHOCTH.
JlonaBame HEHYJITEe KOHCTaHTe OU pe3yITOBaJIO0 KOMIIOHEHTOM KOja HHj€ IPOCTONEPUOINYHA.

On oBor mecra ma Hagasbe OaBMheMO ce MCKJbYYHMBO €JIEKTPOMAarHeTCKUM IMpolieMuma y
pOCTONEepHUOIMIHOM pekuMy. CMaTpaheMo n1a Cy CBe eNeKTpOMarHeTCKe BEJTMYWHE KOMIUIEKCHU
OpojeBu M TO Hehe OuUTH MoceOHO HaryamaBaHo. Paay jeIHOCTAaBHOCTH 3amMca M MPEryieAHOCTH
TeKCTa KOMIUIEKCHU OpojeBH Hehe OUTH MOJBYUYEHHU.

VYBoherweM KOMIUIEKCHUX IPEJCTABHUKA EJIEKTPOMAarHeTCKUX BEJIMYMHA, WHTETpaiHe
jennaunne (2.1) mocrajy

fE-dl=-jo[B-dS, fH-dlI=[(J+joD)-dS, §D-dS=[pdv, {B-dS=0, (2.12)
C S C S S v S .

a jelHaYMHa KOHTHHYyHUTETa (2.4)

iJ-dSz—jco{pdv, (2.13)

JOK TpaHWYHH yCIOoBH (opMaiHO 3aapkaBajy oOmumk kao y (2.5), amu cy cBe BelnduHe
KoMIUIekcHe. [Ipu ToMe cy ryOulin y TuenekTpuiuMa cajip)kaii y IMarnHapHOM ey KOMIUIEKCHE
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MEPMUTUBHOCTH €, OJHOCHO TyOWMIIM Yy MAarHeTCKUM MaTepHjalHUMa Yy HMaruHapHOM Jeiy
KOMILIEKCHE IepMeadriiHOCTH | . Harme, KOMITJICKCHA IEPMUTHBHOCT CE€ MOYXKE U3pa3uTH Kao [1]

e=¢gg(e' —Je" ) = gog', —jegoe’ tan §, (2.14)

rre je €', peraTMBHAa NMEPMUTHBHOCT JAMENEKTPHKA, €', KapaKTepulle IOJIapu3aluoHe TyOUTKe,
tand=¢"/¢' TaHrenc yrma ryOuTaka y IHMEIEKTPHKY, JOK je €, ~ 8,8541878176 2039 pF/m

MEPMUTHBHOCT Bakyyma. CIIMYHO, KOMIUIEKCHA TIepMeabriHocT je [1]
H=po (', =1 ) = Hokty — JHoH, tan 3y, (2.15)

rae je W, =W, pelatMBHa MepMeaObWIIHOCT Marepujaia, |, KapakTepulle MarHeTcke ryOuTKe,

[T =47-107" H/m nepMeaGHIHOCT BakyyMma, JOK je tan O, =Ww'/p' TaHreHc yria ryouTaka y

MarHeTCKOM MaTepHjaiy.

Cucrem MakcBenoBux jemHaunnHa (2.12) ¢dopmaiHo Moke OWTH TPOIIMPEH yBOhEHEM
MarHeTckux moOyna, Tj. MarHeTCKUX CTpyja W HaeleKTpHcama. Bumie nerasba o oBoMeE je y
onespiMa 2.3 u 2.4.

2.3. EJEKTPUYHE U MATHETCKE CTPYJE U HAEJIEKTPUCAIbA

Haenektpucame y mpocTopy Moxe OuTu Taukacto Q , pacno/iesbeHo 1o JIMHUJH, Tj. TUHH]CKO,
ryctuHe Q', 1Mo MOBpIIM, Tj. HOBPLIMHCKO, TYCTHHE P, WJIHM IO 3allPEeMUHH, Tj. 3alIPEMHHCKO,
rycture p . [log mojMoM eekTpudHa cTpyja HajIpe cy cMaTpaHa caMo 000/ IHa HASICKTpUCamha Y
noKpeTy (KOHIYKIIMOHA cTpyja, eHryiecku: conduction current) [1]. KonuenT je 3aTuM mpoImupeH
CKBUBAJICHTHIM AMIIEPOBUM CTpyjama, Tj. wianoM joD (enriecku: displacement current) koju ce
nojaBibyje y apyroj MakcBenoBoj jenHaunuu y (2.12). IToOyna ce Moxxe omucaté cTpyjama, ma je
YBEJICH U MojaM ToOyaHe enekrpuyHe crpyje J; (emrmeckm: impressed current). Ilpu Ttome, Ha
OCHOBY pacrojiesie y TMpoCTOpy, €JIEKTpUYHE CTpyje ce Jiele Ha 3almpeMHHCKe, TycTHHe J,
MOBPIIMHCKE, TycTUHE J, U IMHUjCKe, jaunHe | .

JlyatHO ce MoOry mocMaTpaTH MAarHeTCKe CTpyje W HaeleKTpHcama, a KOju Cy CaMo
MaTeMaTHYKM KOHLENT YBEAEGH paau JakIler pellaBama eJeKTPOMarHeTcKux Mpobiema,
NPEBACcXOJHO OHMX BE3aHMX 3a CpeMHe ca aueiekrpunuma [1]. YV 0BOj TOKTOpPCKO] AuMcepTanuju,
jenHa kjaca nmpobiema ca TueseKTpuirMa ouhe aHalu3upaHa y noryiasiby 4.

I'yctune marnmerckux crpyja o3HaunhemMo ca M, a moceOHO T'ycTHHE MOOYIHHMX CTpyja ca
M;. [yamHO eKBMBaJEHTHUM AMIIEPOBUM CTpyjama, Tj. wiaHy JoD je uwman joB, koju ce
nojasjpyje y npBoj MakcBenoBoj jeanaunuu (2.12). Pacmonmene MarHeTckux crpyja takohe Mory
OUTH 1O 3ampeMUHM, TOBPIIMHM M JIMHUJU, OJHOCHO TOBOPUMO O 3amnpeMHHCKUM M,
noBpmMHCKUM M, u nuHHjckuM MarHeTckuM cTpyjama K [1]. AHaJOrHO eNeKTpUYHUM
HaeJIeKTpucamuMa, yBoJie ce (hOpMaaIHO M MarHeTcka HaeJleKTpHucama (MarHeTcke Mace). TadkacTo
MarHeTCKO HaelleKTpucame o3Haunhemo ca Q,, TyctmHy mwmHHjckor ca Q', TycTuHy

MOBPIINHCKOT €a Pg,, U TYCTHHY 3alIPEMHHCKOT Ca Py, .
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2.4. MAKCBEJIOBE JEAHAYUHE Y KOMIIJIEKCHOM OBJIMKY CA
EJEKTPUYHUM U MATHETCKHUM U3BOPUMA

MakxkcBenoBe jeaHaunHe ce GOpMaAIHO MPOLINPY]Yy AOJaBamkeM MarHeTCKUX M3BOpa M0Jba Kao

[2]

fE-dl=—[(M+ joB)-dS, {H-dl = [(J+ joD)-dS,
C S C S
(2.16)

§D-ds=[pdv, {B-dS=[p,dv.
S v S v

AKXO ce u3y3Me MUHYC y MIPBOj jeAHAYMHU, MOXKE C€ YOUUTH JIa Cy caja jeaqHadnne (2.16) dopmanHo
CUMETPUYHE Y OJJTHOCY Ha €JICKTPHUYHO U MAarHETCKO TMOJbE.
W3 MakcBenoBux jennaunta (2.16) cieme u oaroapajyhu rpaHudHE YCIOBH [2]

NxE —-nxE, =-Mg, nxH;-nxH, =J;, D;'n-D,-n=pg, B;-n-B, -n=p,, (2.17)

rae cy Ms IMOBPHIIMHCKEC MArHeTCKeE Cpr_ie, a P [NOBPIIMHCKAa MAarH€TCKa HACJICKTpUCAka HaA

IPaHUYHO] MTOBPIIH.
JlyanHo jemHaumHu KOHTHHyHMTeTa (2.13), M3BOAM Ce W jenHAUYMHA KOHTHHYHTETa 3a
MarHeTcke CTpyje

1: M.dS = joa{ PmdV . (2.18)

Judepenurjaaay oONUIM jeTHAYMHA KOHTUHYHUTETa, KOJU Cy AaHAJIOTHU WHTETrpaIHUM
obomummma  (2.13) u (2.18), cy divgJ, =—jop,, oanocHo div,M, = jop,, rae je div
auBepreHyja mno oxarosapajyhoj mospummu. M3 nudepennujannux obimka ce 3a MO3HATE T'YCTHHE
CTpyja MOTY je/IHOCTaBHO JOOMTH oJroBapajyhe rycTuHe HaeleKTpucama.

VY oKBHpY OBE JOKTOPCKE IMCEPTAIlje pa3MaTpaHe Cy caMo JIMHEapHe CpelHHe, a Iodyae cy
HCKJbYUYHBO MPOCTONEpHOIMYHE, na he y ¢okycy OutH periaBame cucrema (2.16). Kako ce mospa
MOTY U3pa3uTH MPEKO CTPyja U HaeleKTpHcama (kao mTo he OMTH MOKa3aHO y oAeJbKy 2.5), To 3a
HO3HATe MapaMeTpe CpelrHe, FTeOMeTpHjy mpobiiemMa U pacmnojeny modyaa, jenHaunHe (2.16) unue
CHCTEM HWHTETPAJIHHUX jeJHAYMHA I10 HETO3HATHM EJIEKTPUYHUM cTpyjaMma J © MarHeTCKUM
ctpyjama M. JlogaTHo, ako je y CBako] TayKM Ha TPaHUYHO] IMOBPIIM IO3HATa U pacrojena
TaHTEHIMjaJTHe KOMIIOHEHTe OWJIO eJEKTPUYHOT, OMJIO0 MAarHeTCKOTI 10Jka, pelieme MaKCBeloBUX
jeqHaYnMHa, OJHOCHO TIOMEHYTOT CHCTeMa HWHTETPAJHHX jeIHAauWHA je, Ha OCHOBY TeOopeMme
JENMHCTBEHOCTH pelICHha EIeKTPOMArHeTcKux Tmpodiema, jeamHctBeno [1]-[3]. [pyraumje
dbopmynucaHo, peliemhe Koje Y CBaKOj TaUuKH TpaHWYHE TMOBPIIU 3370BOJbaBa IMPBa JIBa TPaHUYHA
ycioBay (2.17) jecte pemieme TOCMaTpaHOT eIeKTPOMArHETCKOT podieMa.

Tpakeme ampOKCUMATHBHOT PENIeHa 3a CTPYj€ EIEKTPOMArHETCKOT MpobieMa cacTojH Ce Off
HEKOJIMKO OCHOBHUX Kopaka. Hajmpe ce npernoctaBu o0IMK arpoKcuMalyja yCTHHA eIeKTPUYHUX
U MarHerckux crpyja. Hajuemrhe y camum ¢yHKIMjaMa KOje apOKCHUMHUPAJy CTpyje (QUrypuiry
HEMO3HaTH KOePHIM]EHTH Koje Tpeba oIpeauTH. 3aTUM Ce u3pa3e eJICKTPUYHO U MAarHETCKO IMO0Jbe
MIPEKO MPETIOCTaBFEHUX APOKCUMAaIIMja CTpyja. HamakemeM TaHTeHIHjalTHIX KOMIIOHEHTH 1T0Jbha
Ha TPAaHMYHUM TOBPIIMMA M HHUXOBUM M3jeIHAUYaBAIEM, Tj. NMOCTABJbAEM TPAHUYHHMX YCIIOBA,
nobujaMo jemHadyMHe Koje Tpeba pemuTh 1a OMCMO HM3padyHald HEMO3HaTe KOePHUIMjeHTE W3
arnpoKCcHMallija CTpyja, OHOCHO Jla OMCMO HAllUIM alpOKCHUMATHUBHO PELICHE eeKTPOMAarHeTCKOr
npobiema.
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2.5. INOTEHIIUJAJIN

3a moTpebe jeHOCTaBHU]ET padyHama M0Jba, YBOJAE C€ MAarHeTCKH BEKTOP MOTEHIMjal A u
CNCKTPUYHHU CKanap moteHuujan V Kpo3 cienelly Be3y ca eNEeKTPUYHUM IO0JbEM U MarHETCKOM
uaaykigjom [1]-[3]

E.,=—joA—-gradV, B, =rot A, (2.19)

rie je E, enexkrpuuno mosee, a B, MarHercka MHAyKuMja KOju HacTajy 300r HpucycTBa
eNEKTPUYHUX CTPYja M HaeleKTpHcama. [lyaHo, eneKTpUYHN BEKTOp MOTEHIMjald A, ¥ MarHeTCKU

cKayiap noreHuyjan V,, nrepuHucaHu cy jeJHaYMHaMa
Bn=—JoA,—-gradV,, E, =r1otA,. (2.20)

rne je B, wmarmercka umHmykmuja, a E, enekTpuyHO TOJbe KOjU HACTajy 300T MpHCYCTBa

MarHeTCKuX CTpyja U HaeleKTpucama.
Cazma je yKymHO €JIEKTPHYHO MO0Jbe, KOje TMOTHYE O] €IEKTPHYHMX M MArHeTCKHX CTpyja W
HaenekTpucamwa, E=E, +E,, 1ok je ykynna maraercka uanykuuja B=B, +B,.

AKo cy y JUHEapHOj, XOMOI'€HOj, HEOTPAaHUYEHO] CPEAMHHU II03HATE I'YCTHHE 3allPEMUHCKUX
CNCKTPUYHUX CTpyja J W HaeleKTpHUcama p , nmoreHuujaiu A u V Mory ce mzpadyHaru kao [1]-

[3]

AR = [ IO)F(r, )Y, V () { [o(r)ar,rav, (2.21)

a CJIMYHO U HOTGHHI/IjaJ'II/I /A\e u Vm aAKO Cy IIO3HATC PAaCIoACiiC 3alIpEMUHCKUX MAIHECTCKUX Cpr_ia

M wu Haenektpucamwa p,, [1]-[3]
ALD) =2 Mg TV, Vi (1) =ﬁ [on(T)g(r.r)av. 2.22)

r7ie je ' BeKTOp IoJIoXkKaja U3BOpa MoJba, I' BEKTOp MOJI0XKaja Tauke y KOjoj ce padyHa rnosbe, V'
JOMEH y KOM II0CTOje U3BOPH I10Jba, Kao IITO je MpUKa3aHo Ha ciuiwm 2.3a, a g(r,r') oarosapajyha

I'punoBa @yukumja. O I'puHOBOj hyHKIIMjU Ouhe Bullle peun KacHUje.
CanuyHO, ako y JIMHEapHOj, XOMOI€HOj, HEOrpaHMYeHO] CPEJUHHM IIOCTOj€ MOBPIIMHCKE
CIIEKTPUYHE CTPYje U HaCIEKTPUCarha, MOTEHIIMjalli ce MOTy u3padyHaTu kao [1]-[3]

A) =k [3,(F)g(r,r)AS", V() = [p,()g(r,r)as" (2.23)
S' S'

OJHOCHO aKO [I0CTOje MOBPIIMHCKE MarHercke crTpyje Mg © mnoBpmMHCKa MarHercka

HACJIEKTPUCAIA P , KAO
Au(F) =& [ M,(F)g(r, PV, Vi (F) = ﬁ [Pus (Mg (r,F)S", (2.20)
S S'

r7ie je S' MmoBpII MO K0jOj MOCTOje H3BOPHU TM0Jba, KA0 IITO je CKUIIMPaHO Ha ciuiu 2.30.
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(a) (6)

Cnvika 2.3. Y3 noTeHIyjale Kajaa cy U3BOpH paciioie/beH! 10 (a) 3anpeMuHu 1 (0) MOBpIIIH.

C o03mpoMm Ha TO Ja Cy HaelleKTpucama W ojarorapajyhe crpyje moBe3aHu jeaHaYMHAMa
koHTUHYyHTEeTa, (2.13) 1 (2.18), oHIa Cy M MarHeTCKM BEKTOp MOTCHIMjal U EIEKTPUYHU CKayap
MOTEHIIMjall Be3aHu JIOPEHIIOBUM yCIIOBOM KOjH ce Jj00uja Ha ocHOBY (2.13) u (2.23) [1]

div,A+ joepV =0. (2.25)

Canuno, Ha ocHOBY (2.18) u (2.24), nobuja ce myaiaH yCJIOB KOjU MOBE3Yje CICKTPHUYHU BEKTOP
MOTEHIIMjaJl ¥ MArHETCKHU CKajiap MOTEHIIH]ja

div,A, — joepV,, =0. (2.26)

Veohemem jennauune (2.23) y (2.19), kao u (2.24) y (2.20), nobujajy ce u3pasu 3a yKymHO
SICKTPUIHO TI0JbE KaJia Cy CTPYyje M HACIEKTPUCAha PACIOe/bCHH 1O OBPIIN

E=-jou[J(r)g(r, r')dS'—% [ps(r)arad(g(r,r))dS*+e [rot(M,(r')g(r,r))ds',  (2.27)
S’ S’ S’
OJIHOCHO 3a YKYITHY MarHeTCKy WHIYKIH]y
B =p[rot(Js(r)g(r,r))ds' - joe[ My (rg(r, r')dS'—% [P (rarad(g(r,r))ds'.  (2.28)
S' S’ S'

VY mperxoaHe nBe Gopmyse omepatopu rot m grad nmenyjy Ha (yHKIHMje KOje 3aBHUCE O] BEKTOpa

10JI0%Kaja Tauyke y KOjoj ce pauyHa IoJbe, I, ajli He U O] BEKTOpa I0JI0’Kaja Tauke u3Bopa, I''. U3
TOT pasiiora orneparopu rot u grad nenyjy camo Ha ['puHoBe dynkuuje y (2.27) u (2.28).

3a pazauuuTe eneKTpomarHeTcke npobieme I'puHoBa GyHKIMja MMa pa3indyuTe oOIHKe. Y

ciydajy 3-D  mpobGimema u  Op30mpOMEHIJBUBOT  €JIEKTPOMArHETCKOT T10Jba, BAXH J1a  j€
—ylr=r]

g(r,r') = ﬁ ,Tae je Yy =a+ jp xoedurujeHt nmpoctupama. [Ipu Tome je o je KoehuIHjeHt
n|r—r

cnabspema, 10K je B dasau xoeumujent. [loceOHo, ako je cpenuHa 6e3 ryoutaka, koeuinjeHt
npocTUpama je YUCTO uMaruHapaH, Tj. Y= JB. Kama cy crpykType TakBe na mnpoMeHe
€JIEKTPOMAarHeTCKOr IoJba IOCTOj€ y caMo JIBe IUMEH3Hje, Tj. y ciaydajy 2-D mpobiema 6e3

ryouraka, ['puHoBa ¢yukumja je g(r,r') = —i H 52) B|r=r]), roe je H(()z) Xankenosa ¢GyHKIIH]ja
HYJITOT peaa u apyre Bpcre. Tama ce y jemnaumnama (2.27) u (2.28) mojaBibyje u XaHKenoBa
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(dbyHKIMja TIPBOT pela W Ipyre BpCTe Hl(z), Kao TocJeauIia JejoBama rpaarjeHTa Ha [ puHOBY
¢yukuujy. Ilocroje u npyru obmuuu ['puHoBe (yHKIMjE, a OB/Ie Cy HABEACHU CaMO OHU KOjU Cy
KOpHUIITNEHH Y OKBHPY JUCEpTaIH]je.

Bpno cnmuynm m3pasu 3a E m B wmory ce nobutu kama cy cTpyje M HaeleKTpUCamba
3alPEMUHCKH pacrojie/beHu, yBohemweM jeanaunna (2.21) y (2.19) u (2.22) y (2.20). Tu uspasu
OBJIC HUCY HABEJICHU jep CE Y OKBHUPY OBE JHcCepTaIije 0aBUMO CTpyjaMa U HaeleKTpUCamkhUMa KOjU
CY TIOBPIIMHCKH PACTOCIbECHU.

Ha oBaj HaumH M3padyHATO MOJbE ayTOMATCKU 33/10BOJbABA CUCTEM MAaKCBEIOBUX jeHAUYNHA
(2.16) [4], [11], [12]. dame je moTpeOHO HM3paduyHATH TAaHTEHIHjalHE KOMIIOHCHTE W MPHUMEHUTH
rpanuuHe ycioBe (2.17) ma OucMo 100U jeHaurHe Koje TpeOa perinTy.

2.6. TEOPEMA NOBPIIMHCKE EKBUBAJIEHIIUJE

Jenuauune (2.27) u (2.28) Bake caMo 3a HeOrpaHUYEHE, JIMHEAPHE M XOMOIEHE CpEIUHE.
Wnak, moMeHyTe jeJHaYHE MOTY c€ IPUMEHUTH U Ha IMHEapHe JIe0-TI0-/1e0 XOMOoreHe cpenuHe. To
CIIeNIN M3 TeOpeMe MOBPIIMHCKE eKBUBAJIICHIIM]E Koja he ykpaTko OMTH M3110)KeHa y HacTaBKy. Burie
JeTajba 0 TEOPEMH MOBPIIUHCKE CKBUBAJICHIUje Moxe ce mponahu y [1]-[3], [7].

[TocmarpajMo oOrpaHHYeHy, JMHEApPHY, XOMOTEHY CpEIUHY 2 OKpY)XEHY HEOTrPaHHYCHOM,
JMHEApHOM, XOMOTEHOM CpeinHOM |, Kao mTo je mpukasaHo Ha ciuiu 2.4a. Heka y cpenunm 2
nocroje TMOOyIaHE enekTpuyHe cTpyje J; W moOyaHe wmarHercke crpyje M, um Heka je

eJIeKTpoMarHeTcko mosjse y cpemunu 1 E;, H;, a 'y cpenuan 2 E,, H,. Ha ocHoBy Teopeme

JEAMHCTBEHOCTH peIlleHha, MoJbe y cpenunn | Hehe ce MPOMEHUTH aKo TaHTEHIH]aJTHe KOMIIOHEHTE
110Jba Ha TPAHUYHO] MOBPIIH OcTaHy ucTe. CTora, ako Ha TPaHUYHY MOBPIII JABE CPEIUHE MOCTABUMO
eKBUBAJICHTHE EJIIEKTPHYHE CTpPYje Koje ¢y jenHake J, =Nx H, u ekBUBaJieHTHE MarHeTCKe CTpyje

Koje cy jemHake Mg =-nxE, rtne cy E; nu H, TanreHuujanHe KOMIOHEHTE EJIEKTPUYHOT,

OJTHOCHO MAarHeTCKOI' I0Jba Ha TIPaHUYHO] CPEeIUHM, Kao LITO je MpPUKa3aHO Ha ciulm 2.40,
€JIEKTPOMAarHeTcKo nosbe y cpeaunu 1 he ocraru ucro. Unak, nosbe y cpenunu 2 he Outu jenHako
Hynu [7]. Ha ciukama 2.46 u 2.4B je neo mpoctopa y KoMe je mojbe Hyna o3zHadeHo ca "0". Kao
nocjenuIa, CpeAnHa 2 MOXe C€ 3aMEHUTH CpPEeIUHOM INPOMU3BOJEHUX Mapamerapa. AKO 3aMeHy
M3BPIIMMO CPEAMHOM Tapamerapa cpeauHe 1, untaB mpocTop mocraje xomoreH. Ha oBoM mecty
BUJIM C€ IVIABHU MOTHUB yBOheHma €KBUBAJIEHTHUX MarHeTCKUX CTpyja: oMoryhaBame J1a ce IpuMeHe
M3pasy 3a MOTeHILIMjaje (a TUME U 3a 110Jba) KOJU BaXK€ Y XOMOT€HO] CPEANHH.

Ha cnuyan HauMH MoO’Ke ce MOKa3aTH Ja ce MoJbe y CpeauHH 2 Hehe MpOMEHUTH ako ce Ha
rpaHUYHY TIOBPII TIOCTaBe €KBUBAJICHTHE €NIEKTPUYHE U MAarHeTCKe CTpYyje, Kao IITO je MPHKa3aHO
Ha ciuuy 2.4B, a YUTaB MPOCTOP C€ XOMOI'eHM3Yje Tako JAa je cpenuHa 2 cByna. Ilosbe y cpeaunu 2
MOTUYE KaKo OJ1 eKBUBAJICHTHUX cTpyja J, U My, Tako u o nobyauux crpyja J; 1 M; koje y 10j

HOCTOje.

[Tpu mocTaBibamkby TPAaHUYHUX YCIIOBA 3apaj TeHEepHCcamba CUCTEMa jeJHAaYMHa, Pa3jIuKyje ce
HEKOJIMKO Crelu(UYHNX CcHUTyanuja. AKO ce Ha TPaHWYHO] IMOBPIIM TOCTaB/ba CaMO YCJIOB
JETHAKOCTH TaHTEHIMjaJHUX KOMIIOHEHTH EJIEKTPUYHOT M0Jba, CUCTEM MHTETPATHUX jeHAUYUHA CE
jOIIl HA3MBa M CUCTEM MHTETPATHUX jeTHAYMHA eJICKTPUYHOT 1moJba (eHriecku: electric field integral
equations, ckpaheno: EFIE). CanyHo, ako ce mocTaBjba CaMo yCIIOB jE€JHAKOCTH TaHTEHIIN]jAITHUX
KOMITOHEHTH MarHeTCKOT 1M0Jba, CHCTEM CE Ha3MBa U CHCTEM MHTETPATHUX jeTHAYMHA MArHETCKOT
nosba (enrmecku: magnetic field integral equations, ckpaheno: MFIE). Kanma je morpeGHO
MOCTaBUTH 00a rpaHMYHA YCJIOBAa, OHU CE€ MOTYy KOMOWHOBATH Y jellaH, Ma Ce CHCTEM Ha3uBa U
KOMOWHOBAaHM CHUCTEM MHTETrpalHuX jeqHaunHa (enriecku: combined field integral equations,
ckpaheno: CFIE) nnm camo mocmarpatd HCTOBPEMEHO, Ta C€ CHCTEM Ha3WBa U CIIPETHYTH CHCTEM
MHTETpaIHUX jeqHaunHa (eHrinecku: coupled region integral equation, ckpaheno: CRIE).
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Cpenuna 1 Cpenuna 1 ngr
Es H;

M

Js

(a) (6) (8)
Cnuka 2.4. V3 TeopeMy MOBPIIMHCKE €KBUBAJICHLH]jE: (a) OpUTHHAIHU TIpoOiieM, (0) eKBUBaJIeHTaH MpodaeM
3a cpeauHy | U (B) eKBHBaJICHTaH MpobIeM 3a cpeauny 2. [7]

2.7. ANPOKCHUMAIIUJA CTPYJA

VY npobiemuma Kojuma ce 0aBUMO, allpOKCUMATHBHO PEIICHE SIEKTPOMAarHeTCKHUX MpodiemMa
I00MjeHO METO/I0M MOMEHATa Cy 3alpaBO HyMEpHYKe allpoOKCUMallije TMOBPUIMHCKUX cTpyja. Kama
Cy jeIHOM HM3padyHaTe alpoKCHUMAaIMje CTpyja, Ha OCHOBY JH(EPEHIIUjAUTHOT OOJIMKA jeTHAYNHE
KOHTUHYHTETA, [T03HATA Cy M HaelleKTpUcama. EJIeKTpoMarHeTcko mojbe ce Taja MoXe M3padyHaTH
nomohy (2.27) u (2.28). Heka je mosnapu3anuja jHHEapHa W HEKa Cy CTpyje alpOKCHMHUpPaHE
JTUHEapHOM KOMOWHAIM]OM 0a3UCHUX (YHKIIH]ja

N-1
C,~ > a,faio, (2.29)
n=0

rie je C,={J,, M.} 3ajenHnuka o3HaKa 3a OWJIO eJEKTpUYHE, OWJIO MarHeTCcKe CTpyje,
Jg M : . :
a, €{a;*,a, °} cy oaroapajyhin Hermo3HaTH KOMIUIEKCHH KoedunujeHTH, f, OasucHe dyHKIMHje,

i e{iéS,ig"s} JEIVMHUYHM BeKTOpH Koju oapelyjy pedepentHe cmepoBe crpyja, nok je N -1
MakCcUMajaH peJ| ampoKkcuMaluje cTpyja. AKO TOCTOje M €NeKTpUYHe, U MAarHercke Ccrpyje,
Hajuertha mpakca je a pefoBu anpokcumMaimja oyny uctu [7]. basucue dyHkimje nedunucane cy
Ha €JIEMEHTY (MJIM eJeMEHTHMMa) CTPYKType KOja Cce aHaJM3upa W TMPEACTaBJbajy HEKE YHarpen
no3HaTe MateMaTHuke ¢QyHknuje. Te ¢yHKuMje MOry OWTH KOHCTaHTE, NMOJMHOMH, CHHTYJapHE
byHKIHje Koje oaroapajy pusuiy npodaemMa UT/.

TayHocT ampokcuMmalnyje, Ka0 U TaYHOCT U €(UKACHOCT caMe €JIeKTPOMAarHeTCKe aHallu3e
3aBUCe U 01 u30opa OazucHux GyHkuuja [7].

2.8.  IIOCTABJbAILE JEAHAUYMHE HA OCHOBY T'PAHUYHOT
YCJIOBA 3A TAHT'EHIIMJAJTHE KOMITIOHEHTE EJEKTPUYHOI ITIOJbA
[peTnocTaBuMO Ja je CTPYKTypa HalpaBJbeHa OJ1 CaBPIICHOT MPOBOIHKKA (eHrIecku: perfect
electric conductor, ckpahieno: PEC) u na unTaBy CTpyKTypy IMOCMaTpamo Kao jemaH enemeHt. Ha

CTpyKTypu he mocTojaTu camMO eJeKTpHYHE CTpyje, Ia je JO0BOJbHO, Ha OCHOBY TeopeMe
JEAMHCTBEHOCTH pelIeka eIeKTPOMArHeTcKor mpoOiema, Ja IOCTaBUMO TPAHUYHU YCIIOB 3a
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TaHTCHIUjAJTHY KOMITOHEHTY €JICKTPUYHOT moJba. [Ipu TOME elNeKTpUYHO MOJbe MOCTOjU CaMo BaH
CaBPIICHOT TIPOBOTHUKA.

Kaga ce ampokcumarja crtpyja (2.29) yBpctu y jeanauwmny (2.27), ampokchMaliuja
eJIEKTPUYHOT 110Jba KOje MOTHYE O] MOBPUIMHCKUX CTpYja je

N-1 i N-1
E(r) ~ —jOJMf Zan 1:niOg(ra I")dS' - igradjdivs‘(Zan fnio)g(r' I"')dS', (230)
§'n=0 we S n=0
OJHOCHO
N jNE
E(r) ~—jou) a, [ fipg(r,r)ds'—— > a, [div,(f,i;)arad(g(r,r"))ds" (2.31)
n=0 g Weno g

['pannyHM yCIIOB 32 jeJHAKOCT TAHTCHIIMjAIHUX KOMIIOHEHTH €JIEKTPUYHOT 110Jba je

E-lg, +Ei -l =0, (2.32)
rae je E;(r) noOyaHo enekTpuyHoO 1mosbe, 0K je ca iy, O3HAUCH jeIMHUYHH BEKTOpP TAHTCHIIUjaIaH
Ha rpannuny nospil. Kana ce (2.31) yBperu y (2.32), nobuja ce

(— jouYa, [ figg(r.ryas'= - Ta | divs.(fnio>grad(g(r,r'»d8'] B (239
g n=0 g

n=0 tan

re je ca tan o3HaveH ornepaTop KOjUM CE M3/1Baja TAHTEHI[MjaJlHA KOMIIOHEHTa, OJIHOCHO CKaJIapHO
MHOXKCHE JETUHUYHUM BEKTOPOM |, , KOjH, Y OIIITEM CIIy4ajy, UMa JIB€ KOMIOHEHTE. JeHaunHa
(2.33) uma N Hemo3HaTUX KOMILICKCHHX KoedHIMjeHaTa a, KOju Cy Yy JUHeapHOj Be3u. JlomaTHo,

Tayka y K0joj ce padyHa 1ojbe I Moke OuTH u3adpaHa OWiIo rje Ha TPaHUYHO) MOBPILH.
VY oxBupy cineneher kopaka moTpeOHO je mocTaBUTH cucteM o4 N JHMHeapHUX, HE3aBUCHHUX
JeHaYMHA U3 KOJUX Ce MOTY M3pauyHaTH HEMO3HATU KOe(PULIMjeHTH.

2.9. ITOCTABJBAILE CUCTEMA JIUHEAPHUX JEJTHAYHUHA HA
OCHOBY N'PAHUYHOI YCJIOBA 3A TAH'EHIHHUJAJTHE KOMIIOHEHTE
EJEKTPUYHOTI I1OJbA

Y oBoM opesbky Ouhe nera/bHO 00jallllbeH TOCTYNAK IeHepucama CHCTeMa JIMHeapHUX
jeIHauYMHa U3 KOT Ce MOT'Y M3pauyHaTHu Hemo3HaTu KoeuIUjeHTH alpoKcuMaluja crpyja. Kako je
MOCTaBJbCH 'PAHUYHH YCIIOB jEJHAKOCTH TAHTCHIMjaTHUX KOMIIOHEHTH eIeKTpUYHOr nojba (2.32),
TO CE U3 Fhera U3BOJIU CUCTEM MHTETPATHUX jeIHAYMHA efeKTpruHOor noJba (EFIE).

Axo Ha NIeBy | JiecHY CTpaHy jeqHaqynHe (2.33) mpruMEeHHMO ONepaTope MHOKEHha TSKUHCKHM
¢dbyHKIMjamMa W,,, a 3aTUM W MHTETpalyjy MO 'PaHUYHO] MOBPIUIM €JIeMEHTa CTPYKType, 100ujaMo

CUCTEM
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N-1
— jonYa, [ Wy [ f(io), 9(r,r)dsds -
n=0 s S’

N (2.34)

L [ V£ QAT (F, ) OGS = —[ iy (4 (1)) 5,
WEn=p g S' i

rreje m=01..N—-1,a S rpann4na noBpiI Koja je yjeHO U JIOMEH TeKUHCKEe PyHKUIHUje W, , JOK

CMO peJIanujy TpUOIMKHO 3aMEHWIIM pelaliijoM jeaHako. TexxnHcke pyHkiuje nepuHucane cy Ha
JOMEHY Ha KOME padyyHaMoO EJEKTPUYHO IM0Jbe. AKO Cy TeKMHCKe QyHKuuje upakoBu (menra)
UMITYJICH, OHJIa C€ HAYMH I'eHepUCamba JIMHeAPHUX jeJIHaYMHA Ha3MBa TOelIaBambeM y Taukama [4],
[7]. ¥V cayuajy nma cy TexxuHcke (yHKIMje u3aOpaHe jaa Oyay jeaHake OasucHUM (yHKIMjaMa, y
nutamy je ['anepuknos meton [4], [7].

Cucrem nuHeapHuX jenaHaunHa (2.34) Moke ce NMPEJCTaBUTH U Yy MaTpU4HO] (HOpMHU aKo ce
HETO3HAaTH KOC(UIIMjEHTH M3]IBOje Y BEKTOpP KOJOHY X, €JIEMEHTH ca JIECHE CTpaHe jeJHAYUHE Y
cl000ZIHY BEKTOp KOJIOHYy D, a ocranu wianoBu y martpuily cuctema A, mumensuja N x N .
Marpuuna jemHaumHa je Tama AX =Db. IlocebHO, umHTerpamu koje Tpeba wu3padyyHATH MpPH
bopmupamy (,,ymemy ) MaTpuile A KMajy CHHTYJIapHE MOAMHTErpaiHe (QyHKuIHje, U TO OHJA
KaJla ce Tayka y KO0jOoj ce€ padyHa 1moJbe I W Tadyka W3BOpa MoJba I'' MOKIamnajy, OJHOCHO KBa3u-
CHHTYJIapHe, KaJia cy Tauke I U I'' BeoMa Oau3y jeaHa Apyroj.

Cam cunrynaputer notude of ['puHOBe (yHKIHjE, KOja MOXKE Y3€TH pa3ndyure OoOJHKe 3a
pasMuKTe eIeKTpOMarHeTcke mpodieme. Y ciydajy aHanusze 2-D cTpykTypa CHHTYIapUTETH Cy
oomuka 1/R u logR, kao mro he 6utu nokaszaHo y onesbky 3.5, 1ok cy y ciydajy ananuse 3-D

ctpykrypa obmmka 1/R u 1/R?, mro he 6uru mokasaHo y omessky 4.5. Umak, pememe
eJIEKTpOMAarHeTckor nmnpobiiemMa je JeJUHCTBEHO Ha OCHOBYy Beh 1moMeHyTe Teopeme O
jemuHCcTBeHOCTH. CHHTrylIapHe NOJUHTErpanHe (YHKIHM]E OTEeKaBajy HYMEPHYKO padyHame
MHTErpaja, OAHOCHO Hajuemhe ce HyMepuuKe METOAE 3a HHTEerpalnujy He MOry JAMPEKTHO
npuMeHuTd. CTora je moTpeOHO MOCBETHTH MOCEOHY MaKikhy CBAKOM THUITY CHUHTYJIAPUTETA, jep
TAYHOCT OINHCAHE €JIEKTPOMAarHeTCKe aHajIM3€ HajBUIIE 3aBUCH OJ TAUHOCTU padyHama MHTErpaia
MaTpulle cUcTeMa. Y HacTaBKy OBe JAMcepTaluje nmocedaH akneHat Ouhe Ha pauyHamby NOMEHYTHX
MHTErpajga ca BpJO BUCOKOM TauHourhy. CBM HyMEpUYKH EKCIEPUMEHTH CIIPOBEJECHHU Cy Ha
MEPCOHAIHOM padyHapy, ca MpecTaBOM OpojeBa y ABOCTPYKO] TAYHOCTH, OJTHOCHO Ha 64-OUTHOM
cucTeMy Koju je naHac y ynoTpe6bu. CTora je MakcHMallHa TauHOCT KOja c€ MOKe OocTBapuTu 15
3Hauajaux 1udapa. Ca apyre crpane, moryhe je paagutu u ca Behom TauHomihy, kaga ce padyyH
obaBsba mMomohy moceOHOr codTBepa, a HE JUPEKTHO MOMohy XapaBepckux (QyHkuuja. Takas
MPUCTYN 3HA4YajHO yCIIOpaBa NMoCTyNak, na opje Hehe OUTH pa3maTpas.

JlobMjeHn cucTeM JMHEAapHUX jeJHauMHa MOXE C€ pPELIMTH HEKUM OJl CTaHJapIHHX
MOCTYyIaKa, kao mro ¢y ['aycoBa emumunanuja, LU (enrmecku: lower-upper) arekoMmnosuiuja u Jp.
VY OKBHpY OBE IOKTOpCKe nucepranuje kopuirhena je LU nekommnosunuja, jep je To HajeuKacHU]U
MOCTYTIAaK MTO3HAT Y OBOM TPEHYTKY.

2.10. TIIOCTABJBAILE CUCTEMA JIMHEAPHUX JEJJTHAUMHA KAJIA
MOCTOJE U EJJEKTPUYHE U MATHETCKE CTPYJE

AKO y CTPYKTypu NOCTOj€ AMENEKTPUIM WIM MarHeTCKH MaTepujalid, HaKOH HpHUMEHe
TeopeMe TIOBPIIMHCKE EKBHBAJCHIIMjEe, HA TPAaHUYHUM I[IOBPIIMMA TIOCTOje W CINEKTPUYHE WU
MarHeTcke cTpyje. AKO je pes cBake oJ anpokcuMmanuja jeasak N, oHzia je ykynan 6poj Helmo3HaTHX
Ha jenHoj rpann4Hoj noBpimr 2N. YV Tom ciydajy Hajuenthe ce MOCTaBibajy TPAaHWYHH YCIOBH 32
TaHTEHIMjaJTHe KOMIIOHEHTE M eJIeKTPUYHOT, U Maruerckor nosba. Kao mro je Beh momenyTo, TH
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TPaHWYHU YCJIOBH MOTYy OWTH KOMOWHOBAaHM Y jeJlaH YCJIOB M TaJa TOBOPHUMO O KOMOHMHOBAaHOM
cucremy jennaunna (CFIE). ¥V oBoj aucepranuju kopuctuhemo (opMynaiujy y Ko0joj Cy OBH
IpaHUYHU yCI0BU y pa3aBojeHuM jeanaunHaMa (CRIE). ITocToju HEKOIMKO BEHUX Ja/bUX IMOjIea,
on kojux cy HajnozHatuje PMCHWT u Muller-osa. [IpBa momenyTta je n00uiaa uMe HO MPBUM
CIIOBMMa IMPE3MMEHAa HayYHHMKa KOju Cy je moctaBuid. [IpBu pax cy objasuiu Poggio u Miller [74].
3atum cy je Cheng u Harrington [75] npuMenunu Ha nuMHApHYHE CTPYKTYype, a oHna u WU u Tsai
Ha POTALMOHO CHMETPUYHE CTPYKTYype [76].

VY 0BOj IOKTOPCKOj aucepTalju he 3a pelraBame eNeKTpOMarHeTCKux ImpolieMa ca
nuenekTpuiuMa outu kopuinhena ynpaso PMCHWT dopmynanmja, koja je yKpaTko H3JI0KEeHA y
HacTaBKy. J{eTasbHO M3BOhemE ca HyMEpUYKUM IpUMeprMa Moxke ce Hahu y [7].

[Tocmatpajmo pasasojay nospum ase cpeaune i u j. Heka cy (E;)y, ¥ (H;), TanreHuujamne
KOMITOHEHTE €JICKTPHUYHOT M MAarHeTCKOT 10Jba Y CPEAMHHU | HEMOCPEAHO Y3 TPAHUYHY MOBPIII, TOK
¢y (Ej)an ¥ (Hj)pn TaHTEHIMjaIHE KOMIIOHEHTE €NEKTPUYHOT U MATHETCKOT 10Jba y CPEIMHH |

HETOCPEIHO y3 TpaHWuyHy MoBpml. ['panudydu ycioB koju mo PMCHWT dopmynamuju tpeba
33JI0BOJBHTH je [7]

(Ei)tan = (Ej)tan ’ (Hi)tan = (Hj)tan ' (2.35)

[Mosbe y cpenunn i pauyHamo u3 (2.27) u (2.28) HakoH 1ITO, HA OCHOBY TEOPEME MOBPIIMHCKE
CKBHBAJICHIIM]je, XOMOICHHU3YjeMO YHTaB IPOCTOpP IapaMeTpuMa CpeAMHE | M [OCTaBUMO

CKBHBAJICHTHE MOBPIIIUHCKE CTPYje JS) " Mgi). Cnu4HO, TOJbE Yy CPEIMHH | pauyHAMO HA OCHOBY
UCTUX H3pa3a ca pa3iMKoM 1a caga y GopMyly yiase mapaMeTpH CpeiuHe | u oaroBapajyhe
CKBHBAJICHTHE TTOBPIIUHCKE CTPYje Jg‘) u Mg‘) . [Ipu TomMe cy eKBHBaJICHTHE CTpYyje Ha TPAHUYHO]

MOBPIIH Y CYCEJAHUM CpeMHAMa UCTOT MHTCH3UTETa M MTPaBIia, alld CyMPOTHOT cMepa, Tj. [7]
IO =30 MO =-mD, (2.36)

IITO TUPEKTHO CJIEIU U3 TEOpeMe MOBPIINHCKE eKBUBAIICHITH]E.
AKo cTpyje Ha rpaHHYHO] TIOBPIIN apOKCUMHUpamo ca (2.29), U3 jeJHAKOCTH TAHTCHIIUjaTHUX
KOMITOHEHTH eJICKTPUYHOT 10Jba(2.35) mobujamo jeHaunHy

. Nty -J . ' j Nty . N ) '
- J(Dui Z a'ns ,[ fn(IOs )tan g(r,r )dS - e Z ans IdIVS-(ntOS )(grad(g(r,r )))tan ds'+
n=0 S i n=0 S'
N-1 .
+8i ZO arl]VIS I fn(rOt(ig/lsg(r’r')))tan dSI+<Ei(I))tan =
n= S
. N -J joNaL . | (237)
= jop; Y &y | fn(IOs)tan g(r,r')ds'+ —— ¥ a3 [divg( f,ip®)(grad(g(r,r')))u,ds' -
n=0 g ®E€; n=0 g

S R

rjae cy a,ﬂs u aﬁ" s, n=0,1.., N-1, koepuunjeHTn anpokcumMalija eIeKTPUYHIUX U MarHETCKUX

CTpyja y CPEIWHH |, peaoM, I0K Cy KOShHIMjEeHTH OAroBapajyhux ampokcuMmaruja y CpeauHH |
HCTH CaMO CYMPOTHOT 3HaKka. TaHTEHIMjaTHE KOMIIOHEHTE €JIEKTPUYHOT IMO0Jha KOje MOTHYY OJ

nobyma y cpemumama i u j cy (EM),, u (EW)y,, pemom. Tectupamem jenmaunue (2.37)

TeXHUHCKUM ¢pyHKuMjama W, , m=0,1,..., N -1, no6uja ce N jennaunHa.
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Hpyrux N jenHaunna moOuja ce TeCTUpPAmEM jeTHAYMHE KOja MOTHYE U3 JIPYror TPaHUYHOT
ycnoBa y (2.35), Tj. U3 jeIHAKOCTH TaHTEHIIMjaTHUX KOMIIOHEHTH MarHEeTCKOT 10Jba Y CpeAnHama |

uj

(rot( sg(r, r)))tands ng' I\Ifa'\"sjf (I S)tang(r,r‘)dS'+

e

Lt
LS Al faiva 1, S)(grad(g(r,r')))tand8'+(H§")mn -
S’
. (2.38)
= 2 ajs Sj ( ( Sg(r,r'))) dS+ % ZaMsjf (I S)tang(r,r')dS'—

Hj n=0

Z aMS J.dIV (fn| )(grad(g(r! r')))tan dSI+(Hi(j))tan’

(,Oujno

rae cy (H),, u (HY),, Tanrenmujamse KOMIOHEHTE MATHETCKOT T0Jba KOj€ MOTHYY OJ 00y /A
y cpenuHama | u J, penom. Tectupamem jennaunmHe (2.38) TexxuHCckuM (QyHKIMjama W, ,
m=0,1,..., N -1, nobuja ce npyrux N jennauynna.

Tume je Gpopmupan cucteM JHMHEAPHUX jeAHAUYMHA Ca HEMO3HATUM KoeUIMjeHTHMa a,° U

M . .
an s, HOI[&THO, KaZla jJ€ CTPYKTypa CacCTaBJbC€HaA H3 M oBakBux CJIICMCHaATa, 6p0_] HCIIO3HATUX

koepunmjeHata je jennak 2MN y ciydajy Kajga 1mocTtoje M MarHeTCKe W eJIeKTpHYHE CTpyje Ha
CBAKOM €JIEMEHTY, KaJia 0a3ucHe QYHKIU]e MPUTIAIajy caMo JeTHOM CJIEMEHTY U KaJia je IbUXOB Pell
Ha CBAKOM eJIeMEHTY MCTH. Taja ce 3a CBakH OJ1 eJieMeHara 1mocTaBsbajy jeaHaunne (2.37) u (2.38).

Enementu oarosapajyhe marpuiie cucremMa Cy MHTErpalid ca CHUHTYJIAPHUM ITOAMHTET PATHIM
¢dynkujama. CHHTYIapuTeT U Yy OBUM IpoOiemMuMa rnotude o ['puHOBE QyHKIMjE Kaja ce Tauka
M3BOpA M0Jba U Ta4Ka y KOJOj C€ padyHa MoJbe MOKJIamnajy.
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3. IBOJUMEH3UOHAJIHU TPOBJEMHU

Ca teopujckor craHoBumTa 2-D enexTpoMarHeTcke CTPYKType Cy OHE KOJ KOjUX je jeaHa
IMMeH3Mja OECKOHAYHO BEJIMKA, a TPOMEHA EJIEKTPOMArHETCKOT T10Jba TOCTOJH CaMO Y MONIPEYHOM
mpeceky. Y MpakcH, ako je jelHa JAMMEH3Hja CTPYKType MHOTO JyKa O]l JApyre JBE, OHNIA Ce
MPAaKTHYHO EIEKTPOMArHeTCKO I0JbE MEHha CaMo Y TIONPEYHOM MPECEeKy CTPYKTYpe, OJHOCHO y 2-D
npoctopy. Mnak, mosbe je pa3iuyuTo o Mpeceka A0 Mpeceka, MTO e OMHCYje eKCIOHEHIIH]aTHIM
¢daxTopom. Ha mpumep, TakaB je ciyyaj KOJA EJIEKTPUYKH BEIIMKUX pacejaya ca KOHCTAaHTHHUM
MIOTIPEYHHIM MPECEKOM, BOJOBA U TAJIACOBOJa €3 rydnuTaka niu ca (IpuOIMKHO) MATM TyOHITIMa.

Enextpomarnercka 2-D ananusa mojaBibyje ce y MHOTMM TEOPHUjCKHUM pa3Mmarpamuma U
npakTHuHuM npuMeHama [2]-[4], [7]. Hajuemhe ce kopuctu npu padyHamy pacejaHor (CHIJICCKH:
scattered field) u enekrpomaruerckor mosba y BumieciaojuuM cpeaunama [2], [4], [7], [77]-[84] u y
aHanmu3u BojoBa [56]. [loceOHa maxkma ce mocBehyje anpoKCUMalUju TYCTHHE MOBPIIMHCKUX
cTpyja y ONM3MHM HBHUI[A, KaKO Yy MpaKTHYHUM TnpuMeHama [85], Tako W y HyMepHUYKUM
uctpaxupamwuma [86]. JIBoauMeH3MOHATHA EIEKTPOMAarHeTCKa aHajiu3a KOPUCTH Cce Uy
cny4ajeBuma kana 3-D aHanmu3za mpeBasmiia3u TpaHUIle TOCTYITHHX PadyyHapCKHX pecypca i Ce
pe3yaTaT Moxe qo0utu u3 2-D ananuse.

Nako 3a neke 2-D mpobneme mnoctoju aHamutuuko [/7]-[81l], umak je HajBuIIe OHHMX
€JIEKTPOMarHeTCKux InpobieMa Koje je Moryhe pemmTH HCKJbYYHMBO alpPOKCHMATHUBHO, HEKUM O]1
HYMEpPUUYKUX MeTofa. Y Cilydajy MeToJa MOMEHaTa, HajBUIlE NaKie MOTPEOHO je 3a pauyHame
MHTErpajia ca CUHTYJapHUM NOJMHTErpalHUM QyHKIHMjama, Koju cy y 2-D mpobiemuma obnuka
1/R u logR.

Kama ce wuHTerpamum ca CcHHryJlapuUTeTHMa pellaBajy AMPEKTHO, KopucTeh HEKH 0f
CTaHJApAHUX HYMEPUUYKUX IOCTyNakKa, MOTPeOHO jeé MHOro HMHTErpallMOHMX Tadaka Ja Ou ce
MOCTUTJIa >KeJbeHAa TauyHOCT pe3ynrara. Hajuemrhe je Taj Opoj HENMpHUXBAaTJLMBO BEIUKH ca
NPaKTUYHOT cTaHoBHINTa. CTora ce mpe HyMepUuyKe MHTErpauuje npuMemyje Heka on cieaehux
TEXHHWKA: W3JBajakbe CHHryaaputera (eHriecku: Singularity extraction) [15]-[25] wnwm
MOHMIITABAKE CUHTYJIapuTeTa KopuihemeM TpaHCpopMalnja MPOMEHJBHBHUX, OJHOCHO CMEHa
[14], [35]-[47]. (Y oBoj aucepraiuju he u3pa3u cMeHa U TpaHchopmaldja OUTH KOPUITNEHH Kao
CUHOHHUMHU.)

[Momam 3a HyMepWuKy WHTErpanujy (yHKIHMja ca JOTapUTAMCKHM CHHTYJIapUTETUMAa
no3Hatu cy y oOnumky TabenupaHux TexxkmHa u ancruuca [53], [54]. Wnak, oHu Mmory Outh
yInoTpeOJbeHH JeAWMHO Y CJydajy paBHUX eJeMeHaTa KOJI KOJUX je TPETXOAHO W3/BOjeH
CUHTYJIAPUTET.

VY oBoj mucepranuju Ouhe mpeacTaBJbeHO HEKOJUKO CMEHA 3a TTOHHINTABAKhE CUHTYJIApUTETa
Koje ce cpehy y 2-D enekTpoMarHerckoj aHajaM3M y CIIy4ajy TPaHCBEP3aTHOI €JIEKTPUYHOT IM0Jba
(enrmeckm: transversal electric field, ckpaheno: TE), omHOCHO y ciydajy TpaHCBEP3aIHOT
marHerckor mosba (enrmecku: transversal magnetic field, ckpaheno: TM). Ilpumepu TtakBHX
€JIEKTPOMAarHeTCKUX mpobiieMa cy Ayrauku BOJOBHU, pacejaud 1nodyheHu paBHUM, YHU(DOPMHUM
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TamacoMm uTA. Jleo pesyiTaTa KOju je MPOUCTEKA0 U3 pajia Ha OBOj TUCEPTAIMjU U TIPE3CHTOBAH j€ Y
OBOM TMOTJIaBJby IyOsnkoBaH je y [14], [69], [70], [87].

3.1. I'EOMETPUJA AHAJIMBUPAHUX CTPYKTYPA

Ha cnunum 3.1 npuka3anu Cy MONpeyHu Impeceid OECKOHAYHO TyraykKuX Tpaka, UCTUX TyKWHA
MONIPEYHOT MPECceKa, aJld Pa3IMYUTHX MOJYNPEUYHUKA KPUBUHA. Tpake Cy TEOPHjCKH OECKOHAYHO
ayradyke y TmpaBiyy Z-oce. Ilapamerapcke jenHayWHE TMOMPEYHHX TMPECeKa OBHX Tpaka Cy
X' =X,t', Yy =y,t?, rae je t' nokanna koopaunara y oncery [-1,1], nok ¢y X, ¥ Y, napamerpu. Y
3aBUCHOCTH O] (MOJynpedyHUKa) KPUBHHE, Mapamerap Y, y3uMa pa3iuuuTe BPEIHOCTH. Y JBa
Kpajia pa3mMarpana ciy4aja je Y., =0, kaaa je Tpaka paBHa, omHOCHO Y, = 31w/64, xana je Tpaka
W3pa3UTO 3aKpUBJBEHA, TNEe je W IIMpPHHA Tpake. 3a yHampen W3a0dpaHy MIUPUHY TpakKe H
3aKpUBJLEHOCT Y, Hapamerap X, je jeauHctBeHo oxapehen. Kon momenyre paBHe Tpake je

Xy = 0,5W, 0K je KoJ MakCHMaJTHO 3aKpUBJbEHE pazmarpane Tpake X, ~ 0,0924253 w.

g™
mspasuto YA ' E"™
3aKpUBJbEHA
T N
‘ s‘s ’ 4L
€0, Ho s /
\ ym “‘ / //

X
0 >

paBHa

Cnuka 3.1. [lonpeynu npeceny Tpaka pazinIuTUX 3aKPUBILEHOCTH MOOYHEHUX paBHUM, YHUPOPMHUM
tasiacom y TM u TE mony.

PaBHa Tpaka M M3pa3uTO 3aKpUBJbEHA Tpaka ca ciuke 3.1 uzabpaHe cy Kao JiBa OCHOBHA
puMepa 3a TeCTHpPame MPEITOKEHUX CMEHa, jep OBa JBa Kpajikha CiIydyaja MOTY Jia MOCTYKe Kao
I'paJIMBHU €JIEMEHTH 3a JIpyre Npou3BoJbHE oOnuKke Tpaka. Haume, Tpake koje 6u Ouie mA0AaTHO
3aKpUBJbEHE YBEK MOT'Y JIa Ce MOJIeNIe Ha TPaKe 3HaYajHO MambUX MOJyTPEUHUKA KPUBUHE.

Tpake he OuTH aHanM3mpaHe METOJOM MOMEHATa Kao pacejadyd, ca IUJbEM H3padyHaBama
I'YCTHHE TOBPIIMHCKUX CTpYja MHIYKOBAaHMX Ha MOBpIIM Tpaka. Kaja cy mo3Hare rycTuHe cTpyja,
noJjbe ce Moxke m3pauyHatu u3 (2.27) u (2.28). Kako padyHame 1mosba mojapa3ymeBa WHTETpaLnjy
T'YCTHHE CTpY]j€, IpelIKe y alpOKCHUMALMjU CTpYyja MOTy OMUTH M MOTUCHYTE WJIM 3aMacKUpaHe, Tj.
HEKe IpelIke y alpoKCUMaIyju cTpyja Hehe OUTH BUIJBUBE aKO Ce IocMaTpa UCKJbYYUBO HoJbe. U3
TOT pa3jiora y OKBHUpY OBE JHcepTaluje nmocMarpaheMo mpuMapHo I'yCTHHE CTpyja Ha Tpakama Kao
pe3yaTaT aHaJIM3e Ha OCHOBY KOTa CE jaCHO MOXe Je(HUHHUCATH TAYHOCT pe3yJiTaTa.

25



3.2. IIOCTABKA HYMEPUUYKOI EKCIIEPUMEHTA

CBe pa3marpaHe Tpake HaYMIbEHE CY OJ1 CAaBPLICHOT eJEKTPUYHOT MPOBOJIHMKA U OECKOHAYHO
Cy TaHKe, TaKO Jla CE MOXKE CMaTpaTH Jla Ha HBUMa IOCTOjU CaMmo jeAaH IUIAT MOBPIIUHCKHX
cTpyja. Tpake cy TmOCTaB/b€HE Yy BakKyyMy M Ha HUX HawWja3d paBaH, yHH(OpPMaH,
MPOCTONICPUOINYAH, JIMHEAPHO TOJapu30BaH Tajac. [IpaBam mpocTUpama HWHIUACHTHOT Tallaca,
oapeheH jeMHUMYHUM BEKTOPOM N;, Ce Hala3u y paBHH IOIPEYHOr Mpeceka Tpake (ciuka 3.1).

Kana je BeKTOp elIeKTpUYHOT 110Jba y PAaBHH MOMPEYHOT IpeceKa Tpake (y OMIITEM CIy4ajy uMa u X
U Y KOMIIOHEeHTY), y nuTtamy je TE mozn. Kaga je BekTop eneKTpHYHOT MoJba MapajesaH Z-OCH, Y
nutaby je TM moxa. Y ciydajy Ja BEKTOp E€JIEKTPUYHOT I0Jba MMa CBE TPU KOMIIOHEHTE
JlexkapTOBOT KOOPJMHATHOT CUCTEMA, Y TUTamy je XUOpUAHU MOJ. Y OKBUPY OBE aucepranuje ouhe
pasmarpanu u TE, u TM mop.

KoedunuujeHT npoctrupama Tanaca je y OmIITeM cliydajy KOMIUIeKcaH 0poj, ¥ =o + jp . Kako

je y pa3marpaHuM mnpoOieMuMa cpeauHa 0e3 TyOmTaka, KOe(UIUjeHT MPOCTUpama j€ YUCTO
UMaruHapas 0poj, vy = jB . AKko je ca I O3HaueH BEKTOp IOJIOKAja TaYKe y KOjOj ce padyHa IOJbe,

ca |; JeIMHUYHU BEKTOP KOjU TOKa3yje MpaBall ¥ CMEp MHIMJICHTHOT €JICKTPUYHOT 10Jba, Tala je
SNEKTPUYHO T0JbE MHIUICHTHOT Tajlaca 1aTo u3paszom [88]

Ei _ Eoe_yni‘rii _ Eoejﬁ(xcose+ysin e)ii' (3.1)
JIOK je MarHeTcko moJbe [88]
Eo _n. : E i i .
H, = = 0 g~ rni xi; = Z 0 EOeJB(xcose+ysme)ni xi:, (3.2)
TEM TEM

rre je Zqgy ~TajJjacHa MMIEAaHca, Koja je |y IIOCMaTpaHOM  ClIy4ajy  jeJHaka
Ziem =+lol€g #120m QY. Jemurmunm BekTop |I; jemHak je I;=i, y TM cuy4ajy u

Ij=-sin0i, +cosOi, y TE cnyuajy, tae je 0c{0™,0™} 3ajennuuxa O3HaKa 3a ymajHM yrao
\Y

MHIMIEHTHOT Tanaca (ciuka 3.1). YeBojuhemo 1a je MHTEH3HMTET eNeKTpUYHOr rnojba Ey =1—.
m

Kako cy pa3marpane CTpyKType MeETaJlHE M TOCTaB/b€HE Yy BaKyymy, TO he 3a HHUXOBY
a”Hanu3y o6utu nocrasibeHa EFIE ¢popmynanuja merona Momenata u y okycy he 6uru perraBame
jennaunne (2.34). Ilpu Tome, cmarpahemMo na je Tpaka jeJaH CETMEHT, Tj. KopucTuhemo
I[EJI0IOMEHCKY alpoKCHMaInjy crpyja (eHriecku: entire-domain analysis).

3.3. PACEJAHO EJIJEKTPUUYHO IMOJBE

C o63upom Ha TO 112 je I'punoBa ¢yHkuuja y 2-D enextpomarnerckum mnpodieMuma jeHaka
XankenoBoj GyHKIMjU apyre BpcTe U HysaTor peaa, g(r,r')=H éz) (B|r—r'l), pacejaHo enexTpUUHO
noJbe (2.27) numa 00K

g, =0 (3 ) HOBIr—r)di+ L grad [p.(r)H@ @ r-rar | (33)
2 ¢ e c'

€
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rae je dlI'=dl'i;, BexTop enemenrapue myxwune dl'= \/(dx'/ dt')2 +(dy'/dt')2 MOTIPEYHOT TMpeceKa
Tpake, jeAMHUYHU BEKTOp i, onpehyje pedepenTHn cmep moBpmmHCKHX cTpyja Jg, f je pamgna
ydecTaHoct, I'=X'i, +Y'l, je BEKTOp monokaja Tauke W3BOPA PACEjaHOr mosba, I =Xi, + Vi, je

BEKTOp IOJI0’Kaja Ta4uKe y K0joj ce pauyHa moJbe, C' 03Ha4YaBa MONMPEYHH IPECEK Tpake, Kao IMITO je
¥ WIYCTPOBAHO Ha ciHIM 3.2 Ha NMpHUMEPYy 3aKpUBJbEHE Tpake. VIHTeH3UTET TrycTuHe cTpyje J

3aBUCH caMoO 0 JokanHe t' xoopamHarte, omHocHO on JlekaproBux X u Y koopauHara. Cmep
ryctuse crpyje y TM mony je myx Z—oce, I1a je jeIMHUYHH BEeKTop I, jeaHak je i, =1i,, nok jey TE

MOJIy JIy’K IOIIPEYHOT Ipeceka Tpake, na je I, = (ixdx'/dt'+i ydy'/dt')/dl .
[ToBpuIMHCKa T'yCTHHA HACJIEKTPUCAakha MOXKE CE M3pauyHAaTH Ha OCHOBY IU(EPCHIUjaTHOT

00IMKa jeJHaYuHE KOHTHHYHUTETA, P =ﬁdivs.\]s. Axo je koopauHaTHH cucteMm JlekapTos,
T

HOCIebY HU3pa3 MOXKE C€ 3alHcaTH U Kao P . — Iy+— i, |-Js, rme je nuseprenumja
2nf | Ox oy
CHUMOOJINYKH 3aMeHeHa CKAIIAPHUM MTPOU3BOJIOM.
Kako y TM wMoay mNOBpHIMHCKE CTpyjeé HMajy camMO aKCHjalHy KOMIIOHEHTY, TO je
MOBPIIMHCKA TYCTUHA HACIEKTPUCambha jeTHaKa HYJIH,

i (0. o. .
pszﬁ(awguyjdsuzzo, (3.4)

jep je CKalapHH MPOU3BOJ PA3IMYUTUX JEAMHUYHHUX BEKTopa JleKapTOBOT KOOPAMHATHOT CHCTEMa
jennak nymu. Crora, y jenHauunu (3.3) ocTaje camo mpBU cabHpPakK, Tj. pacejaHO CICKTPHUYHO MOJbE
MOTHUYE CaMO OJ] HHIYKOBAaHHUX CTpYja.

Ca npyre crpane y TE ciyuyajy, BeKTOp T'yCTHHE CTpyje MMa U X, U Y KOMIIOHEHTY, Ma y
OINIUTEM CIy4ajy, IOCTOjeé M TMOBPIIMHCKA, M JIMHHUJCKA HaelleKTpucama Ha Tpauu. Tpeda
HarlOMEHYTH Jia JMHHJCKA HaeJeKTpUcama He MOCToje (U3UYKH, alld ¢ 003UpOM Ha Kopuilheme
0asucHUX (PyHKIIM]ja y alpOKCUMAIMjU CTpYyja Yhja BpPeIHOCT Ha KpajeBUMa HUJ€ HYJIa, a jeHAYUHA
no mpBoM KupxopoBoM 3akoHy HHje TIOCTaBJ/bEHa, YBeI€Ha Cy (UKTUBHA JHMHHUjCKA
HaelekTpucama. Hamme, 1enomoMeHcKka amnpokcumanuja JIexaHJpOBUM IOJIMHOMHMA HE
obe36ehyje na je crpyja Ha KpajeBUMa Tpake jenHaka Hynu [locie mpumeHe rpajujeHra, Ipyru
cabupak TpaHcpopMHUIle ce y

i (2) (2)

4 ~ oR R} (39)

Ry

rae je R =r—r' BekTop KOjH MoJIa3u O] TauKe M3BOpPA MM0Jba HA MOBPIIMHCKOM HAaeJIeKTPHUCAby U
3aBpIllaBa Ce y Ta4KH y K0joj ce padyHa mojbe, R =| R| je pacrojame u3mel)y momeHyTHux Tavaka,

ir =R/R je jenmununnm Bextop, Q', = jI (t', )/(2nf), k e{L,2}, je momy*kHa rycTuHA JTHHU]CKUX
HaeJIeKTpUcama Ha J[Ba Kpaja Tpake, unje cy jJokainHe koopaunate t'y=-1 u t', =1, R, je Bektop
KOjH TI0JIa3H O] TaYKe M3BOpa MMoJba Ha oAroBapajyhem nuHMjcKOM HaenekTpucamy Q', ¥ 3aBpriaBa
Ce y Ta4yKM y KO0joj ce padyHa IOJbe, JIOK je Ig =Ry /R, jeIMHHYHH BEKTOp, Kao IITO je H

WIIYyCTPOBAaHO Ha ciuiy 3.2. [Mapuujanau U3BOJ XaHKeoBe byHkimje  je

a%H(()Z) (BR) = —BHl(z) (BR) [89], rme je H1(2) XankenoBa (yHKIMja Apyre BPCTe€ U MPBOT peaa.
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Jlakie, pacejaHo €NEKTPUYHO MOJbe cajla MOTHYE O] UHIYKOBAHHUX MOBPIIMHCKUX CTPYja, Kao U O]
MOBPIIMHCKUX M JTMHH]CKUX HACTCKTPUCAHA.

ti=-1 tp=1

Crnuka 3.2. BekTopu 1moiokaja Ha IpUMeEpy 3aKpUBJbCHE TPake.

3.4. MN3B0P BABUCHUX U TEXKUHCKUX ®YHKIIUJA

[ToBpuIMHCKAa TyCTHHA CTpyje amnpoOKCUMHUpaHa j€ JIMHEApHOM KOMOHWHAIMjoM Oa3uCHUX
dyHkimja kao y (2.29). 3a MHTYUTHBHO pa3yMeBambe n300pa 6a3ucHUX QyHKIMja OMCMO MO, Oe3
ylaxema y JeTajbe JIMHeapHe anreOpe, HampaBUTH mnopeheme ca BEKTOPCKUM MPOCTOpUMA.
[Tpon3BosbaH BEKTOp y MOCMATPaHOM BEKTOPCKOM IPOCTOPY MOXKE C€ MPEICTABUTH JINHEAPHOM
KoMOuHanujoM OasucHuX BekTopa. Hajuemrhe cy GasucHu BekTOopH Mel)yCOOHO OpTOTOHAIHU U
Ty’)KWHE jeflaH, Tj. OpTOHOpMaNIHU. Pa3no3u TakBor n30opa jiexe y jeTHOCTaBHU]O] perpe3eHTAIN]!
MIPOU3BOJHHOI BEKTOPA JIMHEAPHOM KOMOMHAIMjOM Oa3sMCHHUX BEKTOpA, y jeHOCTABHUJEM padyHY
CKaJJapHOT M BEKTOPCKOT Tpou3BoAa UTA. Moxemo mocmaTpatu 0azucHe (QyHKIMje Kao Oa3ucHe
BEKTOpE, a TYCTHHY CTpyja Kao NMPOU3BOJbaH BEKTOP KOjJHU KEIUMO Jia MPEICTaBUMO JIMHEAPHOM
KoMOMHanujoM OaszucHux QyHkuja. Kako mpobiieM pemaBaMo HyMEepUYKHU, TO je Opoj GasucHUX
(GyHKIIM]ja OTpaHUYEH, a YMECTO CTBApHE T'yCTUHE CTPYje TPAKUMO BeHy anpokcumanyjy. Crora je
3a 0Oa3ucHe (QYHKIMje 3rOJHO Y3€TH NOJMHOME KOju cy opToroHanHu. Haume, y ciyqajy
arnpoKcHMallija CTpyja BUCOKHMX pelloBa MOKa3yje ce Jla Cy pe3yiTaTd HyMEPHUUKHU CTaOMIIHUJH aKo
cy 06a3ucHe QYHKIIHje OPTOTOHAIHH MTOJIMHOMH, 0 ueMy he OuTH BuUIe peun y oaesbKy 3.14.

3a nBa momuHoma P, (t) (pema n) mu P, (t) (pema m) Baxku 1a cy OPTOrOHAIHU Ha MHTEPBATY

(-1,1) ako je

[ Pu (0P, (0t =

-1

{r #0,m=n
. (3.6)

0, m=#n

Jlexxanaposu noauaomu L, (t) cy mpumep opTOroHaIHUX MOJMHOMA, T€ Cy OHU W3a0paHu 3a
6azucHe gpynkuuje. [latu cy ciegehom pekypenToM hopmyaoMm
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Lot =1
Ly(t) =t
(n +1) Ln+1(t) = t(zn +1) I—n (t) - nLn—l(t)'

OBH MOJIMHOMH 3aKJbYYHO Ca PEIOM LIECT CKUIIUPAHH Cy Ha ciuiy 3.3.

0,5 [
- \
~ 0r
~
05 t
| L L .
-1 -0,5 0 0,5 1

t

Cnuka 3.3. JlexxanapoBH MOJUHOMH O/ TIPBOT JI0 IIIECTOT pea.

3a texuncke QyHkuuje kopuithenu cy JupakoBu (1eara) UMITyJICH

+oo,t=t
0, t=t,

m

S(t—t,) = {
Tana ce, 300r CBOjCTBA JeNITa UMITYJICA

[8t—t,) f(dt = £(t,).

(3.7)

(3.8)

(3.9)

UHTETPaIU KOjU ce jaBbajy y (2.34) cBoje Ha jeMHOCTpYKe, IO je[IHOj MPOMEHJbUBO]j t', mTo he ce
BusietH y jennaunHama (3.10) u (3.11) koje cnexe. [Ipu Tome je pacnopen Tayaka mojeliaBama t,

Ha TpallM UCTH Kao pacmopen arncuuca u3 ['ayc-JlexanapoBe Hymepuuke uHTerpanuje [7], [14].
TuMme cy Tauke mojeliaBama rymhe pacropeheHe y OKOJIMHHM KpajeBa Tpake, OJHOCHO Tamo TJIe
ouekyjeMo Opyke MpoMEeHe U BETHKEe BPEAHOCTH T'YCTHHE CTpyja, a pehe oko cpeauHe MOmpedHor
mpeceka Tpake, rie je cuTyanuja oopuHyta. OBO je WIIyCTpOBaHO Ha cIUIM 3.4, Ha MpUMEpHMa

PaBHC U U3PA3UTO 3aKPUBJLCHC TpaKE Ca 110 45 tauaka noafciaaBamka.
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1 ‘ 0,5
Tpaka Tpaka
® TayKe IOoJIclIaBama ° TauKe [0JelIaBahA
05 ¢ 1 047
03r
~ 0 .
-~
0,2
-05r
0,1f
-1 !
-1 -0,5 0 0,5 1 0 ‘
X -1 0,5 1
(a) (6)

Cruxka 3.4. [Ipumep pacniopena 45 Tayaka nojemaBama Ha (a) paBHOj U (0) 3aKpUBJbEHO] TPAIIH.

Kownauno, cuctem (2.34) y cinydajy pasmatpasor npobsiema y TE Moy cBoau ce Ha

f N-1 1 . . . . .
TEL Yay (L) HE BRE NG + 2yt Py im0t

n=0 t=-1

Nt dL )

22 |

HA PRt )ig -idt'+

o (3.10)
8nB NZ:""ZL“ YHP BRE tn)ig, “ian =

= —E e PXm)eos0ytn)sn O (_gin 6j +cOSOi ) i an

onHocHo y TM mony Ha

”“0 jL EYHP BR( ) XE + 2y, t'Fi, i dt'=

I (3.11)

_ _Eoejﬁ(x(tm)cose+y(tm)sin e)i .

rae ¢y t,, m=0,1,..,N—1, Tauke mogemaBama, X5 +(2ymt')2 Jje JakoOujan koju MOTHYE O
00NMKa TONpPEYHOr mpeceka Tpake (IoOMjeH Ha OCHOBY NapaMeTapCKUX jemHaduHa), |,
JeIMHUYHM BEKTOp TAaHTEHIMjallaH Ha MmompevyHu mpecek tpake, X(f,) u Yy(t,) ce mobujajy us3
napaMeTapcKuX jeJHAYMHa Tpake 3a CBaKy TayKy IojemaBama f{,, JOK jeAMHHYHH BEKTOPH I

y3uMajy oAronapajyhe BpeIHOCTH y 3aBUCHOCTH O] MOJIa.
3a u3payyHaBame eJIeMeHaTa MaTpUlle CUCTEMA, OJHOCHO BPETHOCTHU KOj€ CTOj€ y3 HEelo3HaTe
KoepuuujeHTe a,, MOTPeOHO je u3pauyHaTH HHTErpaje ca CHUHIYJIApHUM MOJUHTETrpaTHUM

¢dyHKIMjaMa, IITO je HapeJHH KOPAK y aHaIM3H [TOCTaBJBEHOT Mpobiema.
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3.5. TUIIOBU CUHI'YJIAPUTETA

Y miby u3lBajamka MHTErpalia Koje Tpeda m3padyHatu y ciydajy ommo TE, 6uno TM mona,
pacejaHo MmoJbe MOXKe OUTH 3alKCaHO M Kao

N-1 nu, f nt3f
Et)~ Yo -l e, B e (3.12)
=0 2 2¢, 8nfe,

rjae cy

I = an (T YHP BR(' o)y x5 + 2yt Fidt, (3.13)

t'=—
l 1

o= %Hf”(BR(t',tm)iRdt' (3.14)
t'=—1

HUHTCI'paJid Ca CI/IrHFyHapHI/IM HHTCIrpaHanumMa, I[OKje
9 _~ @ :
19 =L, (" OHP BR (t'y .t )i, (3.15)
k=1

Kao mro je Beh momenyto, y TM citydajy Ha Tpary HeMa HaeleKTpHCama CTora je Tajia IEnzy)n =0mu
3 _—
I =0.
XankenoBe pyHKIHje, Koje ce mojaBibyjy y (3.13)—(3.15), Texxe OeckoHauHOCTH Kaja R Texu
HYJIH, OJJTHOCHO KaJia ce Tadyka MmoJielmaBama {, mpubamkaBa Tauku u3Bopa mnosba t'. Kaxxemo u na

je Tauka t,, CHHTyJapuUTeT NOJUHTErpaiHe QyHKIH]E.

Ha ocnoBy TejnopoBux pas3Boja y OKOJMHM HyJe, XaHKelaoBe (QYHKIHje MOry ce
anpoKCUMHUPATHU ca

R2 R4 2 R R2 R R4 4
H(z) R)=|l-—+—|[-]— [In—+ j——(ln_'F _1j_ (In 2 3) ) .
o (R) [ 4 64] Jn[ 2 )T T2 ) T R (3.16)

OJHOCHO

H(Z) R ~| — _t

() (2 16 384

( 2 R 4 R®( 16 R® 8

= - In—=—2y+1|+—| In=——4y+5|- In— —3y+5||,
J[ R 2n( Rz ' j 3271( Re J 5767:( re 7 B

rae je v~ 0,57721... OjnepoBa xoHcTanTa (eHriecku: Euler Mascheroni constant). 13 mperxogaux

R R RSJ_

(3.17)

M3pasza 3aKJbydyjeMO Jia jeé CHHTYJapUTEeT (yHKIIHje Héz) obmuka logR, 10K je CHHrygapuTeT

byHKuMje Hl(z) obnuka 1/R.

JlonaTHO, €1eKTPUYHO T0Jbe MOBPIIMHCKOT HaeJIeKTpUcama Ha TpalM HHje Je(pHUHHCAaHO Ha
camoj Tpaiu, o1HOCHO 3a R =0 (CKOKOBUTO ce Mema Ipu MPoJIaCKy Kpo3 TPaKy), ajld UMa KOHAYHe
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Bpeanoct 38 R=0" u R=0". Crora he Tauka y K0joj pauyHamo Nosbe OMTH IIOCTaB/bEHA Ha
pacrojamy &=10"" W HopManHO M3HA[ MOBpLIK Tpake. To pactojame o & =10 W u3zabpaHo je
HAKOH HM3a HYMEPUYKHX CHUMYJalldja Kao HajMame PacTojame 32 KOje HYMEPUYKH pe3yJITaTH He
IUBEPIUpajy.

Haj3an, 3a pauyHame camux XaHKeJIOBUX (YHKIMja pEaTHHX apryMeHaTa ca BHCOKOM

taunomrhy kopuinhena je Beh mnocrojeha O6umbmmoreka MKL (enrmecku: math kernel library,
ckpaheno: MKL) [90].

3.6. OCHOBHA UJIEJA IOHUIITABAIbA CUHI'YJAPUTETA

VY mmiby uspauynaBama uHTerpana (3.13) u (3.14) ca BucokoM TauHomilly, OJHOCHO OpKe
KOHBEpPIreHIMje HyMEpUYKe HHTerpamuje, yBemheMo cMeHe Koje he MOHHWIUTHTH IOMEHYTe
cunrymaputere. Heka Tpancdopmarmja t'(s') mpecinukaBa npomenssuBy t'e[-1,1] y npoMeHIbHBY
s'e[-11] u Heka je JakoOujan Te Tpanchopmanmje dt'/ds'. HakoH oBe cMeHe NMPOMEHJbUBHX,
unrerpanu (3.13) u (3.14) nocrajy

I = ana'(s'»HéZ) BRE'(S), t)WXE + (2t () P %dsz (3.18)

1 1
9= [ Ly @D BREE) e 105 (3.19)

s'=-1

OcHoBHa wjeja je mpoHahu cMeHy Koja y HOBOM S' IOMEHY pacTeXe OKOJMHY CHHTYJIapUTETa
ca IWbeM Ja TpUMEHhEHa HyMEpH4yka HHTerpamuja Opske KoHBeprupa. Kako y mperxomHuM
dbopMynaMa, CHUHTYJApUTETH TOTUYY OJi CHUHTyJapurera XaHKeJIoBUX (yHKLHja, dOK CY

JlexxanapoBu moauMHOMU M JakoOujaH \/ X,%+(2ymt'(5'))2 HECUTHTYJIapHHU, TO j€ OJl KJbYYHOT

3Haqaja 3a paCTe3aH>e JOMCHAa U IIOHHUIITaBamkEC CI/IHFy.TIapI/ITeTa. HaI/IMe, aKoO y OKOJIMHHU

(2) dt (2 dt . .

CI/IHFy.TIapI/ITeTa HpOI/I3BOI[ HO F, OJHOCHO HpOI/I3BOI[ Hl F TCIKHU HCKOJ KOHCTaHTHO_]
S S

BPEIHOCTH, NOJMHTErpajlHe (yHKIMje I0CTajy 3HAa4yajHO JIaKIle 3a HNPUMEHY HyMepuuKe
uHTerpauyje. IloceOHO, ako Cy Te KOHCTAaHTHE BPEIHOCTH JeJAHAaKe HYJH, KaXeMo Ja je
CUHTYJIApUTET IMOHUILTEH.

3.7. CMEHE KOJE TOHUIITABAJY CUHT'YJAPUTETE

Y oBoM onepky Ouhe mmoOpojaHO HEKOJIMKO CMEHa KoOje IIOHMILITaBajy IOMEHYTe
CHHTYJIapuTeTe, MOK he y HacTaBKy OHe OWTH JeTajbHUje aHaTu3upaHe. 3ajelHUYKO CBUM
MPE/UTOKEHUM CMEHaMma Cy BpJIO CIMYHU TejiIopoBH pa3Boju y okoimHM Hyze. [Ipu Tome ce
cuarynaputetn t,, m=01..,N -1, u3 nomena t' mpecnukaBajy y HyJdy y HOBOM JOMEHY S'.
Wneja cBake cMmeHe je aa: (a) pacTerHe OKOJHMHY CHHTyJapuTera U (0) MOHMINTH CHUHTYJIAPUTET.
CBaka o1 peUI0KEHUX CMEHA 3aBHCH OJ1 TaUKe y K0jOj Ce Hala3u CUHTYJIApHUTET, Tj. Tauke {, Kao
¥ O] JeTHOT WJIM JBa MapaMeTpa KOjuMa Ce pacTe3ame OKO CHHTYJIapHUTeTa MojeliaBa, uuMe hemo
ce moceOHO OaBUTH.
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[Topen anammM3upaHuX MOTy c€ KOPHUCTUTH WM Heke Japyre (HemapHe) (yHKIHje Koje
npecnukaBajy uHTepBan [-1,1] y wuaTepBan [-1,1] kao cMmeHe Koje Takohe MOHHIITaBAjy

CHHTYJIapuTeTe XaHKEIOBHX (YHKIHja. Y OKBUpPY OBE IucepTanuje 3aapxahemMo ce Ha HapeaHUX
HEKOJIMKO JeTHOCTAaBHUX, AaHAIMTHYKU 33J1aTUX (PyHKIH]ja.

3.7.1. CMEHA CA EKCIIOHEHIUJAJTHUM YJIAHOM
[TpBa npeiokeHa cMeHa U ibeH JakoOujas je [14]

t'(s') =t,, +sgn(s') (A1 —1)¥, (3.20)
AU (A )< AR In( ) (3.21)
ds' ’ '

rae je t, Tauka mojenraBama (Tauka cuHryiaapurera), A=1+ (1—sgn(s)t, Yk

, In(x) je mpuponuu
noraputam, Sgn(X) je curaym ¢yHkuuja u K je peanan 6poj (K > 2) xoju npeacrasiba mapaMeTap

tpancdopmanuje. MuBep3na yHkmuja nara je uzpazom [14]

InfL+[t—t_ ["*
s'(t') =sgn(t'-t,,) (;L| nl )1/k :
In{L+|t,, —sgn(t'—t,,)| )

(3.22)

Ha cnumm 3.5a [14] npuka3ana je Tpanchopmanmja 3a t, =—0,5 u k € {2, 4,6,8, 10}.

dr'/ds'

(a) (6)
Cnuxka 3.5. Unycrpauuja tpanchopmanmje 3a tm = —0,5 u pasnuunre n3dope napamerpa K: (a) cMeHa u
(6) oxrosapajyhu Jakooujaum. [14]

Jlomenu npoMensbuBUX S' U t' GopmanHo cy ucth, 7). —1<s',t'<1 3a cBe Tauke nojemanama t,.

Ca ciuke ce MOke BUIECTH Ja TpaHchopMalija pacTexe Tauyke y S'-TOMEHY OKO CHHTYJIApUTETA,
JOK Cy OCTalM JeJIOBH 30MjeHH, a Tapamerap K KBaHTHUTATUBHO KOHTPOJIMIIE TO pacTe3ambe,
OJHOCHO cabujame. JlogaTHo, Tauka MOJellaBama (Tauka CHHTyJapuTera) t, mpeciukaHa je y

s'=0. Ca ciuke 3.50, rae cy npukasaHu ojaroBapajyhu JakoOujaHu, BUIU ce 1a OHH TeXKe HYJIHU Y
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HOBO] TauyKH CHHTyJapuTeTa y S'-moMmeHy. OBO je BakHa OCOOMHAa CMEHE, Koja yTH4Ye Ha
MOHUIITABAKE CUHTYJIAPUTETA, Kao mTo he u OutH noKa3aHo y ogessuuma 3.8.1 un 3.8.2.

3.7.2. CMEHA CA CTEIIEHUM YJIAHOM

Cmena ca cremeHuM wiaHoM (oBa cMeHa he paau jeIHOCTaBHOCTH pedepeHnuparma y
HACTaBKy OMTH HaBoleHa Kao cMeHa A) neduHucaHa je Ha ciefaehu naunn. Heka je t'(s") y (3.18)

u (3.19) 3agaro kao
t=]s|™ " s'(L—sgn(s)t )+t (3.23)

rae je m;, peamnu Opoj Behm ox 1, 1j. m; >1. Kako s'.t, €[-11], To je onma u t'e[-1,1].
Jaxobwujan oBe TpaHchopmarmje je

dt’ m, - '
g =Ml @-son(s)t) (3.24)

Ha cnunu 3.6a npukasana je, usmel)y octanux, 1 cMeHa A 3a jeHy TauKy CHUHTYJIapuTeTa U
jeman mapamerap TpaHchopMmaiuje, JOK je Ha ciauiy 3.60 matr oxroeapajyhu JakoOwujan.
Cnukom 3.6a je WIyCTpOBaHO Ja C€ U OBOM CMEHOM CHUHTYJIApUTET U3 jeJJHOT JOMEHA IPECINKaBa y
HyJy y APYyroM JIOMEHY, NOK JakoOujaH TpaHcopMmanuje TEKH HYJIW y Ta4Kd CUHTYJIApUTETA.
Cnu4HO Kao M y MPETXOJHOj CMEHH, apaMeTpoM M, KOHTPOJIMIILY CE pacTe3ame U cabujame y S -

JIOMEHY .

3.7.3. CMEHA CA CHHYCOM

Cwmena ca cuHycoM (oBa cMeHa he paau jeTHOCTaBHOCTH pedepeHurpama y HaCTaBKy OUTH
HaBoljeHa kao cMeHa B) mara je uspaszom

t'(u) = ty, + @ —sgn(u)t,)u, (3.25)
rje je
u(s') = sgn(S')(M] 1, (3.26)
sin(m,)

U TIe Cy mapaMeTpu TpaHcdopmainuje M, U M, peanHHu MO3UTHBHU Opojeu. JenHauuna (3.26)
pacTexe MPOMEHJbUBY Y OKOJIMHU CHHTYJIApUTeTa, 10K (3.25) camo momepa pacre3ame y OKOJIHHY
TayKe CHHTYyJapurera {,, Tj. MpeciuKaBa CHHTYJIapuTeT u3 {, y Hyly y S'-IOMeHy, Kao IITO je

MpHUKa3zaHo Ha ciuim 3.6a. Jakobujan oBe TpaHchopMmalyje je

% mlmz(sgn(SI)Sin(mZSl)jml_l cos(im,s’) (L-sgn(s)t,, ), (3.27)

- sin(m,) sin(m,)

KOjH je WIIyCTpOBaH Ha ciunu 3.60.

VY oxonuHu Kpaja Tpake (S'=1 um S'=-1) ¢dyskumja cos(m,s')/sin(m,) ce monHama Kao
KOTaHTEHC, KOjH je TIepHOINYaH ca IePHOIOM T U aHTHcuMeTpuyaH oko 1t/ 2. Crora je mapamerap
m, orpanmder Ha /2, T1j. 0 <m, <7/2.3a npBu napamerap Baxxu aa je m; >1.

34



VY HacTaBKy Cy MpeJCTaBJhEHE JOII TP CMEHE KOje CE O] CMEHE ca CHHYCOM Pa3JIMKYjy caMo
y yHkuuju koja ce crenenyje y (3.26), 1j. dynkuuju u(s') .

3.7.4. CMEHA CA CUHYC XUIIEPBOJIUYKUM

Cwmena kojy cieaehy pasmarpamo (oBa cmeHa he paau jemHocTaBHOCTH pedepeHiupama y
HAcTaBKy OMTH HaBoleHa kao cmeHa C) gara je u3pasom

|Sinh(m23')|J 1’ (3.28)

sinh(m,)

u(s') = sgn(s')[

rae je t'(u) maro jemnaumnom (3.25), mok cy mapamerpu 3aa0BOJbaBajy ycioBe My >1 wu
0<m, <m/2. JakoOujan oBe TpaHchopmanuje je

% mlm{sgn(s')sinh(mzsl)]ml-l cosh(m,s') (L—sgn(s)t, ) (3.29)

- sinh(m,) sinh(m,)

3.7.5. CMEHA CA TAHTEHCOM

AKO yMECTO CHHyCa WM CHUHYC XHIEPOOJIMYKOT y TPETXOJHUM CMEHaMa HCKOPUCTHMO
TaHTEHC, JI00MjaMO HapeJHy CMEHy Kojy hemo pasmarparu (oBa cMeHa he paau jeTHOCTaBHOCTH
pedepenIpama y HacTaBKy OuTH HaBoljeHa kao cmeHa D)

e

tan(m,)

u(s') = sgn(s')[

rae je t'(u) naro jemnaumnoMm (3.25), a mapamerpu m; >1 u O<m, <m/2. JakoOujan oBe
Tpanchopmaimje je

% mlmz[sgn(s')tan(mzs')Jml_1 (L—sgn(s)t,,) (3.31)

- tan(m,) tan(m,) cos?(m,s')’

3.7.6. CMEHA CA TAHT'EHC XUIIEPEOJIMYKUM

Kona4Ho, ako yMeCTO TaHTHEca ymoTpeOMMO TaHTEHC XHUIepOOoIryKHU, cMeHa je (oBa cMeHa
he paau jenHOCTaBHOCTH pedepeHIpama y HacTaBKy OMTH HaBoljeHa kao cMeHa E)

tanh(m,s")| ™
u(s) =sgn(s') ————=—2 | (3.32)
tanh(m,)
rae je t'(u) maro jennaumnoM (3.25), m; >1u O0<m, <7/2, nox je Jakobujau
. W \M-1 ,
d—t:mlmz sgn(s_)smh(mzs) Co_Sh(mzs)(l—sgn(s')tm). (3.33)
ds' sinh(m,) sinh(m,)
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Cwmene nipemioxkeHe y onesbuuma 3.7.2—3.7.6 3a jemaH ceT mapameTapa MIyCTpOBaHE Cy Ha
ciunu 3.6a, Mok ¢y oaroBapajyhu JakoOujanu nmpuka3anu Ha cnuiy 3.60. Onatie ce MoKe BUACTH
J1a Cy CUHTYJIAPUTETH MIPECIIMKAHN y HYJTY, 1a je€ ’bUXOBa OKOJIMHA PacTerHyTa, Kao U 1a JakoOujaHu
TpaHncopmalja TeKe HyJId y CUHTYmaputery. llocnenmu 3akibydak je morpebaH, anu HE H
JI0BOJbAH YCJIOB IOHMIITAaBaka CHHTYJAPUTETa MNPEAJIOKCHUM cMeHama. [loka3u cy npaté y
nornasiby 3.8. Takole, ca cnuke 3.6 BuaM ce 1a Cy OBE CMEHE, HaKO UMajy pa3iIHuuT aHAIUTHUKE
n3pase, KBAIUTATUBHO CIIAYE.

1
05r
)
~ 0 NS
S
—A
—B
—0,5+ ClT
—D
—E
-1 L
-1 -0,5 0 0,5 1
s’ s'
(a) (6)
Cruxka 3.6. Unyctpanyja (a) Tpancdopmanmja u (6) oaroBapajyhux Jakooujana kana je tn = 0,5, my =3 u
my;=1.

3.8. TEOPUJCKHU JJOKA3U TIOHUILITABAIbA CUHT'YJIAPUTETA

VY mHacTtaBKy Cy JaTH JIOKa3W TOHWIITaBama CHHTYyJapuTera, Koju ce cpehy y 2-D
€JIEKTPOMAarHeTCKUM MpobieMrMa, PeTX0IHO HaBeIeHUM cMeHama. [IpBu u npyru nokas onHoce
Ce Ha CMEHY Ca EKCIIOHCHIMJaJHUM WIAHOM, JOK ce Tpehu noKa3 OJHOCH Ha IMOHMILITABAKE
CUHTYyJlapuTeTa cMeHama A—E.

3.8.1. TEOPHJCKM JOKA3 IIOHUIIITABAIbA JIOTAPUTAMCKOI' CHHI'YJIAPUTETA

CMEHOM CA EKCIIOHEHIIUJAJITHUM YJIAHOM

3a npemioxeny cmeny (3.20) u3BeleH je TCOPHjCKU [10Ka3 TMOHUIITABAMA JIOTAPHUTAMCKOT
CHHTYJIapUTeTa KOjU je JaT y HactaBky. OBaj noka3 o0jaBibeH je y [14] xama je um mpBH myT
IpeJUIo’KeHa Ta CMEHa.

Heka je f(t') wnrerpana wnHterpana (3.13) mnpe Tpancdopmarnmje, [TOK je
g(s') = f(t'(s"))dt'/ds' unTerpana HakoH TpaHcopMmaimje, Tj. moguHTerpaaHa Gynkuuja y (3.18).
VY nuIby mojeTHOCTaBJbUBama J0Ka3a, cmaTpahemo na je s'> 0. Jlokaz 3a $'< 0 ¢dopMaiHo je ucTH
nomro ce uHTerpany g(s') moHama ucTo y OkoJIMHM Hyle kafa S'— 0~ mkama S'— 07 . Tlonasumo
on TejmopoBor pasBoja oarosapajyhe XankenoBe ¢yHkumje y okoiamau Hyne (3.16). Kanma
3aHEMapMMO KOHCTaHTe, MaTerpana g(s') ce y okomunu S'— 0 nonama kao
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lim g(s) = lim A%(A" —1f L, (s)In(s"), (3.34)
s'—0" s—0*

rae je k > 2. JlexxaHapoBH NMOJIMHOMHU HENAPHUX PENOBA Y OKOIMHM HyJe, Tj. 32 S'—> 07, jennaku
Cy HyiH, NOK JlexaHIpOBM TOJMHOMH TAapHUX pEloBa MMajy KOHAYHE, HEHYJITE BpPEIHOCTH.
Opnatiie cnenu na gynkuuja g(S') Opke KOHBeprupa y ciydajy HEMapHUX HEro MapHUX peaoBa

. k-1 )
nojauHoMa. JlonatHo, 4iaH (AS —1) Opke Texxu Hymu 3a Behe BpeaHocTH K, momTo je
lim (A® —1) =0. Crora, Kao HajTeXu CIy4aj, Tj. HAjCIIOPUjy KOHBEPreHIHMjy, HocMarpamMo K =2 u
s'—0*
napHe penose Jlexanaposux nonauHoma. Jlame, kako je lim A® =1, momMeHyTH nMMec MoXke ce
s'—>0*
M0jeTHOCTABUTH Ha cliefiehn HaunH

lim A¥(A" —1)in(s') = lim (A% ~1)in(s"). (3.35)
s'—=0" s'—=0"
: e s ws"In"(A) ,
Ha ocnoBy Tejnoposor passoja A° y okomunu Hyie, A’ = Z—' ~1+5s'In(A), numec
n=0
(3.35) ce nasbe cBOIU Ha
lim (A¥ ~1)In(s") = lim (s'In(A) In(s")), (3.36)
s'—0" s'—0"
OJIaKJIE CIIEIH /1A j&
lim g(s')=1In(A) lim s'In(s') = 0. (3.37)
s'—>0* s'—>0* '

Jlpyraduje pedeHo, BpeAHOCT MHTerpanaa Q(S') y Hynu, rae je TpanchOpMaIijoM MPEeMEIITeH
CHHTYJIApUTET, je/IHaKa je HyJU, OJHOCHO, CHHTYJIAPUTET j€ MOHUIIITEH.

OBo je HajBakHHUja OCOOMHA TPEIJIOKEeHE TpaHchopMalHje: KaKo TpaHCPOPMUCAHU
MHTETPaH] HHUj€ CHUHTYJIapaH, TO C€ HyMepHuyKa HHTErpalja MOXe CIIPOBECTH Ca MHOIO Mambe
padyHapCKUX pecypca 3a MOCTH3ame KeJbeHe TauHOCTH. C 003MpoM Ha TO Ja ce CBaKa OrpaHHYeHa
¢byHKIMja MOXe MpeJICTaBUTH NPEKO IMOJIMHOMA, TO JI0Ka3 KOjU je JaT Baxu 3a cBe OaszucHe
(byHKIMj€e KOje Cy OTpaHUYeHE U YHjH j€ TOMEH [— 1, 1].

Kao miycTpanuja npeTxoqHO OMUCAHOT, Ha CIMLM 3.7 MpHUKa3aHU Cy peaJHU U UMaruHapHU
nenosu ¢pynkumja f(t'), 1j. mHTErpanaa nmpe Tpancpopmaimje, U Gpynkuuje g(S'), Tj. MHTErpaHIa
nocne tpaHchopmarmje [14]. I'padunm unycTpyjy ciiydyaj paBHE M 3aKpUBJCHE TPaKe IIMPUHE
W =1 nobyhene tanacom y TM mony, kana je Tauka nojemanawa t, =0, a 6a3ucHa QyHkuja

JpyTOT peaa.

Ca cnuka 3.7a u 3.70 MOXe ce BUIETH Ja Ce y OKOJIMHU CHHTYJIapuTeTa (QyHKIM]e MOHAIIa]y
BPJIO CIIMYHO OWJIO 1A je y MMUTamky paBHA MITH 3aKpUBJbeHA Tpaka. Oatie cieau 1a ce MpeiokeHa
TpaHchopMmalja MoXe HUCKOPUCTUTH y o0a ciyyaja, mTo he OUTH MOKa3aHO HA HYMEPUUYKUM
IpUMepUMa y HacTaBKy, a M 3a OWJIO KOjy TpaKy MOJyNpedHHKa KPUBHHE KOjU je u3Mel)y paBHE U
U3pa3UTO 3aKPUBJHEHE.

Hakon Ttpanchopmammje cmpoBomu ce ao0po mosHara [ayc-JlexxanapoBa Hymepudka
MHTETpalyja y Uujby MOCTU3amka NpefeuHrucaHe TaYHOCTH, a HaMa je O]l MHTepeca MaKCHMallHa
moryha. Moske ce oueKknBaTH Ja je 3a pa3nuuure n3bope mapamerpa K morpedaH u pas3auyut Opoj
MHTErPallMOHUX Tadyaka, Tj. Jla TOCTOjU ONTHManaH u300p mapamerpa K 3a koju je Opoj
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WHTETPAIIMOHMX Tadaka MHUHHUManaH. Y ofekky 3.10 he mnurame wMuHHMamHOr Opoja
WHTETPAIMOHUX Tayaka OMTH MOCEOHO pa3MaTpaHo.

0,2 ' T . 0,4

- - - Re{g(s"}, pasua
— Im{g(s")}, paBHa
0,2 f Re{g(s")}, sakpuBbeHa
—— Im{g(s")}, 3akpusibena

- - - Re{f(t’)}, paBna
06 f —— Im{f(t’)}, paBHa |- -0,4 +

Re{f(t")}, 3axpm.
— Im{f(t")}, 3axpn.

-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1

(a) (6)
Crnuka 3.7. Peanau n MMarnHapHU J1€JI0BYA UHTETPaHa y CITydajy paBHE U 3aKpuBJbeHe Tpake y TM Momy
mpuae W = A (a) nipe u (6) mocie tpanchopmanmje. [14]

3.8.2. TEOPHJCKH JOKA3 IOHUILITABAbA CUHI'YJAPUTETA OBJIUKA 1/R CMEHOM

CA EKCITOHEHIIMJAJTHUM YJIAHOM

IMpennoxena cvena (3.20) moHuWINTaBa W APYrM CHHTYJapUTET Koju ce cpehe y 2-D
CIICKTPOMArHETCKUM TIpoOJieMHMa, Tj. CHHTynaputer obnmka 1/R, mro he Outu nokazaHo y
HAaCTaBKY.

Heka je cama f(t') wunrterpann wunrerpana (3.14) mpe Ttpanchopmaigje, JOK je
g(s')=J(s")f(t'(s')) wmHTerpanm mcror MHTErpajga mocie TpaHCPOpMaIyje, Tj. MOTUHTETpaTHA
byuknmja y (3.19). Kaga wm30octaBUMO KOHCTaHTE, MOMEHYTe (YHKIHje MPOMOPIMOHAIHE CY
u3pazuma

f(t')~ L, (tYHP Bt),
it (3.38)
9(s) ~ Ly (t'(s')HP (B(s)) 4

basucna ¢ynkumja L., Koja je y HameM ciydajy HOJUHOM, HHje cuHryiapHa. C napyre

crpane, JakoOoujan tpancdopmanmje dt'/ds', nar uzpasom (3.21), noHMIITaBa CUHTYJIAPHUTET, jep Y
HyJH, T7e je HakoH TpaHchopmanuje (3.20) cHHryJTapuTeT NMpEeMEIITeH, MMa BPEIHOCT Koja je
OJMcKa HyJU, Kao mTo he OUTH JI0Ka3aHO Y HACTaBKY.

Kako je cuHrynmapurer mocne TpaHchopMmanuje y HyJIH, TO je O HMHTepeca NpPOBEPHTH
MOHaIIalke MHTerpaHaa Qg(S') y OKOJNMHHM HyJe, Tj. BPEIHOCT JHMMeca S!'iEWOg(S'). Peanau neo

byukimje g(s') Hema CUHTryJapuTeTe, MOK je MMarMHapHH Jeo cuHryiapaH. JakoOwjan (3.21)
MOXe€ C€ 3aIiCaTH U Kao
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dt’

s k(A* =) A% In(A), (3.39)
S
kana je s'> 0, 0qHOCHO Kao

dt’ -s' k-1 p—s'

i k(A =D A In(A) (3.40)

kama je S'<0. Mmajyhm y Bumy TejinopoB pa3Boj y OKONMMHHM HyJie oaroBapajyhe XankemoBe
byukuuje, nat u3paszom (3.17), u u3ocrasspajyhu KOHCTaHTE 100HjaMO

1

lim Im{g(s")}= lim (A —D* 1A = (3.41)
s'—>0" s'—0" s'
IToHoBO Ha ocHOBY TejopoBOr pasBoja y oxomuuu Hyse Baxd 1a je lim A® = lim (1+s'In A) =1,
s'—>0" s'—0"
OJIaKJIE je
lim 1m{g(s")}=0 (3.42)
s'—0

3a k>2. Ha ciuuan Ha4MH Mokasyje ce U Ja je JIMMecC ca JIeBe CTpaHe je[HaK HYJH, Tj. 1a je U

lim Im{g(s')}=0, onakie cienu na je
s'—0"

lim g(s') =0, (3.43)

OJTHOCHO /I € CUHTYJIapUTET MOHUIIITEH.
OBuM je /1oKa3aHO JAa Mpeao’KeHa CMEHA ca €KCIIOHEHIMjaJIHUM 4YJaHOM IOHHIITaBa o0a
cunrynapurera koju ce cpehy y TE mony (logR u 1/R).

Kao wmnycrpammja nperxoanor, aara je ciuka 3.8. Ha cnumm 3.8 mpukaszanu cy peaHu U
uMmarnHapau nenoBu ¢ynkuuja f(t') w g(S') paBHe M 3aKkpuBJbEHE Tpake MHMPHHE W=A

nobyhene TE momom, kaxa je cunrynaputer y t, =05, a 6a3ucnHa ¢ynkumja apyror pena. Ca
ciuke 3.8a ce MOKe BUJCTH Ja ce MMaruHapHu nenosu ¢ynknuja f(t') Bpio cimvHO moHamiajy y

OKOJIMHM CHUHTYyJapuTeTa. HakoH CMeHe, CHHTYJapUTETH Cy IOHUIITEHH, IITO U WIYCTpyje
cimka 3.80.
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0,08

— Re{f(t")}, paBna
— Im{f(t")}, pasna 0,06

Re{f(t")}, 3axpuBspeHa
- - = Im{f(t")}, 3akpusibeHa 0,04 ¢

05

)
‘ 8(s"

— Re{g(s")}, paBua
— Im{g(s")}, paBua

-0,06 Re{g(s")}, 3akpussbena
05 . . 008 - - |m{g(5')},l3aKpHBJ'beHa
-1 —0,5 0 0,5 1 -1 0 0,05 1
t '

(a) (6)
Crnuxka 3.8. PeanHn u mMarnHapHH JISIOBH MHTETPaHAa y CIy4ajy paBHE U 3aKpuBJbeHe Tpake y TE momy
mpuae W = A (a) mpe u (6) mocine Tpanchopmarmje.

3.8.3. TEOPHJCKH JOKA3 ITIOHUIITABAIbA CHHI'YJIAPUTETA

VY 0BOM OJIeJbKY JIaT je OKa3 NOHHIITaBama CHHrynapurera oomuka IogR u 1/R cmenama
A-E npemnoxxenum y oaesbiuma 3.7.2—3.7.6, koju ce cpehy y unrerpanuma (3.18) u (3.19).

WHTerpanaum TOMEHYTUX HMHTerpana cy npousBox JlexxanmpoBor mnonuHoMa (0Oa3ucHe
dbyHkIyje), jenne ox XaHkenoBux GyHkuuja ( Héz) wi H 1(2)) u oarosapajyher Jako6ujana. Hakon
CBaKe OJ1 MPEIOKEeHUX TpaHchopmaiuja, Tj. HakoH (3.25), cuHrymaputer XaHkenoBe (QYyHKIIH]jE
nomepeH je y s'=0. JlonatHo, 3axBasbyjyhu JakoOujaHy, CHHIYJIapUTeT je OHUIITEH, Kao IITo he
OWTH JI0OKa3aHO y HACTaBKy. Y [WJby TEOPHJCKOT J[0Ka3a IIOHMINTABalka CHHTYJIAPUTETA,

) 1 o | A 1 L att
bokycHpajMo ce Ha MHTerpaie 00JIrKa Il HP (s )Tds u .[1 H® (s )Fds , TIIe CYy KOHCTaHTE U
- S ) S
JlexxaHIPOBM TIOJIMHOMH U30CTaBJbEHH, j€p OHM HEMa]y YTHIIAj Ha CHHTYJIApUTETE.
JakoOujaHu CBHX TpPEUIOKEHWX CMEHAa Y OKOJWHU HyJe uMajy TejIopoB pa3Boj

MPOTOPIMOHATAH UCTO] QYHKIIH]H, j_.: ~ "™ Hamme, y ciaydajy cMeHe A, OYHIIICIHO je 1 BaXKH
MpoMopLUMOHANHOCT. Y  ciay4dajy cmeHe B JakoOwjan je mpomopioHanmaH  H3pasy
(sin(m,s"))™ ™ cos(m,s') ~ (M,s')™ -1~ ™™ Cruuno, Jako6ujan cmene C nponopuuoHanas je
u3pasy (sinh(m,s"))™ " cosh(m,s') ~ (m,s")™ .1~ g™, CMeHe D u3pasy
(tan(m,s?)™ ——
cos”(m,s')
1
cosh?(m,s'")
XankenoBux (yHKIHUja gaTy cy uzpasuma (3.16) u (3.17).

~(mys)™ 1~ g™ OJIHOCHO CMeHe E u3pasy

(tanh(m,s"))™ ™ ~(m,s)™ . 1~s™* . TejmopoB: pasBOju Y OKONMHH Hyle

dt’

Ha ocHOBY mpeTxoaHOr cieau J1a ce JUMEeC MMaruHapHOr Jieja WHTETpaHaa H(()Z) (s')—

MO2KE 3aIucaT Kao
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lim Im{Héz) (s')d—t} = lim In(s")s™ ™, (3.44)
s'—>0 ds'

s'—0

rZie Cy KOHCTaHTE U30CTaBJbEeHE 300T YNTIBHBOCTH, ainu 0e3 ryoutka ommroctd. Kaga X — 0, onna
je In(x) = x—1, na je 1uMec MOMEHYTOT MHTErPaHIa jeIHaK

lim (s'—1)s™ =0, (3.45)

s'—0

LITO BaXkKH Kaja je m; >1.

2) (e dt' . .
CnM4HO, TMMEC MMArHHAPHOT JIeNa ApYror uarerpanaa, H;< (s )d— , jennax je
S
lim 1m{ H@ () 901 fim Lgmt_ jjm sm-2_g (3.46)
s'—0 ! ds' s'—>0g' s'—0 ’

3am >2.

Peannu npenoBuM uHTerpaHaza HHUCY cuHryjiapHH. CTora ce OHM MHTErpaje JIUPEKTHOM
MPUMEHOM HEKOT OJf HyMEPHUYKUX METOJ]a HHTETpaluje.

Ha cnyum 3.9 ninyctpoBaHu cy MMarmHapHU JEJI0BH HHTETPaHaa MOCIe CBaKe OJ] IIET CMEHa
A-E, 3a mapamerpe m; =3 u m, =1, oxgakyie ce Moxke BUJETU Ja cy cuHryiaputeru y t, =0,5
YCIIEUTHO TTOHUIITEHH.

Ca Teopujcke Tauke IVIEJUILITA CBE NPEAJIOKEHE CMEHE IOHUILTABA]y CUHIYJIapuTeTe 00JIMKa
logR u 1/R. Hnak, oHe ce apyraydje MOHAIIAjy Y PErHOHMMAa KOjH HHCY Y CaMOj OKOJUHH
cuHrynaputera. Huje mosHar jeqHocTaBaH Ha4MH TEOPHjCKOT carjiefiaBara OBHUX pa3jHKa, ma Cy
CIPOBEJACHU HyMEpPUUKHU €KCIIEPUMEHTH 3a IIPOHAJIa3aK CMEHE Koja j€ HajIoroJHuja y MpaKkcH, Kao
U BEHUX NapaMeTapa. Takohe, cBe Apyre QpyHKIHMje Koje uMajy JakoOujaH KOju je MpOoropIHOHaAIaH

1 71
s'"™™ Mory 1a ce KopHCTe.

0,8 4
06
% 04r o
z D
S 021 3
= ol S
Lo 02 S
£ 04 E
-0,6
0,8
-1
1 S'
(a) (©)

Cnuka 3.9. UmarunapHu ienoBu nHTerpanana nocie cMena A-E y cnyuajy Xankenose QyHknmje apyre
Bpcre 1 (a) Hynror u (0) mpBor pega3ami =3 um; = 1.
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3.9. ITPOIIEHA I'PEIIKE ¥ BPOJA TAYHUX [IUDPAPA

Jla OucmMo MoOrim Jaa KBaHTU(UKYjeMO KOHBEPreHIHjy HUHTerpana, HaheMo ONTHMaHe
napaMmeTpe W YHOpEeOHMO Pa3INuuTe CMEHE, YBOJMMO IPOIEHY PEJIaTUBHE TPEUIKe HYMEPUYKHX
WHTETpasIa KOj! Ce 1MojaBJbyjy KOJ aHanu3e y ciaydajy TM mona

0 o
ZvNint ZrNint"'ANint

@
z, Nint +ANint

STM = IOglO ’ (3'47)

oxuocHo 3a TE mon

2

|

2
+‘vaNint - Ierint +ANint

va Nint - IXvNint +ANinl

O1e =100, (3.48)

| g ’ |
XvNint JrANint +‘ y’NintJrANint

of o o, B |0

rae ¢y lyy, u lyy ~ KOMIOHeHTe BekTopa | =— > .
0 0

u3padyHare ca

Njy nHTErpaunonux tadaxa, 1ok ¢y by .an, H lyn, ian,, HCTE KOMIIOHGHTE M3padyHaTe ca

int

I (@)

@
z,N int I

Z,Njnt+ANiq

N;; +AN,;; Tauaka, a u Cy KOMIIOHEHTE BEKTOpa u3padyHare ca

| _mf o
t

n 2

N;: , onHocHO N +AN;,; uHTerpanuoHux tagaka. OOpaTUTH NaXwky Ja HABEJACHU U3pa3u yiase

Kao JIMHeapHa KOMOHMHAIMja y anpoKCcHMaIlnjy pacejanor nosba (3.12), omHocHo na y ciaydajy TE
MO/JIa TIOCTOj€ caMmo X M Y KOMIOHEHTE €JIEKTPUYHOT 110Jba, I0K y ciay4ajy TM Mosa mocToju camo Z
KOMITOHEHTA €JIeKTPUYHOT 10Jba. Paay jemHOCTaBHOCTH O3HAuaBama, H30CTABJbEHE Cy O3HAKE M,N
u3 uHjekca uarerpana. Cmarpahemo na je AN;, =2.

Kako ce 06poj TauHuX 3HauajHUX IM(apa Ha OCHOBY peJaTUBHE IpelIKe O MOKe U3payyHaTu
kao —10g;, 8, TO je mporeHa Opoja 3HauyajHuX 1Hpapa y uHTterpamuma (3.47) u (3.48) -6y u

— 0.
Y TM cayuajy pauyHaheMo M MpOLIEHY alcoJlyTHE IpelKe MHTEerpajia HOpMalu30BaHE Ha
1A,
12 1
ATM — Ioglo »Nint 1A‘ int int . (3.49)

W3pa3 je Hopmanu3oBaH Ja Ou 1o JorapuTMOM OMO HEMMEHOBaH Opoj.

IIpe Hero mTo npehemMo Ha KOHKpPETHE pealn3aliije CMeHa, 0CTaje J1a YTBPAUMO I/Ie Ce Hajlase
Tayke TOJCIIaBama 3a KOje je TMOTpeOHO BHINE WHTETPAllMOHWX Tadaka JjJga OW HWHTerpal
MCKOHBEprupao. bpoj MHTErpanoHuX Tadyaka MoTpeOHUX 3a BHCOKY TaYHOCT MHTErpajia ca OBUM
Taykama mojenaBama Behu je on Opoja MHTErpallMOHMX Tadaka MOTPEOHUX 3a BHCOKY TauyHOCT
MHTETpaja y OCTaJMM (3a MHTErpalujy JakIIuM) Tadykama nojemanama. Ol HHTepeca je OIpeuTH
Opoj UMHTErpalMoOHUX Tayaka Koju o00e30elyje BHCOKY TayHOCT HWHTErpajia y CBMM Taykama
MOJIEIIABAbA.

VY e cBpxe crnposesieH je ciaenehu excriepuMenT, 06jaBibeH Uy [14]. Heka je pacejau paBHa
Tpaka mUpuHEe W=A U Heka cy 0azucHe ¢yHkuuje Jlexxanaposu noauHomu. Tpaka je modyhena
TM moaom. OBze hemo mocmarpaT HHTETpall KOju oAroBapa 6a3ucHoj GYHKIMjH APYTOT peaa, Tj.
n=2. Jlo uctux 3akJby4aka ce Moke Johu U KajJa je peja MOJMHOMA Pa3IM4MT OJ 1Ba, Tj. N# 2.
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Tauke mopmemmaBama cy: (a) Ha camoM Kkpajy Ttpake (t, =1,0), (0)y Onm3unHu Kkpaja Tpake
(t, =0,95) u (B) Ha cpenunu Tpake (t, =0.) Mako cy y nenomoMeHcKoj aHamu3u, kojy hemo oBne
CIIPOBECTH, OJI MHTEpeca NPEBACXOJHO WHTETPAIM Ca CHHTYJApHUM HWHTETpaHIMMa, CaMO pajau
KOMIUICTHOCTH MPHKA3aHU CYy M MHTETPAIN Ca KBa3H-CHHTYJIAPHUM TOAUHTEIPATHUM (QYHKIHjama.
3a gpyre MOMEHyTE je Tadyka y KOjoj padyyHamo 1oJbe Ha pactojaby A /100 Ha HOpMaau HW3HA
Tauke nojemanama t, . [Ipomene rpemaka HHTETpana y CBUM HaBEJCHUM CITydajeBUMa IPHUKa3aHe

cy Ha ciuim 3.10. Y okBupy oBor ekcrieprMenTa kopuiihena je cmena (3.20), Maga cy 3akibydnu
WCTH TIpH Kopuihewy OUIT0 KOje 0J1 HaBEICHUX CMEHa.

Kana je t, =10, xopumhena cmena naje Hyse 3a cse Bpeauoctu S'e [0, 1]. Onatie cienn na
je IOBOJHPHO MHTETPAIMTU CaMO Yy jeIHOj MOJIOBUHU S'-IOMEHa, IITO JBa MyTa CMamyje moTpedan
Opoj uHTerpannonux tadaka. Kaga je t, =0, 3a koHBepreHuujy je morpeOHO Mame Tadyaka HEro

kaga je t- =0,95. Ca rpaduka ce MOXKe 3aKJbYYUTH U Jia j€ 3a MaKCHMajJHy Ta4HOCT, Tj. 3a 14
m

3Ha4ajHUX IMdapa, 3a KOHBEPICHIIM]y MHTErpajia ca KBa3U-CHHTYJIapHUM (yHKIMjamMa MOTpPeOHO
7IBa IyTa BHIIIE MHTETPAIIMOHMUX TayaKa HEro y CIydajy MHTErpajia ca CHHTYJapHUM HHTETPaHIuMa.
WNnak, y cBakoM 0J pa3MaTpaHUX cllyuyajeBa MOryhe je OCTBapuUTH MakCUMaylaH Opoj 3HA4YajHHX
muapa y 1BoCTpykoj TagHocTh. Kako hemo cripoBecTH menoloOMeHCKY aHaIu3y CTPYKTypa, To he
HaM HajIpe o]l HHTepeca OUTU CUHTYJIapHE MOJUHTETpaHe PYHKIIH]E.

Ha ocHOBy pe3yisitaTta OBOr eKCIiepuMeHTa, Mpukazanux Ha ciauiy 3.10, kao mobap mpumep
JEeOHOT O]l HajTEeXMX ciydajeBa mocmarpahemo Tauky nogemanama {, =0,95. ¥V ekciepumenTuma
Koju ciene Opoj Tayaka uHTErpanuje 6uhe onpeheH 3a ympaBo OBy Tauky MOJEIIaBama, a Kako je

OHa je/IHa OJ] HajTE)KUX 32 HHTETPalrjy, TO he M MHTerpajivi CHHTYJIapHH y TauKama OJIMKe CpeTuHH
Tpake OUTH U3padyHaTH ca BUCOKOM TadyHouthy.

0 . :
cuHrynapan y t, = 0,95
CHUHTymapaHy tp, =1
5t i
KBa3u-CHHTYJIapaH
KBa3U-CHHTyNapaH y ty, =0 ytn=0,95
=
=10 _ ]
< CHHTYapaH y ty = 0 KBa3U-CHHTYJIapaH
ytpn=1
-15r
720 1 |
10° 10" 10° 10°

N

int
Cnuka 3.10. [Iporena penaTiBHE TpeIlIKe HHTETpaja y CiIydajy paBHe Tpake W = A ¥ pena 6a3zucHe
¢byHKUIMje N = 2 3a pa3nuuuTe MOJI0XKaje TAUKE CUHTYJIapuTeTa U KBa3u-CHHTYyIapuTeTa tm kazaa je
UHIUIeHTHH Tajac y TM mony. [14]

3.10. OITHUMAJAH U3B0P ITIAPAMETAPA CMEHA

Kako cBaka o mpeIIoKeHHX CMEHA 3aBHCH O] Je[IHOT WJIM JBa MapaMeTpa, TO Ce MOCTaBJbha
MUTamkE MOCTOJU JIM HBbUXOB ONTUMAaaH U300p, OHOCHO J1a U HEeKH M300p mapamerapa omoryhasa
MakCUMajHy TayHOCT Ca Mame HWHTETpallMOHUX Tadaka. Y Wby oapehuBama ONTHMATHUX
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rmapameTapa, Kao U oJropapajyher 6poja UHTETpaIlMOHUX Tadyaka CIPOBECH j€ HU3 eKCIepruMeHaTa
ca CBHM MPEIOKEHUM CMEHaMa.

AHanmu3upaHe Cy paBHE M M3Pa3HTO 3aKPHBJBCHE Tpake ca Cimke 3.1 eNeKTPUYHUX MIHMpUHA
w/X y omcery on 1 no 400. Ilpu Tome je pen Oa3sucHe (QyHKIMje Yy HHTErpally 4duja ce
KOHBEpreHIMja UCIHTYje HajBehn moTpedaH 3a ampoKCHMAIM]y CTPYyja Ha MOCMATpaHOo] TpaiH, Tj.

[7]
Ny ~[35w/ ] (3.50)

rme !—o_| O3Hay4aBa MpBU Behu 110 6poj.

3.10.1. OINITUMAJIAH N3B50P TAPAMETPA CMEHE CA EKCITIOHEHIIMJAJTHUM

YJIAHOM

N360p ontuManHOr mapamerpa , K, cMeHe ca eKCIOHEHIMjaIHUM WIAHOM M MHUHUMAITHOT
Opoja umHTerpauuMoHux Tadaka, N, 3a moctuzame Hajehe TayHocTM Ouhe MiIycTpoBaH Ha
npuMmepy npukazaHoMm Ha ciuim 3.11 [14]. TlocmarpajMo paBHY Tpaky IIUPUHE jeIHE TajacHe
ayxune, W=A. Heka je pen Jlexxanaposor moiauaoma N =2 . [Ipouena amnconytHe rpemke (3.49)
nara je Ha ciuuiwm 3.11a, 1ok je mporeHa penatuBHe rpemike (3.47) nmara wa ciounwm 3.116, 3a
pasnuunte u30ope mapamerpa cmere K. Ha rpadummma cy nprkasaHe W MpolieHe rperraka 0e3
Tpanchopmanuje. Pesynaratu nokasyjy za je 3a U3pauyHaBame MHTErpana ca Ory < —14 10BOJbHO

N, =64 Tauaka mocie TpaHcopmanuje ca k=10. Ca xapyre crpane, 0e3 npemIOKeHE

tparchopmarje uak #u N, =10° Tauaxa Huje 10BOJBHO 32 &7y < —3.

[Tocmarpajyhu 6usno npoieHy peiratuBHe, OMIIO anicoayTHE Tpelike Ha ciukama 3.11 nobujajy
ce BpJO CIMYHM pE3yNTaTH 3a ONTHMallaH u300p mapamerpa K, kao W MuHHMaIHOr Opoja
WHTETPAIMOHUX Tadaka. Moays OBHX WHTETpaia je mpuOImKHO jenHak jenad. Ctora cy ancoiyTHa
U pellaTHBHA IPEIIKa CIMYHUX BPEIHOCTH.

715 L

-20 | | .
10 10 10 10

(a) (6)
Ciuka 3.11. Iporena (a) arconytHe 1 (0) pesaTHBHE TPEIIKE Y CIIy4ajy paBHE Tpake mmpuHe W = A
no6yhene TM mozom 3a pen Oasucue Gyukiuje N = 2. [14]

Ca cmuka 3.11a u 3.116 Buau ce na je 3a K xoje je 9, 10 wim 11 morpeban ciamyan Opoj
Tayaka MHTErpaluje 3a MakCUMalHy TayHOcT. Mmak, 3a mumpe Tpake je ONTHUMajgaH H300p
napaMerpa KpUTHYHH]U, OJAHOCHO MO’KE 3HAuajHHj€ CMAamUTU MOTpedaH Opoj HMHTErpaluoOHHUX
tavaka. JlonatHo, Behu penoBu OazucHUX (yHKIHM]ja 3aXxTeBajy Behu Opoj MHTErpallMOHUX Tayaka.
To je mrycTpoBaHO Ha pUMepUMa 3aKpuBJbeHe Tpake mupuHe W =400 A moOyhene TM Tamacom
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u paBHe Tpake mupuHe W =400A mnobyhene TE TamacoMm, Ha uWHTerpaiuMa ca Oa3UCHUM
¢dbyukaujama pena N =200 u n =1350 . PesynraTtu cy mpukazanu Ha ciukama 3.12 u 3.13.

(a) (6)
Ciuka 3.12. Iporiena arconyTHe Tpelike Kajaa je 6asucha ¢pynkuuja pena (a) N =200 u (6) N =1350 y
ciy4ajy 3akpuBibeHe Tpake mmpuae W =400 A no6yherne TM momom. [14]

(a) (6)
Ciuka 3.13. TIporena penatiBHe rpenike Kaja je 6asucHa ¢pyukiuja peaa (a) N =200 u (6) N =1350 y
ciy4ajy paBue tpake mupure W = 400 A no6yhene TE momom. [14]

Onrtumanan u30o0p napamerpa K 1 MEHUMaIHOT Opoja MHTETrpaliMOHUX Tayaka N, HauumbeH

Je Ha OCHOBY MpOIlleHa alCOJAYTHUX Tpelaka aaTtux Ha ciaukama 3.12a u 3.126 ca mubeM aa je
Ay £-15 [14]. Kana je pen Jlexannposor monmmHoma n =200, ontumanan u3bop je K =4, 3a

koju je N, =2100, noxk je 3a pex moiauHoma n =1350, ontumanan u3bop takohe K =4, amm je
N, =3950 . ¥V npumepuma ca ciuka 3.13a u 3.130, ontimanan n3bop nmapamerpa cMeHe je K =3

3a 00a pa3MarpaHa peja OJUHOMA, ajlH je Opoj moTpeOHUX Tadaka nHTerpanyje 3a N = 200 jenHak
N;: =2000, nok je 3a N =1350 jemnmak N;; =3750 .
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3a cBaky o]l UCITUTUBAHUX Tpaka mupuHa A < W <400 A crpoBeAeH je UCTH EKCIEPUMEHT Y
NOTpasu 3a onTuMamHuM K, kana je mHuuaeHTHy tanac y TM u y TE moay, ca kopakom npoMeHe
napametpa K =0,01. [Ipu Tome je pex JlexxanapoBux noinuHoMa N Ouo HajBehu pex nmotpedaH 3a

IeJI0IOMEHCKY alpOKCUMAIHjy cTpyja Ha Tpamu, Nj. YkpaTko, 3a Tpake mmupe ox W/ A >10, Baxu
na je Ny =~35w/A, mro je mo3Har pesynrar [7]. Cymupanu pesynratu y ciydajy TM mona cy y
tabenu 3.1 [14], nok cy y cay4ajy TE mozaa npukasanu y Tabenu 3.2.

Tabena 3.1. Ontumanan napamerap TpanchopMalje, pell anpokcumalimje, morpedan Opoj HHTETPAMOHUX
Tayaka M MpolemkeH Opoj nHTerpannonux tadaka y TM cayuajy [14].

Ipecex W/A No k Nint
1 5 9,17 63
2 10 8,66 86
5 20 7,16 127
10 40 6,56 198
Pasma 20 74 6,33 287
50 175 4,98 636
100 340 4,75 1159
200 665 3,94 2011
300 985 4,00 2988
400 1300 3,75 3811
1 5 6,47 358
2 10 6,58 375
5 20 6,58 383
10 40 6,50 425
Jaxpisbena 20 80 5,61 441
50 182 5,06 689
100 344 4,50 1157
200 665 4,16 2039
300 985 3,95 2896
400 1300 3,97 3804

Tabena 3.2. OntuManan napamerap TpaHchopMalje, pell anpoKCuMaIiije u notpedaH 0poj HHTErPAIMOHUX
tayaka y TE cnyuajy.

Ipecex W/A No k Nint
1 5 10,6 210
2 10 10,1 198
5 20 10,1 198
10 40 6,8 218
Pasna 20 74 5,3 306
50 175 4,8 792
100 340 3,6 1020
200 665 3,0 1796
300 985 2,9 2606
400 1300 2,9 3464
1 5 10,9 230
2 10 10,5 220
5 20 8,7 222
10 40 6,0 246
3aKkpuBIbEHA 20 80 4.7 336
50 182 4,2 642
100 344 3,8 1082
200 665 3,0 1766
300 985 2,9 2548
400 1300 3,2 3536
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OnTtumainian mapametrap K je HenmmHeapHa (yHKIMja €JICKTpUYHE IIMPUHE Tpake W/A. Y

ciy4ajy paBae Tpake y TM Momy Moxe OUTH ampOKCHMHpAH ciieehoM aHATUTHYKOM (GOopMyIIoM
[14]

k~9,0-21-log,,(w/L). (3.51)

AHamuTrdku OONMMK QopMmylsie je yHamped MPeTIOCTaB/beH Ha OCHOBY EKCIIEPHUMEHTATHUX
pe3yaTara, JOK Cy KOHCTaHTE JI0OMjeHe MUHHUMH3AIHM]OM CPEhe KBaJpaTHE TPEIIKE OJCTYIamba
aHaMTHIKe (PopMysie 0/ eKCIIEPUMEHTATHUX pe3ysiTarta. 3a MUHUMU3aluUjy je kopuithen Hemmep-
Men cummiekc (enarnecku: Nelder-Mead simplex) anropuram [91]-[93].

Wnak, kaga cy Tpake 3aKpuBjbeHe, K je mpuOImKHO KOHCTaHTHO 32 W/A <10, a onza omnana
3a Behe BpeaHoctu W/ A . tberoBa ampokcumartiBHa GopMyna OM 3aBUCWIA M O] HOJYHpPEUYHHKA
KPUBHUHE MOMPEYHOT MpeceKa.

3.10.2. ONTHUMAJIAH U3B0P IAPAMETAPA CMEHA A-E

ChanyHM HyMEpPHYKH €KCIEPUMEHTH CIIPOBEICHH Cy 3a cMeHe A—E y mmpy mpoHamaxema
ONITUMAITHUX MapaMeTapa ¥ MUHHUMAIHOT MMOTPEOHOT Opoja MHTErpallMOHUX Tadyaka 3a MaKCUMAJIHY
TA4YHOCT.

Kao mpumep eneKTpuyKu BEIMKE TpaKe IOCMaTpajMO M3Pa3UTO 3aKPUBJBCHY TPaKy IMIUPUHE
w =100 A nobyheny tamacom y TE mony. Hajsehu pen 6asucuux ¢ynkumja je N, =350. Ha
cmnu 3.14a npukazaHa je TpoIeHa pellaTUBHE rpemke y (GyHKIUJU o7 IapaMmerpa
Tparchopmanyje M, u 6poja MHTETPAMOHNX Tadaka 3a MakcUMaiIHy TauHoCcT Ny, Otz (M, Ny ),
1ok je Ha ciuiu 3.140 nmara ta mcra rpemka y QyHkuuju ox N, 3a HEKOJMKO mapamerapa

Tpanchopmanuje M; cmere A. Kao mro ce mMoxe BUIeTH ca rpaduka, IpoleHa Ipemke Op30
KOHBEprupa /0 HEeKe BPEAHOCTH, IOCJE Yera MPaKTHYHO BUIIE HeMa moOosbmama. OnTuMaiHa
BPEIHOCT mMapameTpa M;, Koja o00e30ehyje MHHMMaTHy TpelKy y3 MHHUMalaH Opoj
uHTerpannonux tadaka N;,, oOemexena je Ha ciumwm 3.14a. OnTumanaH mapamerap y OBOM
npumepy je m; =5, kome oaroeapa N,, =1024 wu npomena pematuBHe rpemke O <—12,
oJHOCHO 12 TayHO oapelheHux 3HaYajHUX Hudapa.

HcToM mocTaBKOM eKCIepuMeHTa ojpeheHe Cy ONTHMajHe BPEIHOCTH Mapamerpa M, u 3a
ocTalle IIUPUHE HWCHUTHBAHUX Tpaka. KsamuTatuBHO, Tpaduum wu3riIenajy HCTO Kao Ha
cimkama 3.14. Pe3ynTatu onTHManHOT mapaMerpa M;, Kao ¥ memy oxaropapajyher 6poja Ny, y
Cllyuyajy paBHUX M 3aKpUBJbEHHX Tpaka mupruHa 1< w/ A <400 cymupanu cy y tabenama 3.3. u 3.4.

Ocum cmeHe A ocrane NpeqIokKeHe CMeHe MMajy 1o jABa mapamerpa. Ilapamerpom m,
IIPOMEHJbHBA C€ JIMHEApHO CKalMpa, 0K ce mapaMeTpoM MM, cremeHyje oarosapajyha ¢yHkiuja.
Hexka je npyru mapamerap KOHCTaHTaH, Tj. M, =1, ynMe je M30CTaB/LEHO JMHEAPHO CKAIHpAHE.
Cana MOXKEMO CIIPOBECTH SKCIIEPUMEHT Kao OHaj ca ciuke 3.14 ¥ opeuTH ONTHMATHE BPESTHOCTH
napamerpa M, u MmuHuMaiHe BpegHoctu N, . ['paduiy koHBepreHumja 3a ONTUMalIHE MapaMeTpe

CBHX WCIHTHUBaHMX Tpaka Tmocie cMmeHe B, y o0a pa3smarpana Moja, TOpuKazaHH Cy Ha
cmkama 3.15a u 3.156, a 3aTtum cy pesynratd cymmpanu y Tabemama 3.3 u 3.4. Ha ocHOBy
ciuke 3.15 Moke ce 3akbyuuTH Ja je Opoj 3HauajHuX uudapa 6ap 9 y cBaKOM HMCIUTHBAHOM
ciyuajy. lonatHo, Opoj 3HavyajHux nudapa je Hemro Behu y TM citydajy jep CUHTYJIapUTET Y TOM
ciny4ajy (log R) 3axreBa Mame nnTerpannonnx tadaka ox TE ciydaja (cunrymnapurer 1/R).
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int

(2) (6)

Ciuka 3.14. TlporieHa penaTBHE TPELIKe y caydajy 3akpussbene tpake mupude W =100 A y 3aBuchoctu

ox: () my u Ny u(6) Ny, 3a HekomMKO pasmuYUTHX mapamerapa M, cmene A.

[MporieHe penaTHBHUX Tpellaka 3a Tpake Pa3UuUTHX OOJIMKA M IIUPUHA H3IIICAAjy BPIIO
CIIMYHO OHMMa MpHKa3aHUM Ha ciauny 3.15 u 3a cBe ocrane pasmarpaHe cMeHe, na oHe Hehe Outn
moceOHO MpUKa3aHe.

Onrumanan u300p mapamerpa M, y ciydajy Kajaa je mapamerap M, =1, 3a cBaky of
npeanoxenux cmeHa, y TE u TM cny4ajeBuma, 3aKpHBHJBEHHX M PaBHUX TPaKa EIEKTPUUYHUX
mmpuHa 1< w/A <400, ka0 1 MHUHUMalaH nmotpedan Opoj MHTErpAIllMOHMX Tavaka, ojpehenu cy
CKCIIEPUMEHTUMA ONHCaHUM y3 ciiuke 3.14. Pe3ynrat cipoBeieHUX eKCIIEpUMEHATa CyMUPAHH CY
y Tabenama 3.3 u 3.4.

L LI 0
00A
W = 2001 w = 4001
w = 1001 - w = 1002 1
w w = 3001
w
50 «w
710 4
W =nA, paBHa w=nh, paBHa
ne {1,2,5,19,20} ‘ 3aKpHBJbEHA n<{1,2,5,10,20} 3aKpUBJbEHA
715 L L 1 1 T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
N. N
nt int
(a) (6)

Cnuxka 3.15. [IpoueHa penaTuBHE TPELIKe 32 paBHE U 3aKPUBJHEHE TPaKe Pa3IHMYUTHX mupuHa y: (a) TM
moxy [14] u (6) TE mony.

W3 pesynrara 3akipyuyyjeMo Jla MUHMMajaH Opoj MHTerpauMoHuMx Tayaka N;; HajBuIIe
3aBUCH O] CJICKTPUYHE IUpUHE Tpake, Tj. o W/ A u kpehe ce ox 240 3a HajyxKy Tpaky, W/A =1,
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1o 4000 3a Hajmupy pasmarpany Tpaky, W/A =400 . 3a pa3nuuute cMeHe Taj Opoj Bapupa 3a OKO
15 %. Onrumanan mapamerap M, cMmamyje ce Kako W/A pacrte 3a cBe pa3MaTpaHe CMEHE.

MunumManan norpedan Opoj MHTErpalMoOHUX Tayaka IOC/Ie CMEHE Ca €KCIIOHEHIMjaIHUM YIAHOM,
nat y tTabenama 3.1 u 3.2, je y oIHOCY Ha pe3yJTare nocie cMeHa A—E, natux y Tabenama 3.3 u 3.4,
HEINTO MamM 3a yXke Tpake, a Behu 3a mupe Tpake. Ctora, ako Cy Tpake yriIaBHOM YCKe, TIOTOHH]e
j€ KOPUCTUTH CMEHY ca €KCIOHEHIIMjaJHUM YWIAHOM, JIOK je 3a aHaJH3y IIUPUX TpakKa ONTHMAIHH]je
Kopuctutu cMene A—E.

Ca cnuke 3.6, e cy npukazane cmene A—E u oarosapajyhu JakoOujanu, BUIUMO na ce y
OKOJIMHU CUHTYJIApUTETa CBe (DYHKIIMje CIMYHO Memajy. To ciemu M3 YMmeHUIle J1a Cy IpBa JBa

wiana TejopoBOr pasBoja CBHX IPEIIOKEHHX cMeHa jexnake X+ Xx°/3. Ca apyre crpaue, ocTany
4JIaHOBU pa3Boja, Koju ce Mmel)ycoOHO pasnukyjy, kao u JakoOujanu, Takohe yTudy Ha UHTErpaH/e.
Tako na ce, kao mWTO ce MoXke BUAETH U3 Tadena 3.3 u 3.4, onTuMalaH napaMerap M, U MUHUMaJlaH

6poj N;; pasznukyjy ox jeane o apyre cmene. Ontumanad napamerap M, Behu je ox aBa y cBUM

pa3MaTpaHUM CIy4ajeBUMa, IITO je y CKJIAy ca MPETXOIHO M3BEICHUM JIOKa30M O MOHUINTABAY
CHHTYJIapUTeTa U3 moriassba 3.8.3.
HonatHo, kako cmeHe B-E wumajy u npyru mapamerap m,, Koju je y MNPETXOJHUM

CKCIICPUMCHTUMA HUMAO0 KOHCTAHTHY BpPCAHOCT m, = 1 , O‘IGKYjeMO Ja HCTOBPCMCHOM

ONITUMH3AIMjOM 00a mapamerpa MUHHMalaH OpOj MHTETPAlMOHUX Tadaka MOXEMO JOAATHO 1A
ymamumo. JlerasbHa aHanmu3a ypaljeHa je Ha mpuMepy cMeHe ca TaHreHcom (cmeHe D) y
nornarspy 3.12. OHa je u3abpaHa 3a JaJbe UCIUTHBAKE jep je Y CIydajy yKHUX Tpaka (IIHpUHE 10
10 TanacHUX Iy’KMHA) IOCIE e TOTPEOHO HajMame Tayaka 3a Hajehy TayHOCT y O/IHOCY Ha JIpyre
CMEHE.

Tabena 3.3. OntuManan napameTap TpaHchopMalyje 1 MUHIMaIaH Opoj MHTETpaluoHnX Tadaka y TM
ciy4ajy.
PaBHa Tpaka
A B C D E
W/A | My | Nino | M1 | Nino | M1 | Ninwo | M1 | Nino | M1 | Ninto
1 8,0 | 200 | 10,8 | 240 | 50| 300 | 8,2 | 150 | 10,6 | 250
10,1 | 200 | 10,8 | 240 | 50| 300 | 8,2 | 160 | 10,6 | 250
5 94 | 220 | 10,8 | 240 | 50| 300 | 8,2 | 180 | 10,6 | 250
10 | 10,1 | 220 | 10,8 | 240 | 50| 300 | 8,2 | 290 | 10,6 | 250
20 | 50 | 300 | 76 | 280 |50] 300 | 51| 370 | 89 | 270
50 | 46 | 600 | 70 | 580 | 4,6 | 600 | 48| 770 | 50 | 500
100 | 4,8 | 1000 | 49 | 940 | 4,6 | 1110 | 41 | 1300 | 49 | 910
200 | 4,0 | 1800 | 4,4 | 1730 | 4,0 | 2000 | 3,8 | 2360 | 4,6 | 1700
300 | 3,9 | 2700 | 4,4 | 2520 | 3,7 | 2770 | 3,0 | 3000 | 4,1 | 2400
400 | 3,0 | 3100 | 3,9 | 3200 | 3,6 | 3600 | 3,0 | 4000 | 4,0 | 3140
3akpuBJbEHA TpaKa
A B C D E
W/A | My | Nino | M1 | Nino | Mz | Ninwo | M1 | Nino | M1 | Ninto
1 | 50| 370 | 65 | 370 | 50| 380 | 49| 430 | 6,5 | 350
50 | 370 | 65 | 370 | 50| 380 | 49| 430 | 65 | 350
5 | 50| 370 | 65 | 400 |50 | 420 | 49| 430 | 65 | 370
10 | 5,0 | 400 | 6,5 | 420 [ 50| 450 | 49| 480 | 6,5 | 400
20 | 59 | 500 | 6,5 | 500 |50 500 |49 | 600 | 65 | 450
50 | 51 | 620 | 52 | 550 [ 48| 670 | 49| 860 | 6,3 | 580
100 | 45 | 1000 | 4,9 | 900 | 43| 1110 | 4,7 |1480| 49 | 880
200 | 4,3 | 1800 | 45 | 1580 | 4,0 | 1950 | 3,7 | 2350 | 4,5 | 1610
300 | 3,0 | 2250 | 4,1 | 2250 | 3,6 | 2680 | 3,0 | 3070 | 4,0 | 2280
400 | 3,0 [ 2900 | 4,1 | 2930 | 3,5 | 3440 | 3,0 | 4000 | 3,8 | 2970

N

N
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Tabena 3.4. OntuManan napamerap TpaHchopMalidje ¥ MUHHUMaJIaH Opoj HHTErpaluoHux Tayaka y TE
Cay4ajy.
PaBna Tpaka
A B C D E
W/A | My | Nino | M1 | Ninw | M1 | Ninw | M1 | Ninw | M1 | Nino
1 9,0 | 250 | 10,6 | 330 | 85| 260 |76 | 220 | 10,6 | 350
9,0 | 250 | 10,6 | 330 | 85| 260 |76 | 220 | 10,6 | 350
5 9,0 | 250 | 10,4 | 330 | 85| 260 |76 | 220 | 10,2 | 360
10 | 98 | 300 | 93 | 340 | 75| 280 | 76| 250 | 94 | 370
20 | 6,8 | 300 | 9,3 | 340 | 55| 340 [ 44| 340 | 94 | 370
50 | 43 | 570 | 54 | 520 | 40| 550 [ 35| 640 | 58 | 500
100 | 4,6 | 1000 | 4,6 | 930 | 38| 850 | 311110 3,9 | 850
200 | 3,1 | 1600 | 3,0 | 1530 | 2,5 | 1550 | 2,6 | 1870 | 3,0 | 1540
300 | 2,9 | 2300 | 3,0 | 2260 | 2,5|2300 | 2,5| 2740 | 3,0 | 2260
400 | 3,0 | 3100 | 3,0 | 3000 | 2,5] 3000 |24 |3500]| 25 | 2910
3akpuBJbCHA TpaKa
A B C D E
W/A | M1 | Nino | M1 | Nino | M1 | Nino | M2 | Nino | M1 | Nino
1 | 94 | 280 | 106 | 340 | 85| 260 | 7,8 | 220 | 10,6 | 360
104 | 280 | 10,6 | 340 | 85| 270 | 7,8 | 240 | 10,6 | 370
5 |10,2| 300 | 10,6 | 340 | 85| 270 | 7,8 | 250 | 10,6 | 370
10 | 9,7 | 300 | 10,0 | 350 (75| 300 |78 | 310 | 10,6 | 370
20 | 6,2 | 350 | 90 | 350 | 55| 350 | 4,2 | 400 | 96 | 370
50 | 46 | 600 | 50 | 500 [ 4,0] 600 | 35| 710 | 6,1 | 510
100 | 4,3 | 1000 | 4,6 | 870 | 3,8 | 1000 | 3,2 | 1200 | 4,0 | 840
200 | 3,0 | 1500 | 4,0 | 1530 | 2,7 | 1590 | 2,6 | 1950 | 3,2 | 1540
300 | 3,0 | 2200 | 3,0 | 2170 | 25| 2220 | 2,5 | 2750 | 3,1 | 2260
400 | 3,0 | 2900 | 2,5 [ 2800 | 2,5] 2900 | 2,4 | 3500 | 2,7 | 2940

N

N

3.11. JIOJATHA AHAJIM3A CMEHE CA EKCIIOHEHIIUJAJTHUM
YJIAHOM

ITopen onpehuBama ONTHUMAIHOI MapaMeTpa, CIPOBEAEHA je W JI0/aTHA aHalu3a CMEHE ca
eKCIIOHEHIIMjaTHUM ujaHoM. Hajipe cy nponalene ananutuuke opmysie 3a IpoleHy noTpedHor
Opoja MHTETrpallMOHMX Tayaka 3a MaKCHUMaJHy TayHOCT Ha OCHOBY HM3a HYMEPUUKHX
eKCIIepUMeHaTa KOjU Cy IMPETXOJHO CIPOBEACHHU. 3aTUM je IMOMEHYTa MPOIEHA 32 PaBHY TPAKy Y
TM Moy u TeopujCKH MOjalllbeHa.

JlogatHo, KOpHIIhekeM ONTUMHU3AIMOHNX AITOpHTaMa, M TO Au(epeHIrjaTHe eBONyIHje U
TEHETHUYKOI aJFOPUTMA, CIPOBEAEH je EKCIEpUMEHT 3a MNpOHAJaKEHE paclopena arcuuca U
TeKHHA y HYMEPHUYKO] HHTErpallju ca [WJbeM NpOHAJaKemha Mamer MHUHUMAaTHOT Opoja
MHTETPALlMOHUX Tayaka Hero IITO je TO ciyyaj Kajga ce kopuctu ["ayc-JlexaHnapoBa uHTErpamuja

HaKOH CMCHC.
KOHa‘-IHO, YCOCHIHOCT IIPUMCHE CMCHE Ca CKCHOHGHLII/IjaJ'IHI/IM YJIaHOM MOTHBHCAJIA je

MOTpary ca CMEHOM IMPEACTaB/LEHOM MOJIMHOMHJAIHOM CYMOM.
VY onespIMa KOju ciieqie IpUKa3aHu ¢y no0ujeHu pesynrati. Heku ox pesynrara npeTxoaHo

cy o0jaBibenu y [14].

3.11.1. ITPOLIEHA IOTPEBHOT BPOJA UHTEI PALIMOHUX TAYAKA HA OCHOBY

EKCIIEPUMEHTAJIHUX PE3YJITATA

Munumaiian Opoj HHTETPAIMOHUX Tavyaka u3 taderne 3.1, Koju oroBapa ONTHMAITHOM H300PY
napameTpa K, a HaKOH 4era ce MoCTUXe BUCOKA TAYHOCT, MOXKE C€ anpoKcuMuparu ¢popmysiom [14]
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N, ~[55+9,5w/A] (3.52)
y CcIy4ajy paBHUX Tpaka, OJHOCHO (opmyiiom [14]
N, ~[315+8,6 w/L| (3.53)

y ciy4ajy 3akpuBJbeHHX Tpaka y TM moxy. OGe dopmyse noOujeHe Cy MUHUMHU3AIM]OM CPEambe
KBaJIpaTHE rpemke u3Mel)y aHamurudke GopMmyiie U oAroBapajyhnx ekcriepuMeHTaIHUX pe3yJirara
kopumthewem Hennep-Men cumiuieke anroputma [91]-[93]. Ipu tome, 6poj N;; je Mamu ako je

3axTeBaHa TAYHOCT HUKA O] MAaKCHMAJTHE.
CnryHo, MUHMMaJIaH Opoj MOTPeOHMX MHTErPAllMOHUX Tadaka u3 Tabene 3.2, KOju oAroBapa
ONTUMAITHOM TlapameTpy K , MOKe ce apoKCUMHUpATH (GopMysiom

N;, ~[196 +81w/ 1| (3.54)
y cly4ajy paBHUX Tpaka, OJHOCHO (OpMyYIIOM

Ni, ~[122 +7,4 W/ ]| (3.55)

y ciry4ajy 3akpuBibeHHX Tpaka y TE mony. [ToHOBO cy aHamuTHuke Gopmyse T0OHjeHE CITUIHUM
excrepumenToM kao u (3.52) u (3.53).

3.11.2. TEOPHJCKA IPOIIEHA BPOJA UHTETPALIMOHUX TAYAKA MOCJIE

CMEHE CA EKCIIOHEHIIUJAJIHUM YJIAHOM

[Torpeban Opoj WMHTETpAIMOHUX Tadaka Niff‘t) 3a uHTerpanujy ¢ynkuuje g(s), xama ce

KOPHUCTH CMEHA ca €KCHOHEHIMjaIHUM WIAHOM, MOXKE C€ U TEOPHUjCKH NpoleHuTU. [[oka3 nart y
HACTaBKY MPETXOHO je 00jaBibeH y [14].
layc-JlexxannpoBa mHTerpammja ca N;, Tadaka TayHa je 3a moimumHoMme perma 2N, —1 u

Mmamer. Crora je MOTPeOHO MPOIEHUTH pel MOJIMHOMA KOjUM C€ alpOKCHMHpa HWHTETPaH]I
g(s)ngmsm , Tme c¢y 0, KoepuuujeHTH pa3Boja, a pesuayan (Tpemika) je
m

g4 = <107"°. Pesunyan je nsabpan nmajyhu na ymy na je |g(s)| ~ 1 (cauka 3.76),

g(S)—ngSm

TaKo J1a BOAM Ka HajBehoj TauHOCTH pe3ynTara y ABOCTPYKO] TAYHOCTHU TMpECTaB/bamkba OpojeBna.
XaHkenoBa (hyHKIMja Apyre BpcTe U HyiATor peaa H 62) (2z) je meo mnrerpanma g(s). OHa je
nepuHucana kao H (()2) (2)=3y(2) = 1Yo (2), rme cy Jy(2) u Y,(z) Becenora dpyHkIMja HyATOT pena

u becenoBa ¢yHKuMja qpyre BpcTe W HYIATOT pefa, pecrieKTUBHO. TejnopoBu pa3Boju becemosux
¢byHKIMja y OKOJIMHU HYJIE Cy

0 n 2n
Jo@=1+3 D Gj , (3.56)

n=1 (n!)z

OJHOCHO
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Y, (2) =%Jo(z)ln[§j—%iw(n +1)£‘°'2—522l (3.57)
n=0

(n)?
n-1
rae je y(n)=—-y+ ZE ,a y Beh cnomumana OjiiepoBa KOHCTaHTA.
k=L

Jpyru neo unterpanaa g(s) je GyHkiwuja A , unju je TejmopoB pa3Boj y OKOJIMHU HYJIIE

A (nm ) _ glone %M.

(3.58)
n=0 n!

Y cnydajy Koju je OBAEe pa3MarpaH, MakcuMajaH apryMeHT becenmoBe QyHKuje je

W .
Zm:Br(S):2nx|S|m U |S|=1. U3 (3.56) ce Buam ma je OOHpPHHOC N-TOr YiIaHa

2n

Z . .
#(Tmax] . Kaxo je |J0 (Z)| <1, 3a npeneduHrcan pesuayan €, MaKCUMaJHU pell pasBoja 2N,
n!

y (3.56) moxe Outn nponemeH Tpaxxehn MUHIMAITHY BPEHOCT CTeIeHa N; TakBy Ja je

1 W 2n;
(TCIJ Sgg. (359)

Ha cnuvan HauuH, y ciyuajy becenose dpynkuuje apyre Bpere Y, pel IOJIMHOMA MOXKe OUTH
MPOIICEHEH U3

) (ow/ )™

2
=y(ny +1 <g,. 3.60
TEW( Y (nY!)2 g (3.60)

2 .
[IpBu unan y (3.57), —J,(2) In(éj , IMa pa3Boj CTENeHa 2N; MITO MPOU3WIA3U U3 YHIECHHIIE
T

. 2 z . A)2
naje z~t", m>1lut-~ Al Crora, 3aMeHOM Z(S) y —J,(2) In(zj nobujamo mk|s| In(Ej—JO,
T T
rne cy m, K m A koncranre. OBUM je, Ha jOII jeJaH HA4YMH, JOKa3aHO Jia MPeUIOKeHa CMEeHa
TIOHUILTABA JIOTAPUTAMCKHU CHHTYJIapHUTET.
KonauHo, pes monmmHOMHjaTHOT pa3Boja QyHKIIHjE Héz)(s) je ny =max(2n,,2n, ), mwTo je

Opoj KOju 3aBHCH O EIEKTPUYHE IIUPUHE Tpake, W/ A .
Jlpyru MyITUIUTUKATUBHE 4iaH QyHKuuje g(S) je

ga(S) = k(A — D AR IN(A) X2 + 2yt (5)) Ly (t(S)), (3.61)

omHocHo Q(S)=g¢ A(S)Héz) (s). Pagm mojemHOCTaB/bMBaKa HW3pa3a pasmaTpahieMo camo paBHE

Tpake, 3a Koje BaXu \/szn +(2y,t(s))? =X, . Koncrante y g,(s) cy k, INA u X,. Ynan ca

HajBehuM cteneHoMm y pa3Bojy (yHKIHje (A —)k 2 A je (A'sl )k = Al 3amp, Kopuctehu
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(3.20), unan ca najsehum crenenom y passojy dpynkuuje L, (t(s)) je (Aklsl )q = A%y Bacu na je

A<1+2Y% Ha ocuoBy (3.58) pex passoja dyHKumje ga(s) je HajmMamu meo O6poj N, Koju
3aJI0BOJhaBa HEJETHAKOCT

05 Kin(L+ 21’k)(k(q +Dinfe 2 (3.62)

<gg.
Na!

[Tpema Tome pen pa3Boja GpyHkuje g(S) MOxke OMTH aPOKCHMHUpaH ca Ny + Ny, jep Baxu aa

N _(ESt)

m > koju omoryhasa

Na Ny
je g(s) = Z gams" Z OpmS" - [pouermen 6poj MHTErpalMOHUX TayaKa
m=0 m=0

Ta4yHy MHTETPAIX]y MOJMHOMHUjAIHOT pa3Boja pyukiuje g(s), je [14]

N, +n 1
N =—A+2“ = (3.63)

[Tocneamwa popmyna npeasuha 3a oko 50 % Behu Opoj UHTErpalMOHUX Tayaka HEro IITO je
T00MjeHO HyMEpHYKHM eKCIIepIMeHTHMa 3a cBe pasmarpane W/A, N, u k. [Tomamm 50 %NiEﬁSt) y
Clly4yajy paBHHX TpaKa pa3MYUTHX EJICKTPUYHUX MIUpUHA Aatu cy y tadbenu 3.5. [Iporena 3a 50 %
BUIIIE MHTErPAIIMOHMX Ta4yaka je 300T Tora MmTo je N, + Ny Topmha 'paHHIa peia MOJTMHOMH]jaTHOT

pa3Boja ¢yukuuje Qg(S). JomatHo, ['ayc-JlexxanmpoBa uHTErpamuja ca NﬁSt) WHTETPAIIMOHUX
Tayaka Jaje TayHy BPEJHOCT KaJa je MHTETrpaHj MOJMHOM pena N, + Ny, AOK eKCIEePHUMEHTATHO

nobujen 6poj N;,; 00e36ehyje TaunocT on HajBuie 14 3HayajHUX HKdapa, ogakie Takohe ciaenu aa
je Ny < N(&Y

int

Tabena 3.5 TlpouemeH Opoj MHTErpAIIMOHUX Tauaka y clydajy paBHE Tpake.

W/A 1 2 5 10 20 50 100 200 300 400

0,5N (est) 45 71 113 196 344 686 1290 2270 3397 4343

int

®opmyna (3.63) ce He MOKEe KOPUCTHTH 3a MPOIIEHY Opoja MHTErpalliOHUX Tadaka Kaja je
Tpaka 3aKpHUBJbeHA. Y TOM CIlly4ajy MOCTOjH JoJaTHa MHTepakuuja usmehy g,(S) u H((,Z) (S) xoja
Huje oOyxBaheHa npemioxeHom popmynom. CTora ce y ciayuajy 3aKpUBJBEHUX Tpaka, Kao U Tpaka

noOyhenux TE Tamacom, MopaMoO OCIIOHUTH Ha eKCIIEpUMEHTAIHE pe3yirare jate y Tabenama 3.1 u
3.2 mpu kopumhemy CMEHE ca eKCITOHEHIIN]ATHUM YIaHOM.

3.11.3. OIITUMAJIAH PACHOPE/] TAYAKA U TEXKUHA Y HYMEPUUYKOJ
HUHTEI'PALIAJU [TOCJIE CMEHE CA EKCHOHEHIIMJAJTHUM YJIAHOM

HakoH mpuMmeHe CMEHE W TOHHWINTEHOT CHHTYJIAPUTETa, WHTETpAll Ce MOXKE H3padyHaTH
kopuctehu HEKM off MeTo/la HyMepuiKke uHTerpanrje. Kao mro je Beh pedeHo, y 0BOj JOKTOPCKO]
muceptaniju  kopumheHa je [ayc-JlexxanapoBa Hymepudka HWHTETpaldja. YKpaTKo, akKo je
Nint

I =flg(s)ds MHTETPall, OHIA Ce HyMEPHUYKH OH MOXe u3padyHatd kao |~ Y wg(s ), rae ce
k=1

TeXUHE W, U amnciuce S, padyHajy no yrBpheHom mpasuity. [lutame koje ce Hamehe je aa i je

Moryhe OCTBApPUTHU UCTY TAYHOCT Ca MAKkE MHTCIPAallMOHUX TadaKa Nint noacmaBamkbEeM TCKHHA U

arncnuuca ONTUMHU3AIIMOHUM AJITOPUTMOM. I[pyFI/IM pcurumMa, na Jin HOCTOjI/I MMPpUCTYIL HYMCpI/ILIKOj
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WHTETPAIMju KOJU je€ Y OBOM KOHTEKCTy eduracHuju o ["ayc-Jlexxannpose nHTerpamuje. Y oBOM
nornasjby he OMTH omHMcaH €KCIEPUMEHT KOjU j€ CIpOBENEH Ja O a0 OArOBOP HA MOCTaBJHEHO
MTUTabE.

Ilocmatpajmo unTerpane (3.18), kpahe 3anucane kao I, , = ﬁlg(s')ds', rre m=0,1,..., N,
oapehyje tauky nonemanamwa, 1ok N=0,1 ..., Ny onpehyje pen 6asucue ¢pynkuuje. Pegepentan
unterpam, |, koje hemo cmarparu TaunuM, uspadyHaru cy I'ayc-JlexaHnIpoBoM HyMEpHYKOM

WHTErpamujoM ca OpojeM Tavyaka WHTErpamuje koju obe3oehyje 14 3nauajuux nudapa. Ha ocHoBy
pe3yiaTara eKCrepuMeHTa NpruKa3zaHux Ha ciaunu 3.10, mpumep jeaHor o HajTeKHUX CHHTYJIApUTETa
jey t,=095. Crora he u y oBOM eKciepuMeHTy OUTH pa3MaTpaHa camoO Ta Tauyka MOJeIIaBamba.

[{usb je mponahu pacnopen arnciuca S', ¥ TeXUHA W, TakKo Ja 3a CBaku pel 0azucHe QyHKUHje N

Baku 1a je f, o (n) <10™ rxeje

Nint/2
fn,opt = Ve, mn — kZWk (g (s')+9(=s)) (3.64)
=1

W3 mocnenmer u3pasza MOXKe ce 3aKJbYUUTH Ja je, Kao u koxa ['ayc-JIexannpoBe uHTErpanuje,
MOCTaBJbEH YCJIOB CHUMETpHje alciuca y OJHOCY Ha HyIJy, KOjUMa OJroBapajy HCTE TEKUHE.
JlonaTHu yclioB je 1a Opoj MHTErpalMoHuX Tadaka Oyje Mamu oJ] Opoja Koju je motpeban 3a [ayc-
JlexxanapoBy WHTErpandjy. BpeqHOCTH CBHUX ONTHMH3ALMOHUX MPOMEHJBUBUX, S, U W,

orpanuveHu cy Ha unrepsain [0,1].
Ontumuzaunona dynkumja je Hajseha Bpennoct gpyukumje f, . 3a cBe pasmarpane penose

6asucHuX (QyHKIMja, OJJHOCHO

fopt = max {fn,opt}’ (3.65)

0<n<N,

rae je Opoj Hemo3HaTux, Tj. AuMeH3uja D omtummsanuone ¢ynkuuje jeaHak N, . Anroputmu

Koju Ccy kKopumheHH 3a MpOHATAKEHE MHUHHMyMa ontuMmusaimone ¢ynkuuje (3.65) cy
madepernujanaa  esoaynuja [94], [95] wm renermuku anroputam [96], [97]. Pesynrtaru
eKCIIepUMeHaTa JJaTh Cy Y HaCTaBKY.

A) Jlugepenyujanna esonyyuja

Hudepenumjanna esonyuuja (enrnecku: differential evolution) je croxactuuku aaroputam
KOJU paayd ca CKYNOM peliema, OJHOCHO monynanujoM. OCHOBHH KOpaly airopurMa cy:
1) bopmupame nodeTHe momynanuje, 2) cenekiuuja u 3) ykpuirame. 3a kopake 2) u 3) aedhuHUCaHH
Cy oOIlepaTopu CeJNeKIHMje W YKpIITama, 0K ce (GopMupame IMOYETHE TOMyJaluje Hajuemnihe
peanu3yje Ciy4ajHuUM 0Aa0upOM.

3a moTpebde eKCrepruMeHTa y 0BOj IOKTOPCKO] IHUCepTaIliji UMIUIEMEHTHPAHE Cy JBE BEp3Hje
mudepeHnrjaiHe eBosynuje. Y npBoj, MoYeTHa NomyJamnuja je u3abpaHa ciy4ajHo, a aJropuTaMm ce
3aycTaBjba Kaja TpoHahe perneme WM Kajaa je WCIYyHEH 3a7aTd Opoj MO3MBa ONTHMHU3AIMOHE
¢ynkmje (DE). pyra Bep3uja je HMIUIEMEHTHpaHa Ka0 MUKPO TU(EpeHIMjallHa eBOyIIUja, TIe je
aNropuTaM TMYIITEH BHWINE MyTa MCIOYETKAa yBEK 3ajaprkaBajyhu HajOospe mpoHaleHo pereme 3a
cnenehe mymrame (micro DE). V mopehemy pesynrata, ykynaH Opoj Mmo3wBa ONTHMHU3AIMOHE
¢dbyHKIMje je UCTU 32 00e UMIUIEMEHTallH]e.

HcnutiBaHa je paBHA Tpaka eIEKTPUYHE INUPUHE jelHe TanacHe myxuHe, W/A =1,
Maxkcumanan pen 6asucae ¢pynkuuje je Ny =5. Heka je Tpaka mobyhena TM TamacoMm, 0JHOCHO

ucnutyjemo unrerpai (3.18). Ha ocHoBy Tadene 3.1, 3a Mmakcumanuy tadHocT u ['ayc-JlexanapoBy
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UHTerpanyjy, norpedue cy N;, =63 unterpamuone tauke. Crora je y (3.64) nzabpan Hemro Mamu
Opoj umHTerpamumonux Tavaka, N;; =60. Ha cmuum 3.16 mnpukazane cy cpeame BpEIHOCTH
KyMyJaTHBHUX MUHHMyMa 3a JB¢ Bepsuje audepeniujanne eponyiuje (DE u micro DE), kana je
Opoj mo3uBa ONTUMH3AIMOHE (DYHKIIM]jEe OTPAaHUYEH HA 10°, a cBaku ox ajropuTama MmoKpeHyT I0
10 myra. Benmunna nonynauuje 6una je Ny, =60 .
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Cmuxka 3.16. Cpenmy KyMylIaTHBHE MUHUMYMH y CITy4ajy paBHE Tpake mupuHe W = A mobyhene TM
TajxacoM 3a JIBe peanusaiyje nudepeHijarne eBoIyImje.

W3 pesynrara ca ciauke 3.16 Moxe ce 3aKkJbY4HTH J1a Cy 00a alropuTMa Mocjie MUJIHOH IT03H1Ba
onTUMH3ANKMOHe (PYHKIMje CTHUIIIA JO Tpemke Koja obe3dbelyje camo Tpu 3Haudajue mudpe. To je
BpJIO ci1a0 pe3ynTar y ofHocy Ha 14 3HauajHux nudapa koje naje 'ayc-JlesxxannpoBa uHTerpamja
ca CKOpO UCTUM OpojeM Tauaka MHTETpalyje.

C o63upom Ha TO J]a 3HaMO Jia MOCTOJU pacropen S', U W, Koju 06e36elhyje 3HauajHo O00sbu

pe3yJiTart, 3akjbydyjeMo Ja je oapehuBame S', M W, Ha OBaj HAUMH CyBUIIIE 3aXTEBHO IO MUTAY
padyHapcKHX pecypcea.
b) I'enemuuxu ancopumam

I'enetnuku anroputam (enriecku: genetic algorithm) je croxacTuuku anroputam 3a
rio0amHy ONTHMHU3AlM]y KOJU C€ 3aCHHMBA Ha MPHUHLMILY TPUPOJHE CEJIEKIUje U OICTaHKa
HajupuiaroheHujux jeAUHKU. AJTOpUTaM Yy CBAaKOM KOpaKy axXypupa CKyl peliema, OZHOCHO
nomynaiijy. ®ase anropurMa cy: 1) hopmuparme modeTHe momyaiuje, 2) celieKidja, 3) yKpIuTame
u 4) mytanuuja. OCHOBHA pa3iiMKa y 0JTHOCY Ha Au(epeHIijaliHy eBOIYyLHUjY je MyTaluja.

3a noTpebe oBOT eKcrepuMenTa novetHa nomnynanuja, Benuuune Ny, =100, popmupana je
ciydyajHuM nu30opom. Cenekiiyja je eMuTUCTUYKA, OJJHOCHO HOBa reHepanuja gopmupa ce ox 20 %
HajOOJBMX pellea U3 MPeTXoAHe. YKpIuTame, ca BepoBaTHohoM 0,8, peanns3oBaHO je Ha HHUBOY
ceaxor rera kao d; = K? + o(r'? —r®) rre je d; rem ma i -Tom Mecty HoBe jemmuke, 10k cy KO u

(@

.”/ TeHW Ha UCTUM MeCTUMa IPBOI U APYror poJauTesba, a MapaMerap o je ciaydajaH Opoj u3

oncera [0, 0,5], pasnuunr 3a cBaky no3uuujy i. KoHauHo, MyTanmja je peann3oBaHa Ha HHBOY

CBaKoT HOBO(OPMHPAHOT periermha ca BepoBatHohowm 0,2.
Cpenmu KyMylnaTUBHU MUHUMYM 10 myIiTama TeHETUYKOT alrOpuTMa, 3a UCTU MPUMEP Kao

ca cimke 3.16, mpukasan je Ha cinmu 3.17. Onamie ce Moxe Bugetd 1a je mociae 10° urepaumja

55



BPEIHOCT ONTHMHM3AIUOHEe (yHKIMje oko 1072, MITO je IOHOBO 3HAYAJHO JIOLIMjH PE3YITAT y
onHocy Ha ["ayc-JlexxanapoBy nuHTErpanmjy.

2 4 6 8 10
5
iter x10

Cnuka 3.17. Cpeamy KyMyJaTHBHE MUHHMYM Yy CIIy4ajy paBHE Tpake mupuae W = A modyhene TM tanacom
KaJia je IPUMEH-eH TeHETHYKHU allTOpUTaM.

W3 mperxomHa JBa SKCIEPUMEHTA 3aKJbydyjeMO Jia je MPOHAIa3aK pacropena amncimca u
TeXHUHa 00 TU(EPEHIINjaTHOM €BOIYIIHNjOM, OHIIO TCHETUYKHUM alrOpuTMOM, Koju he o6e30equtu
MaKCUMaJIHy Ta4yHOCT Ca Mame HMHTErpallMOHMX Tadaka Hero [ayc-JIexxaHapoBa WHTerpanuja,
CYBUIIE 3aXTE€BHO ca JOCTYIHHUM padyHapckuM pecypcuma. OrTyna eKCIepUMEHTH HHUCY
MIOHOBJBCHHU 32 TPaKe HMIMPHX MOMPEYHUX MPEeceKa U PyruxX 00JIMKa, a Y HaCTaBKy hemo ce apikaTu
I"ayc-JlexxanpoBe KBaaparypHe (popMmyJie Mocie MPUMEHEe 0roBapajyhnx cMeHa 3a MOHHUILITABake
CHHTYJIapUTeTa.

3.11.4. CMEHA CYMOM ITOJIUHOMA CA OIITUMAJIHO UBABPAHUM
KOE®UIIUJEHTUMA

VY nperxoJHUM TOTJaBJbUMA JOKAa3aHO j€ Ja CMEHa ca €KCIIOHEHIIMjaIHUM YJIaHOM, Koja je
nata jemHaumHoM (3.20), monuminTaBa cunrynaputere obmuka logR u 1/R, uume omoryhasa

padyHame ca BHCOKOM TauHOIINy eneMeHaTa MaTpHlle CHUCTeMa y METOAY MOMEHara. Y OBOM
MIOTJIaBJby MPEUIOKEHA jé CMEHa CyMOM IOJMHOMa ca KoeQHIMjeHTHMa Koje Tpeba HaKHaTHO
oJlpenuTu Kopucrehu ontumuzannone anropurme. L{usb je 6uo nponahu ontumansue koeduirjeHTe
CMEHE Tako J1a oHa 00e30elyje MakCUMalHy TaYHOCT Ca UCTO WMJIM Mamke WHTETpallMOHUX Tayaka
Hero (3.20).

HpezmoxceHa CMCHa JaTa je HU3pa3som

D-1 .
aZj+1(S'2J+1 (1_ Sgn(sl)tm) + tm)
0

" j:
t'= D1
Zazm

j=0

, (3.66)

e ¢y @, J=0,1..,D-1, nenosnatu xoepummjentH, mok je D 6poj HemosmaTmx

D-1
koepumjenta. Hopmanusaruja cyMoM y HMEHHOLYY, »_ 8, j+1 » 00e30ehyje na mpomensbuBa t' Oyne
j=0
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y unrepBany [-1,1] kaga je u S' u3 ucror unrepBana. Takohe, kako je t'=t, kanma je s'=0, 1o je

CUHTYJIAPUTET U3 t, IPECIMKaH y HYIy.

IlonoBo mnocmarpajmo uuTerpane (3.18), kpahe s3ammcane kao |, =J‘}lg(s')ds', rjae

m=0,1..,N, oxpehyje Tauky mnonmemamama, mok Nn=0,1,.., N, oxpehyje pen Oasucue

dyukumje. Hajupe cy, makon cmene (3.20) Tayc-JIexxaHapoBOM HMHTErpanujoM, H3padyHaTH
pedepenTnyr unTerpand, |, ,. bpoj uaTerpammonux rayaka onpehen je tabenom 3.1. 3atum cy,

HakoH cmeHe (3.66), I'ayc-JlexanpoBoM MHTErpalyjoM u3padyHatd M uHTerpand |, .. Heka je
Tauka nonemasama ty =0,95. 3a cBako N, nepunucana je pasmuka gpon =| lref mn —Imn |, @ HA
OCHOBY ¢ U ONITUMH3AIMOHA (DYHKIIH]ja
= Mmax .
gopt OSnSNO{g n,opt} (367)
3a pauyHame ONTUMH3ALMOHE QYHKIHJE J,y , TIOPEA pena 6asucHux dyunkuuja Ny n Opoja

MHTErpaluoHux tadaka N;, , moTpebHo je joum aedpunucatu 1 6poj Hermo3HaTux koedpunujenara D .

3a oapehuBame onTumanHux kKoeduuujeHata cmeHe (3.66) xopuiihieH je reHeTHYKH aaropuram,
UMIUIEMEHTHpaH Kako je omucaHo y mornaBiby 3.11.3, a 3aTuMm M cucTemarcka mperpara ca
KOHa4YHMM Kopakom 3a D =2.

ExcniepuMeHT je CrpoBelCH Ha MpPUMEPY paBHE M 3aKPHBJBCHE Tpake 3a Koje je W/A =1 u
No=5, mok je Opoj Hemo3Hatux koedunmjenara o6uo D e{2,4,6}. Cpeampu KyMmynaTuBHH
MUHUMYM ontumusaione Qynkimje (3.67) nakon mer mymrama, C.Min{g,,}, mpukasan je

ciuim 3.18. U3 pesynrara ce Moxke 3akjbyduTd ja je uHterpaie (3.18) moryhe u3padynaru ca
MaKCHMAJIHOM Ta4qHOIINy ca yeTupH Wim 1ect koedunujenta y cmenu (3.66) u N;,, =50 3a pashny,

ogHocHO N;; =320 3a 3akpuBJBEHY TpakKy, IITO j€é Mame OJf MOTPeOHOr Opoja MPHUKA3aHOT Y

tabenu 3.1. Ca apyre cTpaHe, Kaja ce ONTHUMH3Y]y /ABa KOe(DUIMjeHTa, M TO KOCPHUIMjEHTH &, H
<320.

Kako je cMeHa umak jelHOCTaBHHMja KaJga MMa JBa Koe(UIMjeHTa, pa3MaTpaHo je Ja Ji je

a5, MAaKCUMaJlHa Ta4YHOCT HUje nocTuruyta ca N, <55, onHocHo ca N,

ymecTo KoeduimjeHata y3 S' m S°, onTHMaHHje BapupaTH KoedHIMjeHTE y3 Heka Apyra aBa
YjaHa y CMEHH, JIOK Cy OCTalli MocTaB/beHM Ha Hyne. Ca TUM nuibeM, mopen Beh noOujeHux

pesyIITaTa, HCIIMTHBAHK Cy MapoBH Koeduimjenara y3 S° u S, ogHocHO y3 S 1 s9. Cpenmu
KyMyJIaTHBHU MUHUMYyMH, C.MiN{g,y}, y Cly4ajy paBHE U 3aKpUBI/bEHE Tpake MMPUHE W =1 , 3a

pasHe uzbope N;,, npukazanu cy Ha ciuuu 3.19. M3 oBux pesynrata Buau ce na je moryhe
OCTBapUTH MAaKCUMaJHy TaYHOCT MHTErpasa y ciryyajy paBHe Tpake ca N, =44 u cMeHOM ca camo
1Ba KoepuIMjeHTa, as 1 a,, mro je 3a oko 30 % Mame o morpedHoOr Opoja martor y tabenu 3.1.

CnuyHO, MakCHMallHy Ta4HOCT Moryhe je OCTBapuTH M y CiIydYajy 3aKpHBJbEHE Tpake ca JBa
KoeduimjenTa, a; u ay,ca N, =320.
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Cnuka 3.18. Cpenma BpeTHOCT KyMyJaTHBHOT MUHUMYMa y ciy4ajy (a) paBHe 1 (0) 3aKpHUBJbEHE TpaKe
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mupuHe W = A 32 pa3nuauT Opoj KoeduIlrjeHara y CMeHH.
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Cruka 3.19. Cpenma BpeAHOCT KyMyJJaTUBHOT MUHUMYMa y ciy4ajy (a) paBHe U (0) 3aKpUBJbEHE TPaKe

IIUPUHE W = A KaJia [OCTOoje /1Ba KOSCPUIIMjSHTa Y CMCHH.

C o03upoM Ha TO 1a je 3a D =2 onTuMH3anuioHu MpoCcTOp 3HAYAJHO CMaFhCH, CIIPOBECHA je
U CHUCTeMaTcKa MpeTpara ca KoHauHuUM KopakoM. IIpu Tome je jeman koedHIIMjeHT MOCTaBJbEH Ha

jenuHuIly, a; =1, 10K je Ipyru 6MO MPOMEHJBUB Ca KOPaKOM 107°. Mako Ha IPBH TOTJIE H3IIe/a

Ja je y cMeHu Moryhe mojemaBaTH JiBa KoepHIMjeHTa He3aBUCHO, Kaja je D =2 noBoseHO je
MOICIIIABATH jeIaH KOSPHUIH]JEHT jep je
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o 855 (L=5gn(S)ty) +1,) + 2, (87 (L=SON(S)ty) + ) _

as +a,
ﬁ(s's (1-sgn(s)t, )+t )+ s (1-sgn(s)t,) +t,, (3.68)
_%
$+1
a7

Pesynratu ekcriepuMeHTa, Koju cy mpukazanu Ha ciaunu 3.20, To ¥ MOTBphyjy: 3a MakCHMalHy
Ta4HOCT, ca OpojeM MHTETpallMOHUX TayaKa KOjH je CIIMYaH J0 cajia MPe3eHTOBAHUM, JOBOJHHO je 1a
jenan koeummjeHT Oy/ie MOCTaB/bEH Ha JEIUHUILY, a IPYTH ONTUMATHO TTOJICIIICH.

[TpuMeTHTH 1a ce CMeHa ca CTereHuM 4wiaHoMm (cMeHa A) moxe mooutu u3 (3.66) kama je
D =1 ako gogaTHO MPOUIMPUMO JIOMEH CTEIeHA Ca HeMapHUX MPUPOJHUX OpojeBa Ha MO3UTHBHE
peasine 6pojeBe. CTora MOTUBaIMja 32 CMEHY A MOTHYE U3 MPETXOAHUX EKCIIEpUMEHaTa.

11
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]0—12 L
&
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10—]3 L
14 [ [—®—Nint =40 ] —e—Nint =300
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Cauka 3.20. Bpeanoct ontuMu3zanuone GyHKuuje y ciydajy (a) paBHe H (0) 3aKpuBIJbEHE TpaKe IIUPUHE
W = A y QYHKIH]H OJ1 BPEIHOCTH KOS(HIIMjeHTa as, OJTHOCHO a9 Kaja je az = 1.

3.12. AYTOMATCKA MPOLEJIYPA 3A UHTETPAIIJY BUCOKE
TAYHOCTH

[Ton ayTomMaTrckoM MpoleaypoM 3a MHTErpalrjy BUCOKE TaYHOCTH cMaTpaheMo HU3 Kopaka
YMjOM C€ NMPUMEHOM MOTY Ca BHCOKOM TauHOIINy H3padyyHaTH HMHTErpaiu Koju ce cpehy mnpu
aHanu3u 2-D crpykTypa mpou3BosbHOr oOJHMKa MeTofoM MomeHara. L{usb oBor mornamspa je na
yBelle ayTOMaTcKy IpoLeAypy 3a MHTErpalujy BHCOKE TauHOCTH, TakBy Ja M300p mapamerapa
MHTErpanyje 1 Opoja MHTErpalMOHUX Tauaka 3aBUCH UCKJbYUHBO O]l €IEKTPUYHE IIMPUHE TPakKe, Tj.
on W/ . KopumheHa je cMeHa TaHT€HCOM, OJHOCHO cMeHa D, amu ce Bpio cimyHa mporeaypa
MOJKE CIIPOBECTH U Ca OCTAJIMM pa3MaTpaHUM cMeHama. Ha OCHOBY HU3a HyMEpUYKHUX pe3yJiTara,
MPEVIOKEHE CYy M aHATUTHYKE (opMylsie KOjuMa Ce MmapaMeTpu HHTErpairje u motrpedan Opoj
MHTErPallMOHUX TayaKa MOTY M3pauyHaTH 3a MPOU3BOJbHY CNEKTPUYUHY JAYKUHY W/ A .
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3.12.1. OINTUMAJIAH U3B0OP IAPAMETAPA CMEHE

Kako cMena TaHreHcoM WMa JBa MapameTpa, 3a U300p ONTUMATHHUX MapameTapa Koju
MUHHMH3UpPajy Opoj MHTETpallMOHUX Tadaka 3a mrTo Behu Opoj 3HayajHux nudapa mocTaBibeH je
cienehu HyMEpUUKH €KCIIEPUMEHT.

Wurterpanu cy wm3padyHatd, Kopucteh ce MpeayioKEeHOM CMEHOM, 3a mapamerap M, u3
orcera [1,11] ca xopakom 0,1, mapamerap m, u3 omcera oz 0,1 1o 1,4 ca kopakom 0,1 u ca Gpojem

WHTETPAIMOHUX TadaKa KOJH je BapUpaH y Pa3IMYUTHM OICE3MMa 3aBUCHO O] SIICKTPUYIHE IIUPUHE
Tpake. 3a CBaku O]l pa3MarpaHux maposa (M;, M,) u3pauyHara je, 3aBUCHO O]l 0OY/Ie, peaTuBHa
rpemika (3.47) nn (3.48). Ca nuibeM MOTHCKHBaa IIyMa y pelaTuBHOj rpeminu, 10 y3acTOmHUX

: 13 :
Ta4aKa Je yCPeABCHO KA0 KAO O,eraged (Ni ) =— 2 ;O non—averaged (Niy +K), 1€ je Saeraged (Nint)
k=5

ycpenmena rpemka 3a N HHTErpalMOHMX Tadaka, JOK j€ Onon_averaged (N +K) Heycpenmena
rpemika 3a N, +K wuHTerpanmonnx tayaka. Ha cimim 3.21 mnpukasaHe cy HeycpelmeHa U
ycpenmeHa rpelika 3a jefad nap, m; =5,2 u m, =14, y TE mony paBHe Tpake mupuae W= A . Kao

MU KOJ NPECTXOAHHUX pE3yJiTaTra, BUAW CC Oa I'pClIIKa 6p30 onazaa A0 HCKEC BPECAHOCTHU, HAKOH YCra
IPpaKTUIHO HCMA mo0oJbIIaAA.

O = T T 3
‘ HeycpembeHa
ycpenmena

_5 L
o
0

— 1 0 L

—15
0 200 400 600 800 1000

Cnuka 3.21. HeycpenmeHa u ycpelim-eHa polieHa penatuBHe rpemike y TE cityuajy paBHe Tpake ImMpuHe
w=A3am=52um,=14.
U3 ycpenmenux rpeiiaka, 3a CBaki pa3MaTpaHu nap napamerapa cMede (my, m,) oapehen je
Opoj MHTErpalMOHMX TavakKa IMOCHE KOT MPAaKTHYHO Hema mnobosbmiama Ny, ¥ MUHMMAalIHA
rpemka d,. 3a npumep ca ciuke 3.21 je Ny nin =138 m 65 =-12. 3a ucty Tpaky kao ca

ciuke 3.21, Ha cnuny 3.22 mpuKazaHa je 3aBUCHOCT MUHUMAIHOT Opoja MHTErpaIllioHMX Tadaka
Nix mn OZ TapameTapa Tpanchopmaruje (M, M,). OBUM eKCHIEPHMEHTOM je CBE NPUIIPEMIBEHO 3a

onpehuBame ontumanHor mapa (M, m,) koju MuHUMHU3UPA N nin - MHHUMaNHA BPEIHOCT
o3HaveHa je ca Ny nino ¥ IPEACTaBba MUHMMYM (yHKIMje ca ciuke 3.22 3a Kojy ce no0uja u

onTuMaiHu map (m;, m,).

OBakaB HU3 E€KCIIEpUMEHATa CIIPOBEJICH j¢ 3a CBE pa3MaTpaHe TPaKe CIIEKTPHYHUX MIUPUHA
1<w/A <400. Pesynraru cy mpejactaB/beHH Ha ciukama 3.23 u 3.24, oakjie ce MOKE BHJICTH Ja
MOCTOjM TPAaBUIIHOCT Y HM300py mMmapameTrapa W Opoja MHTETPAllMOHMX Tadaka Yy 3aBHUCHOCTH O]
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enektpuuHe mmpuHe Tpake. Omesprm 3.12.2 u 3.12.3 nmocsehenu cy oapehuBamy aHATUTHUKHX
¢yHKIMja KOje MOTry Ja ampoKCUMHpAjy padyHame ONTHMAJIHMX Ilapamerapa, kao W Opoja
MHTETPAIMOHUX Ta4yaKa y 3aBUCHOCTH CaMO OJI €JICKTPHYHE IMUPUHE TPAKeE.

1000
800

600

int,min

== 400

200

(=]

0
mn, m,

Crnuka 3.22. 3aBUCHOCT MUHAMATHOT Opoja MHTETPAIlMOHNX Tayaka O TapaMeTapa CMEHe 32 paBHY TPaKy
mmpuHe W=24, 8, =—-12.

3.12.2. ATIPOKCUMAIIAJA TAPAMETAPA CMEHE

Pesynrati noOujeHH W3 MPETXOMHO OIMCAHOT EKCHEPHUMEHTAa, Tj. ONTHMAJHH MapameTpu
cMeHe M, U M, y GYHKIHjH eIeKTPUYHE IUpUHE Tpake W/ A , mpuka3anu cy Ha ciuiy 3.23. Kako

Ce ONTHUMAaJHE BPEIAHOCTH 3a TpPaKe jeIHE IIMPHHE, a PA3IUYUTUX OOJHMKA M TUIA MHIMICHTHOT
Tajiaca rpyIuily, alpoKCUMUPaHE Cy aHAIUTHYKUM (QYHKIMjaMa KOje 3aBHCE CaMO OJ CICKTPUYHE
mypuHe Tpaka W/ A .

[TpBu mapameTap cMeHe M; MOXKE Ce alpOKCUMHPATH POPMYITIOM

C
m, = Aarctan| B - In(%) + D, (3.69)

rie cy A, B, C u D xoebunujentn koju Mory OUTH ojapel)eHM MHUHUMM3ALMjOM Cpeambe
KBaJpaTHE TpEIIKe ONTHMAJTHUX BPEIHOCTH JOOHMjEHWX EKCIIEPUMEHTOM | alpOKCHMAIHje.
Munumu3zaija je CropoBeleHa BHUIIECTPYKHM IMYINTameM CHMIUIEKC ajlrOpuTMa CBakd MYT U3
ciy4yajHo u3abpaHe moueTHe Tauke. J[oOWjeHW pe3ynTaTtH, 3a0KpYy>KEHH Ha JIBE€ JCIHUMae, CY
A=107, B=559, C=114 u D =3,63. Ca noBehameM eneKkTprUUHEe IIHUPUHE TpakKe, mapamerap

M, mpuOIKaBa ce BpeaHOCTH My =2, Tako na 3a Tpaky W/A =20,000, nporemeHa BpeIHOCT je
m, = 2,13, mro je Behe o1 1Ba M y CKJIaay ca JOKa30M JaTUM y Toriasipy 3.8.3.
CawyHo, IpyTH apaMeTap CMeHe M, MOXE ce alpOKCUMHPATH (HOPMYIIOM

F
m, = E(%) +G, kaga je W/ A <50 3a TE/paBny, TM/paBny, TE/3akpuBibeHy

(3.70)

m, =0,1, y octanum ciny4ajeBuma
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rnecy E, F u G koedbunujentu oapehenn MUHUMHU3ANM]OM CPEIe KBaJpaTHE TPEIIKe, Kao U
npeTxoiHo. Bpennoctu xoeduipjenara, 3a0kpykeHe Ha nse neuumane, cy E=-0,27, F=0,44 u
G =1,63.

Pesynratun xoje najy obe ampokcumatuBhae (Gopmyne (3.69) u (3.70) npukazanu cy Ha
cuiy 3.23  yrmopeno ca ONTUMajIHUM BpeJHOCTHMMA JOOHjeHMM U3 ekcrepumeHaTta. Kako
aHaUTHYKE GopMyIie 3a oJpehuBame BpEAHOCTH NapaMeTapa CMEHE 3aBHCE CaMO O] €JICKTPUYHE
IIUPUHE TPaKe, TO j€ 3a ayTOMATU3allnjy MPOLeAype UHTETPallMje ca BHCOKOM Ta4HOIINY OTPeOHO
JOIII TIPOLIEHUTH U OpOj MHTETPALIMOHUX Tadaka, 0 yeMy he OMTH peur y HapeIHOM OJIEIbKY.

55 T T T 1,4 . . .
® TE, paBHa < o ® TE, paBHa
5M < TE, 3akpuBJbeHa | 1,2 < TE, 3aKkpuBJbeHa |
u B TM, paBHa e B TM, paBHa
45t ¢ TM, 3akpuBJbeHa | | 1k ¢ TM, 3aKkpuBJbeHa | |
' aTIpoKCHMaIuja anpoKcUMaIyja
47 08 ]
— (g}
s N
35¢F 0,6 | 1
3r 041 1
25 ¢ 02F 1
IS .
2 1 1 L 0 | |
10° 10 10 10° 10* 10° 10! 10 10°
wi A wiA
(a) (6)
Cnuka 3.23. Ontumanau u36op napamerpa (a) My u (6) M, ¥ BUXOBE aPOKCUMALH]E.
3.12.3. ATIPOKCUMAIIAJA BPOJA UHTETPALIMOHUX TAUAKA

MuHUMaTHEe BpPETHOCTH Opoja MHTErPAIllMOHMX Tavyaka 3a MaKCUMaJHy Ta4yHOCT IpH
ONITHMAJIHUM TapaMeTpruMa CMeHe, T0OHjeHe eKCIIEpUMEHTHMA Kao ca ciuke 3.22, IpuKa3aHe cy Ha
cmuim 3.24. Kako ce BpeJHOCTH 3a pa3jiM4yWTe Tpake TPYIHILY OKO jeHe BpeaHocTH W/ A,
npeaiokKeHa je aHaIuTHIKa (popMyIIa Koja uX anpoKCUMUPA

w
Niﬂt, min 0 = ’76'76I + 313’57—" (371)

rze je (X—| oTepaTop 3a0KpYyKHBamba Ha HAjOMMKY TOpwY 11e100pojHy BpeaHocT. Koedunujentu y

(3.71) moOujeHH Cy MHHMMH3AIMjOM CPEEbE KBaJpaTHE TPELIKe, CIMYHO KAo y MPETXOAHE JIBE
anpoKkcHUMallije, ca OrpaHUYeHeM Ja alpoKcHUMalMja IMpelemyje ONTHUMAaIHE BpPEIHOCTH.
Pectpukuuja je yBenena na 6u ¢popmyna (3.71) Ouna KoH3epBaTHBHA.

Konauno, ca anamutuukuM ¢opmynama (3.69)—(3.71) unTerpamuja ca BUCOKOM TadHOIIhy
MoO>ke OUTH ayToMaTH30BaHa. To 3HAYM J1a, IPU HyMEPHUYKO] MHTETPAllji CUHTYJIapHUX WHTerpajia
ca BHCOKOM TauHolIhy kopuithemeMm cMeHe D, n300p mapamerapa cMeHe, Kao U oTpeOHOT Opoja
MHTETPALMOHUX Tadaka He 3aBUCH Off OOJHMKAa CTPYKType Koja Cce HCHHUTYyje, HUTH O] THIIA
WHIMICHTHOT Tanaca, Beh caMo o] elleKTpuyHe MHUpHHE cTpyKType. Kao mTo ce Moke mpuMeTHTH
ca ciuke 3.23, hopmye (3.69) u (3.70) majy HemTo Apyradmje mpoieHe 3a napameTpe CMeHe, Hero
mro cy ontumanHe. OBo gasbe pe3yintupa y HewmTo Behem Opojy MOTpeOHMX HHTETrpalMoOHUX
Tavyaka 0]l MUHUMAJIHOT, alli oMoryhaBa ayToMaTcKy IeMy MHTerpaiyje ca BACOKOM TauHOIINy.
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Crnuxka 3.24. MunuManas Opoj Tayaka MHTETrpallfje U HheroBa anpoKCHMaIiyja.

VY caenehem ozesbKy MIIycTpoBaHa je npumeHa anpokcumanuja (3.69)—(3.71) na npumepuma
Tpaka Koje Cy BehnX eJeKTpUYHHX HIMPHHA HEro OHe pa3MmarpaHe 1o caga. Tume je ymorpeba
anpokcumariiija (3.69)—(3.71) BepudukopaHna.

3.12.4. BEPUO®UKAILIMJA AYTOMATCKE ITPOLIEJYPE 3A HHTET PALINJY BUCOKE
TAYHOCTH

Pacejaun aHanmu3upaHd y OBOM IIOIVIaBJby CYy paBHE M M3PA3UTO 3aKPUBJBEHE TPAKe
eNIEKTPUYHKX IupuHa y orncery 400 < w/A <16000 .

3a pauyHame MHTerpana kopuirheHa je cMeHa ca TaHreHcoM (cmena D) ca mapamerpuma m,
U M, pauyHatum u3 anpokcuMmanuja (3.69) u (3.70). Omatnie je mpolemeH MHHUMANaH Opoj

WHTETPAIlMOHUX Tayaka IMOTpebaH 3a MaKCUMaJIHy TadyHOCT KOju je 3aTtuM ymopehen ca
anpokcumanujom (3.71).

[Ipouemwene penaTtuBHE TpelIke HMHTErpajga 3a Hajpehy aHanu3upaHy Tpaky eJleKTpHUYHE
mmpuHe W/ A =16000 mpukazane cy Ha ciunu 3.25. Y nopehemy ca BpeaHouihy Kojy mpoiemyje

arpokcumanmja N, ~1,08-10°, MuHMManaH 6pOj MHTErPALMOHMX Tauaka ca ciuke 3.25 je
p ] i Poj p J

nt, min 0
HEILTO MamH Yy CBUM pa3MaTpaHUM ciy4ajeBuMma. JlomaTHO, 300T pa3jiMKe y CHHTyJIapuTeTuma (1
TEXUHU BUXOBE UHTErpalllje), MpolemheHe rpeuike cy Mmamwe y TM ciyuajy, Hero y TE ciyuajy.
Pesynratu cBUX pa3MaTpaHUX Tpaka MpHKa3zaHH cy y Tabenu 3.6. Moxe ce 3aKJbyyuTH Ja je
Opoj mHTerpanmoHnx Tadaka 3a [ayc-JlexxannpoBy wmHTerpamujy 3a oko 10 % Behm Hero Opoj
HPOLICHEH U3 eKcrepuMeHara. TuMe je moTBpheHa koH3epBaTuBHOCT hopmyne (3.71). Munumanna
BPEIHOCT MOJyJia MUHUMYyMa peJaTHBHUX Tpelllaka 3a CBe pa3Marpane ciydajese, Tj. Min{| o, |},

takohe je mara y tabenu 3.6. Taj Opoj mpencTaBjba MUHUMAJIaH OpOj Ta4HO ojApel)eHnX 3HAYajHUX
udapa npu MHTETPAMjH Tpake JaTe eNeKTPUYHEe HIMPHHE W OH omaaa kako W/A pacre. Pazior
onajaama Opoja TaYHO M3payyHATHX 3Ha4YajHUX HHdapa JIexu y 6pojy HyMEpUUKHX orepanuja ca
OpojeBMMa 3amucaHUX y JABOCTPyKOj TauHocTu. Crnenehu onerbak mocBeheH je jeaHOCTaBHOM
eKCIIEpUMEHTY KOJU UCIUTYje Kako Opoj MHTErpallioHNX Tayaka yTHue Ha Opoj 3HauajHUX nudapa.
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Tabena 3.6. Bepudukanuja anpokCuMaTHBHHX (hopMyJIa.

Nint,minO
w/A | min{|do|} | m1 | mp | ampokc. | TM/paBHa | TM/xpusa | TE/pasuna | TE/kpuBa
1000 8 239|101 | 7072 7000 6500 7000 6460
2000 8 2,29 | 0,1 | 1,38e4 1,37e4 1,25e4 1,37e4 1,25e4
3000 8 2,241 0,1 | 2,06e4 2,04e4 1,85e4 2,04e4 1,85e4
4000 8 2,22 | 0,1 | 2,73e4 2,7e4 2,45e4 2,7e4 2,45e4
5000 7 22 [ 01| 3,4e4 3,37e4 3,04e4 3,36e4 3,04e4
le4 6 2,16 | 0,1 | 6,794 6,67e4 6,06e4 6,67e4 6,05e4
1,6e4 5 2,141 0,1 | 1,08e5 1,06e5 9,68e4 1,06e5 9,67e4
Or 0
—T™
——TE
) § 27
4t J
4t
w° w -6 ]
-6
-8 F
8t
-10r
~10t : : : 12 . ‘ . ‘ ‘
1062 10625 1,063 10635 1,064 964 966 968 97 972 974 976
N x10° 4
in int x 10
(a) (0)
Crnuka 3.25. [IpoiieHa peiaTUBHUX Ipelaka y ciiy4dajy (a) paBHuX U (0) 3aKpUBJHCHUX TpaKa IHPHHE
w/A = 16000.
3.12.5. YTHUIIAJ HYMEPUYKOT IIYMA Y I'AYC-JIEXKAHJIPOBOJ HYMEPUUYKOJ

HHTEI'PAIILIN

VY uuiby MCnUTHBama Kako Opoj MHTErpaluoHux Tadaka y l'ayc-JIexxaHIpoBoj HyMepHUKO]
WHTETpalju yTuue Ha Opoj TayHo ojapeheHuxX 3HavyajHUX mudapa, CHIpoBeAeH je cienehu

HYMEpPUYKH eKCIIepUMEHT. VIHTerpanu ca Mmo3HaTUM aHAIUTUYKUM PElIeHheM ﬁlx”dt =2/(n+1), 3a
Tpu BpeaHoctu cternena N e{6,3500,56000}, uspauynatu cy [ayc-JIexxaHapoBOM HYMEPHUYKOM

MHTerpanyjoM. MoTuBalyja 3a u300p cTeneHa /10J1a31 U3 YHHCHULE J1a Cy TO ONTUMAIHU PEJOBU
armpoKCHMaIlMje HEeKMX O]l MCIIMTUBAHUX Tpaka: 3a Tpaky mupuHe W =10000 A pex ampokcumarmje

je Ny ~35000, nox je 3a Tpaky mmupuHe W =16000 A pen anpoxcumammje N, ~ 56000 .
21+ -1y, |
|2/(n +1)|

HHTETpal padyyHAT HYMCPHUYKU Y N it AHTCTPALIMOHUX TaddKa IT0CJIC IPCIIIOKCHE CMCHE.

PenaruBHa rpemka je m3pauyHara u3 dopmyne Og (N ) =100, , tae je Iy

int

Ha cnmumm 3.26 npukaszane Cy penaTuBHE Tpemke y GyHKIHjH Opoja WHTETPAIMOHUX Tadaka
3a CBa TPU pa3MaTpaHa WHTerpaja. 300r rpeuaka y 3a0KpykHBamby 1 KOHaUHEe TAYHOCTU OpojeBa y

MHOT0 HyMEpUYKHX OIrepanuja, 0poj 3HauajHuX 1udapa je Mamu o1 15, Kao HITO ce MOXKE BUIIETH

ca ciuke 3.26. Bpoj 3Hauajunx npdapa kaxa je uaTerpanm X 0 je camo 9. Kaza je uaterpans jom
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KOMIUIEKCHHUJHU, Ha MIpUMEp KaJza je U XaHKenoBa (PyHKIM]ja yKJbydeHa, Opoj 3Ha4YajHUX mudapa je
jOLI MamH, Kao MITO ce MOXe BuaeTH U3 kosone Min{| §, |} y tabenu 3.6.

OBaj jeqHOCTAaBHU EKCIIEPHUMEHT WIIyCTpyje na Opoj 3HadajHux Iudapa omaga Kako pen
MMOJIMHOMA pacTe, 300T OpOjHUX HYMEPUYKHX OIepaiyja Koje je TOTpeOHO CIPOBECTH U TpellaKa y
320KpYKMBaWky KOjeé HEMHHOBHO ITOCTOj€ 300T KOHaUYHE TAYHOCTH TpejcTaBe OpojeBa. Crora, Hako
HHUCMO CIIPOBOJIMJIM €KCIIEPUMEHTE ca MmoJIMHOMHUMa cterieHa Beher o 56000, unHM ce 1a je jeauHo
OTpaHHYEHHE 3a PeJl MOJMHOMA KOjU MOXE J1a C€ KOPUCTH 3a alpOKCHUMAIUjy pacrojele CTpyje
KOHauHa TAYHOCT MPEJCTaBIbama OpojeBa y padyHapy.

-
[O]
[Ze)
— 1 0 L
+x6
—p— 3500
—=— 56000
71 5 I |
10! 10 10° 10*

nt

Crnuka 3.26. PenaTuBHa rpenika uHTerpana padyHatux [ ayc-JlexxanapoBoM HyMepHUYKOM HHTETPALIH]jOM.

3.13. T'YCTHHA NOBPUIMHCKHX CTPYJA HA TPAKAMA

VY mperxoJHUM moriaB/bUMa OWJIO je peur O MHTETpallMju CUHTYJapHUX MHTerpaja Koju ce
cpehy npu ananusu 2-D pacejaua meronom momenara. Kpajmu pesynaTar aHaiuze, Tj. pelIeHe
CUCTEMa JIMHEApHHUX jeJHauMHa, Cy KOC(QUIUJEHTH y ampoKCHMalldjaMa T'yCTHMHA MOBPUIMHCKHUX
CTpyja Ha pacejaunmMa. Paau npoBepe, 1o0HjeHe anpoKcUMalrje TyCTHHa cTpyja ynopehene cy ca
pe3yaTaTiMa KOMEPILHUjaTHO IOCTYITHOT cOTBEpa 3a TPaKe Pa3ITUYUTHUX OOJIMKA, EIEKTPUIHUX
mmpuHa U uHImAeHTHor Tamaca y TE m TM mony. Kopumihen je komepuwmjamHu codrtBep
WIPL-2D. Pe3ynratu npeacTaB/beHH Y OBOM IOTJIaBiby my0aukoBanu ¢y y [14], [69]-[71], [87], a
MIPOUCTEKIIN Cy U3 pajia Ha OBOj JOKTOPCKO] JUCEPTALIU)H.

3.13.1. PABHE ¥ 3AKPUBJBEHE TPAKE IIAPUHE 10 400 TAJIACHUX 1YKHHA

ITocmaTpajmo 2-D pacejade paBHOT U M3Pa3UTO 3aKPUBJHEHOT MOMPEYHOT Mpeceka (cnuka 3.1)
noOyhene paBHumM, yHHpopMHUM Tamacom y TM Moxy. Y HyMepHuKoj aHanu3u Hajupe hemo
KOPUCTUTH CMEHY Aaty jenHaunHoM (3.20) Ha HAUMH KaKo je OMKCaHO Y TMPETXOAHUM MOTJIaB/bHMA.

Hexka je noOujena anpokcumaiyja ryCTUHE CTpyja Ha Tpakama J,, a HeKa je almpoKcUMallrja
TYCTHHE CTpYja Ha UCTOj Tpaluu A00MjeHa U3 KOMEpIHUjaIHOT copTBepa, KOjU KOPUCTH AE0-TI0-1€0
KoHcTaHTHe OasucHe ¢yHkumje (enrmecku: pulse basis functions), J,,. [Ipomena penaruBHe

rpelKe Moxe ce u3pauyHatu u3 [14]
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1
(19,60 -3,00dt $13,00)- %)

Oerr (N, 0) = - 1 ~ U , (3.72)

M
J1320(0) [dt 21320t
-1 u=1

rae cy t, (U=12,..,,M) Tauke paBHOMEpHO pacnopehene no mmpuHH Tpake Ha uHTEepBaty [—-1,1]
n M =6000 . Ilpomena rpemke je ¢yHKOMja (a) MHIUASHTHOT yrja MoOymHOr Tamaca, 0, u
(0) Opoja HemoszHaTuX KoeduIHMjeHara y anpokcumanuju ctpyja, N . [la Oucmo crexnu yBua y
HajBehy BpeAHOCT MpOIEHEe TpelKe, padyHaTa je 3a 91 mpaBail MHIMISHTHOT Tajlaca y OICETY O]l
—90° mo 90° u 3a pa3aHUYUTE PEIOBE AIPOKCHUMAIIH]jE CTPYja, Y CBUM Pa3MaTpPaHUM CJIydajeBUMA.

[Tpumep mpouene rpemke crpyja O, (6, N), y mporeHTnMa, Ha 3aKpUBJHEHO] TPALU IIUPHHE
w=400 A npukazan je Ha ciauiy 3.27a, JOK je UCTH rpaduK IMOCMaTpaH ca CTpaHe JaT Ha
ciuim 3.270 [14]. Ilpu Tome, cBaka JimHHMja Ha ciukama 3.27a u 3.270 mpencTaBiba TPEUIKY
pauyHaTy 3a jeman yrao 6. MakcumanHa BpeIHOCT MpoLeHEe Tpemike O, Kao (GyHKIHUje pena
anpokcumMaije ctpyja N, 3a cBe pa3marpaHe yrjioBe MHIMICHTHOT Tajiaca 0, pauyHara je Kao
[14]

5(N) :79052%é9005err(N'e) (3.73)

Y O3HaueHa je 1e6esioM IMHUjoM Ha ciuim 3.270.

88”’ [%]

1500

0 . . . . . |
1200 1250 1300 1350 1400 1450 1500
N

(a) (6)
Ciuka 3.27. TIporieHa rpeike cTpyja Ha 3akpuBibeHoj Tpaiy mupure W =400 A : (2) y hyHKuuju ox

YIIaJHOT yIJIa M Pelia arpokcumanuje u (0) Mmoriie ca cTpaHe U IpolieHa MakCuMaiHe rpemke O (nebena
nunuja) [14].

Kaxko cy pesynraru mporeHa rpeaka Oy, (N,0) KBaIuTaTHBHO BPJO CIMYHU 3a CBE Tpake,

TO oHM Hehe 6uTH noceOHO mpencTaBbeHu. [IporieHe MaKCUMAITHUX Ipelaka 3a Tpake pa3InuuTuX
HMIMpHUHA TIpecTaB/beHe cy Ha ciauuu 3.28 [14]. CBu pesynratu ca ciuke 3.28 mokasyjy HCTO
TOHAIIIake: TpelIka je Benrka kaaa je N maio, 3atum rpemika Hariio omnaaa nmosehaBamem N u, Ha
caMOM Kpajy, KOHBEPTHpa HEKO] BPEAHOCTH WK CE JaKO CIIOPOo cMamyje. Munumanaa Bpennoct N
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3a KOjy Tpelllka KOHBeprupa je anpokcuMaTuBHO N ~ |_§W/ k—|, rae je 3,5<E<5 u & ce cmamyje

KaKo ce muprHa Tpaka W/ A mosehasa [7], [14].

[Iponiemena MakcHMalHa TpelIka 3a CBE pa3MarpaHe CTpyKType mama je ox 1 %. Kako
MpoIleHa Tpelike KoHBeprupa ca nosehaBameM N, TO yka3yje Ja IEIOJOMEHCKa aHaiu3a ca
JlexxaHIPOBUM MOJTMHOMKMMA KOHBEPIHpa MaJlo PyTrayljuM pe3yiTaTuma oj peepeHTHOT peniekha
u3 komeprujarHor codprBepa. OBO Heclarame je 0YCKHBAHO C OO3MPOM Ha TO Ja Cy pedepeHTHa
perniema 1001jeHa KopucTehr KOHCTaHTaH Opoj A€0-T10-/1e0 KOHCTAHTHUX 0a3ucHUX (YyHKIIH]a.

10 Y
i Lw=2x w=100A
r = 1001 = =
2 we s\ w w=200A | w=300A o= 200)
1
l 100 w = 300A
107 1%
o\? V| w=20A
° w =50\
A\ L L
w= 501
7] !
10 0 500 1000 500 N 1000 1500
N
(a) (6)

Ciaka 3.28. IporieHe MakCHMaTHUX Tpemaka O Koj (a) paBHUX U (0) 3aKpUBJBEHUX TPaKa pa3InuuTHX
CNICKTPUYHHX upuHa [14].

V unspy unycrpanuje rpeuike ox 1 % y crpyjama, na ciuuu 3.29 [14] npukaszaHe cy rycTuHe
CTpyja Ha 3aKpUBJbeHO] Tpamnu Imupuae W=20 A kaga je uniuaeHtHu yrao 0=90°. [Tonpeunu
IpeceK Tpake W IpaBall MHIMISHTHOT Tajaca Takohe cy mpukazanu Ha ciunu 3.29. Pen HajBeher
JlexxanpoBor noauHoMa je 80. Y mocMmarpaHoM ciyvajy, T'yCTHHA CTpyje je cuMeTpuyHa oko t =0,
TaKo J1a je JlaTa caMo jeJiHa MoJIoBUHA rpaduka. BepTukaiHa oca je y 1oraputaMcKoj pa3Mep Kako
O MaJie BpeTHOCTH TyCTHHE cTpyja Omie jacHuje. Ca ciauke ce BUJIU Jia Cy pasliuKe y ryCTHHama
CTpyja NPaKTUYHO HEMTPUMETHE I'OJIMM OKOM.

JlexxaHIpOBH MOJTHMHOMH
< Jleo-mo-1e0 KOHCTaHTHE O0a3ucHE (QyHKIH]je

Cauxa 3.29. Ilopeljerme rycTuna cTpyja Ha 3aKpUBJbEHO] Tpaiy mmpure W = 20 A 3a 6 = 90° [14].

JIpyru HaYwMH MPOIICHEe MaKCUMasTHe rperike je [14]
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—90°< 6<90°

M
Bo(N) = max o313, () =y st 374
u=1

rrecy t,, N u M kao y nepununuju rpemaxa d,, u O. Ha oBaj HauuH ucnutyje ce pasiuka y

rycTHHaMa CTpyja 3a J[Ba y3acTOIIHa pejia alpoKcuMaluje crpyja. [Ipomemene MakcuMaHe Tperike
(3.74) 3a paBHE U 3aKpUBJBCHE TPAKE PA3TUUUTHX NIMPHHA MPHKa3aHe cy Ha ciuiy 3.30 [14].

w = 4001
3000 |
— 100 | w=200 \ "7

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500

w =300\
w = 2001

(a) (6)

Cruka 3.30. IIponeHe MakCHMAaTHUX rperraka O, Koz (a) paBHUX U (0) 3aKPHBIbEHHX TPaKa PasiInIHTHX

enekTpuuHuX mupuna [14].

KBanuraTtuBHO, O0HK Ipelaka JU4M Ha OHE IpuKa3zaHe Ha cnuiy 3.28, Tj. nolujajy ce ucre
BPEIHOCTH peia anmpoKCUMAIMje 3a Koje Tperike KoHBeprupajy, N ~ (&W/ ﬂ, 35<&E<5. Kako

rpaduIy omanajy, To ce€ MOXKE 3aKJbYUYHTH Ja ce ToBehameM pefa alpoKcuMalije, y3 UHTerpaie
cpauyHaTe ca BHCOKOM TauHolihy, ToOHjajy CBE TayHMje€ alpOKCHUMaldje CTpyja. 3aBUCHO Of
3axTeBa Oupa ce u nmorpedban pea. Y OKBUPY OBE JIUcCepTallvje KOpucTHheMo MUHUMAaIaH pej 3a
KOJU TYCTHUHE KOHBEpPrupajy, Tj. N ~ !—F:W/ ﬂ .

3.13.2. PABHE ¥ 3AKPUBJbEHE TPAKE IHUPUHE 710 4000 TAJIACHUX 1YKHHA

VY oBoM onesbKy Ouhe mpHKasaHM pe3ysTaTH amnpoKCHMalldja CTpyja Ha Tpakama BpJIO
BEJIMKUX EJEKTPUYHUX AYXKUHA, U TO jelHE paBHE jeJHE M H3PA3UTO 3aKPUBJbEHE Tpake ca
cmuke 3.1. YV menomomeHckoj aHanmusu Opoj Hemo3Hatux je N =35w/A. Pesynratu cy, kao u

MPETXOHO, yrnopeheHn ca pesyiaTaTuMa U3 KomepiujaaHor codrepa. Komeprujamuu codtsep
JIeNT1 TPaKy Ha KpaTKe CerMeHTe, Ha KOjUMa CTPY]y alpOKCUMHpa KOHCTAaHTOM, OJTMHOMOM IPBOT
WIN APYTOT peAa, ImTo he OMTH HariameHo y CBaKOM O] aHATM3UPAHHUX TPUMepa.

Heka cy tpake Hajunpe mnoOyhene paBHUM, yHUPOPMHMM TamacoM TM THma moa

uHIuAeHTHUM yriaoMm ox 6 =90°. lupuna tpaka je 1000 tamacHux nyxwuna. Ha cmurm 3.31, y
JIOTAapUTAaMCKO] pa3MepH, YIOpEeNo Cy TMpUKa3aHe TYCTHHE CTpyja J0OHjeHEe IIeIOJOMEHCKOM
aHamu3oMm kopuiihemem cvene (3.20) u J1eo-1o-7€0 KOHCTAHTHOM AalPOKCHUMAIIMjOM W3 HCTOT
KoMepIjaHor codTBepa. 3a n3dop mapamerapa TpaHchopmaiiije u Opoja UHTETPAIMOHNX Tadaka
kopumthene cy anpokcumanuje (3.51)—(3.53). OmnpaBmanoct wu3bopa HCTOr mMapameTpa
TpaHchopMaImje y caydajy 3aKpHUBJFCHAX M PABHHUX Tpaka JIe)KH y YHHCHUIM J1a ce 1 u3 Tabene 3.1
BUJM J1a C€ 3a LIMpE Tpake MmapaMeTpH CBE Mame pa3iuKyjy. bpoj HemosHaTux KoedulMjeHaTa y
nenonomMenckoj anamm3u je 3500, mok je Opoj HemoszHaTHX y KomeprujamHoM codreepy 14000.
Hajsehe Hecnarame koje ce Moxke Buaetd Ha ciukama 3.31 je Ha KpajeBUMa Tpaka TIJie
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MMOJIMHOMHMjaJIHA pacmojiesia CTpyje 00Jbe anpoKCHUMHpa BEIUKE BPEIHOCTH cTpyja. IlpomemeHa
rpemka (3.72) y oba ciy4aja je oko 2 %.

10° 5

10

104 — 1 -

m

Y

1

1

:
J

REE

m

J.

1

logy
log,

10

4—1 -0,998

— JlesxaHIpOBY TOJTUHOMH
—J1eo-110-/1e0 KOHCTAaHTHE 0a3ucHe QYHKIH]je

= JlexaHIpOBU OJTHMHOMH
I[eo T0-/IE0 KOHCTAHTHE 6a3I/ICHe dyHKIHje 102 ‘

0,94 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 1
t

107 05 0 05 1

t

(a) (6)
Cnuka 3.31. Anpokcumaija ryctuHe crpyje Ha 2-D pacejaunma obnuka (a) paBHe 1 (0) 3aKpuBIbEHE TPaKe
mmpuHe 1000 TamacHux nyxuHa y TM cirydajy.

Crnenehu npumep je pacejau y o0nuky 3akpuBsbeHe Tpake mupune 2000 TanacHUX IyXHUHA,
nobyhern TM Mo0M, KOjH je aHaTM3UPaH IeJI0JOMEHCKOM aHanu3oM Kopuiihemem cmene (3.20) u
KoOMepuujamHor codTBepa, HajIpe ca Jeo-Mo-Ie0 KOHCTAaHTHHM, a 3aTUM M ca JIMHEApHUM
cermeHTHMa. Pesynraru cy mnpukaszanu Ha ciumnum 3.32 [69]. Ilpomene rpemaka (3.72)
LETOJJOMEHCKOT pellemha Yy OAHOCY Ha JIe0-1M0-A€0 KOHCTAaHTHY U JEO-TOo-Ae0 JIMHEeapHy
anpoKcuMaItijy cy oko 2,5 %.

10°0 107 ‘ ‘ ‘ —J'femaﬂuposn F——
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Cnuka 3.32. [lonuHOMMjaHa, 1€0-TI0-1€0 KOHCTAaHTHA M A€0-TI0-/1e0 JIMHeapHa anpoKCHMaliyja ryCTHHe
crpyje Ha 2-D pacejauy o0smKka 3akpuBibeHe Tpake mmpuHe 2000 TanacHux ayxuna y TM ciyqajy [69].

Bpio cnuunm ekcriepuMeHTH cripoBezieHu ¢y kopuitheweMm cmene D (3.30) va npumepy 2-D
pacejaya y oONMKY paBHHUX M 3akpuBibeHuX Tpaka nodyhenux TM u TE momom. MakcumanHa
HIMpYHA Tpaka y HapeaHuM ekcriepumentuma je 4000 tanacHux ayxkuHa. Ta mupuHa je HajBeha 3a
KOjy je M3padyHara anpoKcUMallija r'yCTHHE CTpyja, jep napajieiaHa UMIJIEeMEHTalja OBOT KO/a Ha
MEPCOHATHOM padyHapy ca ocam jesrapa u 32 GB RAM memopuje 3ay3uma rotoBo cBe pecypce 3a
Tpaky Te mmpuHe. Hamme, paau yOp3aBama mnporpama, JlekaHIpoBH IMOJMHOMHU Cy YHampesn
M3padyHaTH 3a CBaKy TadyKy IO/eNIaBama, Kojux je ommo 22450 3a tpaky mmpunae 4000 A, u 3a
cBaku pel, kojux je 6mno 14000 3a tpaky mmpune 4000 A. VMckopuurheHo cBUX ocaM je3rapa, a
IporpaM je HallMcaH TaKo Jia je 3a CBaKW O]l HbUX 3ay3eTa moce0Ha MeMOpHja 3a UyBame OBUX
nojataka. Ilomro cy OpojeBH 4yBaHU Yy ABOCTPYKO] TauHOCTH, TO j€ YKyIHa 3ay3eTa MeMopHuja
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camo 3a oBe mojaarke jeaHaka 22450-14000-8 = 2514400000 6ajroa, mro je oko 19 GB. Jleo panue
MEMOpHje 3ay3uMajy ocTaje MPOMEHJbHBE, A je YKyIIHa MEMOpHja KOjy Mporpam 3ay3uMa OKO
22 GB.

[Mapamerpu ampokcumanuje U Opoj Tauaka MHTETpAIHje U3padyHATH Cy U3 almpoKCHMAaIlHja
(3.69)—(3.71). Pesynratu ryctuHa crpyja ymnopehenm cy ca pesynraTMMa W3 KOMEPIHjaJHOT

co(hTBepa KOjU KOPUCTU NOTMHOMHjATTHY alpOKCHUMAIUjy IpYTor peja Ha CEerMEHTHMa MaKCHUMalIHe
nyxune 0,5\ .

Arnpokcumanuje TYCTHHE CTpyje Ha paBHO] TpalW IpHKa3aHe cy Ha ciauuu 3.33a, 10K Cy Ha
ciuim 3.330 [71] mpukaszaHe ampokcHMallMje TYCTHHE CTpyje Ha 3akpuBJbeHo] Tpanu. lllupuna
Tpaka je 4000 A, mok je mobyna y TM moxay. M3BpmaBame nporpama Tpajaiio je oko 80 catu. Ha
ClIMKaMa Cy yMETHYTH M OOJMIM TONPEYHHX Mpeceka oaroBapajyhux Tpaka, Kao ¥ IpaBall
HauIacka moOyTHOT Tajaca 3a KOjH je Tpaka aHalu3upaHa. Paayu mperjieqHocTH Aar je caMo Jeo
orcera koopauHate t Ha cimuu 3.3360. Iporemena rpemka (3.72) je oko 3,5 % y oba ciyuyaja, a
pas3iuKe y T'yCTHHaMa CTpyja Cy Ha ClIMKaMma HelpUMETHE.

PaBHe u 3akpuBJbEHE Tpake BEIHMKHX CJICKTPUYHUX IMUpHUHA aHanu3upane cy u'y TE momy
kopuinhewem cmene D. U3 (3.3)—(3.5) ce moxe BUIETH /2 je 3a pauyyHame €JICMEHTa MAaTPHIE Y
ciydajy TM Moy mOTpeOHO pelInTH jelaH MHTerpal, a aBa uHrerpaia y ciyuajy TE mona. Crora
Tpajalke mporpama Tpaje 3HauajHO JyKe, Ia je MaKCHUMajHa eJeKTpHYHA IIHPHHA TpaKe
ananusupane y TE Mony Mama o1 MakcuMaliHe MMpUHE Tpake aHanuszupaHe y TM mony. Tpajame
anammse Tpake mmpuHe 3000 A je oxo 90 caTw, OTHOCHO CIMYHO Ka0 W aHAIW3a Tpake MIUPHUHE

4000 y TM mopy. [obujeHe ampokcuMmanyje rycTuHa cTpyja Ha Tpakama mmpunHa 2000 A wu
3000 A ymopehene cy ca pesynratumMa KOMepIujaiHOT copTBepa U MpUKazaHe Ha ciaukama 3.34 u

3.35. Kao u y mperxogHuM pe3yiratuMa, Ha ClHKamMa Ccy YMETHYTH OAroBapajyhu obmuiu
MOMPEYHUX IpeceKka TpakKa 3ajeHO0 Ca MpaBIEeM MHIUACHTHOT Tajaca KOjU je aHaJIW3UpPaH.
[Mpouemena rpemka (3.72) je oko 3,5 % y oba cinyuaja. Ca npuka3anux rpaduka He MOTY CE JIAKO
BUJICTU Pa3IUKe y JOOUjEHUM arpoKCUMaIjama.

102 T T T 101 i . LIETOI0OMEHCKa aHaJIN3a
10 ; | 4 xomepumjaiHu copTBEp
104
£ y b s £
= ho? =
=” 10 T -09995 0,989 —0,0985 0,998 ="
. f
t=-1 n t=1 LEI0IOMEHCKA aHAIIM3a
— < xoMepljanHu copTBep
1073 | [ ,
-1 -0,5 0 0,5 1

(a) (6)
Cruka 3.33. [TomuHOMMjaTHa anpoKCUMAIIH]ja ¥ apOKCHMAIH]ja JOOHjeHa KOMEPIIHjaTHUM COPTBEPOM
ryctuHe crpyje Ha 2-D pacejaunma oOnuka (a) paBHe u (0) 3akpuBibeHe Tpake [71] mupune 4000 TamacHux
nyxuaay TM cnyuqajy.
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Cruka 3.34. [TornHOMMjanHA ¥ allpoKCHMAaldja JOOHjeHa KOMEPIHjaTHUM COTBEpOM T'YCTHHE CTpYja Ha
2-D pacejaunma o0:vka (a) paBHe u (0) 3akpuBJbeHe Tpake mupuae 2000 TanacHux ayxuna y TE ciay4dajy.

10 ] , 10! |
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Cruka 3.35. [TornHOMMjanHA U allpoKCUMAaIIdja JOOMjeHa KOMEPIHjaTHUM COTBEpOM T'YCTHHE CTpYja Ha
2-D pacejaunma obiinka 3akpuBsbeHe Tpake mupune 3000 tamacuux ayxuHa y TE ciaydajy: (a) Ha 1iesom u
(0) meny oricera koopauHaTte t.

Excnepumentnma ca cimka 3.31-3.35 motBpheno je na ce 2-D pacejaun nodyhern TM u TE
MOJIOM MOTY aHaJIM3UPATU LEIOAOMEHCKOM aHAJIU30M aKO Cy MHTErpajd M3pauyyHAaTH ca BUCOKOM
tay”outhy. To ummnunupa fa jenan cerMeHT y 2-D Hymeprukoj aHanmu3u METOJJOM MOMEHaTa MOXKe
6utu 1o 6ap 4000 eTeKTPUUHUX TYKHHA.

3.13.3. TPAKE TPOU3BOJbHUX MMOMMPEYHUX ITPECEKA

VY nocamammeM H3Naramby pazMaTpaHe Cy Tpake paBHOT M U3PAa3UTO 3aKPHBJHEHOT TIOMTPEYHOT
npeceka (cnuka 3.1) ca wuejom na ce ox Ta JBa 00JMKAa MOTY (OPMHpATH W JAPYraduju OWIIo
OTBOpEHH, OMJIO 3aTBOPEHU OOJIMIN MONPEYHHX MPeceKa Tpaka. Y OBOM IOTJIaBJbY aHATH3UPAHU CY
2-D pacejaun y 00NHMKYy TaHKHX Tpaka pa3jIMuUTUX OTBOPEHUX M 3aTBOPEHHX MOIMPEUYHUX MpeceKa
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Koju cy cinoxeHujer obnuka. Pacejaun cy mobyhenn TM rtamacom. AHanm3a je, Kao U J0 caja,
IEJI0JJOMEHCKA, y3 KopHlThemhe HaBeJCHUX CMEHA 33 PauyHamke HHTErpalia ca BACOKOM TaqHOIINy.

Ha crmuiu 3.37 [14] ymeTHYTH Cy OOIUIM TOMPEYHHUX IIPEeceKa Tpaka Koje Cy aHaIu3HpaHe, a
obmuum cy o3Hauenu cioBuma A-F. Tpaka obmuka A (mapabone) je Beh pa3maTpaHa Kao
3aKpUBJbEHA TPaKa y MPETXOJHUM IIOTJaBJbMMa, a OBIE je nata panu mopehema. [lapamerapcke
jenHaunHe Tpake obnuka B (Apxumenose ciimpane) cy

x =3cn(l+1)/2cos(3cn(l+1)/2), y=3crn(l+t)/2sin(3cr(l+t)/2), (3.75)

rae je t sokanHa xoopauHara u3 omcera [—1,1], mok je C peanHu Opoj KOjUM C€ KOHTPOJIMUIIE
mmpuHa Tpake W. [Tapamerapcke jennaunte Tpake ooauka C (o0mnmka ,,ranaca™) cy

X=ct, y=c(ag + a;t +...+ agt®), (3.76)

rae tauke (X,Y) € {(-0,8,0), (0,6, 1), (-0,3, 0,8), (0, 1), (0,3, 0,8), (0,6, 1), (0,8, 0)} mpunanajy
KpuBOj M TuMe aebuHuIny koeduumjeHre @;,i=12,..6, Mok cy t U C Kao y NPETXOIHO]

nepununmju. [Tapamerapcke jeqHaunHe Tpake obmuka D (emurice) cy
x = ccos(n(t +1/2)), y = 0,2csin(n(t +1/2)), (3.77)
Tpake obnuka E (obsmka ,,macyspa’)

X = c(sin 3(n(2t +3)/4)+cos®(n(2t +3)/ 4))cos(n(t +2)/2),

(3.78)
y = clsin®(m(2t + 3)/4)+ cos® (m(2t + 3)/ 4))sin((t + 2) / 2)
u Tpake obnuka F (obOnuka ,,aerenune)
X = c(sin *(n(t+1/4))+cos* (n(t+1/ 4)))cos(n(t +1/4)),
(3.79)

y =clsin® (n(t +1/ 4))+ cos* ((t +1/4))sin(n(t +1/ 4)).

Hlupuna cBuX aHanu3upaHux Tpaka je W=20A. VMHuuneHTHH yrao moOyJHOr Tajaca je

takohe mnpukazan Ha cimnum 3.37. Hymepuuka enekTpoMmMarHeTcka aHalM3a CIpOBEIeHa je
kopuithewem cmene (3.20). Ca uusbeM MporeHe ampoKCUMaIlje TYCTHHE CTpyja, Opoj HeMO3HATUX
Koe(uIjeHaTa je yIBoCTpyUeH HEKOJIMKO MyTa ¥ U3padyHara je mpoiieHa rpemike [14]

1
[[92n ()= 35 (Opt
Sier (2N) == : (3.80)
[1920 @)1t

-1

rae cy Jy (t) u J, (t) anpokcumanmje ryctuna crpyjaca N u 2N HemosHatux koeduijeHara,

perom. VY ciydajy [€o0-Mo-7e0 KOHCTAHTHE ampokcumanuje (Ao0MjeHe KOoMepIfjaTHUM
coptBepom), N Tauaka y kojuma ce pauyHa ctpyja Jy (t) Tpeba nmpoumputu Ha 2N Tauaka, ma je

(3.80) pauynara xao [14]
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2N
21 3an (t) = Iy ()|
k=1

8iter ~ (381)

2N
PARPA (]
k=1

CnuuHo, y city4ajy 1eJ0IoOMeHCKe anpokcuManuje, ['ayc-JlexxanapoBa HHTETpalyja je Kopunhena
3a pauyHambe mporeHe rpeiike (3.80).

Ha cnukama 3.37 u 3.38 mpukasane cy mporeHe rpemaka (3.80) meo-1mo-1e0 KOHCTaHTHE H
IIEJI0JJOMEHCKE ampokcumaruje crpyja 3a 2-D pacejaue obmuka A-F. U3 pesynrara ce Moxe
3aKJBYYHTH Jla Y CBAaKOM Pa3MaTpPaHOM CIydajy pe3yJTaTd LEIOJOMEHCKE aHalu3e KOHBEPTUPAjY
Op>ke o /1eo-To-7eo KOHCTaHTHE ampokcuMmaruje. Ctora mnpeniokeHa HyMepHuKa HWHTErpaluja
MOXKe OMTH KOopHIheHa y IeJ0JJOMEHCKO] aHaJIM3U U Tpaka OO0JIMKa KOMIUIMKOBAaHHUjUX O] PaBHE
Tpake U napaboie (3aKpHBJbCHE), JOKJIE TOJ j€ 3aKPUBJHEHOCT Mama OJ MPETXOJHO pa3MaTpaHe
napabone. Kopucrehu ce oBuM 00MUIIMIMAa Ka0 OCHOBHUM CETMEHTHMA, CIIOKEHHJH OOJIMIM MOTY
outy GOopMHpaHU U aHATU3HPAHH.
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Cnuka 3.36. [Iporiena rpemike npu padyyHamy T'yCTHHE CTPYja Ha Tpakama pa3uduTHX OTBOPEHUX
HONPEYHHX Mpeceka enekrpuune mmupune 20 A [14].

-m- (D) Kouc. 6. ¢.
-a (D) Jlexan. 1.
-«- (E) Koxc. 6. ¢.
& (E) JIexan. 1.
-®- (F) Konc. 6. ¢.
-o- (F) Jlexan. 1.
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Cnuka 3.37. TIpornena rpenike npyu padyyHamy T'YCTHHE CTPYja Ha Tpakama pa3liudUuTHX 3aTBOPEHHX
HONPEYHHX Mpeceka enekrpuune mmupune 20 A [14].

Ha ciunum 3.38 [14] npuka3zaHe Cy I€JI0JTOMEHCKA U J€0-T10-/1e0 KOHCTAaHTHA alipOKCHMAIldja
I'yCTHHA CTpyja Ha Tpakama obOnuka B (Apxumenose crmpane) u obnuka E (,,macyssa‘), 1j. jenHe
Tpake OTBOPEHOI U jeIHE 3aTBOPEHOI IONPEYHOr Ipeceka. Pen 1enogoMeHcke anpokcuMaliyje
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n3abpaH je Tako Jia je mpoiieHa Makcumaise rperike (3.73) mama o 1 % y oaHOCY Ha J€0-10-/1e0
KOHCTAaHTHY anpoKcHMaIjy u3 komepuujanHor coprBepa ca N =6000 cermenara. 3a obnuk B
nobujenu pen anpoxcumanuje je 105, nok je 3a obmuk E Taj pen 135. ¥V onnocy Ha xonony N, u3
tabene 3.1 pex ampokcuMmanuje je HemTo Behu, IMTO ce MOXKE MPUIKMCATH KOMIUIMKOBaHH]EM
00Ky TorpeyHor mpeceka Tpake. Ca ciMKe ce He MOXKE BHU3YEJIHO NPUMETUTH OJICTYHAmE Y
pas3irMKaMa rycTiHa CTpyja T0OUjeHUX pa3IuuuTHM MPUCTYIIUMA.

JlomaTHO cy pa3marpasa jour Tpu o0JIMKa ca OMITPUM MBHUIaMa, yMeTHyTa Ha ciuiu 3.39 [70]
YHje Cy rmapaMeTapcKke jeTHaYnHe peoM: 00JmKa A

x =16sin®(nt)/ L,

(3.82)
y = (13 cos(nt) —5cos(2xnt) — 2 cos(3nt) —cos(4nt))/ L,
obnmka B
x = (sin* (1,5nt) + cos* (1,5nt)) cos(nt) / L,
(3.83)
y = (sin*(1,5nt) + cos” (1,5xt)) sin(xt) / L
u oonuka C
X = 4/c0s(0,5nt) cos(0,25nt) /L,
(3.84)

y = ,/cos(0,5xt) sin(0,25xt) /L,

rae je L =20 A mupuna tpake. Hymepuuka egexkTpoMarHeTcka aHalinsa CpoBesieHa je kopuctehu

ce cmenoMm (3.20), rae cy mapamerap TpaHchopMalije ¥ Opoj MHTETPAIIMOHKUX Tayaka n3abpaHu u3
tabene 3.1 3a Tpake mmpune 20 A, 1j. K =5,61 u N;; =441 . Pen anpokcumanuja cTpyja je HEITO

Behu Hero y Tabenu 3.1 u 3a o6nuke A, B u C ca cnuke 3.39 uznocu 101, 141 u 91, penom. Kao n y
MPETXOHOM TPUMEPY, pel ampoKCHMalije W3abpaH je Tako Ja IMpoleHa MAaKCHMAaJIHE TPEIIKe
(3.73) 6yne mama on 1 %. Mako monuHOMH HE MOTY TOTIYHO JIa UCIIPaTe CHHTYJIapHA MOHAIIAkba
CTpYja, pa3iuKe y IEJOJJOMEHCKO] U JIC0-T10-/1€0 KOHCTAHTHO] allPOKCUMAIIU]JU CTPYja MPAKTHYHO Cy
HEe3HaTHE U 3a 00JIMKe KOjU UMajy OLITpe UBHIlE, Kao mTo cy obnuuu A u C ca ciuke 3.39.

2
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Cruka 3.38. IlenomomMeHcKa 1 1€0-110-e0 KOHCTaHTHA anpoKCcUMaIlrja T'yCTHHA CTPYja Ha pacejauynma JiBa
paznuunra oosmka [14].
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VY ciyuajy mMMpOKUX Tpaka IeI0JOMEHCKA aHaliu3a uMa 0ap joIIl jeIHy MPEeIHOCT Y OAHOCY Ha
JIe0-T10-71e0 KOHCTaHTHY: Behu auHamuuku oncer. To je miycTpoBaHO Ha MpUMepy Tpake obiuka B
ca ciuke 3.39, mupune W =400 A, nobyhene TM TanacoMm Mmoj WHIMIACHTHUM YIJIOM Kao Ha
cmuim 3.40 [70]. Pen uenomomencke —ampokcuMmarje je N =2600 (ca mapamerpom
tpancopmanmje k =4,97 u Opojem muTerpanmonux tadaka N;, =7500), m0k je neo-mo-aeo

KOHCTAHTHA ampoKcumalja nobujeHa 3 komeprujaiaHor copreepa ca N =2600 u N =6500 .
Pesynratu cy npukazanun Ha cimiu 3.40, omakie ce MOXKe BUACTH Ja je, U ca 2,5 myTa BUIIE
HEMO3HATHX, Y JIC0-T10-/I€0 KOHCTAHTHO] allpOKCHMAIIMjH HUBO IIIyMa 3HA4YajHO BUIIET HUBOA HETO Y
11€710TIOMEHCKO] alipOKCUMAIIH]H.

10* ‘
— Jlexxan. moi.
QJ ® Komcr. 0. ¢.

Cruxka 3.39. LlemomoMencka 1 Ieo-1o-/1e0 KOHCTAaHTHA alipOKCUMAaIlja TYCTHHA CTPYyja Ha pacejadnMa TpH
pasznuumra oosmka. [70]

— JlexaHapOBH MOJH.
— Komucr. N = 6500
— Komnct. N = 2600

1 -0,5 0 0,5 1
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Ciuka 3.40. LlenomoMeHcKa | 1e0-10-/1e0 KOHCTaHTHA alpOKCUMaliija cTpyja Ha Tpauu mumpune 400 A. [70]

3.14. M3BOP FABUCHUX ®YHKIIUJA

VY [enogOMEHCKHM amnpoKCHMalfjama y JIO0CaJIalllbiM EeKCIIEpUMEHTUMa KOpHIINEeHU Cy
JlexxanapoBH TOJMHOMHM Kao OaszucHe ¢(yHkiuje. OBM MOMMHOMHU CYy 4YecTO KopuinheHu y
HYMEPHYKO] elleKTpoMarHeTuny. JIeKaHIpoBH TOMWHOMH Cy jeJaH Yy OJHOCY Ha JpYTH
OpPTOTOHAJIHU, O YeMy je Beh Ouso peun y onesbky 3.4. Ilopen mux, kao 6a3ucHe QyHKIMje MOTIIN
6u na ce xopucte u YeOumeBspeBr U ['erenbayepoBu MOJMHOMH. Y OBOM IOTIaBJby Ouhe peuun o
n300py 6a3ucHUX (QYHKIM]ja KOje c€ KOPUCTE y LIEI00MEHCKO] eIEKTPOMAarHeTCKOj aHaIU3H.

75



I'eren6ayepoBr MOJIMHOMH, Cé“) (t), pena q u mapameTpa o, AeUHHUCAHU Cy HA HHTEPBATY

[-1,1] pexypeHTHOM pelnalyjom
Ci(t) =1,
C(t) = 2at, (3.85)

Ci (1) = (2t + o ~DCEA (1) — (A + 20~ 2)C% (1) / @

2yo-1/2

OBH NOJMHOMH OPTOTOHAITHH CY Y OJJTHOCY Ha TeXHHCKY QyHKuujy (1—1°) [89], 1j. Baxm

1
fcimei? t@a-t*)“*2dt=0, g=p
-1
(3.86)

}C(u) (t)C(“) (t)(1— tz)a—llzdt _ 7'62172“1"( p+2a) ’
S0 p!(p+ o)I(cr)

rae je ['(X) rama dynkimja.
Crenmjanan ciydaj ['erenbayepoBux mosimHoMma 3a oo =1 cy YUeOUIIEB/HEBU TOJUHOMHE JIPYTE
Bpcre, oK ce lerenbayepoBu mommHomu 3a o =0,5 cBome Ha Jlexxanapose mommHoMme. Kao

06asucHe QyHKIHMje Mory OuTu Kopuinhenu u YeOuiieB/reBU MOJIMHOMH TPBE BPCTE U perna (,

Ty (t) , nedunucanu pexypenrnom penanujom [98]
TO (t) = 1!
T, (t) =t (3.87)

Taa () =2tT, () - T4 (V).
UeOuieB/eBU MOJITMHOMH OPTOTOHATHU Cy Y OJTHOCY Ha TEKUHCKY (QYHKIIH]Y (1—'[2)_1/2 , OTHOCHO
Baku 11a je [89]

=0, g=p,

TtTt
j (t) OJ—T

L) (3.88)

jT(t)T(t)\/—_t—2 >

L dt
inmnmzi7=n

Ha kpajy, y oBom mornassby hemo Qg (t) = t9 3BaTH OGMUHUM MONMHOMMMA.

Kako ce moMeHyTH NOJIMHOMH KOPUCTE Kao 0azucHe (yHKIHje, TO C€ MHOXKEHEM | puHOBOM
¢dbyHkujom u oaroapajyhum JakoOujanuma n06ujajy HeKe clokeHHje QyHKIHje Koje, Y OMIITEM
ciy4ajy, HUCY oproroHanHe. [Ipyrum peunma, nomunrterpante gynkimje y (3.18) u (3.19) mucy
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OPTOTOHAJHE 3a pa3IMUUTE peoBe KopuimheHuX OazucHUX (yHKIHja, Ouie oHe JlekaHapoBH,
I'erenbayepoBu mnu YeOumensbeBr noianHomu. Wmak, kao mro he um oBae OUTHM MIIyCTPOBAHO,
OPTOTOHATHOCT CaMHX IMOJMHOMA OJIaKIIaBa HyMEpPHUYKe EKCIIEpUMEHTE Yy nopehemy ca OOMIHUM
MOJIMHOMHUMA, KOjH HeMajy 0COOMHY OPTOTOHAIHOCTH, a TOCEOHO 3a BHIIIE PENIOBE.

Hajnpe hemo ymopenutu pe3ynTare MLEIOAOMEHCKE aHalM3e ca TPU Pa3IMYUTE BPCTE
nmoJirHOMa Kao OasucHux (yHkmmja: JlexxannpoBux nomuHoMa, YeOUIIEB/LEBUX MOJTHMHOMA TPBE
BpcTe U 00MYHUX ToJiMHOMA. Heka cy pacejaun 3akpuBibeHE Tpake 00iuKka mapadose nmooyhene TM
tajacoM. Hymepruka eJeKTpoMarHeTcka aHajin3a cripoBesicHa je kopuiihemem cmene (3.20). Ha
ciui 3.41 [14] npukaszaHe Cy MpOICHE MaKCHMalHUX pelaTHBHHX rpemaka (3.73) 3a Tpake
mmpuHa 1< w/A <400 u Tpu cera 6azucHux QyHkimja. M3 pedynarara ce BUaM Ja Cy Ipelike BpIio
cimvHe Kaja ce kopucre Jlexannposu win YeOWIIeBIbeBU TOJIMHOMH IPBE BPCTE, JOK OOWYHU
MOJIMHOMH MOTY JIa C€ KOPUCTE CaMo 3a yCKe Tpake, 1o W/A <10.

—JlexaHpOBU OJTMHOMU
0 YeOuIeBIbeBH TOTMHOMHI

> OOMYHHU TOJTMHOMH

27 v ¢ o 5 1;
10
w = 1001 w = 2001 w = 300\
oo

w=5021
w=ni,ne{,2510,20}

0 500 1000 1500
N
Cmuxa 3.41. IIponieHa MakCUMalTHE pelaTHBHE TPEIIKe TYCTHHA CTPYja Ha 3aKpUBJHEHUM TpaKkaMa
Pa3IMYMTHX €JIEKTPUYHUX [IMPHHA 33 TPH BpcTe O0asucHux GyHkuuja [14].

Hexa je u nasbe pacejad y o0amky 3akpuBibeHe Tpake nodyhen TM Ttanacom. I'yctune cTpyja
Ha Tpakama amnpoKCHMHpaHE Cy JIMHEapHOM KoMOuHamujoMm [ereHOayepoBHX TOJIMHOMA Kao
O0asucHuX (QyHkMja 3a Hekonmmko mapamerapa o €9{0,5,1,5 7,10}, ok cy mupuHe Tpaka
w/ A {5, 20, 50,100} . ITporieHe MakcUMaTHUX penaTuBHUX rpemaka (3.73) nare cy Ha ciuim 3.42
[69].

-1L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
10 0 50 100 150 200 250 300 350 400
N
Cruka 3.42. [IponieHa MakcHUMallHE pellaTUBHE IPELIKe I'YCTHHA CTPYja Ha 3aKPUBJbEHUM Tpakama
Pa3IMYUTUX ENIEKTPUYHUX IIMPHHA KaJia ¢y OasucHe QyHKIuje ['erendayepoBr MOIMHOMH Pa3IHYUTOT

napamertpa o. [69]
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Ca cnuke ce BUAM Ja je MpolleHa MaKCHUMallHe Tpenike Mama of 1 % 3a cBe pa3marpaHe
mupuHe Tpaka kajga je oo =0,5, 1j. kana cy 6a3ucHe ¢pyHkuuje JlexxkaHIpoBU MOIMHOMH. 3a Maje
BPEHOCTH MapaMeTpa o U Majie peoBe anpokcumMaiyja N , pasnuke cy IpakTHUYHO HE3HATHE, 0K
ca mopactom o u N, pesynraru auBeprupajy. Crora mocTOju OrpaHHyeme y Kopuirhemy
I'erenbayepoBux monuHOMA Kao 0asucHux QyHkiwmja. Ca ciauke 3.42 MOXe ce 3aKJbYYUTH 14, aKO je
3axTeBaHa rpemka Mama o 1 %, 3a tpake mupune 10 100 A 'ereHO6ayepoBu MOJMHOMU MOTY OUTH

0a3ucHe QPyHKIHjE ca TapaMeTPOM O HAjBUIIE jeTHAKUM 7.
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4. POTAIUOHO CUMETPUYHE METAJIO-IUEJEKTPUYHE
CTPYKTYPE

VY mornasipy 3 MpeANIOKEHE Cy CMEHE KOj€ TOHUINTABajy CHHTYJapuTeTe Koju ce cpehy mpu
aHanu3u 2-D enekTpomarHeTckux mpobiemMa METoJoM MoMmeHaTa. Ako Tpeha muMmeH3uja Huje
MHOTO Beha O MpBe JBE WU aKo Ce IMOJbe MEHma y CBE TPH JAMMEH3HWje, roBopumo o 3-D
eJIEKTPOMAarHeTCKuM npodiaemuma. [Ipu BUXOBOj aHAIM3H METOJIOM MOMeHaTa Takohe ce cpehemo
ca CHUHTYJapHUM [OJMHTErpaHUM (yHKIMjaMa KojuMa Tpeba TOCBETUTH TOCEOHY MaXIby.
[Toce6HO, ako 3-D crpykrype umMajy portanuony (0CHY) cuMeTpHjy, 3BahieMo UX poTariioHo (OCHO)
cUMeTpUUHNM cTpykTypama (enriiecku: body of revolution, ckpaheno: BOR). ¥ oBom moriaBiby
0aBrheMo ce HyMEpHUYKOM aHAJIM30M POTAIIMOHO CUMETPHYHUX CTPYKTYypa, KOje MOTY UMaTH, OCUM
METaJHUX [IeJIOBA, U JEO-M0-Ie0 XOMOTCHE IHeJeKTpuuHe naenoBe. BehuHa pesynrara u3 oBor
noriaesba 00jaBibeHa je y [66].

4.1. MOTUBAIIUJA 3A HYMEPUYKY EJJEKTPOMATHETCKY
AHAJIN3Y POTAHMOHO CUMETPUYHUX CTPYKTYPA

Tayna mepema penaTUBHE NEPMUTHBHOCTH €', Pa3IMUUTHUX AMEICKTPUYHUX MaTepujaia Ha
MUKpPOTaJJaCHUM y4€CTaHOCTHMA 3Ha4ajHa Cy U y IPUMEHEHO], U Y TEOPU]CKO] €JIEKTPOMArHeTHIIH
u uMmajy ayry wucropujy [99], [100]. Texuuke onpehuBama penaTHBHE MEPMHUTUBHOCTH €'
peannsyjy ce KopUIIhemeM eJIeKTPOMAarHeTcKe aHajdu3e U Y BPEMEHCKOM, M y (hPEKBEHIIH]CKOM
(dbasopckom) momeny [101]-[114]. Kako ce y okBupy OBe aucepranuje O0aBUMO TEXHHUKaMa y
(pEeKBEHIINJCKOM JIOMEHY, TO he OUTH MPUCTYTI U OBOM IIPpOOIIEMY.

ITocroju MHOroO pa3aMUUTHX TMOCTAaBKU E€KCIIEpUMEHaTa 3a Mepema pellaTUBHE
NEePMUTHUBHOCTH €', y (PEKBEHIIMJCKOM JTOMEHY, 3aBHCHO OJl OICera y4eCTaHOCTH, arperatHor
CTama, BeIMYMHE U o0nuka y3opaka. Dokyc y OKBHUpPY OBE aAucepTalyje je Ha YBPCTUM
MaTepHjaluMa KOju Cy JIMHEapHH, XOMOT€HU M M30TPOIHHU, Ha MHUKPOTAJACHUM YYECTaHOCTHMA.
PenatuBHa MEepMHUTHBHOCT €', W TaHreHC yria ryOutaka tand caapkaHu Cy Yy KOMIUIEKCHO]

NePMHUTUBHOCTH €,, Kao IITO je Jnaro jeaHaduHoM (2.14). HMcnuTuBaHu MaTepHjaan Cy
HEMAarHeTCKH, 1a je IepMeaduIHOCT CBAKOT .

Mepeme nepMUTUBHOCTH Hajuenrhe uMa JBa Kopaka: (1) Mepeme BelMYMHE Koja je MoBe3aHa
ca nepmutuBHouIhy u (2) ogpehuBame NEPMUTUBHOCTH HA OCHOBY M3MEpPEHUX MojaTaka. 3a Ipyru
KOpaK KOpHUCTE C€ IITO TAaYHUjU EJIEKTPOMAarHEeTCKH MOJENM MEpHE IOCTaBKE MM MOJEIH ca
oJpeheHnM anpokcumMaIifjama.

VY 0BOj aucepraiyju, y OKBUPY OPYror Kopaka KopultheH je MeToJ MoMeHaTa ca 0a3MCHUM
¢byukijama Bumier pena (enriiecku: higher-order basis functions).
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[lIto ce Tnue mpBOT KOpaka oapehuBama MEPMUTHUBHOCTH, OBJE je KopuinheHa koMopa 3a
Mepeme Koja MMa pOTallMOHY (OCHY) CUMETPH]Y, & CACTaBJbEHA je O/l METATHUX U JUEICKTPHUHUX
7enoBa. AHaJIM3aTOPOM Mpeka MEpU Ce KOMIUIEKCHU KOSQHIIMjeHT pedIIeKCHje KOMOpE ca Y30pKOM
U3 Kor ce, ymnopehuBameM ca KOMIUIEKCHHUM KOoepHIMjeHTOM pediekcuje no0HjeHuM U3
HYMEpPUYKOT MOJIeNa, W3/Baja pesIaTHBHA MEPUMHTUBHOCT y30pka. [Ipu Tome ce M3 HyMepudkor
Mojena no0ujajy KOMIUIEKCHH Koe(UIMjeHTH pedieKchje KOMOpe 3a HEKOJIHUKO BPEIHOCTH
penaTHBHE TEPMUTUBHOCTH €', Yy30pKa, a OHJa MpHUMEmyje HHTepronanuja. W3nBojeHoM

BpenHomhy penaTMBHE EPMUTUBHOCTH €', cMaTpa ce OHa Koja Jaje HajOoJpe cilarame MEpeHOr U

pauyHaror koedunmjeHata peduiekcuje. 3a OBakKaB Ha4yMH oJipehuBama TNEPUMUTHUBHOCTH
HEOIXOJHA je BHUCOKAa TAayHOCT HyMEpPHYKE aHaiM3e, a THME U BUCOKAa TaYHOCT U E(PHKACHO
pauyHame HHTerpaiia Koju ce cpehy mpu MeToau MoMeHaTa.

CTpykType ca pOTallMOHOM CHMETPUjOM Tmoceban cy cnydaj 3-D enextpomarnerckux
CTPYKTypa Koje Cy mpeaMeT HyMmepuuke aHanmu3e Beh Buire oj mona Beka [58]-[61], [63]. Kana ce
KOpUCTH (opMysanuja ca MOBPIIMHCKUM CTpyjamMa, T'yCTHHA CTpyja je (yHKIHja camo jeaHe
koopauHate. CTora je eJeKTpOMAarHeTCKa aHajih3a OBaKBUX CTPYKTypa ciiuvHa aHamm3u 2-D
CTPYKTypa Koje cMo Beh aerassHO oOpaljuBanu y mperxonHoM moriasiby. Ca Apyre cTpaHe, CMEHE
KOje Cy MPETXOJHO MPEAJI0KEHE HE MOTY OUTH JMPEKTHO MPUMCHECHE Ha POTAIIMOHO CUMETPUYHE

cTpyKType jep ce y 3-D mpoGiemuma cpehy 1 HOBH cuHTyIapuTeTH, 00mmka 1/ R?

V TeXHHIHM KOjy HpeUIa)keMO y OBOM IMOIJIaBJby, a Koja je u o0jaBibeHa y [66], Ouhe
kopuinhenu JlexaHIpOBU MOJMHOMH Kao 0a3ucHe (QyHKIMje BUILET peja, CiudHo Kao y [7], [14],
[50]. V [50] cy ananmusmpaHe pOTALHOHO CUMETPHYHE CTPYKTYpPE CACTaBJbEHE O] CAMO METATHHX
elleMeHara, JOK Cy JOMEHH O0a3ucHUX (YyHKIHMja CYCEJIHU EINEMEHTH CTPYKType, Tj. OasucHe
¢dyHKIMje MpUnagajy eJleMeHTHMa KOjU MMajy 3ajeJHUUYKY HBHUIy. 3a pa3juKy O[] TOra, OBJE Cy
POTAIIIOHO CHMETPUYHE CTPYKTYpE METajo-AWEeIeKTpUYHE, JOK Oa3ucHe (yHKUHUje Npumnanajy
TayYyHO jeTHOM €JIEMEHTY CTPYKTYype.

[IpBu 1MJB OBOT TOTJIaBJba j& J1a MPEAJIOKU YHUPHUIMPAH HAYMH padyHama WHTErpaja ca
CUHTYJIApHUM TMOJMHTETpAHUM (YHKIMjamMa ca BUCOKOM TauHomihy, a koju ce cpehy mnpu
HYMEPHYKO] €JIEKTPOMArHeTCKOj aHAJIM3W METOJ0M MOMEHAaTa POTAIlHOHO CHUMETPUYHUX, METAJO-
JIUETeKTPUYHUX CTPYKTypa. Y Te CBpXe Mpe/UIoKeHA jeé CMEeHa Koja IOHMIITaBa IOMEHYTE
CHHTYJIApUTETE.

Jlpyru 1usb OBOT' MOIVIaBJ/ba j€ NMPHUMEHAa METOJa MOMEHaTa ca IMpEajoKeHOM CMEHOM 3a
onapehuBame peraTUBHE MEPMUTHUBHOCTH €', M3 Mepema KoeuiujeHTa pediekcHje poTarroHO

CHMETpPUYHE KOMOpE Y KOjy j€ CMEIITeH Y30paK MarepHjaja HEMO3HATHUX JUEIEeKTPHIHHIX
napamerapa. [TomeHyta komopa je HamorpaljeHa Bep3uja komope obOjaBibeHe y [115], a 3a kojy
y3opuu Tpeba aa Oyay oOauKa HMIMHApA KPY)KHOT MONpeyHor npeceka. [IpBu Hymepuuku Monen
MOMEHYTe KOMOpe je KBasucrtaThukd [65] u kopumihen je 3a oxapelhjuBambe MEPMHUTHBHOCTH
kepamuukux Matepujaia [116], [117] na yuecranoctuma 1o oko 1 GHz . Mozen npeioxkeH y 0Boj
JMcepTalyju, 3Ha4ajHO [TOMepa ropky IpaHUIly (PEKBEHLMjCKOTr orcera 1y0oKo y MUKPOTaJacHU
orcer. [Ipu Tome, kaga ce KOPUCTH UHTErpallKja ca BUCOKOM TauyHOIINY, HECUTYPHOCT HyMEPUUKOT
MoJieJla je HEKOJMKO peIoBa BEJIWYMHE HCIOJ HECHUTYpHOCTH Mepema. Crtora, HECUTYpHOCT Yy
U3/IBOJEHO] peNaTMBHO)j MEPMUTUBHOCTH €', Tpe CBera MoTHYEe O] CaMHX Mepema KoeduiujeHTa

peduexcuje KoMope ca y30pkom [66].

4.2. I'EOMETPUJA AHAJIMBUPAHUX CTPYKTYPA

[TocmatpajMo MPOU3BOJBHY POTALMOHO CUMETPUYHY CTPYKTYPY CAuUEbEHY OJ] METAHUX U
JICO-TI0-7ICO JIMHEAPHHUX, XOMOTCHHX JUCIICKTPUYHHUX eJieMeHaTa. [IpuMep jeaHor eJeMeHTa
CTPYKType TpuKa3aH je Ha ciuiu 4.1. CBaku eIeMeHT je y OmmTeM ciiydajy moBpm S; (o0OojeHa
cuBoM 0ojoM Ha ciunu 4.1) y 061Ky oMoTaua 3apyOsbeHe KyIie.
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Cpaka moBpm S; aeduHuCaHA je TPBUM (JIOHHMM) MOJIYNPEYHUKOM @, IPYTMM (TOPHHUM)
nojynpedHukoM b u BucuHoM L . CnenmjanHo, kana je3a L=0 u a=0, S; je kpyr, 10K Kana je
a#0, S; je kpyxHu npcreH. 3a BUCHHY Koja je L # 0, nok cy momynpeununu ucty, 1j. a=b, S;

je mpaB Kpy»HHU HIHHIAp. JIOKaIHU KOOpAWHATHY cUCTEM (TpuKa3aH Ha ciuiu 4.1) nedunucas je
koopauHatama t, —1<t<1, m ¢, —n<¢<m. Ilpu ToMe NpPBM MOJYNPEYHHUK & OJrOBapa

KoopauHaTH t=—1, NOK Ipyru moidynpeuyHuKk b onrosapa koopamHaTH t=1. 3a cBaky Tauky Ha
EIIEMEHTY, ca JIOKATHUM KoopauHarama (t,¢), MocToje jeqMHCTBEHe KoopAuHaTe y JlekapToBoM,

Takol)e TIOKaTHOM, KOOPIUHATHOM CUCTeMY (IIpHUKa3aHOM Ha ciuiiu 4.1)

. (lb—a)t+b+a)cosd
2

yz((b—a)ter+a)sin<|>I/I 4.1)

Ha cBe xoopaunare Ouhe noaar 3HaK MpUM KaJa ce OJHOCE Ha TauKy M3BOpa moJba. Bese m3mely
KoopauHaTHHUX cuctema (4.1) ocrajy popMaiHo ucre.

Cnvika 4.1. Porarroso (0CHO) CHMETpHUYaH ejieMeHT. [66]

4.3. IHOBYJA: TEM NPCTEH MATHETCKUX CTPYJA

MortuBanuja 3a yBohewe TEM mnpcTeHa MarHeTcKux CTpyja Kao MOOyAe pOTalloHO
CUMETPUYHHUX CTPYKTYypa MOTHYE OJ] IPUMEHE KOAKCHjaJTHUX BOJIOBA Kao HAMOJHUX. YHU(OPMHUM
KOaKCHjaJIHUM BOJIOM C€, JTAJIeKO O] TeHepaTopa (Kao M OCTAIMX JUCKOHTUHYUTETAa), MPOCTUPE
TEM Ttanac. Jla He OMcMO ynaswid y aHaJM3y caMoOr TE€HepaTopa, mocMmarpahemMo caMo Jeo
KOAKCHjaJTHOT BOJA O] jeJJHOT MOIPEeYHOr Mpeceka 10 Komopuiue. Taxa je moTpeOHO, HA OCHOBY
TeopeMe KOMIIeH3alllje, Ha MECTy IpeceKka MOCTABUTH E€KBHUBAJECHTHE MAarHeTCKe M eJIEKTpPUYHE
CTpyje, @ UCIOJ HUX CaBpIIEHU MPOBOJHUK. Pacmoiena MarHeTcKux CTpyja je Kpy»Ha U JI0BOJHHO
je ma mocMmarpaMo X, J0K he enektpuuHe moduti cBoje BpemHoctu [13]. Tume cy jemna
MOJIOBUHA KOAKCHjaIHOT BOJAAa M TeHeparop 3aMemeHn TEM npcTeHOM MarHeTckux crpyja
(eurnecku: TEM frill) y oBom ciyuajy.
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Cnuka 4.2. TEM npcTeH MarHeTCKUX CTpyja y JIOKaTHOM JIeKapTOBOM U TOJIAPHOM KOOPJIUHATHOM CHCTEMY.

Heka je moOyna nocraBisena y OXy paBaH JlekapTOBOT JIOKaJHOT KOOPJMHATHOI CHCTEMa
Tako na je neHrap TEM mpcreHa y KOOpAWHATHOM MOYETKYy, kao Ha ciumm 4.2. Oxrosapajyhu
IIMHIPUYHA KOOPJMHATHU CHCTEM Ca WCTHM KOOPIMHATHHM ITOYETKOM Takohe je yupraH Ha
ciuiy 4.2. Ilomenyra noOyna onpeheHa je yHyTpalllbUM MOJYNPEYHUKOM &, CHOJbALIBUM

HOJYIPEYHUKOM D, M HamoHoM u3Mel)y yHyTpallller M CIOJballbEr MPOBOIHUKA KOAKCHjaTHOT

Boma V . IloBpmMHCKa TyCTHMHa MarHeTCKux CcTpyja, M uMa caMO ¢ KOMIIOHEHTY Y

si
THHIPUYHOM KOOPAMHATHOM CHCTEMY. 3a mpeTrnoctaB/benn TEM Tanac y paBHH IpCTEHA, Kaja
je & <p <Dy, enexrpnuno nosbe uma camo p kommouenty E; (p) =—Mg(p), omHocHo Baxku j1a je

\% .
Eip(p):p ), JIOK MarHeTCcKO I0Jb€ MMa caMO ¢ KOMIIOHCHTY I0Jba M BaXKH Ja je

In(b; / a,
Hiy (P) :#p' rae je | jaumna crpyje Ha mecty TEM mpcreHa marnerckux ctpyja. Taga cy y

Tayku ca koopauHarama (X, 0,Z) HeHysiTe KOMIIOHEHTE EJIEKTPUYHOI IoJba jarTe cieachum
u3pasuma [13]

A b; T ' -vR
Eix(x,z):i PAVARRN ot .[ Cosd (1+yR2)e do'dp’
nin(bi/a) 2 2,4 R R
1V noooR P 2
E,(x2)=—= [ S—do]
n In(b; / &) 4= R .
P =9
AOK CY HCHYJITC KOMIIOHCHTC MAarH€TCKOr 11oJba y I/ICTOj TadyKn je)IHaKe
H. (x,z) =—jos v b-a j ﬂs,inqyolq)'d '
b rin®/a) 2 2, .00 R P
4.3)
V  b-a & TewW
H., (X,2)=] L ——cos¢'d¢'dp’,
y () =J0t ey 2 J ] ~gcostrdddp

p'=a; §'=0
rae je R pacrojame m3melyy tauke m3Bopa nosba (Ha TEM mpcTeny) m Tauke y K0joj ce padyHa
nosbe. KoMIoHenTa Y eNeKTpU4HOT T10Jka je y TIOCMaTpaHoj TauKu jeanaka nym, 1j. By (X,2) =0,

Ka0 ¥ Z KOMIIOHEHTa MarHerckor mosba, Tj. H;,(X,z)=0. ¥V HacraBky hemo wu3 pasnora
JeIMHOCTAaBHOCTH, a Oe3 ryOuTKa reHepanHocTH, cmarpatu aaje V =1V .
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Ha ocHOBY TeopeMe MOBPIIMHCKE €KBUBAJICHIIM]E U Y OBUM Tpobiemuma he mocrojatu camo
MOBPIIMHCKE CTPYje M HaeleKkTpucama. Kako cy y muramy CTPYKType Koje uMajy U JUeNeKTPUKE,
To he y elleKTpOMarHeTCKHM MOJIeJIMMa II0CTOjaTH M €JIEKTPUYHE, U MarHeTCKe CTpyje, O 4eMy je
Beh Owimo peun y mnornamiby 2. Llub HyMmMepuuke eJNEKTPOMArHeTCKe aHaiu3e pOTAIOHO
CHUMETPUYHHX CTPYKTypa, nodyhernnx TEM mpcTeHOM MarHeTcKHx CTpyja, Cy MakCHMAJIHO TayHe
arnpOKCHMAIlFje TOBPIIMHCKHUX CTPYja Ha €JIeMEHTHMA CTPYKTYpE.

4.4, ATMPOKCUMALUMJE CTPYJA U HAEJIJEKTPUCAILA HA
POTAIMOHO CUMETPUYHUM CTPYKTYPAMA

300r poTanMoHe CUMETpHje KOjy IMOCEeayjy U CTPYKTypa W moOyJa, MOBPIIMHCKE CTpyje U
HaeJIeKTpUCama He3aBUCHE cy o koopauHare ¢ . Kako mobyna (TEM mpcreH MarHeTcKux cTpyja)

uMa caMoO ¢ KOMIIOHEHTY (BUAM CIHKY 4.2), TO U MOBPIIMHCKE MarHETCKE CTPyje Ha eJeMEHTHMa
CTPYKType HMajy caMoO ¢ KOMIIOHEHTY, JIOK MHOBPIIMHCKE EJIEKTPHYHE CTpyje HMMajy camo t

KOMIOHeHTy (ciuka 4.1). Opatie cinenu Ja ce anpoKCHMaluje I'yCTHHA IMOBPIIMHCKUX CTpyja
(2.29) mory 3anucatu Kao

N-1 N-1
Js =2 a,L,(Di, Mg = > b,L, ()i, (4.4)
n=0 n=0

rae ¢y iy u i, jenMHuyYnM BeKTOpH y npasity t u ¢ koopmuHara, penowm, L, (t) Gasuche pynkuwuje,
N je MakcHUMaJIHU pejl anpokcuManuje (MCTH U 3a eIeKTPUYHE U MarHeTcke cTpyje), 0K ¢y a, |
b, Hemo3HaTtu (KOMIUIEKCHHM) KoeduuujeHTH. 3a 0asucHe QyHKIMje u3abpanu cy JlexaHaposu

HOJIMHOMH jep Cy ce 100po Moka3ajiu npu aHanu3u 2-D cTpyKTypa OnucaHoM y MoriaBby 3.

Ca mo3HatuM ampokcumainujama crpyja (4.4) Mory ce wu3pa3suTH M anpoKCcUMaluje
MOBPIIMHCKUX, OJHOCHO JIMHH]CKUX HaeJeKTpHucama M3 AudepeHIMjatHuX OONHKa jeIHaunHa
koHTUHYyHTeTa (2.13) 1 (2.18). ¥V Ty cBpXY HOTPEOHO je u3pauyHaTH AUBEPTEHIIHjE CTPYja.

[MpernoctaBUMO, y OMIITEM Clly4ajy, KPHBOJMHHjCKM KoopauHath cuctem (Ug, U,).
[MoBpiunHCKa AMBEpreHnrja BekTopa u3 Tor koopaumHatHor cucrtema W =Wi; +W,i, moxe ce
u3padyHaty kao [118]

) 1 0 0
div.W=— —(W,h, )+ —(W,h, )|, )
Vg hoh, [6u1( 1 2)+6u2( 2 1)} (4.5)

rae ¢y i; W i, jeIMHWYHH BEKTOPU NpBE M Jpyre KoopauHate, peaom, aok cy dl, =hdu, u
dl, =h,du, onromapajyhe enemenrapue ayxune. ¥ (t,¢) xoopauHaTHOM cuctemy ca ciuke 4.1,

YL+ (b—a)®
(2 ) uh,=(b-ajt+a+b.
Opatiie cieau na je MOBPIIMHCKA AuBepreHunuja OasucHe ¢ynkumje L, (t) u3 ampoxcumanuje

KOjH je jeZaH MpHMep KPHBOJMHH]CKOT CHCTeMa, je hy =

TYCTHHE CTpYja jeHaKa
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. . 2 0
div,(L, (0)i, )= (L M)((-a)t+a+b))=
)= e A OO ataso)

2 (8"&“) (b-a)t+a+b)+(b-a)L, (t)j (46)

(b-ayt+a+byL2+(b-af

[ToBpmmHCKa TUBEpreHIMja ucte 0a3ucHe PyHKIM]je y anpOKCUMAaIMj1 TYCTUHE MarHeTCKUX CTpyja
j€ jeHaka HyJIH, jep MarHeTCKe CTpyje He 3aBUCe O ¢ KOOpAWHATE, IITO CICIU U3

. . 2 d > +(b—af
div (L, (t)i,) = —| L)X ———=|=0. 4.7
’ (b-a)t+a+bh/L2+(b—a) 5¢{ 0 2 J (47)

Crora, Ha POTallMOHO CHUMETPHYHO] CTPYKTypH, modyhenoj TEM mpcreHOM MarHeTcKux
cTpyja, Hehe OMTH MarHeTCKMX MOBPUIMHCKUX HACNCKTPUCAma, OJHOCHO BAXU Ja je Py, =0.
JlonaTHO, Kako Cy MarHeTcKe CTpyje MapajeiHe HBHIAMa CTPYKTYpe, a HBHUIE CTPYKType
napajeiHe ¢ OCH, TO Cy U MarHeTcKa JIMHHjCKa HaeleKTpucama jenHaka Hymu, Qf, =0, Ha cBuM
MBHUIAMA.

4.5, ITIOCTABJBAIBE CUCTEMA JEJJHAYUHA KOJ POTAIIMOHO
CUMETPUYHUX CTPYKTYPA

Kana je medunucan tun moOyne M Kaga Cy IPETIOCTABbEHE alPOKCHUMAILMje pacIojiere
€JIEKTPUYHUX U MarHeTCKUX CTpyja M HaeJeKTpHcama, cienehr Kopak je peliaBame jeHauhHa
(2.37) u (2.38) TecTupamem TeKHUHCKAM (QyHKIHjama W, . Y Marpu4dHoj Gopmu J0OUjeHH CUCTEM

je AX=Db, rme je A marpuna cuctema, b kosoHa cmoGomHUX WIaHOBA KOja MOTHYE O] MOOYAE U
X BEKTOp Y KOjU Cy CMEIITEH! HEMO3HATH KOe(PULIMjeHTH.

VY mocmarpanom ciydajy ce jennaumne (2.37) u (2.38) momaTHO 1MOjeIHOCTAaBIBY]Y, CXOIHO
TOME LITO HEMa MarHeTCKUX HaeleKTPHCama, Ka0 U TOME IITO eIEeKTPHYHE CTpyje umajy camo t
KOMITOHEHTY, OJJHOCHO MarHeTcke uMajy camo ¢ koMrmnoHeHTy. DyHKuMje W, KojuMa Cy jeJHa4YhHE
TECTHpaHe, ca LUJbeM J00H]jama cUcTeMa JIMHEApHUX jeIHaYMHa, UCTE Cy Kao U Oa3ucHe pyHKIHje
(JIexxanapoBu TONMHOMH), Tj. HpuMermeH je [amepkuHoB Mmeton. Y [7] je HyMepuykum
eKCIIepUMEeHTHMa MT0KA3aHo Ja je 3a BeJMKU Opoj mpobiema, 3a UcTH Opoj Hero3HaTHX, [ alepKuHOB
MeTo/ HajeMKaCHU)U OJ1 CBUX METO/Ia KOJH Cy pa3MaTpaHHu.

Kana ce npuMeHe rpaHHYHH YCIOBH, 100Ujajy ce jeanaunne oonuka (2.37) u (2.38). Henynte
uHTerpaie koju ce cpehy y (2.37) u (2.38) Mmoxkemo 3anucatu u Kao

1 T
L= [ [f(t.¢)ds'(t.¢'). k=123,
t'=—1¢'=—n

(4.8)
L®)= [f,)dl,

o'=—mn

rac Cy noAUHTETpaJIHC (I)YHKI_II/Ije, Cca N30CTaBJbCHUM KOHCTaHTaMa, o0JHMKa
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Ly (1)ie ™)

) = (4.9)
flt4) = T v (L)) *.10)
P VRS;'(?")J)‘?;RW L ()i, xig(t', ), (4.11)
()= LTREL O D (4.12)

R*(t.", ")

HNako Qu3MYKK JHMHHUjCKUX HaeleKTpUcama HeMa, INPHUMEHEHH METOJ] 3axTeBa JIMHHUjCKa
HaeJIeKTpUCama 3aTo ITO je cBaka OaswcHa (pyHKIMja NeUHUCAHA caMO Ha jETHOM CIIEMEHTY,
OasucHa (yHKIMja KOja ampOKCHMHUpa HEUUPKYJapHY KOMIIOHEHTY IOBPIIMHCKE EIEKTPUYHE
CTpyj€ HE TEXH HYyJIM Ha TpaHUIAMa €JIEMEHTa U HUCY ITOCTaBJbEHHU YCIOBH 1o pBoM KupxodoBom
3aKkoHy. JIMHUMjCcKa (eNeKTpUYHa) HAaeJIeKTPHCaha MOCTaBJbEeHA Cy Ha KpajeBUMa eJIEMEHTa, OJTHOCHO
t'. = +1. Kopumhemem 6a3sucHux QpyHKIHMja YHjU Cy JOMEHHU Ha JIBa CErMEHTa, 0a3uCHUX (PyHKIHMja
KOje Ha KpajeBHMa eJICMEHTa UMajy HYJTY BPEIHOCT, Ka0 U MOCTaBJbakbeM JIOJATHE jeHAUYNHE TI0
npBoM KupxodoBom 3akoHy, mocTOjamhe TUHUJCKAX HAETEKTpHCama ce Moxe n3dehu, kao mTo je
To ypaheno y [68], [119].

Jenuun4nM BekTop i, oxpehyje mpasam u pedepeHTHH cMep T'yCTHHE CTpyje, na je I, =1,
KOJI €NIEKTPUYHUX CTPYyja, OJHOCHO I, =1, KO/ MarHerckux. JlomaTHo, y HOJMHTETpPATHAM
dbyukimjama (4.9)—(4.12) nojaBibyje ce KOMIUIEKCHH KOS(DHIIMjEHT MPOCTHPama Y = oL+ P, jep ¢y
aHaJTM3UpaHe CTPYKType y OIIITEM cly4ajy ca ryounuMa. Y IHeNeKTPUYHHM CpeJrHama TIJie
HOCTOje TYOHWIIH, MEPMHUTHBHOCT je KOMIUIEKCaH Opoj, Kao IITO je Aato jeaHaunHom (2.14), a
KOe(UIIMjEHT MPOCTHPAha MOXE CE JJOOUTH U3 Y = jw\/a [120].

Jla 6ucmo unterpane (4.8) u3padyHanu, Hajupe je MOTPEOHO Ja U3PA3UMO CICMEHTApHY
noBpuinHy dS' w enemenTapHy ayxkuny dl' mpeko nokamHuXx koopaumHata t' w ¢’ Be3aHHX 3a
eNneMeHT cTpykrype. EnemenTapHa noBpimsa je

05"t ) = (b-a)t+a+b)y/L? +(b—af dodt (4.13)

4

JIOK j€ eJeMEeHTapHa Ty >KuHa

g (4.14)

JloMeH TeXMHCKUX (DYHKIIM]ja UCTH je Kao 1 0a3MCHUX, OJHOCHO €JIEMEHT MOBPIIHU 10 K0joj ce
unterpaan y tpehoj (I"agepkunoBoj) uaTerpamuju aat je jennauntuom (4.13). (ITogcetumo ce aa cy
KoopauHaTe Koje onapelyjy Tauky u3Bopa mojba O3HAUYEHE ca MPUM, a KOOPJIWHATE TauKe y KOjoj ce
padyHa 1oJjbe 03HaueHe 0e3 mpuM.) 300T poTaloHe CUMETPH]e, TT0JhE HE 3aBUCH Off ¢ KOOpPJIMHATE,
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Ta je mpu TecTupamy jenHadnHa (I'anepkuHOBO] HHTETpaIMji) TOBOJFHO HYMEPUYKH UHTETPATUTH
camo 1o t koopauHaTH. TuMe je eMMUHUCAHA je[JHa MHTETpallija y OJHOCY Ha HAjONIUTHjU CIIy4aj
HyMepuuke aHamm3e 3-D emekrtpomarHerckux mpobiema. Kako je Ry mnoamHTerpanHum
dynkuujama f, pacrojame m3Mel)y Heke Tauke Ha eneMeHTy oapeleHe xoopauHatama t W ¢ u
Tayke Ha EJIEMEHTy ojapeheHe koopauHarama t' u ¢', TO HyMepwuka BpPEIHOCT pactojama R
3aBHCH OJ] m300pa koopmuHate ¢. Mako oHa Moke OWUTH NPOW3BOJFHO W3abpaHa W3 pa3iora
poTanMoHe cuUMeTpuje, KoopauHata ¢ je Qurcupana 300r yTHIaja HA HYMEPUYKY BPEIHOCT
pactojama R.

EnemenTn Matpuiie cucreMa JUHEapHUX jenHaunHa A 100ujajy ce permaBajyhu mHTErpaie
o0nuKa

)(b—a)t+a+b

1Lm(t) i f (t',¢")dS'(t', ¢' >+ (b—a)?dt, k=123,
J

t=-1 t=—1¢'=—n 4
(4.15)
1 T
Tl [ f@)ar O=DERED 2y g
t=—1 d=n

Jenan (cBaku) eleMEHTH MaTpHIe Cy cyma oiroBapajyhux uHrerpaia oosmka (4.15) koju motuuy
OJ] eTIEKTPUYHHX CTPYja, OMHOCHO CyMa OHHMX KOjU MOTHYY OJ] MarHETCKHX cTpyja. O Tora Kako cy
y MaTpHUIM KOJOHH X, OJHOCHO MaTpullm KojoHH D pacrnopehenu Hemo3natu koeduijeHTH
3aBUCH U Koju uHTerpaiu (4.15) nonpuHoce cymu oAroapajyhux enemMeHara Matpuie cuctema A .
AKO je CTpyKTypa cacTaBJbeHa O] jeHOT METAIHOT €JIEMEHTa Y XOMOTE€HOM JTUEIICKTPUKY, Ha HeMy
MI0CTOj€ caMO ENEKTPUYHE CTpPYje, a BPCTa MATPUYHOT €JIEMEHTa OAToBapa pelay TecT (yHKIHje
M, DOK KOJIOHa ojaromapa pexy OasucHe (yHKuuje N. Ako, mak, MeTalHa IJI0O¥a pa3/Baja JBa
IaMeNneKkTpruka 1 1 2, oHa ce Ha OCHOBY TE€OpEeMe MOBPIINHCKE SKBUBAJICHIIM]E MOXE CKBHBAJICHTHO
MIPEJCTaBUTH Kao JIBE IJI0YE, O] KOjUX je jeJlHa 3apOmeHa Y XOMOT€HHU JIENEeKTPHK 1, oK je apyra
3apomeHa Yy XOMOTeHH JienekTpuk 2. Tajga ce maTpuiia cucrema A cactoju ol ueTHpu Oyoka. Jenan
0JIOK TOTHYE O] YTUIIaja CTPYja MPBE IIOYE Ha MOJbE Ha MPBO]j IJIOYUH, Tj. CIEMEHTH MaTPHUIE OBOT
0J10Ka TOTUYY Of CTpyja MpBe IUIoYe, 0K je kKoopauHata t Tpehe unTerpanuje y (4.15) takohe na
npBoj 1wiou. [pyru OJOK YMHE €JIEeMEHTH MaTpUIle KOJH MOTHUYYy OJ CTpyja Apyre IUiode, ma je
KoopauHaTa t Tpehe uHTerpamnyje je Ha Apyroj miaoun. Tpehu u yeTBpTH OJOK OJHOCE C€ Ha YTHIIA]
CTpyja IpBe IUIOYEe Ha JAPYTy IJIOYY, OJHOCHO CTpyja Apyre Iuiode Ha mpBy miody. Kako cy nBe
IUI0Ye Yy Pa3IMYUTUM CpelHaMa, TO Cy MAaTPHUYHU €IeMEHTH Tpeher W 4eTBpTOr OJIOKa jeHaKH
Hysu. [Ipu ToMe je cBaku OJIOK JMMEH3H]ja KOje 0JroBapajy peay anpoKCHUMallije CTpyja Ha MI0YH.
VYKOMUKO ce CTpYyKTypa CacToju OJ jeJHOT HEMETAJHOT €JIEMEHTa KOjU pa3/iBaja JBa XOMOTEHA
JHMETIeKTPUKA, Ha leMY IIOCTOj€ U eJIEKTPUYHE, U MarHeTcke cTpyje. MaTtpuiia cucrema ce 'y OBOM
Clly4ajy MO>K€ pasJIo’KUTH Ha 4eTHpH OJI0Ka, Kao y MpeTXoHOM npuMepy. Pasznuka je y nmocrojamy
U MarHeTCKux CTpyja IMOpea eNeKTpUYHMX, Na je Opoj HemoszHaTHX JBa myTa Behu. Ako ce
CTPYKTypa Kojy aHaju3upamo cactoju o1 M objexara u Ha cBaKOM 00JE€KTY IOCTOj€ M MarHeTcke,
U eJEeKTpUYHE CTpYje, JOK CBaka of Oa3uMCHUX (YHKIIM]ja MPHUIaJa caMo jeTHOM €JIeMEHTY, OH/a je
numensuja marpuie cucremMa 2NM .

CnoOonHa KOJIOHAa CUCTEMa jeTHauYMHa J100Mja ce TeCTUpambeM TaHTE€HLHJaTHUX KOMIIOHEHTH
noJba Koje notudy o mobyna. Axo je F iy, €{E;n, Hiwn} jeIMHCTBEHA 03HAKa TaHTEHIIUjallHE

KoMIoHeHTe Tosha TEM mpcTeHa MarHeTCKux CTpyja, OHAA j€ €JeMEHT CI000JHE KOJOHE JaT
WHTETPAIIOM O0JIHKa
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1 1 = -
| tn@® [ [Fandse,) O824 0-a)2at, (@.16)

t=—1 t'=—1¢'=—n

AKO je CTpyKTypa CacTaBJb€HA OJ1 jeTHOT METAHOT €JIeMEHTa Y XOMOTE€HOM JAMEICKTPUKY, OHJa
MaTpPUYHU €JIEMEHT OJroBapa peay M cio0oAHE KOJOHE W TMpeAcTaB/ba TaHTCHLUjaTHY
KOMITOHEHTY elekTpudHor mojba TEM mpcrena. Kama je crpykrypa cacraBibeHa OJ jeTHOT
METaJIHOT esieMeHTa u3Mel)y aBa nuenektpuka, npBux N eremMeHara y KOJOHH CIO0OJHUX YJaHOBA
OJTHOCE C€ Ha TaHTCHIMjaTHE KOMIIOHEHTE eJeKTpuyHor mosha TEM mpcreHa Ha mpBoj
€KBUBAJICHTHO] TUI0YH, a Apyrux N ejlemMeHara Ha TaHTCHIMjaJIHE KOMIIOHEHTE €JIeKTPUYHOT M0Jba
TEM npcTeHa Ha Ipyroj €KBUBAJICHTHO) IUIOYH. Y CIIy4ajy Ja CTPYKTYpY UMHHU jelaH HEMETaIHU
eJIeMeHT u3Mel)y Ba NUeNeKTpHKa, jeJlaH HauuH pacrnopehuBama eneMeHaTa KOJOHE CI000THUX
yyiaHoBa je na npBux N enemeHara Oyny TaHTEHIMjaIHE KOMIIOHEHTE €JIEKTpUYHOT mojba TEM
IIPCT€HA HA MPBOj €KBUBAJICHTHO] IJI0YH, Apyrux N TaHreHIMjaiHe KOMIIOHEHTE MarHeTCKOr MoJba
TEM npcTena Ha MpBOj €eKBUBAJICHTHO] TUIOYH, TOK MocieAmux 2N eneMeHara YnHe TaHTeHIIjaTHe
KOMITOHEHTE eJIEKTPUYHOT U MarHeTckor nosba o1 TEM npcreHa Ha Ipyroj Mioyu.

Heno3natu koeuIMjeHTH alpOKCHMAIMja CTPYja y MaTPUIM KOJOHU X pacnopeheHu cy y
CKJIaJy ca pacropeioM elieMeHaTa y MaTpPHIIM cucTeMa A U KOJIOHHU CJIO00IHUX 4jiaHoBa D .

Kama ce pauyHajy marpuyHu eineMeHTH u3Mel)y 1Ba yaajbeHa eleMeHTa CTPYKTYpe,
HyYMEpHUYKE METOJIC 3a WHTETPalijy MOTY Ce AMPEKTHO MpuMeHHTH. Mehytum, kaga cy Tauka y
KOjOj ce padyHa IOJb€ M TauykKa M3BOpa IMOJba HA HCTOM EJIEMEHTY CTPYKType, MOAUHTErpaiHe

dynkimje (4.9)—(4.12) cy cBe cuHTynapHe ca cuHTYIaputernma obimka 1/R, ommocso 1/RZ.
Hanme, kaga ce Tauka y K0joj ce pauyHa MoJbe MPHUONMKH TayKH M3BOpa mojba, oHna R — 0, ma
MOMEHYTe (YHKIIHje TeXe OSCKOHAYHOCTH. JelaH O] padyHCKH HajTEXHX 3amaTaka y (GopMUpamy
CHCTeMa JIMHEAPHUX je[Ha4YnHa jecte oapehuBame MaTpuuHux enemenara (4.15). Onespak 4.6, koju
cienn, nocsehen je pemaBamy TOr mpoOieMa, mpeuiaraleM cCMeHa Koje omoryhaBajy padyHame
MHTErpaja ca BACOKOM TadHoIIhy.

4.6. CMEHA 3A MHTETPALINJY BUCOKE TAYHOCTH

Wuterpanu xoje Tpeba pemmtu na OM OMIU U3padyHATH €EMEHTH MaTpulle, CUCTeEMa Cy
TPOCTPYKH | TO 110 IpoMeHbrBama t', ¢' u t. I[IpBa u Tpeha uHTErpaluja cy CymTHHCKA M0 UCTUM
KOOpJMHATaMa, OCUM IITO ce y MPBOj UHTETpalHji MPOMEHIbIBA OJTHOCH HAa Ta4Ky U3BOpa MOJba, a
y Ipyroj HHTETrpaIji IPOMEHIJbUBA CE€ OJTHOCH Ha TAauKy y KOjoj C€ padyHa MoJbe.

Wneja cnenehe cMeHe, ciMYHO Kao M CMEHA 3a MOHUIITaBame€ CHUHTyJIapurera koj 2-D
npobiieMa, je Ja pacTerHe pPErHOH OKO CHHIyJIapuTeTa Tako aa Oynae (3HayajHO) BHIIE
MHTETrpallMOHUX Tayaka y Aeny (QyHKIHje rjae ce oHa Op30 Memwa. Kako caja CymITHHCKHM MOCTOje
JIBE TIPOMEHJBHBE, TO MPEJIOKEHA CMEHA UMa JIBE jeITHAYUHE U TO

t'=|s' ™" s'@—sgn(s)t, ) +1,,,

o (4.17)
¢=n|p™p,

rae cy S'e[-1,1] u p'e[-1 1] HOBe mpoMeHIbHBE (KOOPIUHATE), IOK Cy My ¥ M, MapamMeTpu OBe
tpancdopmanmje. Oarosapajyhu Jakodujanu ce nodujajy audpepeHunpamem uzpaszay (4.17)
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1 dt' 1mq — 1
1,(5' ) = 5 = my |5 (L-s0n(S )ty
. (4.18)

1 d¢ 1jm- —
Jp(p)zd—p.zmzﬂ p'"2,

. Co dt' do' , :
nok je Jo, (s’ p'sty) ZEE =J(s",tn)Jd p (P).
Ha ciuim 4.3 je na npumepy cunrynaputera t,, = 0,5 mirycrpoBana npeyio’)keHa cCMeHa Kaja

Cy mapameTrpu M; U M, Bapupanu y omcery ox 2 no 11. Ca ciamke ce MOXe BUAETH Ja je

CHHTYJIAPUTET MTOMEPEH y HYJy, Ko U JIa je PaCTeTHYT Y HCHOj OKOJIMHU. ATICOJTYTHE BPEIHOCTH
onropapajyhux JakoOwjana mare cy Ha ciuiu 4.4, omakie ce BUAM Ja Y HYJNH, Tj. Tayku
CHHTYJIapUTETa, OHU Texke Hyu. CIAMYHO Kao u y nornasipy 3.7, Tpanchopmariiuja (4.17) onakiahe
HYMEpPUYKO padyHamke WHTETpalia ca CHHTYJIAPHUM TOJUHTETpATHUM (yHKIHjaMa W OMOTYhUTH
BHCOKY TauHOCT, Kao0 1TO he OMTH TIOKa3aHO Y OBOM OJICJBKY.

: 172

¢ [rad]

1—m/2

-1 -0,5 0 0,5 1
S, p
Cruka 4.3. Unyctpanyja npeajiokeH1x cMeHa.

dyukumje f (t',¢'), k=1,2,3, ce cmenama (4.17) tpanchopmumy y f, (t'(s'),¢'(p"))
3aMEHOM CBake rmpoMeHsbrBe t' m3pasom t'(S'), 0HOCHO cBake mpoMeHsbHBe ¢ u3pazom ¢'(p').
Cmuuno, ¢yukuuja f,(¢') ce apyrom cmenom u3 (4.17) tpanchopmume y f,(¢'(p')) 3amenom
npoMensprBe ¢' m3pasom ¢'(p'). YV ckiany ca tpanchopmanujama, eleMeHTapHa nospir y (4.8)
dS'(t',¢') mema ce y dS'(t'(s'),¢'(p')) 3amenom cmakor t' ca t'(s') u cBakor ¢' ca ¢'(p') u3
(4.17), nox je dt'd¢’ 3amemeno ca Jg,ds'dp’, rue je Jg, JakoOujan oe Tpancdopmanuje. Konauno,

H3pa3 3a NOBPUINHY CIICMCHTAPHC TOBPIIH Y HHTCIpaJIMMa Ca HOBUM IIPOMCHJbHBAMaA HOCTajC

ds'(t'(s'),¢'(p)) = I (b —a)t'(s') +a+b)yL* +(b-a) dp;ldsl , (4.19)

JIOK j€ eJeMEeHTapHa Ty>KHHA Y UCTUM WHTErpajiiMa

dI'((I)'(p')):Jpw/LZ+(b—a)2%, (4.20)
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rae je J, onrosapajyhu Jako6ujan. Tume cy unrerpanu (4.8) tpancpopmucanu y

1

1
L®= [ [fE).e(p))dS'E(s),o'(p), k=123,

s'=—1p'=-1

(4.21)
1
()= [f,(¢'(p))dl'(¢'(p")),

p':_

110 HOBUM IIpOMEHJbMBaMa S' U p'.

Ha cmukama 4.5-4.12 mnpukasaHu cy peaJlHW ¥ HMMardHapHH J€JIOBH IOJUHTErPATHUX
¢dynxumja f, (t',¢') npe u mocne npumene cmene. CHHTYJIapUTET MOAWHTEIPATHUX (YHKIHjA, Tj.
Tayka IoJelaBama, uMa koopauHaty t=0, nmok cy Bpennoctu ¢yukuuje f,(t',¢'), koja je
npukasaHa Ha ciaukama 4.11-4.12, wuspauynare 3a t,'=0. Ca ciumka ce MOXe BUAETH Ja Cy
dyHKIMje HAa KOje HHje MPUMCHCHA CMCHA CUHTYJApHE, Tj. CHHTYJAPHH Cy PEaHU JICJIOBH, a y
HCKHM Cly4ajeBUMa M wuMardHapHu. Hakon mnpumemene cmene (4.17), dyHkumje Hemajy
CUHTYJIAPUTET, Ka0 ITO je WIyCcTpoBaHO Ha cinukama 4.5-4.12, Te ce Ha BUX MOXE TUPEKTHO
npumennTn ["ayc-Jlexxanaposa Hymepuuka unterpanuja. [lapamerap t,, y cmenu (4.17) onpehen je
caMOM Ta4yKOM CHHTYJapuTeTa, ma je y oBoMm ciydajy t. =0. Kako je cTpykTypa poTammoHO
CHUMETPHUYHA, TO je U300p ¢ KOoOpIuHATe MPOU3BOJbaH. M3 ekcriepruMeHaTa je 3aK/byueHo Jia je mpu
tpanchopmauuju ¢pyukuumja f; u f, morogno uzadbparn ¢ =0, nox dpynkuujama f; u f, omrosapa
u3bop ¢=m/2. Hcro ce moOuja W jeAHOCTAaBHUM JI0JIaBartbeM KOHCTaHTE —7/2 CMEHH ¢
KoOpauHaTe npu Tpanchopmanuju pynkuuja f; u f,.

OmnwucanoMm TpaHchopMaIMjoM yBEICHA jeé CMEHa y TpBe JBe MHTerpanwmje, T1j. y (4.8), ma
octaje jou jeana unterpanuja ([anepkunosa unterpamuja) y (3.2). Ilpe Hero mro ce mozadaBumo
BOMe, ucnuTaheMo KOHBEPIeHIN]y M MPOIEHUTH Ta4HOCT IPBE JIBE WHTErpaluje, Tj. MHTerpaia
(4.21).

(2) (©)

Cnuxka 4.4. Unyctpanuje JakoOujana Tpancdopmanuje (a) t-koopaunare u (0) ¢-koopauHarte.
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(a) (6)
Cruka 4.5. Peanuu neo noguaterpante Gpyukiwmje (a) mpe u (6) mocie cMene nmoauuTerpanue Gyukimje fi 3a
pen 6azucHe pyHkumje N = 4.
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(a) (6)
Cnuka 4.6. Umarunapuu geo noguHTterpante GyHkumje (a) mpe u (0) mociie cMeHe MoJUHTerpaHe
¢dyukuuje 1 3a pex 6asucuHe pyHkuuje N = 4.
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(a) (6)
Cinuxka 4.7. Peannu neo nogunTerpande ¢pyukimje (a) npe u (6) mocie cMeHe noauHterpaine Gpyunkuuje f> 3a
pen 6a3ucHe pyHKIHje N = 4.

(a) (6)
Cnuka 4.8. Umarunapuu geo noguHTterpante GyHkumje (a) mpe u (0) mociie cMeHe NoJUHTErpaiHe
dbyuxkumje f2 3a pex 6asucue Gynkuuje n = 4.
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Ciuka 4.9. Peannu neo nogunTerpande ¢pyukimje (a) npe u (6) mocie cMeHe noauHterpaine Gyunkuuje fz 3a
pen 6a3ucHe pyHKIHjE N = 4.
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(a) (6)
Cnuka 4.10. Umarunapau aeo noauHTerpaite GpyHkumje (a) npe u (0) mocie cMeHe MOAWHTErpaIHe
dbyuxrmje f3 3a pex 6asucue Gynkuuje n = 4.
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Cnuka 4.11. Peannu neo noauHTterpainue Gynkuuje (a) mpe u (0) mociie cMeHe noauHTerpante GyHkuuje fs
3a pez OasucHe QyHKIMje N = 4.
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Cnuka 4.12. UmaruHapHu Jeo nmoauHTerpaiHe GpyHknmje (a) npe u (0) mocie cMeHe MOoJAWHTErpaIHe
dbyuxuwje f4 3a pex 6azucue pynkuuje n = 4.

4.6.1. KOHBEPTEHIIMJA IIPBE JIBE UHTET' PALIUJE

VY unspy UCIUTHBamba KOHBEPIeHIMje HHTErpaja, YBOJAUMO NPOILEHY peJaTUBHE Ipemike, d,,
Kao

Mgt~ I |
5, = Nt N | (4.22)

| I Nint +1 |
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rae je |y~ (KOMIUIEKCHA) BPEJHOCT HHTerpaa uspadyHaror ca Ni, MHTCrpalliOHUX Tadaka, 10K
je Iy, 1 BpeaHOCT mcTor MHTerpana uzpadyHaror ca N, +1 nHTerpannoHux tadaka. AKo je
MHTErpall MOBPIIMHCKH, Kao mTo ¢y To uHrerpaimu (4.21), onma N;; mpencraBiba Opoj Tayaka Io
JeIHOj MHTETpalyjy, Tj. YKynaH Opoj Tayaka WHTErpaiuje je Niﬁt . 3a cBaku oj uHTerpana (4.21)
uspadyHare cy npouere 8, , ke{l, 2,34}, a satum je mspauyHara n NpOLEHA MakCHMAlHE

pelaTUBHE IPEIIKE 3a CBA YSTUPU MHTETPajia Kao
Srax = 109, (mMax (8,k ). kefl 2,3, 4} (4.23)

Kopuctehu ce mporieHoM MakCHUMaHE TpelIKe, aIpOKCHMAaTUBHO €€ MOXKE OJIPEIUTH U OpOj Ta4yHO
<107,

u3pauyHatux 1udapa kao —O., . AKO je HHTerpan Onu3y HyJe, Tj. ako je ‘INint i

cmarpahemo na je mporuena penaruBre rpemke 10 4. Opa rpanuua je usabpasa ¢ 063upoM Ha
YHILCHHUILY J1a je KopuliheHa JBOCTPYKa TAYHOCT y UMILIEMEHTAIjH, 1a ce u3 (4.23) nobuja na je
MPOLICHEH MaKCUMaJIaH Opoj TauHuX nudapa 15.

Kao jeman on mpumepa HajTeXUX MHTETpaja 3a MHTErpanyjy nocmarpaheMo HHTErpajie ca
CHHTYJIAPHUM TOJMHTErpasHuM ¢yHkuujama. Ctora he y CBHUM HapegHUM NpuUMepuMa Tadyka
pauyHama IoJba OWTH Ha WCTOM €JEMEHTY Ha KOM Cy W HM3BOpU TOTr mosba. CBH HYMEpPHUKH
pe3yaTaTd y OBOM OJIeJbKY JIaTH Cy Ha MpHUMepy marepujajia 0e3 ryourTaka y kome je €, =, =1.
Kanma y marepuwjanuma moctoje ryOuIM, MHTErpaad he OUTH camMo CKalupaHu OAroBapajyhum
koHcTaHTama. DOKycC Je cTaBJbEeH Ha CICKTPUYKH MaJie eJIeMeHTe, jep he Ham TakBu OMTH MOTPEOHH
Opyd HYMEPUYKOj aHaaM3M Mojena Beh MoMeHyTe Komope, ma je mporeHa (4.23) mpakTU4HO
HE3aBUCHA 0J] yuyecTaHocTd. Ha kpajy, CIMYHO Kao IITO je OKa3aHo y moriasiby 3.9, ako je Tauka
cuarynaputera t, =0,95, wHTerpanm cy BpIO TEMIKK 3a HWHTErpandjy, nma he HyMepHUYKd

eKCIIEPUMEHTH OMTH IOCTaBJbEHH Oall 3a Ty TauyKy 1oJba. KOHBepreHimja WHTErpaia 3aBUCH U OJ1
caMHUX MapamMerapa TpaHcopmaruje My u M, , Kao u peaa 6a3ucHe pyHKuUje N .

4.6.1.1. TIAPAMETPA TPAHC®OPMAIIAJE

[Mporiena makcumainHe penatuBHe rperike (4.23) y ciydajy oMoTada MpaBoOT HUJIMHIPA
(mumensuja a=b=0,6 mm u L =15,25mm) y ¢byHkiuju napamerapa Tpanchopmanuje m, u m,
npeacTaBbeHa je Ha ciuiu 4.1. CaM nuiauHAap yMETHYT je Ha ciauky 4.1. YdectaHoCT Ha K0joj je
HyMepuukH excriepuMenT crpoBeneH je f =3 GHz , pen 6asuche dynkumje je n=2, 10k je O6poj
tayaka wuHTerpauuje N,; =300. OnucaHu HyMEpUUKH EKCIIEPUMEHT IOCTaB/bEH j€ y IMJbY
oapehrBama ONTUMATHUX BPEJHOCTH MapaMmerapa Tpanchopmanuje m; u m, . Ca cauxe 4.13 moxe
ce BHJETH Ja ako je M; >5 u 5<m, <10, Opoj TauHux 3HauajHUX Iudapa je oko 12. logatHu
eKCTIEpUMEHTH TI0Ka3yjy Jla Cy U 3a OCTaJIe eIEMEHTE CIIMYHHX JUMEH3Hja (KPYKHH MTPCTEH, OMOTad

3apyOJbeHe KyIie, Kpyr) pe3yiTaTH KBAJUTATUBHO MCTH, Na TU pe3ynTtatu Hehe OuTH moceOHO
MPUKa3aHU.
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Cruka 4.13. TIporieHa MakCHMAJTHE TPEIIKE y CIIydajy OMOTa4a MpaBor KPyKHOT HUIUHApa. [66]

4.6.1.2. YTHIAJ PEJA BABUCHE ®YHKIIUJE

VY nornasiby 3 nokaszaHo je na Behu pen 0azucHe (QyHKILHMje 3aXTe€Ba BHILIE MHTEIPALIMOHUX
Tavyaka 3a MaKCHUMaJIHy Ta4HOCT. [IporieHe MakcuMaHuX rpemaka (4.23) y ciaydajy Tpu ejleMeHTa
pas3nuuuTuX obsrKa, kaaa je pen 6asucHe ¢pyHkuuje N=4 u n=0, nate cy Ha ciuuu 4.1. [IpBu
eleMeHT je Beh TMOMeHyTH omoTad mpaBor mwimHapa (mumensuja a=b=06mm wu
L =15,25 mm), npyru eneMeHT je oMoTay 3apyOsbeHe Kyme (aumeHsuwja a=1mm, b=15mm u
L =15mm), a mocieamy je KPy)KHU TpCTeH (aumensuja a=3mm, b=122mm u L=0). Csu
MMOMEHYTH €JICMCHTH YMETHYTH Cy Ha ciiuky 4.1. Kao nonmartak, Ha cIuIy Cy pHUKa3aHe U MPOIICHE

MaKCHUMAJIHUX Tpemraka O., Kkanga je l'ayc-Jlexxanaposa mHTerpanuja npuMemeHa JTUPEKTHO Ha

unrerpaine (4.8), ogHocHo kana je Tpancdopmanuja (4.13) u3ocTaBbeHa. YUECTaHOCT Ha KO0jOj je
excriepuMeHT cripoBesieH je f =3 GHz . [lapamerpu uHTErpanuje y OBOM eKCriepuMenTy ¢y m; =7
u m,=9. OHu cy wu3abpaHu M3 OICEra KOJUM C€ IOCTHKE MHHHMMAlHa TpelIKa, OJHOCHO
MaKCHUMalTHa TAYHOCT.

Ca cnuke 4.14 mMoxe ce 3aKJbYYUTH Ja je KOopHuInhemeM IMpeiokeHe TpaHcopMalinje
no0ujeHa 3Ha4yajHO OoJba TAYHOCT 3a HCTH OpOj MHTErpallMOHMX Tayaka Hero kazaa je [ayc-
Jle>xanipoBa MHTETpalyja TUPEKTHO npuMmewmeHa. Ha mpumep, ca oko N;; =400 cBu uHTerpamu

Cy u3pauyHaTH ca 6ap 12 3HauajHux nudapa, 10K ca UCTUM OpOjeM MHTETpAallMOHUX Tadyaka u 0e3
TpaHchopMalmje, UHTErpally Cy U3padyyHaTH ca caMo jeIHOM TauHoOM Liuppom. Tpeda npumeTuTu u
Ja ce, KaJa Cy MHTErpajd padyyHaTH HM30CTaBibajyhu TpaHcpopmaiujy, A00Hjajy U MO3UTHUBHE

BPCIHOCTH 8 C OO3UPOM Ha CHHIYJIapuTeTe y HHTerpanauma. To 3Hauu aa ce unrerpam ly —n

INinﬁl paanKny 3a HCKOJIMKO pCaoBa BCIUYHHC. OI[aTJ'Ie CJIcaAn Oa C€ 3a padyyHam< HHTCrpajia

(4.8) Mmopa npuMeHUTH cCMeHa Koja he MOHUITUTH (WK yOIaXUTH) CUHTYJIapUTET MOJUHTETPATHE
¢dbyHKIMje WK HeKa Apyra HyMepuika TeXHUKa (Ha IpUMep eKCTpakiija CHHTYJIapUTeTa).

Ha cymupamo pesyartare u3 ozesbka 4.6.1: kama cy ampokcumanuje eJIeKTPUYHHUX H
MarHeTCKMX CTpyja ca MO HajBUIIE MET HEMO3HATUX, Tj. KaJa jeé MaKCUMAaIHHU PeJl allpOKCHMAIIH]e
crpyja n=4, unrerpanu (4.21) mory OuTHM u3padyHatd ca 12 3Ha4yajHUX LUdapa ako je
pUMeEeHa MpeyIoKeHa CMeHa ca mapamerpuma My =7, M, =9 u N, =250 y ciydajy omoraua

MPaBOT HWJIMHAPA ¥ KPYXKHOT TpcTeHa, oqHocHO N;; =400 y ciydajy omorada 3apyOspeHe KyTIe.
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Cnvka 4.14. TIporieHa MaKCHUMAJTHE TPEIIKE 3a PasHuuTe peaoBe 0asucHux GyHkimja. [66]

4.6.2. TAJJEPKHHOBA UHTEIPALINJA

Hakon mro cy unrerpamu (4.21) m3pauyHatd ca BHCOKOM TadHoIlmhy, ocTaje jour jeaHa
unrerpanyja (IasepkuHOBa), IO MPOMEHJbUBO] t, 1a OM elneMeHTH MaTpuile, Tj. uaTerpanm (4.15)
OWIM M3padyHaTH ca BUCOKOM TayHOIIhy.

Kama cy nomenu tect ¢ynkumje L, (t) u Oasuche ¢ynkuumje L,(t) wuctu, wHTErpann
[anepkuHOBOr HWHTErpajia, Tj. cyma oaroBapajyhux wunterpana us (4.21), umMa CHHIYJIApHO
MOHAIIalke Ha KpajeBuMma, 3a t=-1 um t=1. ¥V cynporHoMm, Kama Cy JOMEHH TeCT U Oa3MCHUX
GyHKIMja Ha pa3IMYUTUM EJIEMEHTHMa CTPYKType, IMOoAMHTerpanHa ¢yHKuuja lamepkuHoBe
MHTETpalldje HUje CHHTYJapHa, Ma TaJa Hema mpobjemMa ca IUPEKTHOM mpuMmeHoMm [ayc-
JlexxanapoBor mocTtynka 3a MHTerpanujy. Kako cy WHTerpanu ca CHHTYJapUTeTUMa TEXHU 3a
HYMEpHUKYy HHTETpainujy, oBae he onu out y ¢pokycy. Y THM cirydajeBuma cy, npe npumene ["ayc-
JlexxanmpoBe HyMepUYKe HMHTErpainuje, MHTerpaHau TpaHcopmucanu cmenoMm (4.17). Kako je
MHTETpalfja caMo Mo MPOMEHJBHBO] t, TO je JOBOJbHA MPBA jeIHAYMHA U3 TIPEITIOKEHE CMEHE.

Yeenumo cnenehe osnake: Heka je Ny o Opoj Tauaka y T'anepkunosoj unterpanmju, Xg (1)
cy ancuuce u Wg (1) Texune y T'ayc-Jlexannposoj nymepuukoj unrerpammju (1=1,2, ..., Niy o), t
je KoopauHaTa Tayke y K0joj ce padyHa mosee, a0k je |(t,n) mHTerpang koju ce noduja cymoMm
oarosapajyhux unrerpana us (4.21).

Kako cy uHTerpanu CHHTYJapHH Ha UBHIAMa, TOo je cMmeHa (4.17) Hajmpe mpuMermeHa 3a
cuHrynaputer y t=-1, a 3atum 3a cunrynapurer y t=1. 3a Ty npumeHy yBeaeHH cy Tpehu
napamerap M, ¥ HOBa KoopauHata S; = Xg, (I) Ha cnenehu nauun. Hajupe je y jennaunnu (4.17) 3a

TauKy CHHTyJapuTeTa u3abpana Ttauka t, =Xg (1), koja je y Onusunn t =1, onHOCHO M3BpIIEHA
je 3amena mpomensbuBe t, u3 (4.17) nmpomMeHJbUBOM ty > . ty =1, . YMecro mapamerpa m
YBEJZIEH je HOB mapaMeTrap M,, ma je oArosapajyha 3ameHa y cMeHn M; =mM;. /logaTtHo, 3aMemeHe
Cy U MHTErpaIloHe MPOMEeHJbUBE yBoljermeM HoBe S; = Xg, (I) xao t=s u s=s,. Hakon npumene

CMEHE Ha CHHTYJapUTeT OKO jeJHOr Kpaja Tpake, MOTpeOHO je CHPOBECTH HCTY CMEHYy U 3a
pacTe3ame CHUHTYyJapuTeTa y OKOJIMHM APYror Kpaja Tpake, Tj. t=1. 3a Tauky cuHryjzapurera
usabpana je Tauka t, =Xg (Njyq) y OmmsunM japyror kpaja Tpake, Tj. JOLUIO je JIO 3aMEHE

tn =ty y cmenn (4.17). JlonatHo cy ciposeniene u cnesiehe 3amene npomeHsbuBux t=t u S=s,
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I0K je xopuitheH ucTu nmapamerap TpaHcdopmanuje Mg, Tj. M =M;. Caga ce eIeMeHT MaTpulle

cUcTeMa y pefy I' U KOJIOHH ( MOX€E M3payyHaTu Kao

N int,

9
A q= 2 WeL (DL, (01t n)JIs sty ) (S, b)), (4.24)
(=
rae cy Jo (St ) m (st ) JakoOujanu (4.18).

OnrumanHa BpefHOCT MapamMerpa M; MOXKE C€ OAPEOUTU M3 CKCIIEPUMEHTa KOju je
CYLITUHCKHU CIMYaH €KCIEPUMEHTY 3a ojpehBame ONTUMAIHUX BPEIHOCTH mapamerapa My u m,.
Ceu wmuTerpamu | (t,n) wm3pauyHaTH Cy ca MakCHMMajdHOM TadHOIINy, Kao IITO je OMHCaHO Y
IIPETXOAHOM OJIeJbKY, 10K je mapaMmerap M, Bapupad y omcery 1<m,; <11 ca kopakom jenaH, a
Opoj wuHTerpaunonnx Tayaka Ny, y omcery 100 <N, , <300 ca xopakom nuBa. Ako je
UCIUTHBAHU CJIEMEHT Beli MOMEHYTH KPYyXKHM HpcTeH (auMenswja a=3mm, b=122mm u
L=0), mok cy pen 6a3ucHe QyHKIMje U pea TecT QYHKIHUje UCTH U U3HOCE M =N=4, mporeHa

rpemike (4.22) (o je y ciydajy ['aepkrHOBE HHTETpaIje HCTOBPEMEHO M MPOIIEHA MAKCHMAITHE
rpenike (4.23)) y gynxkumju on My u Niy o npukasana je na cimim 4.15. U3 oBor pesynrara cienu

na ce 3a 3<M; <8 moxe 1o6uTH BHCcOKa TauHOCT. [Ipu Tome, mosehaBamem Opoja HHTErPALIMOHNX
Tayaka nosehaBa ce M TaYHOCT M3padyyHAaTHX MHTErpaja, JOK M300p ONTUMAIHOT mapamerpa Ms

ocTaje UCTU. Bpiio cy CiauuHuM pe3y/TaTH M y CliydajeBUMa OMOTaya MpPaBOr IHJIMHIPA, OJHOCHO
3apy0JbeHe Kyne crora oHu Hehe OUTH MOCeOHO NPUKa3aHHu.

-10
200

250 5

300 10
int,g m3

Cruka 4.15. IIponena penatuBHe rpemke HakoH ['anepkuHoBe uHTerpauuje y Gyakuuju ms 1 Ningg.

Ha cruin 4.16 nara je nporena penaruBHe rperike (4.22) [NanepkMHOBUX HHTErpajia Kajaa cy
padyHaTH ca u 0e3 TpeyioxkeHe cMeHe y QpyHKIMju o Opoja uHTEerpanuonnx tayaka Ny, o 32 cBa

TPU aHATW3UpaHa eJeMeHTa (OMOoTada MpaBoOr IWIUHIpPA, 3apyOJbeHe KyIe M KPY>KHOT IPCTEHA).
IIpu Tome je 3a cBakuM H3abpaHa BpPEAHOCT MapaMeTpa TpaHcopmanuje M; =7, JOK Cy CBHU

unterpanu | (t,n) m3pauyHatu ca MakCHMaaHOM TauHOIIhy, Kao IITO je OMHCaHO Yy ofebKy 4.6.1.
VYuecranoct je f =3 GHz , nok cy pen 6azucHe u Tect pyHKIMjEe UCTH, Tj. M=N=4.
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Cuuxka 4.16. Ipouena penatuBHe rpenike ['anepkuHoBe nHTErpanyje. [66]

Uako je 3a 12 3navajunx uudapa norpedHo Ny o =700 uHTErpannoHnx tayaka, wro je u

JBa myTa BHIe Hero 3a uHTerpaie | (t,n), kopurrhemeM npeaiokeHe CMEHE ¢e UIaK A00Hjajy 10

YeTUpH TauHe 3HavyajHe Hudpe BUIlle y OAHOCY Ha CiIy4aj Kaja TpaHnchopmaliija Hije MpUMemheHa.
Ha ocHOBy mperxojgHe aHain3e MOXKEMO Ja 3aKJbydnMO Jia C€ 3a padyHame elieMeHara
MaTpHlle CHUCTEMa Cca BUCOKOM TayHOIIhy MOXe HCKOPUCTH IpeUIO’KeHa CMEHa 3a CBE TpH
WHTETpanyje. Y ommTeM clydajy, ©u300p I[apamerapa HHTErpanmje u ToTpedan Opoj
MHTErpallMOHUX Tayaka 3aBUCH Of OOJNMKa eJeMeHTa, Kao U merope HajBehe enexTpuune
IUMEH3Wje, OJHOCHO HajBeher pema ampokcumanuje crpyja. 3a mortpebe oxapehuBama
IHMENEeKTPUYHUX MapameTapa Marepujaia momohy nomeHyTe KOMOpe, OJJHOCHO KOHKpPETHE ITPUMEHE
KOjy UMamo y BUJY, CBM MaTpU4HU napameTpu he Outu pauyHatuca my=7, m, =9 u my =7, mwro

00e36ehyje BUCOKY TaUHOCT MHTErpajia y HyMEPUUKO] aHATU3U KOMOPE.

Konauno, kaja cy u3pauyHaTH eJEMEHTH MaTpulle cuctemMa A U BeKTOpa CIOOOIHHX
yjmaHoBa D, BeKTOp Hemo3HaTuxX KoeduimjeHata X Moxe ce m3padyHatu LU nmexommosuiujom.
Tume cy oapehene anpokcumaiigje cTpyja Ha eIeMEHTHMA aHAJIM3UpaHEe CTPYKTYype, a OJaKiie ce
MOTy, IpUMEHOM oJiroBapajyhux omeparopa, 10OUTH M OCTaje €JIEKTPOMArHETCKE BEIUYMHE OJ1
MHTepeca (eIEKTPUYHO M MarHeTCKO T0Jbe, ylla3Ha UMIeAaHca, KOePUIIUjeHT pedIeKcHje UTI. ).

4.7, XAPJIBEPCKA IOCTABKA EKCIIEPUMEHTA

3a Mepeme TUeNeKTpUYHUX MapameTapa MaTrepujaia kopuiiheHa je nperxonHo (padpuxkoBaHa
KOakcHjaiHa komopa [65]. CkuIila monpeyHor mnpeceka KOMope, ca JUMEH3HjaMa Y MIIUMETPUMA,
npukasana je Ha ciuiy 4.17, ok je pororpaduja packionibeHe KOMOpPE YMETHYTa Ha CUKy 4.18.
Ha ciuium 4.17 ckunypas je U Mpou3BOJbHM Y30paK Ha MECTY TJie Ce OH MOCTaBJba MPHU MEpemhUMa.
Komopa je HampaB/beHa 0] MECHHra W Hamaja ce cTaHmapaHuM SMA KOHEKTOpPOM (CHIJIECKH:
SubMiniature version A, ckpaheno: SMA) ca teduonom (enrmecku: polytetrafluoroethylene,
ckpahieno: PTFE) kao auenekTpukoM, KOjU je MPOAYKEH M JEeJIOM H3JIa3d HM3BaH KOHEKTOpA.
Criospanimy MPOBOJAHUK KOHEKTOPA EIEKTPHUKH j€ MOBE3aH Ca CIOJbAllbUM 3U10M KOMOPE, J0K je
MCTAJIHU AWCK KOMOPE CICKTPHUYKH ITOBE3aH Ca YHYTpAIIHBLUM IMPOBOJHUKOM KOHEKTOpA. Meraman
JIMCK TTOCTaBJbEH j€ Ha MoAMeTay oJl Te(pjioHa paau MeXaHW4Ke CTaOUITHOCTH.
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Cnuka 4.17. Ckuna ocHOT IIpeceka KOMOpe ca IMMEH3HjaMa Yy MAIHMETPUMA.

[IpBu kopak mpu oxapehuBamy penaTHBHE NMEPUMHTUBHOCTU €', M TaHIeHCa yrijla ryOMTaKa

tan & jecte mMepeme KOMIUIEKCHOT KoeuIjeHTa peduieKcrje KOMOpe y KOjy jeé CMEIITEeH y30pak.
MepHa mocTaBka cacToju Ce OJ1 OIKMCaHe KOMOPE M BEKTOPCKOI aHaM3aTopa Mpexka (mapke Agilent
E5061A). Ormcer yuecranoctu mepewma je ox 2MHz mo 3GHz, oapehen moryhnoctuma

a”anu3aTopa. dororpaduja MepHe NocTaBKe NpuKazaHa je Ha ciauiu 4.18. Ysopuu cy obiuka
KPY>XKHUX OWIMHAapa, mpeynuka 1o 20 MM u BucuHe a0 14 MM, a mocraBibajy ce Ha METaIHU

JUCK Yy KOMOPY M IPUTHUCKA]y KJIMIIOM, Kao IITO je IpuKa3aHo Ha ciuuu 4.17, kao U y nonpeyHom
peceKky Mojiea komope Ha cymnu 4.19.

CIIOJBAIIBLHI
31 KOMOpE

KoMopa

Cnuka 4.18. ®ororpaduja aHanmaTopaiMpe Ha KOj MoBe3aHa Koopa. qDOTorpa(b pacKIIoIJbeHe
KOMOpE yMETHYTa je Ha GoTorpadujy. [66]

AHanuzatop Mpexa Koju je KopumrheH 3a Mepewma uMa craHgapaHu N KoHekTop Ha
npuctynuma. Kako je Ha komopu yrpahlen SMA koHekTop, KopumiheH je ¥ CTaHAapIHH Ipelias
SMA na N. [Ipe mepema ypaheHa je moTmyHa jeJHONOPTHA KanuOpaluja yuMe je U pedepeHTHa
paBaH 3a Meperme KoeduIrjeHTa pedieKcHje ocTaBJbeHa Ha mouetak SMA KoHeKTopa, Kao IITo je

npukazaHo Ha ciuuy 4.19.
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4.8.  HYMEPHUYKH MOJEJ KOMOPE

Jla 6u u3 u3MepeHux pesyiarara (mapamerapa pacejama, Tj. S-apameTapa) OWIM W3BOjCHH
IUETICKTPUYHNA NapaMeTpu MaTepujaia, pelaThBHA MEPMHUTUBHOCT €', M TaHIEHC yria ryOHTaka

tan 6 wiaM, €KBUBAJEHTHO KOMIUIEKCHA peJlaTUBHA MEPMUTHBHOCT €., MOTpedaH je WWTO O0JbH

HyMEpUYKH MOJen Komope. HymMepudykoMm eneKTpOMarHeTCKOM aHallu30M Mojena Moryhe je
M3payyHaTH KOMIUIEKCHH KoeduiujeHT peduiekcuje [' 3a pa3inuuuTe TUEIEKTPUYHE MapaMmerpe
y30pKa, KOjU ce 3aTuM yrnopelyjy ca u3MepeHUM KOMIUIEKCHUM KoeduiujeHToM peduiekcuje I e, -

OHM JAMeneKTpUYHU MapaMeTpu Koju o0e30elyjy Hajoosse cimarame usmeh)y [T u [y,

nporJjaiiaBajy ce 3a (M37BojeHe) mapaMeTpe MepeHOr MaTepujaa.

Kako cy komopa, y30pak M Hamajamke pOTAlMOHO CHMETPUYHH, KOPHUCTHheMO pOTAIOHO
CUMETpPUYHE eJIeMeHTe 3a MojenoBame cTpykrype. llompeunn mnpecek 3-D momena xomope
npukasas je Ha cimnm 4.19.

Kao mro je Beh peueno y onesmky 4.3, TEM npcTeH MarHeTcKux CTpyja HacTao je Kao HaYMH
MO/IeNoBama 1nodyze peannzoBaHe koakcujamHuM BogoMm [13]. Crora je on u3abpan 3a moOyay u y
HyMepHukoM Mojeny komope. [loOynma je mocraBibeHa y pedepeHTHY paBaH. YHYTpalllbU H
criosbanmu nomynpedHuk TEM mpcreHa uctu ¢y kao oarosapajyhm momynpeynuiy kopunrheHor
SMA konekropa, 1j. & =0,6 mm u b, = 2,025 mm.

noaMeTaqy

TEM npcren
MarHeTCKUX CTpyja

(petdhepenTHa paBaH)
Cnwka 4.19. TTonpeunu mpecek Mozeaa komope. [66]

Y HyMEpUYKOM MOJIENTy, Ka0 M HEroBOj (PH3WYKO] peanu3alifju, MoCcToje TpU jJoMeHa (Tj.
paznuunta Matepujana): tedaon (PTFE), Bazayx u marepujan o Kora je HampaBJbeH Y30pak.
Tedion je nuenexTpuk y SMA KoHEKTOpY M moaMmerady MeTaimHor aucka. Cam MepHH y30pak je
HETO3HaTe KOMIUIEKCHE pellaTHBHE MEPMUTHBHOCTH €, , Tj. HETIO3HATE pellaTHBHE NIEPMUTHBHOCTH

€', W TaHreHca yria ryoutaka tand. Ba3myx ucmymaBa octaTak KOMOpeE, Kao M HEHY OKOJIHHY.
CBH TIOMEHYTH JOMEHH Cy HEMarHeTCKH, jeép CMO C€ y EeKCIIepUMEHTHMa OaBWJIM CaMO TaKBUM
MaTepujaiuMa, Ia je MHHUXOBa NepMeabUIHOCT W, = 4n-107"Hm . JIMeneKTpuuHH TyOHIH
VKIJbYUEHH Cy yBOhEHEM KOMIUIEKCHE TIEPMUTHBHOCTH, JOK Cy TYOHIIM Y METaanuMa YKJbYYEHH Y
HYMEpPHYKH MOJIe] TMPEeKO MOBPIIMHCKe uMmenance Z,=.ml,f/c, rme je o emexrpuyna

npoBoAHocT. Ha enemeHTHMMa Koju cy O]l MeTajla ca TryOMIIMMa, TPaHUYHH YCJIOB J€THAKOCTH
TaHTEHIMjaJTHUX KOMIIOHEHTH €JIEKTPUYHOT 10Jba MOJU(PHUKOBAH je Y

Etan (‘]s’ Ms) + Zs‘]s = Ei,tan (4-25)

100



rae je E;y, TaHreHuujaniHa KOMIIOHEHTa EIEKTPUYHOr mosba Koja moruue ox TEM mpcrena

MarHeTcKux crpyja, a E,(Js, M) je TaHreHmujaiHa KOMIIOHEHTA EIEKTPHYHOT 110Jba KOja MOTHYE

OJl MHIYKOBaHHWX cTpyja. [Ipym HyMepwuko] aHamu3M ce MOCIEIHU YCIOB CBOAM Ha TPOMEHY
eJIeMeHaTa caMO Ha TJIAaBHO] JMjaroHajId MaTpHile CUCTeMa y OJHOCY Ha Mojen 0e3 ryouraka y
merainy [7].

HymepuukuMm ekcriepuMeHTHMa Jia je IOKa3aHO Jia HYMEPHUYKH MOJeNl KOMOpe KOju ce
cacToju ce o 23 eleMeHTa JI0BOJhaH 3a padyHame KoehuijeHTa pediaekcuje, 0MHOCHO a GuHH]je
moJieJie MPOBOJIHMKA BOJA, KAa0 M JIPYTHX eJeMeHaTra CTPYKType, He JONPUHOCE 3HAa4YajHHjeM
no0oJbllIaby TAa4HOCTU Koedummjenta peduexcuje. CBaku ereMeHT cTpykType je BOR, u To
KPY>KHH TIPCTEH, KPYT WIA OMOTa4 MMPaBor KpyHOr muiuHapa. Ha cimnm 4.20 npukaszana je jeaHa
MOJIOBMHA TIOMPEYHOT Tpeceka TJe Cy HW3[BOjeHH IMOjeIMHAYHH CIIEMEHTH CTpyKType. HbeHom
pOTAIMjOM OKO OCE€ CUMETpHje JI00HMja ce MOJIE]I KOMOPE ca yMETHYTHM y30pkoM. Kako je y metainy
1oJbe jenHako Hymu, To cy Ha ciunu 4.20, y omgnocy Ha cnuke 4.17 u 4.19, u3aBojene camo
YHYTpAIbe MOBPIIM KOMOpPE, Tj. oHe u3Mehy Kojux mocroju HeHynTo nojbe. C 003upoM Ha TO n1a
nocroje Op3e MpOMEHe 10Jba, a CAMUM TUM U CTpyja, y omuszuan TEM npcTeHa MarHeTcKux cTpyja
(mobyne) motpeban je Behu pen ampokcumalidje CTpyja Aa TayHHUje HCIpaTe T€ MPOMEHE. Y MECTO
nosehama pefa CTpyja, YHYTpAIIbH U CIOJbALIBHA MPOBOJHHUIM BOJA JAOAATHO Cy IMOAEJHEHH Ha
YeTUPH TpaBa HWIMHIPA, JOK je Pel almpoKCHMaIdje CTpyja ocTao MCTH. Ha cimmm cy npHHM
Kpy>KuhrMa O3Ha4eHU KpajeBU CEerMeHara.

ITopen mnonynpeunuka a, b wu BucuHe L (Bumm ciwky 4.1), 3a HyMepHUKy
SJIGKTPOMArHETCKy aHaIM3y MOTpeOHO je jormn aeduHHMcaTH W W3Mel)y KOjuX JOMEHa ce Halla3H
CBaKH €JIEMEHT. Y TOM IHJbY YBeIIeHO je ciezehie o3HayaBame [7]. Hajmpe cy Tpu momena y mojeny
KOMOpe 03HaueHu ca 1, 2, oqHOCHO 3. AKO je eleMeHT O] MeTalla KOJI Kora je ca 00e CTpaHe HCTH
JIOMEH I, OH je o3HaueH ca i 0. AKo je elleMeHT 07 MeTajla KOju pa3/Baja JBa JOMEHa | U j, 03HaKa je

—i— j. KonauHo, ako eJeMEHT pa3/iBaja JiBa JUEICKTPHKa, O3Ha4YeH je ca | j. Ha ciumm 4.20 je

Opojem 1 o3HaueH AOMEH BaH KOMOpPE, Ka0 U 'y MECHHTAaHOM JIMCKY U y YHYTpAIIheM MPOBOIHUKY
KOaKCHJjaJTHOT BOJIa, OpojeM 2 JJOMeH AHMeNIeKTPUKa y KOAKCHjaJIHOM BOJy, a OpojeM 3 JoMeH y30pKa
HET03HATe KOMIUIEKCHE TIPMUTHBHOCTH.

20
° c
'S 3
15}
E ®
g 10r
= ! ? 1: Tedpon
$ 2: Ba3myx —21
5t : 32
! 3: INENEeKTPUK y30pKa 10
1 —-2-1
-3 -1
O 1 L Il 1 I ]
0 2 4 6 8 10 12 14

x [mm]
Cauka 4.20. [Tonpeunu mpecek HyMepHUKOr Mozea Komope. ExeMenTn cTpykrype nusMel)y pasnnanTix
JloMeHa 00eIe)KeHH Cy pa3InuuTHM Oojama.

[Tomro je koMopa (uaeanHO) 3aTBOPEHA, TO j€ EJIEKTPOMAarHeTCKO MOoJbe BaH KOMOpE
TEOPHjCKH jeHAKO HYJIHU. Y MPAKCH je MM0Jbe BaH KOMOpE 3aHeMapbuBo Masio. Ha ocHOBY Teopeme
€KBUBAJICHIM]E CJIEIN Ja BAaH KOMOpe MOXke OuTH Omio koju gomeH. Mako je y husnukoM momaeny
BaH KOMOpE Ba3lyX, y HyMepHukoM Mojeny je TeduioH. Ha Taj HaumH mobuja ce HEITO
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JETHOCTAaBHUJM HYMEPHYKH MOJIe] (Ca Mame HETMO3HATHX) jep MMa Mame METaJHUX IOBPIINHA
m3mel)y nBa pasznuumra auenekTpuka. CIMYHO, Y MECHHTAaHOM JHUCKY, Ka0 M y YHYTpallkheM
MIPOBOJIHUKY KOAKCHJAJTHOT BOJIA, TIOJbE j€ HyJIa, Ma je M Ta] MPOCTOp Takohe MCIYHEeH Te(IOHOM.
Ha ciiunim 4.20 6pojem 1 o3HaveH je TedioH, a OpojeM 2 Ba3ayX.

Hakon Hymepuuke aHanmm3e komope mMerogoM momeHnara ca PMCHWT dopmynamnujom, kao
ITO je TO omucaHo y mnornaripy 2.10, Guhe mo3Hare ampokcumanuje TyCTHHA MOBPIIMHCKHX
€JIEKTPUYHUX M MAarHeTCKUX CTpyja Ha CBaKOM O] elleMeHaTa CTpykType. [la 6ucmo uspauyHamu
KOMIUIEKCHU KoeduuujeHT peduiekcuje, Hajmpe hemo H3padyHaTH KOMIUIEKCHY HMMIICAAHCY Ha
Mecty TEM npcreHa MarHeTCKuX CTpyja Kao

z-— 4 4.26
27taiJs(t=—1)’ (4.26)
rae je J,(t=-1) rycTMHa NOBPIIMHCKE EJIEKTPUYHE CTPyjeé Ha YHYTpPAIIHbEeM HPOBOIHHKY

koakcujanHor Boga (SMA xonektopa) Ha mecty TEM mpcrena marnerckux crpyja. Kanma je
Mo3HaTa UMITEJaHCca, KOMIUIEKCHU Koe(puujeHT pediexcuje Moxe ce u3padyHaTH H3

-7
0
N=—2—, (4.27)
Z+7Z,
rae je Z, KapakTepUCTHYHA HMMIIEJaHCa KOAKCHjaJIHOT BOJA, OJHOCHO HOMHHAIIHA HMMIIEAAHCA
MPUCTYTIA, Koja je y ciaydajy kopumhenor SMA xonekropa jennaka Z, =50 Q.

IIpe ompehuBama IuENEKTpUUHUX IapaMeTapa U3 HM3MEpeHor KoeduiujeHra pediexcuje
KOMOpE ca y30pKOM, TIOTPEOHO je (PMHO MOAECUTH HyMEPHUYKHA MOJAET KOMOpPE, OJTHOCHO OJPEIUTH
notpebaH pej anpokcUMalMje CTpyja Ha eJeMEeHTUMa M Opoja MHTETrpalMOHUX Tayaka Tako JAa
KoepHUIMjeHT pedeKrcrje KOHBEpPrupa, a Aa TAYHOCT HYMEPHUUYKH W3padyHaTor KoeduiujeHTa Oyie
Beha oJ TauHocTH wu3MepeHor. JlomaTHo, MCIUTaH je M YTHUIQ] Bapujalyja pejaTHBHE
NEPMUTUBHOCTH €', Ha KoedpuuujeHT pediexcuje ' ga GUCMO MOTIM MPOLEHUTH U PEJATHUBHY

TpelIKy W3/ABOJEHUX JUENEeKTpUYHHX Tmapamerapa. Ca TUM IIUJbeBUMa TOCTaBJbEHU CY
eKCIIEPUMEHTH TIpHKa3aHu y oaesbiinma 4.8.1-4.8.3.

4.8.1. KOHBEPI'EHIIUJA KOE®UIIMJEHTA PE®JIEKCUJE

[{nsb excriepuMeHTa OMMCAaHOT Y OBOM OJIEJbKY j€ TIO/ICIIaBakh-e Pe/ia alpoKCUMaIlfje CTpyja y
HYMEpPHUUYKOM MoOJieNly M Opoja Tayaka MHTErpaluje Tako Ja U3padyHaTH KoepHUIHjeHT peduiekcuje
I koHBeprupa Ha CBUM Y4E€CTAaHOCTHMA U3 MEPEHOT OTICEera.

ExcniepumeHT ce cacToju of1 pauyHamwa [ 3a pa3nuuuTa nojeniaBama MoJiela, Ha HajHUKO] U
HAjBHIIIO] YIECTAHOCTH Mepema, Tj. Ha 2 MHz u 3 GHz , 1 To kasa je y KOMOpy IMOCTaBJbEH y30paK
No3HaTe peslaTUBHE MEepMHUTHUBHOCTU €', =3,5 u &', =10,85-10°, umju je npeunnk d =10 mm u
BucuHa h =16 mm. Y3opak je HampaBibeH o1 Marepujana Rogers 4350B, koju ce yecTo KOpUCTH y

MHUKpPOTAIACHOj TEXHHUIIHM, Ma CY M EroBH mnapamerpu nodpo mo3natu [121]. Bpoj Hemosnatux
KoeuIMjeHaTa y CBaKOj allPOKCHUMAIIMjU CTPYja Ha CBAKOM O] €JIeMEHaTa CTPYKTYpe BapHpaH |e u3
ckyna N €{4, 5, 6}, nox je Opoj unrerpanmonux radaka N;; MemaHn y omncery ox 60 mo 160.

Monayn 1 apryMeHT M3padyHaTHX KOMIUIEKCHHX KoeduiumjeHata pediexcuje npencTaBbeHn
cy Ha ciuuu 4.21 u TO Ha ropmeM maHeny Ha ydecraHoctm f =2MHz , a Ha nomem Ha

yuectanoctn f =3 GHz . Ca ciuke 4.21 moxe ce 3ak/byduTd Ja KoeduiujeHT pediekcuje
KOHBeprupa Ha o0e pasmatpane ydyecrtaHocTs kama je N =5 u N,, =120. Crora he 6am oBakaB
HYMEPHYKH MOJIeJ]l Y HaCTaBKy OWTH KOpHIINEH 3a eKCTPaKIHjy AMETSKTPUUHUX MapaMeTapa.
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Cnuka 4.21. Moayn u apryMeHT KOMIUIEKCHOT KoeduijeHTa pediekcuje komope Ha: (a) f = 2 MHz (ropmu
nanen) u (0) f = 3 GHz (momu manen). [66]

4.8.2. IIPOLIEHA TAYUHOCTHU KOE®UIIUIJEHTA PE®JIEKCUAJE: IOPEBEIE CA

AHAJIMTUYKUM PEHIEILEM

VY muspy mMpolleHe TAa4yHOCTH HW3padyHaBama KOMIUIEKCHOT KoedwuimjeHTa pediekcuje u3
HYMEpPUYKOT MOJelia KOMOpe, Tj. 1a OMCMO MPOBEPUIIH Ja JIM jeé TAYHOCT HyMEpUUYKOT Mojiena Beha
0J1 TAYHOCTH MEPEHa, CITPOBEJICH j€ clefichr eKCIIepUMEHT.

AHanu3upaHa je pefHa Be3a JBa KOAKCHjalHAa BOJAAa HUCTHX MOJIYNPEYHHKA, HCIYHEHHUX
Pa3NMYUTAM AMETCKTPUIIMMA, TIpHUKa3aHa Ha ciuiy 4.22. Paznor 300r kojer je m3aOpaH OBaKaB
MOJIeT 3a MPOIEHY TAUHOCTH HyMEpUYKEe aHAIIM3€ j€ MITO 33 Hhera MOXeMO aHAIUTUYKU U3padyHaTH
koedumjeHt pedrekcuje. JomatHo cy TOJYNPEUHUIIHM, IYKHUHE U PEIaTUBHE TMEPMHUTHBHOCTH
pellHe Be3e KOaKCHjaJlHUX BOJOBAa M3a0paHM Tako Aa OyAy HMCTOr peAa BEJIWYMHE Kao y MOJENy
komope. [IpBa ceknuja HCIymeHa je Ba3dayxoMm, a Apyra HEMarHeTCKUM JHEJICKTPUKOM 0e3
ryouTaka pelaTUBHE HEPMUTHBHOCTH €, =¢'.. llodynmpeyHuun cy HCTH Kao MOJYNPEeYyHHUIN

HamojHor Boja Komope, Tj. SMA konekropa (yHyrpammu & =0,6 mm, a croossammu
b, = 2,025 mm), 1ok je myxuHa cBake cekuuje L =6 mm. Ha moderky mpBe cekuuje je mpucTym
HomuHaimHe umnenance 50 ), 10k je Kpaj apyre cekmuje KpaTko cnojeH. Lusb je 6uo ynmopeautu

TEOPHjCKY BPEIHOCT KOMILJIEKCHOT Koe(HIMjeHTa peduieKcrje Ha pa3IndMTUM YyYeCTaHOCTHMAa, 32
pa3u4YnTe BPEIHOCTH PEIATUBHE TIEPMUTHBHOCTH JHETICKTPUKA APYTe CEKIHje, Ca KOMIUIEKCHUM
KOe(pHIIMjEeHTOM J0OHUjEeHUM U3 OAroBapajyher HyMepHuKor MOJIena.

Teopujcka BpeAHOCT KOMIUIEKCHOT KoeuIMjeHTa pedieKCHje MOXKe Cc€ H3padyyHaTu
cnenehum nmocrynkoM. Kako je kpaj Ipyre cekimje KpaTko CIIOjeH, TO je UMIIeJaHca Koja ce BUIH
TJIeIaHO y Kpaj APYror Boja jeHaka HYJH, Ma je UMIIeIaHca Koja ce BUIU TJIEaHO Y Kpaj TpBe
nmpeMa JIpyroj cekiuju jeanaka [99], [120]
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rae je KOe(QHIHUjeHT TPOCTUparma y JPYroM BOAY JEAHAK Y, = JO,/€yEly, a Herona

1

b, ) )
KapakTCpuCTHYHA UMIICIaHCa ZCZ = 2— ﬂ In—. Ta,ua J€ yliasHa HMIICJaHCa KaCKaaHE€ CECKIH]C
T SOST ai

nBa Boja jennaka [99], [120]

Z,—Z tanh(-y,L)

Z= ,
%2, -7, tanh(=y,L)

(4.29)

rae je KoeuIMjeHT IpocTHpama Yy IpPBOj CEKIHMjU jeIHAK Y; = Jo,/gyll, , a oarosapajyha

_ 1k | by

KapakTepUCTUYHA HMIefaHca Zy = n—.

T\ e a
0 i

Cama ce TeopujcKa BPEIHOCT YJIa3HOT

xoepunmjenta pediexcuje [ye,, Moxe uspadynaru us (4.27), rme je Z,=50Q nHomuHanna

UMIIeIaHCca IPUCTYTIA.

KommnekcHu koedunujeHt pedraexcuje ' u3padyHaT je U U3 HyMEPUUYKOT MOJeNna KacKaaHe
BE3€ OBUX BOJIOBa KOpUCTEhM MpPENoKeHW HYMEPHUKH MPUCTYI. Y HyMepuukoM moneny TEM
IIPCTEH TOCTaBJbEH j€ Ha IOYeTaK MpBE CEKIMje, OJHOCHO HAa MECTO MPUCTYMa. 3a pauyyHame
uHTerpana kopumiheHa je mpemioxena cmena (4.17) ca mapamerpuma my =7, m, =9 u my=7.

HakoH enekTpoMarHeTcke aHaln3e, KOMIUICKCHH Koe(HUIHMjeHT pedieKkcuje Hu3padyyHarT je Ha
ocHOBY (4.26) u (4.27).
PenatuBHa mnepMMTUBHOCT ApPYror AMENEKTpHKa BapupaHa je y omcery 1<g' <100 ca

KOPaKOM jellaH, a Pe3yJITaTd Cy MOHOBJbeHU Ha Tpu yuectanoctu: f =30 MHz , f =300 MHz u
f =3 GHz . Penatnpna rpemxa nymepudkor pesyntara, Tj. | —Tipeon | /| Tipeory |, Mpukazana je y

GYHKIMjU penaTHBHE TMEPMHTUBHOCTH JPYTOT IUENeKTpUKa €, Ha ciuiu 4.22 Ha CcBe TpHU

yuectaHoctu. Ca ciuMke ce MOXKe BHJETH Jla je penaTHBHA rpemka Mama ox 0,1 % Ha cBe Tpu
YYECTaHOCTH 3a CBaKy OJI pa3MaTpaHUX MEPMHUTUBHOCTH. Kako je oBa penaTMBHA Tpelika MCIIOJ
rpeuike Mepema (0 kojoj he Outu peun y onesbky 4.9), 3akibydyjeMo Aa je U MoOJead KOMope ca
WCTUM TOIeIIaBabuMa JOBOJFHO TauaH 3a MPUMEHY 32 KOJy j€ HaMEHEH.

HonatHo ce Ha ciui| 4.22 Moxe MPUMETUTH U NoBehame pelaTuBHE Tpelke ca MopacToM
yuectaHocTd. Kako je ucto monemaBame Mojena (MCTU pejl alpoKcumaluje U Opoj Tadaka
MHTEeTrpalyje) KopurheHo 3a cBe TpU y4eCcTaHOCTH, OBAKBO MOHAIIalke je U odekuBaHo. Haume, npu
BUIIMM YYECTAaHOCTHMA Cy W €JIEKTpHYHE AyXKHHE Y Mozaeny Behe, ma je moTpebaH M BUIIH pef
arnpoKcHMallija cTpyja 3a UCTY TauHOCT.

Y mwpy yTrBphuBama KOJMKO je TayHUX Iudapa P marpuile cuctemMa MoTpeOHO na Ou
penaTuBHa rpemika koeduuujeHta peduekcuje O6una ucnox 0,1 %, cnposeneH je cueaehu
excriepuMeHT. [lonasehu on MaTpuile cucreMa y K0joj Cy €JIeMEHTH u3padyHaTH ca 6ap 12 TtauHux
nudapa, y cBakoM HapeIHOM KOpaky jeiHa Iudpa je mocraBbeHa Ha Hyiy, nonasehu on mudpe
HajMamwe TexkuHe. Ha Taj HauuH je Opoj TauHuX nudapa Ha jeTHOCTaBaH HAYMH CMambEH 3a jeaH.
OBaj KOpak je MOHaBJbaH JIOK €JIEMEHTH MAaTpUIle HE OCTaHy ca caMO jeJHOM Ta4HO M3pauyHaTOM
3HauajHoM Luppom. HcroBpemeHo je ucra mpoueaypa NpUMEHEHAa U Ha €JIEMEHTE BEKTopa
cnoboaHuX wiaHoBa b. Y cBakom kopaky, Tj. 3a cBaku Opoj TauHO M3padyHATUX 3HAYajHHUX IHpapa
P, cHCTeM JIMHEapHUX jeHaYMHA j€ PelIeH, HAKOH Yera je u3padyHar u oAaroapajyhu xoeduuujeHt
peduexcuje u3 (4.26) u (4.27), Ka0 W peNaTHBHA TPEIIKA Y OIHOCY Ha TEOPHJCKO PEIICHE

| - 1—‘theory | / | 1—‘theory | .
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Crnuka 4.22. PenaTtuBHa rpeuika koeduiujenta pediekcuje KackaJHe Be3e JBa KOaKCHjalHa Boaa y
(GYHKIMjH peaTUBHE TIEPMUTUBHOCTH apyror Boga Ha 30 MHz, 300 MHz u 3 GHz. [66]

VYdecTaHocT Ha Ko0joj je ekcrnepumeHT crmpoBeneH je f =300 MHz , nok je penatuBHa
NEPMUTUBHOCT JUENEKTpUKa Yy JApyroM BoJy BapupaHa y omcery 1<eg, <100. Ha cmunu 4.23
NpHUKa3aHe Cy peJaTuBHE Tpemike koeduiujeHTa pediekchje u3padyyHaTe HAKOH aHalIHM3e ca
dynkujama 6asuca Bumer pega ca p =1 2,...,14 mudapa koje y eleMEHTUMA OpPUTHHAIHE
MaTpulle HUCY NMPOMEHECHM Ha Hyly. Kako cy eleMeHTH MaTpulle CUCTeMa M3padyHatu ca 12
TayHUX IUdapa, To Cy penatuBHe rpemike 3a P €{14,13,12} npaktuuno ucre. Kama je p =11,

IocToje Maja oJcTymnama. Jlajke cMamuBame Opoja 3HadajHMX LHUdapa BOAM Ka CMambUBamby
TAYHOCTH KoepuuMjeHTa peduiekcuje, Tj. TNoBehaBamwy pellaTUBHE TpeUIKe H3padyHaTor
koeunmjeHTa pedaekcuje y 0OIHOCY Ha TeopHjcKy BpemaHocT. Ca ciuke 4.23 MOXe ce 3aKJbYIUTH
Ja je JOBOJbHO HU3pauyyHaTH eJleMeHTe MaTpule ca P =9 TayHUX 3HayajHUX Ludapa na oOu
penaTtuBHA rpemnika koeduijenta pediekcuje oumna ucnon 0,1 %.

KonauHo, a 6ucMo yTBpIWIN Jla JIU j€ 3a aHaIu3y e(UuKacHUje KOPUCTUTH QyHKLHMje Oa3uca
HIDKET WM BUIIIET Pelia, CIPOBEICH je U clefiehu excriepuMenT. Pe3ynratu ananuse ca GyHKIHjama
6a3uca BuLIer pefa ynopehenu cy ca pesyaratuma aHaiause ca GpyHkujama 6a3zuca HIXKET pena. 3a
anmpokcumMaiije GyHkijama 6a3rca HIKET pefa n3abpanu Cy MOJUHOMH pefia HyJia Wi jefaH, 0K
Cy 3a ampokcumalje ¢pyHKurjama 6as3uca BUILIET pesla n3adpaHu MOJMHOMH pefa BUILET O]l jeJaH.
JHonarHo, 3a moTpedOe aHanmuse (yHKIMjamMa Oa3zuWca HIDKET pena Ouio je MOTpeOHO MOACIUTH
eJIEMEHTE HyMEpPHUYKOI MOJejla KOMOpe Ha CUTHHje, Y OJHOCY Ha OHe npukazaHe Ha ciuiu 4.20.
Hajpeha nyxxuna y TtakBoM Mmogmeny je |=1mm. Kako je pamHa y4ecTaHOCT €KCIEpHUMEHTA

f =300 MHz , To je enektpuuna nyxxuHa HajBeher cermenta | /A =0,01 3a ¢, =100. Pesynraru

Cy I00MjeHH ca MHTerpajluMa U3payyHaTHM ca JIB€ WM TpU TauHe 3HavajHe uu¢ppe. Haume, Bpeme
aHaim3e ca (QyHknujama Oa3uca HWKEr pema ca P =3 TayHO HM3padyHaTe 3HA4YajHE MHPpe
MPAaKTUYHO je UCTO Kao U BpeMe Koje je MOTpeOHo 3a aHanu3y (yHKIMjama Oa3uca BUILET pela ca
p =12. Pasznor je y moBehanoM Opojy elleMeHaTa MOJIeNa, Ta je U YKyImaH Opoj HeMmo3HATHX MPH
aHanu3u QyHKIMjamMa 0a3uca HUXKeT pefa Behu Hero npu aHaiau3u QpyHKIMjama 6a3uca BULIET peaa.
Pesynratu mpencraBibenn Ha cimiu 4.23 1mokasyjy Ja, 3a UCTO BpeMe aHaln3e, alpoKCHMaIluja
¢yHkuMjama 6a3uca BUILIET pesia Aaje jeJaH pell BeIUYMHE Mamby PeJaTUBHY IPEeUIKy Koe(puIijeHTa
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pednekcuje. OTyna ciaeau aa je 3a aHaau3y ca BHCOKOM mpenu3Homihy edukacHUje KOPUCTUTH
¢byHkuuje 6a3uca BUILET pera.

10 ] T T T

‘-‘—Q—Q—-‘—Q—Q—-‘—Q—Q-‘—‘-Q-‘—‘--‘—‘—‘--‘—Q—
10° F|—e—h.0. p=14 —#%—n.0. p=10 =B h.o. p=6 — & —h.0. p=2
F |—4—h.o. p=13 —0—h.0o. p=9 % h.0. p=5 — € —h.o. p=1
F|—8—ho. p=12 O ho. p=8 - # h.o. p=4 —&— Lo, p=2
_1 | [——h.o.p=11 < h.o. p=7 ¢ h.o.p=3 —<&—lo.p=3

Bodogdogog dogdod dog g gog dogodogod

Crnuka 4.23. PenaTuBHa rpenika koeduirjeHTa peduiekcrje Kaaa cy MaTpUIHU eIEMEHTH H3padyHaTH ca
pasnuuuTUM OpojeM TauHuX IHdapa P y ciydajy anpokcumaiidje GpyHkimjama 6asuca sumier peaa (h.0.) u
uiwker pena (1.0.). [66]

4.8.3. YTULIAJ BAPUJALIMJA PEJIATUBHE IEPMUTUBHOCTH Y30PKA HA

KOE®OUIHNJEHT PE®JIEKCUJE

Ca nuipeM gajbe NpUIOpPEMe NOCTyNKa ojpehuBama pelaTUBHE NEPMUTHBHOCTH Y30pKa
Kopuctehn HyMepHYKd MOJENT KOMOpEe, HCIHMTaHa j€ 3aBHCHOCT KOMIUIEKCHOI KoeduiujeHra
pebnexcuje I ox penaTMBHE MEPHUMUTHUBHOCTH y30pka ¢€,, Tj. pyHkuuja I'(g,). AHanuTHYKH

oomuk pyunkimje ['(e,) Huje mo3uar. Mnak, ako cy Bapujanuje y €, maie, TO je Ha OCHOBY IpBa JBa
yyiaHa TejopoBor pa3Boja y OKOJUHH €, , MOryhe HanucaTu cieaehy anpokcuManujy

I'(e, +Ag,) = I'(g,)+I"(g,)Ag,, (4.30)

jep je oueKkuBaHO Ja ojrosapajyhe Bapujanuje y [ Oyay JuHEapHO NPOMOPLMOHATHE, TJ.
Al =T"'(g,) A, .

[IperxomHo TBpheme WIycTpoBaHO je HW Ha pesynratuma cieaeher eKcliepruMeHTa.
W3pauyHate cy arconmyTHe mpomMeHe y [T HOpManu3oBaHe Ha pellaTHBHY MPOMEHY €,, Tj. OJHOC

|AF/ Ag,
&

r
BpenHOCT. Ta ce BpeAHOCT pa3lIuKyje 3a pa3IMuuTe y4eCTaHOCTH M pa3nuuuto ¢, . Ha ciumm 4.24

. Ha jennoj yuectanoctu u 3a Maye Bapujaldje y € OBaj OJHOC UMa KOHCTaHTHY

JaTa je HopMaJM30BaHa MpoMeHa KoeduiMjeHTa pediekcuje y ciayyajy nomenyror Rogers 43508
y30pKka koju je Beh ucrimtuBan y oaesbky 4.8.1. Ca rpaduka ce Moke BHJICTH JIa aKO je pelIaTHBHA

Ag,
€

npomena nepumuruBHOCTH y omcery 1070 <|Ag /g, |<107%, omma je omHOC |A1"/

r
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KOHCTaHTaH, IITO je MOTBpAa mpermocrtaBke koja cieau u3 (4.30). Ca gpyre crtpaHe, Kaga je
|Ag, /€, |<107°, npucyran je HyMepHuKM WIyM MpOLEHE H3BOAA, Tj. AM(EPEHIHUpar-a, Ma
nponopuroHanHocT u3 (4.30) Bume He Baku. Kanma je, mak, penaTMBHA MMPOMEHA BEJIHMKa, Tj. 3a
| Ag, /'€, [>1072, nuneapua anpokcumanuja (3.2) BHIe HHje TOBOJBHO J0OPA, jep BUIIM PEIOBH Y
TejmopoBom pa3Bojy wumajy cBe Behm yrunaj Ha KoeduuujeHT peduiekcuje, Ma IMOHOBO
MPONOPIIMOHATHOCT HE BaxH. Mmak, Kako je y IIMPOKOM OIICeTy HOPMalM30BaHE IPOMEHE
penaTHBHE IEpMHTHBHOCTH |Ag,/g,| HopMamu3oBaHa TmpoMeHa KoeduimjeHta pedrekcuje

|AF/A

€
Pesynratu ca crnuke 4.24 MOory ce MCKOPUCTHTH 3a MPOLIEHY pelaTHBHE TPEIIKe U3/BOjEHUX
penaTUBHUX NEPMUTHBHOCTH Ha cielehu HauMH. AKO INPETIOCTaBUMO Ja j€ Y30paKk ca MajuM
ryounuma, ma je ||l (kao mTO je TO cCiy4aj KOJ HCIUTHBaHOTr y3opka Rogers 4350B

€y

KOHCTaHTHA, TO OBaj EKCIIEPUMEHT NOTBphyje HyMepHUUKy CTaOMITHOCT MOJIeIa KOMOPE.

r

marepujana), onaa je |Ae /g, |5 Al'|/K, rne je K koHCTaHTa KOjy MOXEMO OJIPSIHTH Ca
ciuke 4.24. Ha npumep Ha ydecranoctu f =300 MHz koncranra je K ~0,3. Ako nmpeTnoctaBUMO
na je HecurypHoct mepema |Al|/|T'|=15% [122], 3a y30opke ca mManuMm ryOunmma je Tajaa
| AT |=1,5%, 10 je nHa f =300 MHz penaruBHa rpeiika U3IBOjeHE MEPMHUTUBHOCTH TPUOIUKHO
jenHaka | Ag, /g, |[5| AI' | IK =5 %.

T T T T T T T

—&— (=30 MHz
—<¢— /=300 MHz
—®— (=3 GHz

|AT|/|Agred
=

_2 1 1 1 1 1 1 1 1
10
10 107 102 1071° 10® 10° 10* 1072 10

|A8r/8r|

Ciuka 4.24. AnicoyTHa IpoMeHa KOMILUIEKCHOT KoeduijeHTa komope I HopMann3oBaHa Ha PElaTUBHY
NPOMEHY peJIaTHBHE IEPMUTHUBHOCTH y30pKa Ag//€r. [66]

4.9. MEPEE PEJJATUBHE IEPMUTUBHOCTU MATEPUJAJIA

Kopucrehu npencraBibeHn HyMEepUUYKU MOJIENT KOMOpe, YKJbY4yjyhul U IipesioskeHe CMeHe 3a
HYMEpPHUYKY HMHTETPaIHjy, ca jelHEe CTpaHe, Ka0 M XapIBEPCKy IOCTaBKy Mepema KoedwuiujeHTa
pediexcuje, onucaHoM y 011eJbKy 4.7, ca JApyre cTpaHe, U3BOjeHE Cy peslaTUBHE MEePMUTHBHOCTH
teona, kao u Matepujaia Rogers 4350 u FR-4, xoju ce yecto cpehy y MEKpOTaJIaCHUM KOJIUMA.
JlogatHo, U3/IBOjEH je U TaHT'eHC yria ryouTtaka y3opka FR-4 marepujana.
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Tedmon (PTFE) je uzabpan 3a mpoBepy MOCTyIIKa ¢ 003UPOM Ha TO Ja j¢ HeroBa pellaTHBHA
HNEPMUTHBHOCT €', = 2,1 mo3Harta, oK je IMaruHapHH J1€0 KOMIUIEKCHE peJIaTUBHE EPMUTUBHOCTH

g". <107 [123]. C 0631poM Ha TO Ja MMATHHAPHH €0 PEIaTHBHE IEPMUTHBHOCTH MMa BPJIO MAITy
BPEIHOCT, TO TYOHIIM OBOT MaTepujana Hehe Outu aHanmu3upanu. Y HyMEpUIKOM MOJIEITY U3 Kora je
u3aBojeHo &', TedioHa, AMETEKTPUK y30pka je Oe3 ryOuraka, JOK Cy TyOMIM Yy MeTaliuMa

yKJbyueHH. PenaTuBHa MEpMUTHUBHOCT y30pKa €', BapupaHna je y okonuHu €', = 2 ca kopaxom 0,01.

Mepeme penaTuBHE IEPMUTUBHOCTH Te(dIIOHA j€ M3a30BHO ¢ 003UPOM Ha TO Ja je OHa OJHcKa
peNaTHBHOj MEPMHUTUBHOCTH Bakyyma (Tj. ONHMCKa jeIMHUIM), a ¥ MPEYHHUIM Yy30pKa KOje CMO
KOPUCTHJIM Cy JBa IyTa MamM OJ MPEYHUKAa KOMOpEe, Ma OBaj MaTepHjall CTBapa BPJIO MaiH
KOHTPACT y OAHOCY Ha OCTaTak KOMOpeE, OJTHOCHO Tpa3Hy Komopy. OTyaa ciieu /a je yTUllaj OBOT
y30pKa Ha KOMIUICKCHH KOe(hUIIH]eHT pedieKcHje KOMOpe PEIaTHBHO MAJIH.

MepeHa cy 4eTUpH y30pKa pa3IMuyuTHX TUMeH3Hja uctor Tediona. CBH y30pIH Cy IPEYHUKA
10 mm, oK cy BHCHHE pa3IuuuTe W H3HOce 2mm, 3mm, 4mm u 5mm. PenatuBHa

NEPMUTHBHOCT €', H3/BOjeHa je Ha ocaM ydecraHocTH y omcery onx 300 MHz no 2,4 GHz u
pe3yJITaTu Cy yrnopeno npuka3anu Ha ciuiu 4.25.

2,5 T T T

1,5

Ey

—¢—y30pak TeduoHa =2 mm
1 —e—y30pak Tedona £=3 mm
—<—y3opak teduoHa ~=4 mm
—=—y30pak Tedyona ~=5 mm

O L 1 1 1
0 0,5 1 15 2 2,5

/[GHz]

Cnuka 4.25. PenatuBHa nepMUTHBHOCT Te(IoHa JOOHMjeHA MEPEHEM y30paKa UCTUX MPEYHUKA U
Pa3IHYMTHX BUCHHA. [66]

W3 npukazaHux pesyiaTara MOXKE ce€ BHUJETH Jla je pejaTUBHA Tpelllka M3JBOJEHOT &', OKO
+5%, mTo je wumyctpoBaHo Ha ciuuu 4.25. IlponemeHa rpemka Mepema KoepulMjeHTa
pednexcuje je oko 1,5%. Ona motude oj BuUIlle pazauuUTUX (AKTOpa, Kao IITO Cy Tpelika y
Mepemy IUMEH3Wja KOMOpe M Yy30pKa, MOBpIIMHCKAa XpamaBocT (eHriecku: surface flatness)
y30paka, Kao M caMe€ Komope (IUTO HMMa 3HayajaH yTHI[a] Ha MeEpema y30paKka BEeIHKHX
MEPMUTHUBHOCTH), Ta4aH I0JIOKA] Y30pKa Y KOMOPH, OJJHOCHO KOJIHMKO je TIOMEpEH OJ IeHTpa (IITO
MMa 3HayajaH YTUI1aj] HA MEpelka Ha BUCOKHMM yUeCTaHOCTHMMA), MEpHA HECUTYPHOCT KOpUIIheHOT
aHanmm3aTopa Mpexa u Jip. Kopucrehu ce npouenom koncrante K ca ciuke 4.24, nobuja ce aa je u
OYeKWBaHa Tpemka oko +5%, Ha cIMYaH HAaYMH Kao ITO je TO ONUCaHO y ojnesbKy 4.8.3.
OmnpaBaaHoct kopuithema pesyirara ca ciuke 4.24 3a MpOILEHY T'PEIKe Y OBOM EKCIIEPUMEHTY
JISKU Y YMEHUIIM 12 je €', Te(IIoHa CIMYHOT pella BeMUYMHE, oK €, MMa jako Maje BpeIHOCTH.

C 0o063upom Ha TO J1a Cy MOOHMjE€HU PE3yNTaTH, Ka0 U TMPOICHEHE TPENIKe OYCKWBAHHM, OBa
Mepema Tedona BepuduKyjy npeiokeny npoueaypy 3a oapehupame peaaTuBHE TEPMUTUBHOCTH
Mmarepujana.
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Crnenehm y3opiu Koju Cy MCUTHBaHU cy on matepujaita Rogers 4350B u FR-4. [Ipeunuiu
y3opaka cy takohe 10 mm. Bucuna Rogers marepujana je 1,52 mm, a matepujana FR-4 0,8 mm .

JluMeH3uje y30opaka Cy MEpeHe MHKpOMETapcKuM 3aBpTimeM. O0a MmaTepujajia MMajy U CJOj
MeTamu3almje, Koja je 3aHeMapeHa NPUINKOM Mepermha JUMEH3Hja U HyMeprUiKe aHaJIn3e.

OBu Mmarepujanu cy yecTo KOopuimrheHn y MHKpOTaJaCHOj TeXHHUIM Npu u3paau koia. Crora
Cy mapameTpHu IUeNeKTpuka A00po mo3Hatu. PematuBHa mepmMuTHBHOCT ROQErs marepujana je
3,48+0,05 ma 10 GHz [121], mok je ouekuBaHa penaThBHA nepMuTUBHOCT FR-4 Matepujana (oko)
4,5 [109]. Hajupe cy onpeheHe penaTHBHE NMEPUMHTUBHOCTH y30paka IpU 4YeMy Cy TyOUIH Y
IHMEIEeKTPUIIIMA 3aHEMapeHH, K0 M y eKCIEPHUMEHTY ca Te(hIIOHOM.

PenaruBHe mepMuTuBHOCTH y omcery ydyectaHoctd ox 2 MHz no 3 GHz mpukaszane cy Ha
cmum 4.26. 13 pe3ynrara ce MOKe BUJICTH J1a Cy OCLWJIAIM]E pelaTUBHE NEPMUTHUBHOCTH OKO 0,1,
IITO Cy yKJana y OYeKHUBaHY IpemKy oa oko +5%, ciuyHo Kao M Ipu Mepemy mapamerapa

tedona.
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e FR4 —

1
Er
w
or

°

WOEL LD T ZT DY RS SRPSRNy S e -4
oS ETeTe : -: TS e . g0 ®] 10"
21 &% 5 l,.«-.w-.q"" Ct ettt

1:. ‘ | | 1073
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

/[MHz]

Cnuka 4.26. Penatusna nepmuruBHocT Rogers 4350B u FR-4 marepujana.

OcuM penaTHBHE EPMUTUBHOCTH, KOja je Ha ciuiM 4.26 nmpuKa3zaHa Ha JIEBOj OCH, Ha JIECHO]
je mata W JneBWjanMja u3padyHaror koedumujeHTta pediekcuje I, moOujeHOr KopuIThemeMm
HYMEpPHUUYKOI MOJejla 3a PeJaTUBHY MEPMUTHBHOCT KOja je U3/BOj€HAa, y OJHOCY Ha HM3MEpEHHU
koepuuujeHt pednekcuje I, . JeBujanuja je uzpauyHara kao

— |F_Fmeas | .

4.31
T | (431)

r

VY cnydajy Rogers marepujana, neBujanmja je Mama of | % Ha I1eI0oM HCIHUTHBAHOM OTICETY
yuecTaHocTH, 10K 3a FR-4 marepujanm oHa M3HOCH 70 HEKOJIMKO TpolieHaTa. I'pemika 3a apyru
Mmatepujan je Beha jep cy ryounu FR-4 matepujana Behu, ma mmajy v 3HayajHUjU yTHIQ] Ha
koepuuujeHT pediuekcuje. Kao mro he Outn nokasaHo y HapeJHOM €KCIEPHUMEHTY, JeBUjaluja he
OWTH Mama aKo ce Y HyMEPHUYKH MOJIEN YKIbyde U TYOUIN Y TUETCKTPHUKY.

Kako cy ryounu Rogers 4350B marepujana Bpjio Maiu, OTHOCHO HUMarvuHapHU J1€0 pellaTHBHE

MIEPMUTHUBHOCTH € 8"rS9,8-1074 Ha 10 GHz [121], To OHM HHCY HU3BOjeHH KOpHIINCHEM

npemaioxeHor Mmeroga. OuekuBanu ryounmn matepujana FR-4 cy 3a pen Benmumae Behu, ma hemo
TaHTeHC yria ryouTaka OBOT MaTepujaja U3ABOJUTH.
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Exkcrpakimuja je u oBne cnpoBeneHa ynopehuBameM koeduijeHTa peduiekcrje u3padyyHaTor
Ha OCHOBY HyMepHuKkor mozaena [’ u m3mepeHor I ... OBaj myT cy y HyMEpPHUUIKH MOJIEI, TIOPEX

ryouTaka y MeTaly, YKJbYYCHH U TYOWIH y JIUENCKTPUKY, JOK Cy 3a PEIaTUBHY MEPMUTHUBHOCT
HMCKOpUITNEHW PE3yJITaTH M3 MPETXOJHOT EKCIIEPUMEHTA, NMpuKa3zaHu Ha ciunu 4.26. M3aBojenn
TAHTEHC yIJla TyOWTaKa Jar je Ha JieBoj ocu cimke 4.27, nok je Ha necHoj ocu nesujanuja (4.31)
koeduijenTa peduiekcuje, Koja je cajaa y 1ejioM OICery YY4eCTaHOCTH Mama o1 1 %.

0,1 : : . , : 1071
0,08 |
41072
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0 ' ' 105
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
/[MHz]

Crnuka 4.27. Tararenc yria ryoutaka FR-4 marepujana.

OBUM eKCIIepUMEHTHMAa MOTBpPEHO je Ja ce TPEeAIOKEHUM METOJOM MOTY H3JIBOJUTH
penaTMBHA NEPMUTHBHOCT U TAHI'€HC yIya TyOWTaka, Tj. KOMIUIEKCHA pelaTMBHA NEPMUTHBHOCT
y30paka HeMarHeTckux wmarepujana. [Ilpm ToMe y3opuu Mopajy OUTH Yy OOJUKY KpY>KHUX
WINHAApa, TaKBUX JAMMEH3HMja Jla cé MOTY CMECTUTH Yy KOMopy. 3a oJpehuBame TaHTeHca yria
ry6uTaKa moTpe6Ho je u aa 6yae tand >1072.
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5. BAKJbYUYAK

VY  naucepranuju cy IHpeJIO)KEHE HOBE CMEHE KOje IIOHUINTaBajy CHHIYJapUTETe
MOJUHTETPATHUX (YHKIHja KOjU ce cpehy MpH eneKTpoMarHeTcKoj aHaJM3W METOJOM MOMEHATa.
Omne 06e30ehyjy HyMepHuKy UHTErpalujy CUHIyJapHuX (yHKIMja ca BUCOKOM TauHouuhy (011cKoj
MAIIIMHCKO]) HA pauyHapcKu edukacan HauuH. Kana cy mHTErpany, Tj. €J1eMEHTH MaTPHUILIE CHCTEMA,
U3pavyHaTH ca BUCOKOM TauHOIINy, Tajga U pellemhe CUCTEMA JIMHEapHUX jelHaunHa Jaje pe3yTar
ca BUCKOM TauHomhy. JIpyrum peumma, TyCTHHE MOBPIIMHCKHX CTpyja H3padyHare cy ca
MUHMMAJIHOM TpeUIKoM HMajyhu y BuUAy Ja je HMMIUIEMEHTallMja MeToJa Ha padyHapy ca
IpeIcTaBOM OpojeBa y IBOCTPYKOj TAUHOCTH, Tj. JIa je MaKCUMallaH Opoj TauyHux mudapa 15.

IIpu HyMepuUKoO] eleKTpOoMarHeTckoj aHaau3u 2-D cTpykTypa meromoM MoMmeHaTa Lusb je€
010 ca BHCOKOM TauyHOIINY HM3padyHATH LEIOAOMEHCKY alpOKCHMAIMjy TYCTHHE MOBPIIMHCKHX
crpyja. Tpake koje cy pa3MaTpaHe HampaBJbEHE Cy OJ CaBPLICHOI MPOBOJHUKA, OECKOHAYHO CY
TaHKe M OECKOHAYHO Cy JOyradke, a pasIMUUTUX Cy TONPEYHHX Ipeceka. AHaIM3HpaHe Cy Kao
pacejaud Ha Koje Hauia3u paBaH, yHudopman tanac y TM uwnmu TE moxy. Merogom MomMeHara ca
HEYHU(OPMHHM ITOJICIIABAEM Yy TauyKaMa cucTeM MaKCBEeIOBUX jeHAYMHA TPaHC(POPMHUCaAH je y
CHCTEM JIMHEapHHUX jelHauMHa Cca HEMO3HaTUM Koe(HUIMjeHTUMa W3 pa3Boja CcTpyja. PauyHcku
HAj3aXTEBHUJU KOpak Npu (opMupamy cucTeMa JUHEapHUX jeJHauMHa je padyHamwe eJleMeHara
MaTpulle CHUCTeMa, a KOjU IMIPeJCTaBJbajy MHTErpajie ca CHUHTYJIAPHUM IOJMHTETPATHUM
¢ynkuujama. Kana je matpuna cucrema gopMupaHa, CUCTEM JIMHEApHUX jeqHaunHa pemeH je LU
JEKOMITO3UIIM]OM U 3aMEHOM YHa3aJl.

VY je3rpy uHTerpaga Koje je MoTpeOHO Hu3padyHaTH NHpu (QopMHUpamy MaTpHIle CHCTEMa
JMHEApHUX jeTHauUMHa, M0jaBJbyjy ce XaHKenoBa (yHKIHja JApyre BPCTe€ M HYJITOT peAa, OJHOCHO
apyre Bpcre W mpBor pena. IlomeHyre XankenoBe (yHKIHjEe Cy CHHTYJapHE Kaga Cy HUXOBU
apryMeHTH jefHaku Hynu. HakoH paszBujama y TejiopoB pea y OKOIMHHU HyJe, ITOKasyje ce Ja je
CHHTYJIapUTeT XaHKeJoBe (QYHKIMje Apyre BpcTe W HyaTor peraa obmmka logR, mok je
CHHTYyJapuTeT XaHKenoBe QyHKIHMje Ipyre BpcTe U npBor pena odiuka 1/ R . [Ipeanoxero je mect
pa3IMYMTHX CMEHA M 3a CBaKy je TEOPHjCKHU J0Ka3aHO Jia MOHHINTaBa CUHTYyIapuTeTe oomuka l0g R

u 1/R. Tume je o0e30eheHo na ce Hymepuuka MHTErpanuja TPaHC(HOPMUCAHUX MOTUHTETPATHUX
¢dyHIKH]ja cripoBesie ca BUCOKOM TayHoIthy. ¥ 0Boj nucepranuju KopuurheHa je ctanaapasa ['ayc-
JlexxanipoBa HyMepHUYKa HHTETpaIlja HAaKOH CMEHa.

Pesynratu cy Bepu¢ukoBanu ynopehuBameM anmpokcuMalMja TyCTHHA CTpyja Ha Tpakama
TOOMjeHNM IIeJIOJIOMEHCKOM aHAJIM30M ca TPEJIOKEHHM CMEHaMa W aHAJM30M KOMEPIIHjaTHUM
corBepom. IIpu Tome je mporeHa aeBHjanuje u3Mehy pesynrara oko 1 %, mMTO MOTHYE O] TOMAJIO
pa3IMYUTUX BPEAHOCTH KOjUMa JBE MPEIJIOKEHE alpoKCHMalldje KOHBEprupajy ¢ o03MpoM Ha
paznuuute 6a3ucHe GpyHKIH]e.

HymepnukuMm ekcriepuMeHTHMa TIOKA3aHo je | J1a Cy MPeIoKEeHe CMEHE MOTOIHE 33 aHAIIU3Y
Tpaka MNPaKTUYHO TPOU3BOJFHOI OOJHMKA IOMPEYHOr Mpeceka (paBHa, Mapabonia, pazIuuuTH
OTBOPEHHM ¥ 3aTBOPEHU OONUIM). 3axBa/byjyhW BHCOKOj Ta4HOCTH WHTErpaia, TpaHUIIC
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SNEKTPUYHUX TUMEH3H]ja IenoomMeHcke ananmse 2-D ctpykrypa momepene cy Ha 4000 TamacHUX
nyxuHa. [Ipu Tome je pen 6azucue gynkiuje 6uo 14000. Hakon nobujama moparaka U3 BEIUKOT
Opoja HyMEpUYKHX eKcliepuMeHara (popMupane cy aHamuTHuke (GopMylie 3a mapaMerpe CMeHe U
notpeban Opoj MHTETPAIIMOHUX TayaKa 3a MHTETPAIlHjy ca BUCOKOM Ta4HOIIhy y GyHKITUJU O] cCamo
enextpuuHe mupuHe 2-D crpykrype. Tume je npemioxkeHna ayroMaTcka mporeaypa 3a ananusy 2-D
CTPYKTypa ca BUCOKOM TayHouIhy.

MortuBanyja 3a TPOMHUPEHE OBOI' HCTPaXKHMBamka JIOJIA3W W3 aHalM3e POTAIMOHO
CUMETPUYHHX CTpyKTypa. KoHKpeTHO, OMIO je MOTpeOHO HANpaBUTH INTO TAYHUJH HYMEPUUYKH
MOJIEJT KOMOPE 32 MEpeHhe MmapaMerapa AUEICKTPUKa, TIe KOMopa U y30pIH MaTepHujalia moceryjy
poramiony cumerpujy. OpnpehuBame IHENEKTPUYHMX IapaMerapa y3opaka peajiusyje ce
ynopehuBamem wu3MepeHor koedunujeHTa pediekcuje ca OHUM JOOHMjEHHMM €3 HYMEPHUYKOT
mojena. [Ipu Tome je Omno nmoTpedHo 00e30enuTH Aa TAYHOCT HyMEPHUYKOT Mozena Oyae 6ospa o1
TayHOCTH Mepema. Crora je mpemioKeHa M CMEHa JBejy MPOMEHJBHBHX, KOje TPEACTaBIbajy
JIOKaJTHE KOOpJIMHATE POTAIMOHO CHMETPUYHHMX CTPYKTypa, uuMe je o0Oe30ehena BHCOKa TayHOCT
HYMEpHUYKE EJIEKTPOMAarHeTCKe aHalli3e POTAIMOHO CUMETPUYHUX CTypKTypa. Ha Taj HauwH cy
rpaHHIle Mepema IHEIeKTPUYHHUX IapaMeTapa Marepujajia KOMOpPOM IIOMEpeHEe ca J0cCa/allmbe
yuectanoctd o1 1 GHz, muktupane KBa3MCTaTHUYKUM HYMEPHUUYKUM MOJIEIIOM KOMOPE, JI0 AyOOKO y
OTICeT MUKPOTAJIACHUX YYECTAaHOCTH.

Y [peTxogHMM eKCIepUMEHTMMa je HaKoH ojaroBapajyhux cmeHa, kopumhen [ayc-
JlexxanipoB METO[] 32 HyMEPHUUKY MHTETPAIHjy, TOK Cy MapaMeTpy CMEHa ONITHMAITHO MOICIIaBaHN
TaKo Ja noTpedan Opoj MHTETpaIlMOHUX Tayaka 3a HajBehy TauHocT Oyne muHumanan. Kao npeamer
JaJbeT UCTPAXHBAKA 0CTaje HCITUTHBAKE Ja JIM IPUMEHA IPYTUX HYMEPUYKHX METOJ1a HHTErpalyje
HAKOH MPEUIOKEHNX CMeHa 00e30eljyje UCTy TayHOCT ca Mame MHTErpallMoHuX Tadaka. /logatHo,
ayromarm3aiyja WHTerpanuje je ypaheHa Ha mpuMepy jeaHe OJ IIecT CMeHa, OJ KOJjUX CBaka
MOHHUIITaBa CUHTYJIAPUTETE O/ MHTepeca 3a 2-D Hymepuuky ananuzy. Hamehe ce nurame ga mu 6u
ayToMaTH3alfja MHTETpalrje ca HEKOM O] APYTMX CMEHa pe3yJTOBala 3HAYajHO APYradydjuM
aHaTUTHYKUM  (opMyliamMa 3a TpoleHy Tlapamerapa CMEHe, OJHOCHO MOTpeOHor Opoja
MHTETPALMOHUX Tadaka.

[Mpemioxxenu nocrynak onpehuBama AUEICKTPUYHUX MMapaMeTapa MatepHjaia moapa3yMeBa
Mepeme HEMarHeTCKHX Yy30paka. 3a TMOTIyHHWje OMUCHUBAKE y30paka MaTepujaya, MOTPEeOHO je
OCMUCIIUTH W HAlPaBUTH TOCTYNAK MEPEHa U MarHETCKUX OCOOMHA Marepujana, y MPBOM peay
pelaTHBHE TEpMEeaOMIIHOCTH JIMHEApHHUX Yy3opaka. llpemno3m y nuTepaTypu TOCTOje, a 3a Ta
Mepema Cce MOXKe MCKOPUCTH UCTH MJTH BPJIO CIIMYaH HyMEPHUKH MOJIEN Kao MOJIEN pa3BUjeH Yy OBOj
JUCEPTALIH]H.

112



JINTEPATYPA

[1]
[2]
[3]
[4]
[5]

[6]
[7]
[8]
[9]

[10]
[11]
[12]

[13]

[14]

[15]

Harrington, Roger F., Time-harmonic electromagnetic fields. New York: IEEE Press, 2001.
C. Balanis, Advanced engineering electromagnetics. New York: Wiley, 2012.
J. Jackson, Classical electrodynamics. New York: John Wiley & Sons, 1998.
Harrington, Roger F., Field computation by moment method. New York: IEEE Press, 1993.

J. J. H. Wang, Generalized moment methods in electromagnetics: Formulation and computer
solution of integral equations. Wiley-Interscience, 1991.

A. F. Peterson, S. L. Ray, and R. Mitra, Computational methods for electromagnetics. Wiley-
IEEE Press, 1998.

B. M. KolundZija and A. R. Djordjevi¢, Electromagnetic modeling of composite metallic and
dielectric structures. Boston: Artech House, 2002.

P. P. Silvester and R. L. Ferrari, Finite elements for electrical engineers, 3rd ed. New York:
Cambride University Press, 1996.

J. L. Volakis, A. Chatterjee, and L. C. Kempel, Finite element method for electromagnetics
(antennas, microwave circuits, and scattering applications), 1st ed. New York: IEEE Press,
1998.

J. M. Jin and D. J. Riley, Finite element analysis of antennas and arrays, 1st ed. Hoboken,
New Jersey: Wiley-IEEE Press, 2009.

J. M. Jin, The finite element method in electromagnetics. Hoboken, New Jersey: John Wiley
& Sons, 2014.

A. Taflove and S. C. Hagness, Computational electrodynamics: The finite-difference time-
domain method, 3rd ed. Norwood, Massachusetts: Artech House, 2005.

B. D. Popovi¢, M. B. Dragovi¢, and A. R. Djordjevi¢, Analysis and synthesis of wire
antennas. Chichester, New York, Brisbane, Singapore: Research Studies Press, John Wiley &
Sons LTD, 1982.

J. G. Perovic, D. I. Olcan, B. M. Kolundzija, and A. R. Djordjevic, “A singularity cancelation
transformation for entire-domain analysis of 2-D structures with high-precision integration,”
IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 67, no. 4, pp. 2522-2533, Apr. 2019, doi:
10.1109/TAP.2019.2891401.

D. Wilton, S. Rao, A. Glisson, D. Schaubert, O. Al-Bundak, and C. Butler, “Potential
integrals for uniform and linear source distributions on polygonal and polyhedral domains,”
IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 32, no. 3, pp. 276-281, 1984, doi:
10.1109/TAP.1984.1143304.

113



[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

R. D. Graglia, “On the numerical integration of the linear shape functions times the 3-D
Green’s function or its gradient on a plane triangle,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 41,
no. 10, pp. 1448-1455, Oct. 1993, doi: 10.1109/8.247786.

P. Yla-Oijala and M. Taskinen, “Calculation of CFIE impedance matrix elements with RWG
and n x RWG functions,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 51, no. 8, pp. 1837-1846, Aug.
2003, doi: 10.1109/TAP.2003.814745.

S. Caorsi, D. Moreno, and F. Sidoti, “Theoretical and numerical treatment of surface integrals
involving the free-space Green’s function,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 41, no. 9, pp.
1296-1301, Sep. 1993, doi: 10.1109/8.247757.

T. F. Eibert and V. Hansen, “On the calculation of potential integrals for linear source
distributions on triangular domains,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 43, no. 12, pp.
1499-1502, Dec. 1995, doi: 10.1109/8.475946.

R. E. Hodges and Y. Rahmat-Samii, “The evaluation of MFIE integrals with the use of vector
triangle basis functions,” Microw. Opt. Technol. Lett., vol. 14, no. 1, pp. 9-14, Jan. 1997, doi:
10.1002/(SIC1)1098-2760(199701)14:1<9::AID-MOP4>3.0.CO;2-P.

M. J. Bluck, M. D. Pocock, and S. P. Walker, “An accurate method for the calculation of
singular integrals arising in time-domain integral equation analysis of electromagnetic
scattering,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 45, no. 12, pp. 1793-1798, Dec. 1997, doi:
10.1109/8.650197.

P. Arcioni, M. Bressan, and L. Perregrini, “On the evaluation of the double surface integrals
arising in the application of the boundary integral method to 3-D problems,” IEEE Trans.
Microw. Theory Tech., vol. 45, no. 3, pp. 436-439, Mar. 1997, doi: 10.1109/22.563344.

S. Jarvenpaa, M. Taskinen, and P. Yla-Oijala, “Singularity subtraction technique for high-
order polynomial vector basis functions on planar triangles,” IEEE Trans. Antennas Propag.,
vol. 54, no. 1, pp. 42-49, Jan. 2006, doi: 10.1109/TAP.2005.861556.

I. Hanninen, M. Taskinen, and J. Sarvas, “Singularity substraction integral formulae for
surface integral equations with RWG, rooftop and hybrid basis functions,” Prog.
Electromagn. Res., vol. 63, pp. 243-278, 2006, doi: 10.2528/PIER06051901.

D. Tihon and C. Craeye, “All-analytical evaluation of the singular integrals involved in the
method of moments,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 66, no. 4, pp. 1925-1936, Apr.
2018, doi: 10.1109/TAP.2018.2803130.

M. S. Tong and W. C. Chew, “On the near-interaction elements in integral equation solvers
for electromagnetic scattering by three-dimensional thin objects,” IEEE Trans. Antennas
Propag., vol. 57, no. 8, pp. 2500-2506, Aug. 2009, doi: 10.1109/TAP.2009.2024575.

M. S. Tong and W. C. Chew, “Super-hyper singularity treatment for solving 3D electric field
integral equations,” Microw. Opt. Technol. Lett., vol. 49, no. 6, pp. 1383-1388, Jun. 2007,
doi: 10.1002/mop.22443.

A. G. Polimeridis and J. R. Mosig, “Complete semi-analytical treatment of weakly singular
integrals on planar triangles via the direct evaluation method,” Int. J. Numer. Methods Eng.,
vol. 83, no. 12, pp. 1625-1650, Sep. 2010, doi: 10.1002/nme.2877.

A. G. Polimeridis and J. R. Mosig, “On the direct evaluation of surface integral equation
impedance matrix elements involving point singularities,” IEEE Antennas Wirel. Propag.
Lett., vol. 10, pp. 599-602, 2011, doi: 10.1109/LAWP.2011.2159469.

114



[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

A. G. Polimeridis and T. V. Yioultsis, “On the direct evaluation of weakly singular integrals
in Galerkin mixed potential integral equation formulations,” IEEE Trans. Antennas Propag.,
vol. 56, no. 9, pp. 3011-3019, Sep. 2008, doi: 10.1109/TAP.2008.928782.

A. G. Polimeridis, J. M. Tamayo, J. M. Rius, and J. R. Mosig, “Fast and accurate computation
of hypersingular integrals in Galerkin surface integral equation formulations via the direct
evaluation method,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 59, no. 6, pp. 2329-2340, Jun. 2011,
doi: 10.1109/TAP.2011.2143662.

E. H. Bleszynski, M. K. Bleszynski, and T. Jaroszewicz, “Reduction of singular surface
integrals to nonsingular line integrals in integral equations for planar geometries,” IEEE
Trans. Antennas Propag., vol. 64, no. 11, pp. 4760-4769, Nov. 2016, doi:
10.1109/TAP.2016.2602356.

J. S. Asvestas, “Calculation of the inner EFIE integral over a bilinear quadrilateral to machine
precision,” in 2015 USNC-URSI Radio Science Meeting (Joint with AP-S Symposium),
Vancouver, BC, Canada, Jul. 2015, pp. 118-118. doi: 10.1109/USNC-URSI.2015.7303402.

M.-D. Zhu, T. K. Sarkar, and Y. Zhang, “On the Shape-Dependent Problem of Singularity
Cancellation Transformations for Weakly Near-Singular Integrals,” IEEE Trans. Antennas
Propag., vol. 69, no. 9, pp. 5837-5850, Sep. 2021, doi: 10.1109/TAP.2021.3069483.

I. Ismatullah and T. F. Eibert, “Adaptive singularity cancellation for efficient treatment of
near-singular and near-hypersingular integrals in surface integral equation formulations,”
IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 56, no. 1, pp. 274-278, Jan. 2008, doi:
10.1109/TAP.2007.913170.

M. M. Botha, “A family of augmented duffy transformations for near-singularity cancellation
quadrature,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 61, no. 6, pp. 3123-3134, Jun. 2013, doi:
10.1109/TAP.2013.2252137.

F. Vipiana, A. Polemi, S. Maci, and G. Vecchi, “Spectral filtering of the spatial green’s
function,” in 2007 IEEE Antennas and Propagation Society International Symposium,
Honolulu, HI, Jun. 2007, pp. 2805-2808. doi: 10.1109/APS.2007.4396118.

F. Vipiana, A. Polemi, S. Maci, and G. Vecchi, “A mesh-adapted closed-form regular kernel
for 3D singular integral equations,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 56, no. 6, pp. 1687—
1698, Jun. 2008, doi: 10.1109/TAP.2008.923334.

F. Vipiana and D. R. Wilton, “Numerical evaluation via singularity cancellation schemes of
near-singular integrals involving the gradient of Helmholtz-type potentials,” IEEE Trans.
Antennas  Propag., vol. 61, no. 3, pp. 1255-1265, Mar. 2013, doi:
10.1109/TAP.2012.2227922.

A. G. Polimeridis and J. R. Mosig, “Evaluation of weakly singular integrals via generalized
cartesian product rules based on the double exponential formula,” IEEE Trans. Antennas
Propag., vol. 58, no. 6, pp. 1980-1988, Jun. 2010, doi: 10.1109/TAP.2010.2046866.

A. G. Polimeridis, F. Vipiana, J. R. Mosig, and D. R. Wilton, “DIRECTFN: Fully numerical
algorithms for high precision computation of singular integrals in Galerkin SIE methods,”
IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 61, no. 6, pp. 3112-3122, Jun. 2013, doi:
10.1109/TAP.2013.2246854.

M. A. Khayat and D. R. Wilton, “Numerical evaluation of singular and near-singular potential
Integrals,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 53, no. 10, pp. 3180-3190, Oct. 2005, doi:
10.1109/TAP.2005.856342.

115



[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]
[54]

[55]

[56]

M. A. Khayat, D. R. Wilton, and P. W. Fink, “An improved transformation and optimized
sampling scheme for the numerical evaluation of singular and near-singular potentials,” IEEE
Antennas Wirel. Propag. Lett., vol. 7, pp. 377-380, 2008, doi: 10.1109/LAWP.2008.928461.

R. D. Graglia and G. Lombardi, “Machine precision evaluation of singular and nearly singular

potential integrals by use of Gauss quadrature formulas for rational functions,” IEEE Trans.
Antennas Propag., vol. 56, no. 4, pp. 981-998, Apr. 2008, doi: 10.1109/TAP.2008.919181.

R. Graglia, “Static and dynamic potential integrals for linearly varying source distributions in
two- and three-dimensional problems,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 35, no. 6, pp.
662-669, Jun. 1987, doi: 10.1109/TAP.1987.1144160.

L. Rossi and P. J. Cullen, “On the fully numerical evaluation of the linear-shape function
times the 3D Green’s function on a plane triangle,” IEEE Trans. Microw. Theory Tech., vol.
47, no. 4, pp. 398402, Apr. 1999, doi: 10.1109/22.754871.

F. Vipiana and D. R. Wilton, “Optimized numerical evaluation of singular and near-singular
potential integrals involving junction basis functions,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol.
59, no. 1, pp. 162-171, Jan. 2011, doi: 10.1109/TAP.2010.2090464.

M. G. Duffy, “Quadrature over a pyramid or cube of integrands with a singularity at a
vertex,” SIAM J. Numer. Anal., vol. 19, no. 6, pp. 1260-1262, Dec. 1982, doi:
10.1137/0719090.

A. B. Manic, M. Djordjevic, and B. M. Notaros, “Duffy method for evaluation of weakly
singular SIE potential integrals over curved quadrilaterals with higher order basis functions,”
IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 62, no. 6, pp. 3338-3343, Jun. 2014, doi:
10.1109/TAP.2014.2309971.

A. J. Kmeta and B. M. Kolundzija, “Evaluation of potential and impedance integrals in
analysis of axially symmetric metallic structures to prescribed accuracy up to machine
precision,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 65, no. 5, pp. 2526-2539, May 2017, doi:
10.1109/TAP.2017.2673760.

M. M. Botha and T. Rylander, “Analysis and estimation of quadrature errors in weakly
singular source integrals of the method of moments: Analysis and estimation of quadrature
errors in the MoM,” Int. J. Numer. Model. Electron. Netw. Devices Fields, vol. 31, no. 1, p.
e2269, Jan. 2018, doi: 10.1002/jnm.2269.

A. Chernov, T. von Petersdorff, and C. Schwab, “Exponential convergence of hp quadrature
for integral operators with Gevrey kernels,” ESAIM Math. Model. Numer. Anal., vol. 45, no.
3, pp. 387-422, May 2011, doi: 10.1051/m2an/2010061.

J. A. Crow, “Quadrature of integrands with a logarithmic singularity,” Math. Comput., vol.
60, no. 201, pp. 297-297, Jan. 1993, doi: 10.1090/S0025-5718-1993-1155572-3.

J. Ma, V. Rokhlin, and S. Wandzura, “Generalized Gaussian quadrature rules for systems of
arbitrary functions,” p. 27, 2021.

Yan-Fei Jing, Ting-Zhu Huang, Yong Duan, Sheng-Jian Lai, and Jin Huang, “A novel
integration method for weak singularity arising in two-dimensional scattering problems,”
IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 58, no. 8, pp. 2725-2731, Aug. 2010, doi:
10.1109/TAP.2010.2050441.

A. Djordjevic, T. K. Sarkar, and R. F. Harrington, “Time-domain response of multiconductor
transmission lines,” Proc. IEEE, vol. 75, no. 6, pp. 743-764, Jun. 1987, doi:
10.1109/PR0OC.1987.13797.

116



[57]

[58]
[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

S. Rao, D. Wilton, and A. Glisson, “Electromagnetic scattering by surfaces of arbitrary
shape,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 30, no. 3, pp. 409-418, May 1982, doi:
10.1109/TAP.1982.1142818.

M. G. Andreasen, “Scattering from bodies of revolution,” IEEE Trans. Antennas Propag.,
vol. 13, no. 303-310, p. 1965, doi: 10.1109/TAP.1965.1138406.

J. R. Mautz and R. F. Harrington, ‘“Radiation and scattering from bodies of revolution,” Appl
Sci Res, vol. 20, no. 1, pp. 405435, 1969, doi: 10.1007/BF00382412.

A. W. Glisson and D. R. Wilton, “Simple and efficient numerical methods for problems of
electromagnetic radiation and scattering from surfaces,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol.
28, no. 5, pp. 593-603, 1980.

S. D. Gedney and R. Mittra, “The use of the FFT for the efficient solution of the problem of
electromagnetic scattering by a body of revolution,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 38,
no. 3, pp. 313-322, 1990, doi: 10.1109/8.52253.

A. A. K. Mohsen and A. K. Abdelmageed, “A fast algorithm for treating EM scattering by
bodies of revolution,” AEU - Int. J. Electron. Commun., vol. 55, no. 3, pp. 164-170, Jan.
2001, doi: 10.1078/1434-8411-00025.

J.-P. A. H. M. Vaessen, M. C. van Beurden, and A. G. Tijhuis, “Accurate and efficient
computation of the modal Green’s function arising in the electric-field integral equation for a
body of revolution,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 60, no. 7, pp. 3294-3304, Jul. 2012,
doi: 10.1109/TAP.2012.2196911.

A. A. Kucharski, “The FIT-MoM method for analysis of electromagnetic scattering by
bodies-of-revolution embedded in multilayered media,” IEEE Trans. Antetnnas Propag., vol.
69, no. 9, p. 9, 2021, doi: 10.1109/TAP.2021.3060903.

A. Djordjevic, D. Olcan, J. Petrovic, N. Obradovic, and S. Filipovic, “High-accuracy
quasistatic numerical model for bodies of revolution tailored for RF measurements of
dielectric parameters,” Facta Univ. - Ser. Electron. Energ., vol. 34, no. 1, pp. 141-156, 2021,
doi: 10.2298/FUEE2101141D.

J. G. Petrovic, D. I. Olcan, N. N. Obradovic, and A. R. Djordjevic, “High-precision method of
moments applied to measurement of dielectric parameters at microwave frequencies,” |EEE
Trans. Microw. Theory Tech., pp. 970-979, 2021, doi: 10.1109/TMTT.2021.3136294.

A. J. Krneta and B. M. Kolundzija, “Using ultra-high expansion orders of max-ortho basis
functions for analysis of axially symmetric metallic antennas,” IEEE Trans. Antennas

Propag., vol. 66, no. 7, pp. 3696-3699, Jul. 2018, doi: 10.1109/TAP.2018.2835499.

“WIPL-D.” Belgrade, Serbia. Accessed: Nov. 23, 2022. [Online]. Available: https://wipl-
d.com/products/wipl-d-pro/

J. G. Perovic and D. I. Olcan, “An entire-domain analysis of very large 2-D scatterers in TM
mode using Gegenbauer polynomials,” in 2019 IEEE International Symposium on Antennas
and Propagation and USNC-URSI Radio Science Meeting, Atlanta, GA, USA, Jul. 2019, pp.
561-562. doi: 10.1109/APUSNCURSINRSM.2019.8888988.

J. G. Perovic and D. I. Olcan, “An entire-domain analysis of 2-D structures with closed cross-
sections using high-precision integration,” in 2019 International Conference on
Electromagnetics in Advanced Applications (ICEAA), Granada, Spain, Sep. 2019, pp. 0328—
0330. doi: 10.1109/ICEAA.2019.8879086.

J. G. Petrovi¢ and D. 1. Ol¢an, “Solving 4,000 wavelengths 2-D TM scatterer using entire-
domain high-precision MoM,” in 2021 IEEE International Symposium on Antennas and

117



[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

[77]

[78]

[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

[85]

[86]

[87]

Propagation and USNC-URSI Radio Science Meeting, Marina Bay Sands, Singapore, Dec.
2021, pp. 1337-1338. doi: 10.1109/APS/URSI47566.2021.9703908.

D. I. Olcan and J. G. Petrovic, “Advances in entire-domain high-precision 2D method of
moments analysis,” in Proceedings of 15th Interantional Conference on Applied
Electromagnetics, Nis, Serbia, 2021, pp. 19-22.

“History of Maxwell’s equations.”
https://en.wikipedia.org/wiki/History _of Maxwell%27s_equations (accessed Jan. 12, 2022).

A. J. Poggio and E. K. Miller, “Integral equation solutions of three-dimensional scattering
problems,” in Computer Techniques for Electromagnetics, Oxford, UK: Pergamon, 1973, pp.
159-264.

Y. Chang and R. Harrington, “A surface formulation for characteristic modes of material
bodies,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 25, no. 6, pp. 789-795, Nov. 1977, doi:
10.1109/TAP.1977.1141685.

T. K. Wu and L. L. Tsai, “Scattering from arbitrary-shaped lossy dielectric bodies of
revolution,” Radio Sci, vol. 12, no. 5, pp. 709-718, 1977, doi: 10.1029/RS012i005p00709.

K. Umashankar, W. Chun, and A. Taflove, “Simple analytical solution to electromagnetic
scattering by two-dimensional conducting object with edges and corners. I. TM polarization,”
IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 39, no. 12, pp. 1665-1671, Dec. 1991, doi:
10.1109/8.121586.

D. Erricolo and P. L. E. Uslenghi, “Exact radiation and scattering for an elliptic metal
cylinder at the interface between isorefractive half-spaces,” IEEE Trans. Antennas Propag.,
vol. 52, no. 9, pp. 2214-2225, Sep. 2004, doi: 10.1109/TAP.2004.834151.

P. L. E. Uslenghi, “Exact penetration, radiation, and scattering for a slotted semielliptical
channel filled with isorefractive material,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 52, no. 6, pp.
1473-1480, Jun. 2004, doi: 10.1109/TAP.2004.829848.

P. L. E. Uslenghi, “Reflection by a concave parabolic mirror,” IEEE Antennas Wirel. Propag.
Lett., vol. 11, pp. 419-422, 2012, doi: 10.1109/LAWP.2012.2194979.

M. Alian and H. Oraizi, “Electromagnetic scattering by 2-D PEC cylinder of general cross
section under TMz illumination,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 64, no. 9, pp. 3953—
3959, Sep. 2016, doi: 10.1109/TAP.2016.2583481.

E. Arvas and T. K. Sarkar, “RCS of two-dimensional structures consisting of both dielectrics
and conductors of arbitrary cross section,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 37, no. 5, pp.
546-554, May 1989, doi: 10.1109/8.24182.

M. E. Peters and E. H. Newman, “TM scattering by a general sheet impedance discontinuity,”
IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 39, no. 3, pp. 359-366, Mar. 1991, doi: 10.1109/8.76335.

L. R. Hamilton, J. J. Ottusch, M. A. Stalzer, R. S. Turley, J. L. Visher, and S. M. Wandzura,
“Numerical solution of 2-D scattering problems using high-order methods,” IEEE Trans.
Antennas Propag., vol. 47, no. 4, pp. 683-691, Apr. 1999, doi: 10.1109/8.768808.

I. T. Gilles, “Infinite current behavior along a subwavelength perfectly conducting concaved
wedge,” 2016 Int. Symp. Antennas Propag. ISAP, p. 2, 2016.

A. F. Peterson and R. D. Graglia, “Basis functions for vertex, edge, and corner singularities: a
review,” IEEE J. Multiscale Multiphysics Comput. Tech., vol. 1, pp. 161-175, 2016, doi:
10.1109/JMMCT.2017.2650962.

D. Olcan, J. Perovic, A. Krneta, and B. Kolundzija, “Accuracy of surface current
approximation using Legendre polynomials for 2-D TM scattering,” in 2018 IEEE
118



International Symposium on Antennas and Propagation & USNC/URSI National Radio
Science Meeting, Boston, MA, Jul. 2018, pp. 2435-2436. doi:
10.1109/APUSNCURSINRSM.2018.8609322.

[88] A. bordevic, Elektromagnetika. Beograd, Srbija: Akademska misao, 2012.
[89] M. Abramovitz and I. A. Stegun, Handbook of mathematical functions. Tenth Printing, 1972.

[90] “Intel(R) Math Kernel Library.” Intel, 2018. Accessed: Nov. 17, 2021. [Online]. Available:
https://www.intel.com/content/www/us/en/developer/tools/oneapi/onemkl.html#gs.g6890b

[91] J. A. Nelder and R. Mead, “A simplex method for function minimization,” Comput. J., vol. 7,
no. 4, pp. 308-313, Jan. 1965, doi: 10.1093/comjnl/7.4.308.

[92] F. Gao and L. Han, “Implementing the Nelder-Mead simplex algorithm with adaptive
parameters,” Comput. Optim. Appl., vol. 51, no. 1, pp. 259-277, Jan. 2012, doi:
10.1007/s10589-010-9329-3.

[93] J. C. Lagarias, J. A. Reeds, M. H. Wright, and P. E. Wright, “Convergence properties of the
Nelder-Mead simplex method in low dimensions,” SIAM J. Optim., vol. 9, no. 1, pp. 112-147,
Jan. 1998, doi: 10.1137/S1052623496303470.

[94] R. Storn, “Differential evolution — a simple and efficient heuristic for global optimization over
continuous spaces,” J. Glob. Optim., pp. 341-359, doi: 10.1023/A:1008202821328.

[95] R. Storn, “On the usage of differential evolution for function optimization,” in Proceedings of
North American Fuzzy Information Processing, Berkeley, CA, USA, 1996, pp. 519-523. doi:
10.1109/NAFIPS.1996.5347809.

[96] D. Goldberg, Genetic algorithms in search, optimization and machine learning. Reading,
MA: Addison-Wesley Publishing Company, INC, 1989.

[97] J. Barker, “Simulation of genetic systems by automatic digital computers,” Aust. J. Biol. Sci.,
vol. 11, no. 4, p. 603, 1958, doi: 10.1071/B19580603.

[98] A. M. Lerer and A. G. Schuchinsky, “Full-wave analysis of three-dimensional planar
structures,” IEEE Trans. Microw. Theory Tech., vol. 41, no. 11, pp. 2002-2015, Nov. 1993,
doi: 10.1109/22.273428.

[99] D. M. Pozar, Microwave engineering. USA: John Willy and Sons, 2012.
[100] H. Johnson and M. Graham, High-speed digital design. Ney Jersy: Prentice Hall PTR, 1993.

[101] K. Shibata and M. Kobayashi, “Difference between the method of moments and the finite
element method for estimation of complex permittivity in liquids using a coaxial probe,” in
2019 International Symposium on Electromagnetic Compatibility - EMC EUROPE,
Barcelona, Spain, Sep. 2019, pp. 100-105. doi: 10.1109/EMCEurope.2019.8871604.

[102] A. M. Nicolson and G. F. Ross, “Measurement of the intrinsic properties of materials by time
domain techniques,” IEEE Trans. Instrum. Meas., vol. IM-19, no. 4, pp. 377-382, 1970, doi:
10.1109/T1IM.1970.4313932.

[L03] M. C. Decerton and F. E. Gardiol, “Simple nondestructive method for measurement of
complex permittivity,” IEEE Trans. Instrum. Meas., vol. 23, no. 4, pp. 434-438, 1974, doi:
10.1109/TIM.1974.4314329.

[104] M. C. Decreton and M. S. Ramachandriah, “Nondestructive measurement of complex
permittivity for dielectric slabs,” IEEE Trans. Instrum. Meas., vol. 23, no. 12, pp. 1077-1080,
1975, doi: 10.1109/TMTT.1975.1128749.

119



[105] D. K. Ghodgaonkar and V. V. Varadan, “A free-space method for measurement of dielectric
constants and loss tangents at microwave frequencies,” IEEE Trans. Instrum. Meas., vol. 37,
no. 3, pp. 789793, 1989, doi: 10.1109/19.32194.

[106] D. Misra, “On the measurement of the complex permittivity of materials by an open-ended
coaxial probe,” IEEE Microw. Guid. Wave Lett., vol. 5, no. 5, pp. 161-163, May 1995, doi:
10.1109/75.374085.

[107] D. Misra, M. Chabbra, B. R. Epstein, M. Microtznik, and K. R. Foster, “Noninvasive
electrical characterization of materials at microwave frequencies using an open-ended coaxial
line: test of an improved calibration technique,” IEEE Trans. Microw. Theory Tech., vol. 38,
no. 1, pp. 8-14, Jan. 1990, doi: 10.1109/22.44150.

[108] K. J. Bois, A. Benally, and R. Zoughi, “Multimode solution for the reflection properties of an
open-ended rectangular waveguide radiating into a dielectric half-space: The forward and
inverse problems,” IEEE Trans. Instrum. Meas., vol. 48, no. 6, pp. 1131-1140, 1999, doi:
10.1109/19.816127.

[109] A. R. Djordjevi¢, R. M. Bilji¢, V. D. Likar - Smiljani¢, and T. K. Sarkar, “Wideband
frequency-domain characterization of FR-4 and time-domain causality,” IEEE Trans. Instrum.
Meas., vol. 43, pp. 662-667, 2001, doi: 10.1109/15.974647.

[110] . Huynen, C. Steukers, and F. Duhamel, “A wideband line-line dielectrometric method for
liquids, soils, and planar substrates,” IEEE Trans. Instrum. Meas., vol. 50, no. 5, pp. 1343—
1348, 2001, doi: 10.1109/19.963208.

[111]M. W. Hyde, M. J. Havrilla, A. E. Bogle, and N. J. Lehman, “Broadband characterization of
materials using a dual-ridged waveguide,” IEEE Trans. Instrum. Meas., vol. 62, no. 12, pp.
3168-3176, 2013, doi: 10.1109/T1M.2013.2270050.

[112] M. W. Hyde IV, M. J. Havrilla, and A. E. Bogle, “Nondestructive Determination of the
Permittivity Tensor of a Uniaxial Material Using a Two-Port Clamped Coaxial Probe,” IEEE
Trans. Microw. Theory Tech., vol. 64, no. 1, pp. 239-246, Jan. 2016, doi:
10.1109/TMTT.2015.2502242.

[113]J. Dong et al., “Noncontact Measurement of Complex Permittivity of Electrically Small
Samples at Microwave Frequencies,” IEEE Trans. Microw. Theory Tech., vol. 64, no. 9, pp.
2883-2893, Sep. 2016, doi: 10.1109/TMTT.2016.2588487.

[114] U. C. Hasar and Y. Kaya, “Self-calibrating noniterative complex permittivity extraction of
thin dielectric samples,” IEEE Trans. Electromagn. Compat., vol. 60, no. 2, pp. 354-361,
Apr. 2018, doi: 10.1109/TEMC.2017.2715161.

[115] A. DPordevi¢, J. Dinki¢, M. Stevanovi¢, D. Ol¢an, S. Filipovi¢, and N. Obradovi¢,
“Measurement of permittivity of solid and liquid dielectrics in coaxial chambers,” p. 7, 2016.

[116] N. Obradovi¢ et al., “The effect of mechanical activation on synthesis and properties of
MgAI204 ceramics,” Ceram. Int., vol. 45, no. 9, pp. 12015-12021, Jun. 2019, doi:
10.1016/j.ceramint.2019.03.095.

[117] S. Filipovic et al., “Multiferroic heterostructure BaTiO3/e-Fe203 composite obtained by in
situ reaction,” Sci. Sinter., vol. 53, no. 1, pp. 1-8, 2021, doi: 10.2298/SOS2101001F.

[118] A. I. Borisenko and I. E. Tarapov, in Vector and Tensor Analysis with Application, New
York: Dover Publications, Inc., 1968, pp. 168-174.

[119] A. Djordjevic and et al., “AWAS.” Belgrade, Serbia, 2004. [Online]. Available:
https://mtt.etf.bg.ac.rs/software.htm

120



[120] A. Bophesuh P. and JI. Tomuh B., Muxpomanracna mexnuxa. beorpan: YHUBEp3HUTET y
beorpany, Enextporexunuku ¢axkynrer, 2010.

[121] “RO4000 high frequency circuit materials, data sheet.” https://rogerscorp.com/-
/media/project/rogerscorp/documents/advanced-connectivity-solutions/english/data-
sheets/ro4000-laminates-ro4003c-and-ro4350b---data-sheet.pdf (accessed Jan. 12, 2022).

[122] “ES061A/E5062A User’s Guide.” Keysight. Accessed: Nov. 16, 2022. [Online]. Available:
https://www.keysight.com/us/en/assets/9018-04905/user-manuals/9018-04905.pdf

[123] “Osobine  termoplast materijala,” Jan. 18, 2022. http://www.termoplast.rs/wp-
content/uploads/2015/02/Tehnicka-plastika-za-web.pdf

121



BUOIPA®HNIA AYTOPA

Joana (I'opan) IlerpoBuh (pohena Ileposuh) pohena je 1992. rogune. OCHOBHY KONy U
ruMHasujy 3aBpmimia je y KpaseBy kao Hocunan Bykose nuruiome. Ha EnexkrporexHunukom
dakynrery y beorpany nummomupana je 01.07.2015. rogune ca npocednom onenom 9,87. Mactep
akazieMcke cryauje Ha uctoM dakynrery 3aBpumia je 05.09.2016. ronune ca mpoceyHOM OILIEHOM
10. JlokTopcke akamemcke cTyauje yrnucana je 2016. roguae. Ha JOKTOpCKUM CTyamjama MmoJIOKHIIa
je ce ucnute ca oueHoM 10. Macrtep pan ,,Cinalsbeme e1eKTPOMarHeTCKUX Tanaca y CTOXaCTHUKUM
cpeanHama‘“ nobuo je npyry IlynuHoBy Harpaay Matwuie cpricke.

On 01.02.2016. rogune 3amocneHa je Ha EnekTporexHUYKOM (akKylnTeTy Kao CapaaHHUK y
HacraBu, a on 01.02.2017. romune kao acucrenT. Ha Karexapm 3a ommry eneKkTpOTEXHHKY
aHraxopaHa je Ha npeameTuMa OcHoBHU enekTpoTrexHuke 1 u 2, JlabopaTopujcke Bexx6e u3 OcHoBa
eJIEKTPOTEXHUKE, MUKpOTanacHa TeXHHKa, VHKEHepCKH ONTHMU3AIUOHU anroputMu, OCHOBHU
ONTUMH3ALMOHHN AJITOPUTMH Y UHKEHEPCTBY. YUECHHK je IpojekTa MUHHCTapcTBa 3a HayKy U
TEXHOJIOIIKA Pa3Boj ,,ANITOPUTMH U CO(PTBEPH 3a CUMYJIANH]Yy Y (HPEKBEPHIIN]CKOM U BPEMEHCKOM
nomeHy P® mnoncucrema u  enexkrpomarHerckux cenzopa 'y MCT®, donga 3a Hayky
,ONITUMU3AIOHY AJITOPUTMH 32 aHAIIM3Y €JIEKTPOMArHeTCKOT 3padema’, CpIcke akaiemMuje HayKa
u ymetHoctu @-133 , Mepemwe ocobnHa auenekTpuka npu PO u MukpoTasacHUM ydecTaHOCTHMA™.

Koaytop je Tpu pama nyOnukoBaHa y yacomucuma ca MelyHapogHUM 3HauajeM (/Ba
kareropuje M21, jenHor kareropuje M22), jeqHor pajga myOIMKOBAHOT Y HAllMOHATHOM YacOIUCY
on MmehynaponmHor 3Haudaja (kareropuje M24) um jemHor pana TyOJUKOBAHOT Y HMCTAKHYTOM
HallMOHAJTHOM dYacomucy (kareropuje MS52), necer caommrema ca MehyHapoJHMX CKyIoOBa
mTaMnanux y nenuHu (M33), Tpu caonmrema ca Mel)yHapoJHUX CKYNOBa LITAMIIAHUX y U3BOIY
(M34) u jegHor caonTema ca CKyna HallMOHAJIHOT 3Hayaja mITaMnaHor y ueiaunu (M63).

122
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HN3jaBa 0 ayTopcTBY

Nwme u npe3ume aytopa JoBana [letpoBuh
bpoj unpgekca 2016/5012

U3sjaBibyjem
J1a je TOKTOPCKa AMCepTallyja 1moj HacJIOBOM

HyMmepuuka erekTpoMarHeTcKa aHajam3a KODHIHhGH)GM MCTOJa MOMEHAaTa
ca I/IHTeFDaI_[I/IiOM BHUCOKC TAYHOCTH

e pe3yJaTaT COICTBEHOT MCTPaKMBAYKOT paja;

® J1a AMcepTalyja y HeJIMHA HU Y JIeJIOBUMA HUje Onita mpeyio’keHa 3a CTHIIAbe IpyTe
JTUTIOME TIpeMa CTY/IUjCKUM MPOorpaMuMa IpyTUX BUCOKOUIKOJICKUX yCTaHOBA;

e J1a Cy pe3yJITaTh KOPEKTHO HABEJICHU U

® J1a HUCAM KPIIMO ayTOPCKa MpaBa M KOPHCTUO UHTEJIICKTYAIHY CBOjUHY APYTHX JIUIA.

IHornuc ayropa
VY Beorpany, 23.12.2022.
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N3jaBa 0 HCTOBETHOCTH IITAMIIAHE U €JIEKTPOHCKE Bep3Hje
JOKTOPCKOTI paja

Nwme u npe3ume aytopa Jomana [lerpoBuh
bpoj uniekca 2016/5012
Crynujcku nporpam MukpoTanacHa TEXHHUKA

HacnoB pana _Hymepuuka enekTpoMarHercka aHajan3a KopuihemheM MeTo/1a MOMeHaTa
ca MHTErPallijOM BUCOKE TAYHOCTHU
MenTtop ap Jparan Onhas, penoBHU npodecop

W3jaBspyjem ja je mrammana Bep3uja MOT JIOKTOPCKOT pajia UCTOBETHA EJICKTPOHCKO] BEP3HjH KOjY
caM mpeaao paju moxpamuBama y JJururajaHom peno3uropujymy YHuBep3utera y beorpany.

Jlo3BosbaBaM /1a ce 0OjaBe MOjU JIMYHU IOJALM Be3aHHW 3a J100Hjare aKaJeMCKOT 3Bama JIOKTOpa
HayKa, Kao MITO Cy UMe U Mpe3uMe, TOANHA U MECTO pol)era U AaTyM oJ0paHe paja.

OBM JHMYHM MOAALM MOTY c€ O0jaBUTHM Ha MPEXHHUM CTpaHUIAMa JUTUTalHE OuOIMOTEKe, y
eJIEKTPOHCKOM KaTaJIory U y nmyOnukanujama Y HuBep3uteta y beorpany.

IMornue ayropa
VY Beorpany, 23.12.2022.




pwnJor 3.

N3jaBa o0 kopuimhemwy

Osnamthyjem YHuBep3uTeTcky OumoOimoreky ,,CBero3ap MapkoBuh™ nga y Jururtanau
perno3uToprjyM YHuBep3uTeTa y beorpaay yHece Mojy JOKTOPCKY TUCEPTAIIN]y IO HACIOBOM:
HyMmepuuka eneKTpoMarHeTcka aHajin3a KOpuihemheM MeTo1a MOMeHaTa

Ca VHTErpalyjoM BUCOKE TAYHOCTH

KOja je MOje ayTOPCKO JEIo.
Jlucepranjy ca CBHM TPUJIO3WMA MPEAA0 caM y EJIEKTPOHCKOM (opMaTy TOTOJHOM 3a TPajHO
apXUBUPABE.
Mojy JOKTOpPCKY JAuCEepTalyjy MoXpameHy y JUruTamHu peno3uTopujyM YHHUBEpP3UTETA Y
beorpany u HOCTymHY y OTBOPEHOM MPHUCTYIy MOTY Jia KOPHCTE CBU KOjU MOINTYjy onpenoe
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OJUTY4HO.
1. AytopctBo (CC BY)
2. AyropctBo — Hekomepuujaiaro (CC BY-NC)
AyTtopcTBO — HekomepirjaiHo — 6e3 npepaaa (CC BY-NC-ND)
4. AyTtopcTBO — HEKOMepIHjaaHo — AeauTh o uctuM yernosuma (CC BY-NC-SA)
5. AyrtopctBo — 6e3 nipepaga (CC BY-ND)
6. AytopcTtBo — nenutu noja uctum yciaosuma (CC BY-SA)
(Monumo ia 3a0Kpy’KUTE caMo jeAHY O]l IIeCT MOHYHEeHUX JTUIEHITH.
Kparak ornuc JTUICHIIN 1aT je CAaCTaBHU JICO OBE HM3jaBe).

IMornuc ayropa
VY Beorpany, 23.12.2022.




1. AyropcTtBo. /[03BoJbaBaTe YMHOXKaBamke, TUCTPUOYIIM]Y 1 JaBHO CAOTIIITABALE JIeia, U TIpepase,
aKo ce HaBeJle M€ ayTopa Ha HAYMH oJpel)eH o]l CTpaHe ayTopa WIH JaBaolia JHUIICHIIe, YaK U Y
KoMepirjaiHe cBpxe. OBO je HajcI000IHH]ja O CBUX JIMIICHIIN.

2. AyrtopcTBO — HekoMepuujaiaHo. J[lo3BospaBaTe yMHOXKaBame, AUCTPUOYIU]y U jaBHO

caollITaBame Jiea, U Mpepaje, ako ce HaBele UME ayTopa Ha HaduH oapeheH oj cTpaHe ayTopa
WM faBaolia auneHie. OBa JIMIIeHIIa He 103B0JbaBa KOMEPLIUjaHy yrnoTpely nena.

3. AyTOpCTBO — HeKOMepIHjajHo — 0e3 mpepajaa. /[03BoJbaBaTe YMHOXKaBaWke, TUCTPUOYIH]Y U
JaBHO caomIlTaBame Jena, 6e3 mpoMeHa, IpeoOIMKOBakba WK yHoTpede 1esa y CBOM JIely, ako ce
HaBe/Ie MMe ayTopa Ha HauuH ojapeheH on cTpaHe ayTopa win naBaoua jureHne. OBa JUIeHIA He
JI03BOJbaBa KOMEPLUjaIHy yIoTpeOy Jena. Y oJHOCY Ha CBE OCTaJe JHUIICHIIE, OBOM JIMIICHIIOM Ce
orpannyaBa Hajpehu o6uM npaBa Kopuinhema aena.

4. AyTOpCTBO — HEKOMEPUMjaJIHO — JeJUTH MOJ HCTUM yCcJa0BHMA. J[03BOJbaBaTE yMHOXKABAE,
IUCTpUOYLIM]y U jaBHO caolllTaBame Jela, W IMpepae, ako ce HaBele MMe ayTopa Ha HayuH
onpeheH ox cTpaHe ayTopa WM JaBaolla JIMIIEHIE U aKo ce Mpepaja JUCTpUOyupa moja UCTOM WU
ciuyHOM JuieHoM. OBa JIUIeHIa He 03BOJbaBa KOMEPIMjaIHy YIIOTpeOy Aelna U nmpepaja.

5. AyropcTBo — 0e3 mpepaje. Jl03BoJbaBaTe yMHOXKaBamke, AUCTPUOYIIN]Y U JaBHO CAOMIITABAHE
nena, 6e3 MpoMeHa, IpeoOIMKOBamba WK YIoTpede Jiesia y CBOM JIelly, akO C€ HaBeAe UMe ayTopa
Ha HauuH ozapeheH ox crTpaHe ayrtopa wiM JjAaBaona JjumeHune. OBa JMIIEHLIa J103BOJbaBa
KOMEpIHjaiHy yrnoTpeOy nena.

6. AyTOpCcTBO — A€JUTH MO MCTHUM YcjaoBHMA. J[03BOJbaBaTe yMHOXKABAWE, JAUCTPUOYLHU]Y U
JaBHO caomIlTaBame Jeja, U Mpepaje, ako ce HaBeJe MMe ayTopa Ha HayuH ojapeheH of cTpaHe
ayTopa WM J1aBaolia JMIEHIE U aKo ce Mpepaga AUCTprOyupa Mo UCTOM WU CIIMYHOM JIUICHIIOM.
OBa iMIleHIIa /03BOJbaBa KOMepLHMjalHy ynoTpeOy naena u mpepaga. CiuyHa je copTBEpPCKUM
JUIEHIIaMa, OJIHOCHO JIMIIEHIIaMa OTBOPEHOT KOJIa.



