YHUBEP3WTET Y BEOT'PALY
MATEMATUYKI GAKYATET

Comba Tenebakosmh OHMh

®POBEHW]YCOBE AJITEBPE N TOMOJ/IOLUKE
KBAHTHE TEOPUJE NMOJbA

AOKTOpCKa ancepTtaunja

Beorpag, 2022.






UNIVERSITY OF BELGRADE
FACULTY OF MATHEMATICS

Sonja Telebakovi¢ Onic

FROBENIUS ALGEBRAS AND TOPOLOGICAL
QUANTUM FIELD THEORIES

Doctoral Dissertation

Belgrade, 2022.



MenTop:

np 3opan I[IETPUTR
HaydHu caBeTHuK, Maremaruuku wHctutyT CAHY, Beorpan

YiaHOBM KOMUCHjE:

np Pane 2ZKUBAJBEBUR
Hayunu caBerHnk, Maremaruaku nacturyT CAHY, Beorparn,
penoBHu npodecop, YHuBep3ureT y beorpany, @usndku pakyarer

np Anekcannap JIMIIKOBCKU
penoBHu 1ipodecop, Yuuep3urteT y Beorpany, Maremarudku dpaxyirer

ap Mapko PAIOBAHOBUR
BaHpeIHU TTpodecop, YHuuBep3uTeT y beorpaiy, Maremarnaku dpaxyaTer

np Bophe BAPATUR
BUINN HaydHU capagauk, Maremarwukn nacturyr CAHY

Hdarym onbpane:




MO0J0] baKy
Pyorcuyu Tumxosuh



JaxBaJIHUIIA

Heusmepny 3axBajiHOCT ayryjem cBoM MeHTOPY Ap 3opany Ilerpuhy, pemoBaoM mpodeco-
py MaremaTnyakor pakyaTeTa, Ha yJI0KEHOM BPEMEHY U TPY/Y Jla CBOje MATEMATUIKO 3HAHE
¥ WCKYCTBO HECEOWMYHO TOJIEJIM Ca MHOM. J3axBa/byjeM My ce W Ha mocBehieHocTm Koja ce
peTtko cpehe, OrpOMHOM CTPILBbEILY, MOJACTUIIALY U ITOMOhK 6e3 Koje m3pajia OBe JIOKTOPCKE
nucepTanyje He 6u 6uia moryha.

3axBasbyjeM ce CBUM WIAHOBAMA KOMUCHUjE 3a OJIOPAaHy JIOKTOPCKE JMcCepTaliije Ha Iia-
2KJbUBOM YHTaIy PYKOIHCA, KAO0 W KOPUCHUM CyTrecTHjaMa M KOMEHTapuMa KOjUu Cy JIOIpPHU-
HeJIM KBaJuTeTy oBor pajia. [locebHo caMm 3axBaJiHA MTPEJICEIHUKY KOMHUCH]e, TTpodecopy Ip
Panery 2KupaspeBuhy, mro mu je omoryhuo ma Kao mpejgaBad akKTHBHO YYECTBYjeM Y pajy
6eorpajickor KI'TA cemmnuapa, Ha KOMe Cy yBEK 3aHMMJbUBA U KOPHUCHA IMPE/IaBarbha W IPHU-
jaresbcka atmocdepa. M3yserHom mpodecopy ap Asekcanapy JIMKoBCKOM of1 cpiia XBaJja
3a JyTOTO/UIIELY YCIIEINTHY capajiiby U UCKPEHY MOAPIIKY KOJy MU IIPyzKa O] IMoYeTKa MOje
Kapujepe. 3aJ0BOJHCTBO MU je Ja ce A0JaTHO 3axBajuM jap Dophy Bapamuhy. Bemuku 6poj
pe3yJiTaTa KOju Cy YILIN Y cacTaB OBe JAUCEPTAallfje HACTao je Kao Pe3y/aTaT caTu U JaHa Mpo-
BeJIEHUX y 3ajeJITHIYKOM DaJIy W NpHjaTe/bCKUM pa3roBopuMma. Beoma cam 3axBajHa U MOM
JIparom KoJieru, BaupeiHoM mpodecopy ap Mapky PajgoBanosuhy, Koju Me je yBeK MmoaprKa-
Bao W OOJIpMO U ca KOjUM TOJIMHAMa JIeJIMM KaOWHET M CBAaKOJHEBHUILy Ha MaremMaTudkom
dakynrery.

Koneru CreBany I'ajoBuhy 3axBasbyjeM miTo je ykazao Ha mpuMeny 2KurmMonpmjeBe Teo-
peme y pasy ([17]).

[IpujaTrna Mu je myxxuO0CT 1a ce cetuM rpodecopa ap Kocre [lomiena u 3axBaauMm My Ha
MHTEPECAHTHUM M KOPUCHUM pas3roBopuma y okBupy CemmHapa 3a JIOTHKY MareMaTuakor
nacturyra CAHY. 3ajenaunuku pamosu npodecopa Homrena u mpodecopa Ilerpuha 6unn cy
BeJIMKA WHCITMPAIja 1 MOTHBAIMja 38 MOje MCTPAKNBAIHE.

[Iponekany Maremarudakor dakynarera, gorenty ap Mumany Kuexespuhy, ayryjem Besu-
Ky 3aXBAJIHOCT Ha ITOMOhU Tpu n300py MeHTOpa u npujasu Teme. Hberosu crannu nojcrumaju
y paJiy U HEIMOKOJIeO/hUBa Bepa Yy MEHe BeOMa Cy 3aC/IyKHU 32 HACTAHAK OBE JIMCEPTAIIHje.

BaxBaJsbyjeM ce u MOM JIpyTrapy U KoJjeru, norenty ap Mapeky Cpernuky, Ha 6€3yCJIOBHO]
ITOJIPIIIIN, TO3UTUBHO] €HEPIUjU U Pa3yMeBaby JOII O] HAINX CTY/IEHTCKUX JaHA.

Hajsehy 3axBaJiHOCT JyTyjeM CBOjOj TOPOJMIIM U TpHUjaTe/bUMa KOjU Cy Kpo3 OecKpajHy
JbybaB, OpuUry, CTpILbEIE, TOJEPAHIH]jy, OpOjHa OJpUIlAlba U BEPY Y MeHe yBeK OMIu MOj
Hajsehu ocsionalr u oxpabpeme J1a UCTpajeM Ha CBOM IIyTY.
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HacaoB mucepramuje: @pobenujycose ajaredpe u TOIOJOIIKE KBAHTHE TEOPHje T0Jba,

Pe3ume: VY 0B0j MOKTOPCKO] JqucepTalyju n3ydaBaMo Be3y usmehy @pobennjycoBux aaredbpu
1 TONOJIOMKNX KBauTHUX Teopuja nosba (TQFT). Ilosuaro je ma cBako] IBOIMMEH3UOHATHO]
TQFT (2-TQFT) oxrosapa jeana komyrarupaa ®pobenujycosa ajurebpa u 0OpHYTO, Tj. Ja
je kareropuja yuju cy oojektu 2-TQFT exkBuBanenTaa kareropuju komyraruBuux Ppobenn-
jycoBux anrebpu. Caka 2-TQFT je mormnyno ogpehena ciaukom jegHouMeH3UOHAIHE Chepe
S! um cimkama reHepaTopa KaTeropuje JIBOAMMEH3MOHAIHUX OPHjEHTHCAHIX KOOODIH3aMa.
Penamnujama Koje Bazke 3a 0Be KOOOPIAU3ME OJI'OBapajy ynpaBo akcrmome komyrtaruBHe Ppo-
OenujycoBe aJjredpe.

[Iparehu ®pobenujycoBy CTPYKTYPY KOja je Ha oBaj HauuH JojesbeHa cdepu S, menm-
tyjemo @pobeHnjycoBy CTPyKTYpPy cdepa cBUX Apyrux JAuMeH3uja. 3a cBako d > 2, cdepa
S4=1 je komyTaTuBan OPobEHM]yCOB 06j€KAT Y KATETOPHUjH d-IMMEH3MOHATIHIX KOOOPIH3aMa.
ITokazyjemo ma Hema pasiumke Mehy cdepama S9!, 3a d > 2, jep cy one ocimobohene 6o
KaKBUX JIOJJATHUX JeTHAKOCTHU KOje ce MOTY M3Pa3UTH Ha je3UKy MHOXKEIha, JeTNHUIIE, KOMHO-
JKemba U Kojeaunuiie. Msyserak je cdepa S koja HMje KOMyTaTUBaH, ajld jeCTe CUMETPHYAH
®pobennjycos objeKar.

Cdepa S° ce npeciukasa y marpuany PpobeHnjycoBy aarebpy momohy GpayepujaHcke
pernpesenTtanuje, koja je mpumep Bepror 1-TQFT dynkropa. [lokasyjemo ma je caka 1-
TQFT, xoja mpecimkaBa HYJIIUMEH3MOHAJIHY MHOTOCTPYKOCT KOja Ce CACTOJH O] je/IHEe TadKe
y BEKTOPCKH IIPOCTOP JAuMeH3uje 6ap 2, Bepan pyHKTOP.

Ha xpajy, nokasyjemo na komyrarusaoj ®@pobenujycosoj anrebpu QZ; @ Z(QS;), koja je
HacTaJla Ka0 TEH30PCKU ITPOU3BOJI IPYITHE ajaredbpe u IeHTpa rpyIHe ajaredbpe, o/iroBapa BepHa
2-TQFT. To 3nauu ga cy ABOAMMEH3UOHAIHI KOOOPIU3MH €KBHBAJIEHTHI aKO U CAMO aKO Cy
UM ojiroBapajyha JimHeapHa Ipec/nKaBarmba jeIHaKa.

Kipyune peun: ®Ppobenujycopa ajaredpa, TOIOJIONIKA KBAHTHA TEOPHUja M0Jba, CAMETPUIHA
MOHOUJIAJTHA KaTeropuja, komyrarusan @pobenunjycos objekart, BepaH (pyHKTOD, OPUjeHTHUCA-
Ha MHOT'OCTPYKOCT, KObopu3aM, HOpMaJTHa opMa, OpayepujaHcKa perpe3eHTainja, Kpone-
KEpOB IIPOM3BO/I, IEPMYTaIjCKa MaTrpula, 2Kurmonaujesa reopeMa,
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YBOI

®pobenujycope ajaredpe ce IPBU MyT MOjaBJbyjy y TEOPHUjU PEIPe3eHTaIlja, y PajLy He-
madkor maremarndapa Ppobenujyca u3 1903. roguue ([16]). Own je mpoyuaBao KOHAYIHO-
JIUMEH3UOHAJHE ajiredpe KO/l KOjUX Cy IIpBa U JIpyra peryjapHa perpe3eHTalmja n3oMopdHe.
Cam tepmun @pobennjycosa ajaredbpa mpsu kopucrte bpayep, He3doutr m Hakajama y Hu3y
pajioBa TPHUIECETUX TOJIUHA MPOILIor Beka (Bujeru Ha npumep [33] u [34]). Onu najy u He-
KOJIMKO €KBUBAJICHTHUX KapakTepusaiuja PpodenujycoBux aaredpu o kojuma he Outu pedn
y MPBOM TIOTJIaB/by OBe guceptarnuje. IIpema jemnoj om tux pedununmja, Ppodberujycosa
ajrebpa je KOHaYHO-JIUMEH3UOHAJHA, ajaredbpa Hal mosbeM K 3ajenno ca jguneapHoM (popmom
g: A — K, rakBoM J1a BaxKu

(Va€ A) e(ab)=0 = b=0.

Ha mpuwmep, anredbpa kBajparHux Marpuiia Haj mojbeM K ca Tparom je npumep Ppobenujy-
coBe ajreope.

AnrepraruBHy Kapaktepusaiujy PpobeHUjycoBux ajredpu Kao ajaredpu Koje Cy HUCTO-
BPEMEHO U KoaJiredpe, NP YeMy MHOXKEIbe U KOMHOXKeIbe 33JI0BOJbaBajy onapebene yciose
koMmmnarubmianoctu, naje Jloysup 1967. rogume ([27]), a xacuuje, JeBemeceTux roguua XX
BEeKa, OBU yCJIOBH npuBiade naxmwy u Ksuna ([37]) u A6pamca ([1] u [2]).

IIpeamer oBe JIOKTOpPCKE jucepTalifje je mnpoydaBatbe Bese maMelhy DPpobeHnjycoBux aJi-
re6pU ¥ TOMOJIONIKKX KBAHTHUX TEOPHja 1M0Jba, Kojy je mpsu npumerno lujkrpad (Bumern
[8]). Tume cy ce kacuuje 6aswim u Ksun, Casun u AGpamc, Ka0 U MHOI'M JPYTU MaTeMaT-
Japu, a OBa Be3a je HajuerasbHuje objammena y Kokosoj kwusu ([23]). Ha ocnoBy Arujune
akcnomaruzanuje ([3]), n-aqumensunonanna Tonosonka kBanTHa teopuja nosba (n-TQFT) je
CUMETPUYHN MOHOUJAJHUA (DYHKTODP U3 KATErOpHje OPHjEHTUCAHUX N-KOOOpIM3ama y KaTe-
rOpUjy KOHAYHO-TMMEH3NOHAJHIX BEKTOPCKUX MPOCTOpa HaJl pukcupaHuM mojbeMm. OBakas
dbyHKTOD CBaKOj 3aTBOPEHO] OpHrjeHTHCaH0] (n—1)-IMMEH3MOHAIHO] MHOTOCTPYKOCTH [IPHJIDY-
’Kyje BEKTOPCKH IIPOCTOP, & CBAKOM OPHjEHTHCAHOM N-KOOOPIU3MY JIMTHEAPHO ITPECTHKABALE.
[Tozuaro je na cakoj 2-TQFT oxrosapa jeana komyrarusaa @pobenujycosa aaredpa u oop-
uyTto. [Iperusnauje peueno, kareropuja auju cy odojektu 2-TQFT je ekBuBasienTHA KaTeropuju
komyTaTuBHux PpobennjycoBux anredpu. Axcmomama komyratusHe Ppobennjycose aaredpe
OZIrOBapajy pejalyje Koje Bake 3a 2-IMMEH3UOHAJIHE OPUjeHTHCaHe KOOOpIN3Me Kao IITO je
npukasano Ha cymiy 2.1 (Ha crpanu 22).

Tomosiomnke KBaHTHE TEOPHje MOJ/bA Ca CTAHOBUINTA (PU3UKE MOAPA3YMEBajy WHBAPUjAHT-
HOCT Yy OJIHOCY Ha ITpOMeHE 00JIMKa MpocTop-BpemMera. CaMuM THM je jacHa HUX0OBa IPUMEHhHU-
BOCT y aHaJU3aMa 3aKPUBJHEHUX IIPOCTOP-BPEMEHA, HIIP. Y TeopHjaMa KBAHTHE I'DABUTAIIA]E.
Y MareMaTuIy MPEeJCTaB/bajy 3HAYAjAH ajaT IPU U3ydaBarhy MHOTMOCTPYKOCTH U FHUXOBUX
nuBapujantu. MebhyTum, y smrepaTypu ce BpJIO PETKO pPa3MaTpa MUTAHKE KOMILJICTHOCTH
oBUX WHBapujaHTH, Tj. mutame BepHocTu TQFT. Bepuoct dyukTopa xao mro je TQFT je
mocebHO OUTHA TOIMTO 00e30ehyje na anredapcka CauMKa KaTeropuje Kobopaum3ama Hema Jie-



VBOJ

dexra. Crora, akieHaT y OBOj JIOKTOPCKOj JUCEPTAIIAjU CTAB/baMO Ha pellaBarbe ImpodemMa
BEPHOCTHU OBAKBUX (DYHKTODA.

Pan je opranuszosan ma cierehu madumn. Y IPBOM TOIVIABJ/BY JIajeéMO IIPeryies] OCHOBHUX
nebununmja u ocobuna PpobennjycoBux ajaredpu, a HABOAUMO U HajBaxKHUje pumepe Ppo-
OeHMjyCcOBUX aJreOpH.

Hpyra riasa rocBeheHa je OpUTHHAJIHUM PEIYJITATUMA KOJU CY 00jaB/bEHH Yy KOAyTOPCKOM
pazay ca D. Bapamuhem u 3. Ilerpuliem ([4]). IIparehin @pobenujycoBy cTpykTypy Koja ce
CTaHJIAP/IHO JI0JIeJbYje jeTHOIMMEeH3UOHAIHO] cdepu, y ToM pajy ce uctutyje PpobenujycoBa
cTpyKTypa cdepa cBux apyrux gumensuja. Ilouesmmu o qumensuje d = 1, cBe cdepe cy Komy-
taruH PpobeHnjycoBu 00jekTH y Kareropujama dmje cy crpesute (d + 1)-auMeH3noHa Hn
Kobopam3Mu. Y OJHOCY Ha je3uk KojuM ce ommcyje PpobennjycoBa cTpyKTypa (MHOXKEHE,
KOMHOK€Ihe, JeJIMHUIA, KOjeIMHUIA), HeMa pa3irke Mely oBum cdepama, jep cy OHE OCJIO-
bohene OMIIO KAKBUX JIOJATHUX jEeJHAKOCTH KOje ce MOy M3Pa3uTH Ha TOM je3UuKy. JeauHu
n3y3eTak je HyJauMeH3noHasHa cdepa, dnja omarosapajyha ®pobenujycoBa CTpyKTypa HUje
KOMyTaTuBHA, Bell caMO CHUMeTpHUYHA.

Wucnupucann kiacuanuM pesynrarom P. Bpayepa ([5]) w3 obrnacru penpesentanuje rpy-
ma, y KOMe je KOHCTPYHCaHa jeqHa aujarpamarcka aiaredpa, K. Jlomen u 3. [lerpuh nokasyjy
BEPHOCT j€JIHOT CUMETPUYHOI MOHOUJIAJTHOT (DYHKTOpa U3 Kareropuje 1-kobop/im3zama y KaTe-
ropujy marpuna. Kako ce kareropuja MaTpuiia Moxe IIOCMaTPaTH Kao CKEJIETOH KaTeropuje
KOHATHO-IMMEH3MOHAJHUX BEKTOPCKHUX IIPOCTOPA, HBUXOB (DYHKTOP je MPUMep jeIHe BepHe
1-TQFT, kojy ayropu Hasusajy Gpayepujanckum dbyurropom ([10], [11], [12] u [13]). Mo-
TUBHUCAHA OBUM paJIOBUMa, ayTop Te3e y Tpehoj riraBu jgokasyje ja ce, y OIHOCY HA TOJHE
KapakTepucTuke Hysa, cBaka 1-TQFT, koja nmpecinkaBa HyJIIMEH3UOHAHY MHOTOCTPYKOCT
KOja ce cacToju OJI jeJlHe Tadyke y BEeKTOPCKHU IPOCTOp JuMen3uje 6ap 2, mokjamna ca opaye-
pujaHcKuM (PYHKTOPOM JI0 HA MHOYXKEH€ MHBEPTUOUIHUM MATPHUIIAMA, U YOIIIITABa PE3YJITAT
Beproctu Jomena u Ilerpuhia va cse 1-TQFT (Bumern [35]).

Ha kpajy, y 4derBpTOj TyIaBH, MOKa3yjeMo ja KoMyTaTuBHO] PpobeHMjycoBoj ayredpum
QZ;2Z(QS;), Koja je HACTAJIA KAO TEH30PCKHU IIPOU3BOJL TPYIIHE aJrebpe U IeHTpa IPYITHE aJi-
rebpe, ojnrosapa Bepta 2-TQFT. Pesynratu npe3eHToBaHU Yy 0BOj IVIABU €0 CY KOAYTOPCKOT
paza ca C. I'ajosuhem n mentopom 3. Ilerpuhem ([17]).

Tema oBe jucepraruje mpunaja 00JacTu Koja KOMOUHYje ujieje u3 ajarebpe, JOruke, TOmo-
JIOTHje U MaTeMaTu4dkKe (PU3MKe, a HAJAMO Ce Jia he pe3ysiTaTu JIOOUjeHu Y O] MMaTH OJjeKa
y OBUM O0JIacTHMA.



I'maBa 1

PdpobeHujycoBe ajreope

DpobeHnjycoBe anredpe ce IpBU IyT M0jaBbyjy modeTkoM XX Beka y paay PepanHanIa
Teopra ®pobenujyca ([16]). Osaj nosHaru Hemadku MareMaTudap’, OCHUBAY TEOPHje pe-
Ipe3eHTaIja Irpyla, IPBU je IMpoydaBao ajiredpe KoJI KOjUX Cy MpBa U Jpyra peryJapHa
peripe3enTalija n3omMopdHe.

Petupesentuayuja anzebpe A je BeKTopcKu mpoctop V' 3ajesiHo ca XoMOMOPGMU3IMOM aJIredpu
p:A— EndV, Tj. TMHEADHUM TPECTUKABAHEM KOje ,yBa’ MHOXKEIE U jeIMHUILY

plab) = p(a) o p(b)

p(lA) = 1v.

Yobuuajena o3naka 3a p(a)v je a-v (1eBo gejerBo A Ha V'), a IpeTXo/He jeJHAKOCTH MOXKEMO
3aIUCaATU Y OOJINKY

(ab) -v=a-(b-v)
1A'U:U.

Bekropcku nmpocrop V' Ha oBaj HaumH mMa cTpyKTypy Jesor A-momayna. Ha mpumep, ako je
V=Aup:A— EndA nebunucano na cienehu HaduH

pla) : A— A

p(a)b = ab

Kao0 OIePaTOp JIEBOT MHOXKEIHa Ca ¢, OBA PEIIPE3EHTAIIN]a Ce HAZUBA UPEA PEZYALPHA PETUPE3EH-
wayuja. Comano, A mobuja cTpyKTypy gecHor A-momyra ako p gedbunuiemo ca p(a)b = ba.
Axo cy Vi u V, nBe penrpesenTtariuje aiarebpe A, romomoppusam peupe3eniiayuja je TMHeapHO
npecjimkaBame ¢ : Vi — V5 Koje KomyTupa ca J1ejCTBOM, Tj.

dla-v)=a-¢(v), 3acse veEV,ac€ A

XoMmomopdu3aMm perpeseHTaImja je udomoppuszam peupe3enitiau]ja ako je n3oMopdu3am BeK-
TOPCKHX MIPOCTOPa. 3a JIBe pElpe3eHTalrje KakeMo J1a Cy H30MOpPGHE aKO IMOCTOju U30MOP-
duzam uzmehy wux. /JIpyza pezysapra peupesenmayuja arzebpe A je BeKTopcku mpocTop A*
ca XoMOMOP(hU3MOM ajaredpu

p:A— End(A")
(p(a)A)(b) = A(ba), A€ A" a,be A.
*Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917)




1.1. OCHOBHH IIOJMOBHU U TBPBEMKA

®pobenujyc je mpoydaBao KOHAYHO-IMMEH3MOHAJIHE ajredbpe KOJI KOjuX Cy IpBa U JIpyTra
peryJsiapHa penpesenTanuja uzomopdue kao jesu A-monynu. Kacuuje cy Bpayep, Hesour u
Hakajama youniu na je mpoy4yaBarbe KOHAYHO-IMMEH3UOHAJHUX AJIreOpu ca OBUM CBOjCTBOM
KJBbYIHO 33 00/b€ Pa3yMeBammhe CTPYKTYpe aaredpu Koje HUCY MOJIyIpocTe. Y HU3Y PaJIOBa KOju
cy o0jaBibennu oj1 1937. mo 1941. ronune, Bpayep, He3doutr n Hakajama najy kapakrepusaiiu-
jy @pobenujycoBux ajaredpu Koja je He3aBUCHaA Of n30opa Oase ajrebpe M HA3WBa]y OBaKBE
anrebpe ®pobenujycosum nmenoM (Buzgeru [33| u [34]). Ilpema jemoj ox HBUXOBUX €KBUBa-
JIEHTHUX Kapakrepusariuja, @Ppobenujycosa arzebpa je KOHAYHO-IMMEH3MOHAJHA ajrebpa A
Hay osbeM K 3ajenno ca menereneparusaoMm K-6uimuaeapaom dopmom (| ) 1 A x A — K
KOja je acolmjaTuBHA, Tj.

(ablc) = (albe), 3a cBe a,b,c € A.

V nociiesime BpeMe nHTEepecoBaibe 3a Ppobennjycose anrebpe je mopacsio 300T HUXOBE 10-
BE3aHOCTHU Ca TOIOJIOIIKAM KBAHTHUM Teopujama mosba. Hujkrpad je 1989. romguue y cB0joj
JIOKTOPCKO] JUCepTauju [8] mpBu nmpuMeTno ma cy 2-IuMeH3NOHATHE TOMOJIOIIKE KBAHTHE Te-
opuje 1oJ/ba y CYIITUHU UCTO IMITO U KomyTaTuBHe Ppodbenujycose ajiredpe. MHOro mera/bHUjU
JIOKa3 eKBUBaJIeHIje n3Mehy Kareropuje 2-1MMeH3NOHAIHIX TOIOJIONIKINX KBAHTHUX TEOPU-
ja mospa m Kareropuje KoMmyraruBHuXx PpobenujycoBux aaredpu Moxke ce Hahu y pajioBuMa
Ksuna [37] u A6pawmca [2].

Dpobenujycose ajirebpe UMajy MIUPOKY MPUMEHY y MHOTUM OOJIACTUMA MaTeMaTUKE, TeO-
pujcke pusuke u padynapcrba. nrepecantna je ymora @poberunjycoBux aaredpu y Teopuju
6pojesa, anrebapckoj reomerpuju u kombunaTropuiiu. Kopurnihene cy 3a mpoydaBarme Xomdo-
BuxX n KorrysbeBux anrebpu, Ka0 M KOXOMOJIOIIKAX ITPCTEHOBA KOMITAKTHUX OPHUjEHTUCAHUX
MHOT'OCTPYKOCTH.

1.1 OcHoBHU IOjMOBHM U TBphema

Y 0BOj ceknmju hemo aTu mperJie/l OCHOBHUX IIOjMOBa M HEKA HBUXOBA CBOjCTBa, KOja Cy
norpebdHa 3a nedpunucame Opobennjycose aaredbpe. Ilpunnkom nmucarma oBe ceKIje, HAjBUIIE
ce ocsamamMo Ha Kbury Joakuma Koka ([23]).

Hedbunaunmja 1.1.1. Yuapusaree sexttiopckux upoctwopa V u W' je muneapHo IpeCInKaBarmbe
B:VeW =K
VR w — (vjw).

Hedbununuja 1.1.2. Yoapusame 5 : V @ W — K je negezenepawiusero wo V axo mocroju
JIMHEApHO mpecinkaBame vy : K — W ® V Tako na je ciemeha kommo3unuja jeanaka 1y :

1y @y B ®1y

VVeK VeWelV)2(VeW)eV

KeV=V

Cauuno, ynapuBamwe [ : V @ W — K je negezenepattiueno o W ako mocroju JuHeapHO
npeciaukaBame Yy ¢ K — W ® V tako na je cieneha kommosuruja jeanaka lyy:

Yw Q1w 1y ®pB

WKW WeaV)eW =W ((VeW)

WoeK=WwW
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1.1. OCHOBHH IIOJMOBHU U TBPBEMKA

Axo je ynapusame HejerenepatuBao u 1o V u o W, Moxke ce mokasaTu Jia ce mpecuKa-
Bama Yy U Y MOKJAIajy M 0O3HA4aBaMoO MX ca Y. ¥ TOM CJIydajy KayKeMo Jia je yIapuBambe
[ HegezenepatiueHo, a MPECIUKABAILE Y HA3UBAMO KOYUAPUBGHHE.

Heka je §: V@ W — K. Ako dukcupamo jgpyru aprymest w € W, nobujamo JuHeapHy
dbopmy

Buw:V =K

v = (vfw),
moMohy Koje JeuHHUIIIEMO JUHEAPHO MPECTUKABAHE
Biept : W = V*
w = By = (_|w).
Couano, ako pukcupamo npBu aprymenT v € V| nobujamo ymmaeapuy dhopmy
B W =K
w = (v|w),
KOja 3aJlaje JJUHeapHO MTPECTNKABAHE
Bright : V — w=
v B = (v]).

JIlema 1.1.1. Vaapusarwe 5 : V @ W — K je negezenepawusro wo W axxo je W xonauwro-
JUMEH3UOHAAHU BEKTUOPCKU UPOCTUOP U UHGYKOBAHO UPECAUKABATLE 5left W — V* je un-
jexwmueno. Cauuno, [ je mnegezenepatmiueno wo V axko je V  Kxowaume gumensuje
U Bright 1 V — W™ je unjextiusno.

Jloxas. Tlpernocrasumo ga je [ menereneparusuo no W. Taga mocroju Koynapubarbe
w K—=>W®eVuyw(lk) => ., w ®v;, 3a Heke BekTope w; € W u v; € V. M3abepumo
npousBosbad * € W u nmpecaukajmo ra momohy xkommozurmje W — W @ Vo W — W:

n n
T Zwi RU; @ T > Zwl<vl|x>
i=1 i=1

36or mexmereneparusroctu o W osa xommnosuunuja je ly, ma je x = Y . w;(v;|T) 3a cBako
x € W. Ilpema Tome, BEKTOpH W1, . . . , W, TeHepuiry mpocrop W, na je on KoHavYHe TUMEH3H]e.
[a 6mcMo moKazau WHjeKTUBHOCT IPeCIHKaBama [ @ W — V™, mpermocraBumo na je
Biest(z) = B, = 0, 1j. na 3a cBe y € V Baxku B,(y) = (y|r) = 0. Tama mocebHO u 3a BeKTOpE
v, ..., 0, Baxu ga je (v|z) = 0. IIpema Tome, BEKTOp X je HyJIA.

O6puyTo, mpernocraBuMoO Jia je npoctop W KoHadHe JUMEH3Uje U J1a je IIPEeCTUKABAIbHE
Bieft : W — V* unjextusao. Nzabepumo 6a3y wy, ..., w, 3a W. 13 muneapHe He3aBHCHOCTU
BEKTOPa W1, ..., W, U WHjeKTUBHOCTU IPECIUKABAMBA [ f; CIACIU Na Cy U JHHeapHe ¢dopme
Buwrs -« Pw, : V — K nuneapuo mesasucue. Tana mocroje BekTopu vy, ...,v, € V TaksBu Ja
je Buw,(vi) = 1 m By, (v;) = 0, 3a @ # j. Hedunmmumo koynmapusame vy : K — W @ V ca

. . Olw 1w .
w(lk) = Y i w; ®v;. Jokaxkumo na je komuosunuja W WENW RV QW WS jeaHaka
1y . IlpousBosban x € W je obiimka Z?Zl Ajw; 1 IIpeciinKaBa ce caM y cebe:

Z )\jwj — 27w()\J) X W; = Z /\](wl XK v; ® ’LUj) — Z /\]wlﬁ(vz X wj) = Z )\sz
j=1 j=1 i=1

1, 1,J



1.1. OCHOBHH IIOJMOBHU U TBPBEMKA

Hedbununnuja 1.1.3. Jyasro upecaurasarbe muHeapHor npecinkapama ¢ @ V. — W je mpe-
cimKaBame V* 1 W* — V* necdunucano ca

A Ao
Jlema 1.1.2. Hexa jev : V — W auneapro upecaurasarse udmehy KoHauHo-guUMEH3UOHANHUL
upoctopa u Hexa je Y* : W* — V* we2oso gyasno upecaurasare. Taga sasrcu:

(1) ¥ je unjext@uero axo u camo axo V* je cypjeximusHo.
(2) ¥ je cypjexiiueno axo u camo axo V* je unjeKGusHO.
Jlema 1.1.3. Hexa cy V u W xonauno gumeH3UOHAAHU SEKUWLOPCKU UPOCULOPYU U HEKA je

B: VW — K yaapusare. Taga je upecaurasarve Brignt : V. — W* gyasno upecaurasarve
upecaurasara Biep - W — V* u obprytio.

Joxas. dyanno npeciukaBame —IpecauKaBama [ W — V' je  npecimkaBame
Biope : VI — W, j.
Biepr : Hom(V*, K) — Hom(W,K)
T —> T o Bleft'

Kaxko je V konaune jmMmenswuje, MOCTOjU KAHOHCKU U30MOP@U3aM

V = V™ = Hom(V*, K)
v T :=[A— A(v)].
Ipema Tome, Sy : V = Hom(V*, K) — W*

v T = [A— AW)] = T o Byt

Heka je w € W npoussospan eement. Tana je (T o Biep)(w) = T((_jw)) = (v|w). Haxie,

Bis4 je Mpec/mKaBame Koje v IpecinKapa y juHeapHy dopmy w — (v|w), ma ce mokmama ca

Bright- O]

Jlema 1.1.4. Hexa cy V u W KoHaUHO-GUMEHZUOHAAHY BEKTLOPCKY TUPOCTUOPU U HEKG je
BV W — K yuapusare. Taga cy caegehu ycaosu exeusaseHitinL:

(1) B je negezenepa@uero yuapusarse.
(2) Jluneapro Gpecaukasarve Biesr : W — V* je uzomoppusam.
(3) Jlumeapro Gpecaukasarve Brigne : V. — W* je uzomoppusam.
Zloxas. TupexktHom npumenowm Jiema 1.1.1, 1.1.2 u 1.1.3. Il

Crerjastio, ako cy npocropu V u W ucre qumensuje, yciaose (2) u (3) MOXKEMO 3aMEHUTH
YCIOBUMA 1 CY Bieft U Pright NHJEKTUBHA, Tj. YCJIOBUMA!

(2) YoeV (vjw) =0 = w=0.
(3) Yw e W (v|w) =0 = v =0.

Hedbununuja 1.1.4. K-anazebpa je K-ekropcku mnpocrop A 3ajemno ca asa K-muHeapha
[IPECTTUKABAIHA
p:AQA—-A n:K— A,

KOja Ha3WBaMO DEIOM MHOHCEIE U JEGUHUUA, TAKO JIa cedehm mujarpamMu KOMYTUDPAjy
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1.1. OCHOBHH IIOJMOBHU U TBPBEMKA

A®A®A%A®A A®AMAK®A%A2A®KMAUA®A

L b T |

A®A A A

m

Axo ca zy ozHaunmo p(r ® y), a ca 14 cauky enemeHTa lx P MPECIUKABALY 1], YCJIOBE
KOMYTATUBHOCTH JIMjarpaMa MOKeMo 3amucatu u kao (xy)z = z(yz), lar =z = xls. OBu
YCJIOBU 3HAYE J1a je MHOXKEHE aCOIMjaTUBHO U JIa TIOCTOJU HEYTPAJTHU €JIEMEHT 1 4 38 MHOXKEHE.
JluneapuocT npeciukaBama (10 A ® A — A ekBuBajieHTHa je OMJIMHEAPHOCTH OJroBapajyher
npecjmKaBama I : A X A — A, na je MHOXKeme JUCTPpUOYTHBHO Ipema cabupamy. [Ipema
ToMe, cBaka K-ajrebpa mMa U CTpyKTYpy MPCTEHA Ca jeTUHUIIOM.

[Ipennocr medunHCama mojMa anredpe momMohy aujarpama je y TOME IITO OKPEeTameM
CTpeuIa JIo0ujaMo JIyaTHU TOjaM.

Hedbunnunuja 1.1.5. Koanzebpa nan nobem K je K-Bekropckm mpoctop A 3ajeano ca jaBa
K-nuHeapHa mpec/imKaBamba

0:A—>ARA, ¢: A—->K,

KOja HAa3MBaMO PEIIOM KOMHOMCEHE U KOJEqUHULA, TAKO Ja caeaenn aujarpaMu KOMYTHPA]Y

5®]—A 1A®€

ARA® A ARA ARA KRAZAZAQK+—— AR A

1@ 9] K T M

A®A 3 A A

ER 1A

Hedbunaunuja 1.1.6. Heka je A npcren ca jemuuunom. Jlecnu A-mogya je K-BekTopcku
npoctop M 3ajenno ca K-1uHeapHUM ITpec/IMKaBaHbeM

a MQA—-M
rRar—T-a

Tako Ja ciegehu nujarpamMu KoMy Tupajy

MoAeALE1 e Mo A XD rex
1M®,ul ioz l(/
MeA—: M M

Tj. na Baxku (x-a)-b=x-(ab) m x-14 = x, 3a cBe a,b € A, © € M. IlpeciukaBame «
Ha3UBaMO gecHo gejciieo A ma M.

Hamomena 1.1.1. Kako je a neduHrCaHO HA TEH30PCKOM ITPOU3BOY, CJAEIU & BayKU U
mucrpubyrtuaocT = - (a +b) =x-a+x-b, (r+y)-a=x-a+y-a.

ITpumep 1.1.1. Axo je A, K-anrebpa, onja A uMa u CTPYKTYPY JECHOT A-MOJIyJIa, MOIITO
je muOXKeme 1 A ® A — A cnenumjaaHu ciy4aj jiejcTsa.

Hedbununuja 1.1.7. Heka cy M u N pgecan A-momynu. K-nuHeapHO IpecnKaBambe
¢ : M — N nazuBaMo gecHum A-ToMomopPudmom U gecHum A-auneaprum Upecaurasa-
rvem ako cienehm aujarpaM KOMyTHpa



1.1. OCHOBHH IIOJMOBHU U TBPBEMKA

Maod 2914 yvoa

. E

M p N

Hpyrum peunma, 3a cee x € M u cBe a € A Baxku ¢(z - a) = ¢(x) - a.

Ha cnuvuan maunn medpunummemo u jtesu A-momyn u jieBu A-xomomopduzam.

Hedbunaunuja 1.1.8. Jlesu A-mogys je BekTopcku mpoctop M ca K-imHeapHuMm mpecsu-
kaBaweM A ®@ M — M, a® x +— a-x Koje 3a10BobaBa akcuome a - (b-z) = (ab) -z m
1y -z =x. Jlesu A-romomoppuszam je K-muneapro mnpeciukapame ¢ : M — N uzmely asa
neBa A-Momysia ako 3a/10BosbaBa ycioB ¢(a - x) = a - ¢(x), 3a cBe x € M u cBe a € A.

Axo je M necun A-momya, ouna gayasuu npocrop M* = Hom (M, K) nma KaHOHCKY CTPYK-
Typy JieBor A-mojysa Koja je mara ca:

A M* — M~
a@AN—a-N:=[z— Az-a).
Cimano, ako je M nesu A-momys, onga M* mMa KaHOHCKY CTPYKTYDY ZeCHOr A-Momysa
M*® A — M*
A®a—A-a:=[x— Aa-x).

Hedbunaunuja 1.1.9. Heka je M nmecam A-momyn, a N jesu A-momyn. Ymnapuawbe
B:M® N — K je acoyujatiuero ako ciemehn aujarpaMm KoMyTHpa:

/
Mo Ao NAMEY 4o N
05®1Nl lﬁ
M ® N 3 K

Hpyrum peunma, ynapusame [ : x ® y — (z|y) je acormjaTuBHO aKo
(x-aly) = (x|la-y), 3acBe v € M,a€ A,y € N.

Jlema 1.1.5. Axo cy M u N pegom gecwu u sesu A-mogya u axo je B : M @ N — K
Yuapusatrbe, oHga cy caegehiu Ycrosu exeusaNeHTHU:

(1) B je acoyujaiueno yuapusarse.
(2) IIpecaurasarve Piesr : N — M* je neso A-auneapro.
(3) Ilpecaurasarve Brign, - M — N* je gecno A-aumneapho.

Jlokas. Kako je ycJioB acorujaTMBHOCTU CUMETPHUYAH, JIOBOJBHO je Tokazaru Jja je (1) < (2).
IIpecnukasamse [iepr : N — M* nedbunucano ca y — [, = (_|y) je neBo A-imneapHo axko u
camo ako3acBe a € Auy € N Baxu [jepi(a-y) = a-Biepi(y), Tj. muneapue dopme So.,y 1 M — K
ua-fBy: M — Kcy jenmake. Taj ycioB je eKBEBaJIeHTaH yCIOBY Ja 3a CBakoO T € M BaxKu
Bay(x) = (a- By)(x), KOju ce cBOAM Ha ACOLMjaTUBHOCT ymapuBama (r|a-y) = (z-aly). O
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1.2. JIEQUHUIINJE U IIPUMEPU ®POBEHUJYCOBUX AJITEGPU

Jlema 1.1.6. Axo je A, K-anzebpa, onga tGoctoju Y3ajamMHo JegHOZHAUHA KOPECTOHJEHUIA
uamehy auneaprux gopmu € 1 A — K u acoyujeiuenuzr yuapusarsa f: AR A — K.

oxas. Ceaku Jmaeapuun dyukmuonan ¢ : A — K omgpebyje kaHoHCKO ymapuBarbe
f:A® A — K nebunucano ca f(r ® y) = e(zy), Koje je acolujaTuBHO, jep je MHOKEHE y
aJredpu acoIujaTHBHO.
O6puyTo, cBaKO acorujaTuBHO ynapupame 5 : A® A — K, x @y — (x|y) onpebhyje kanoucky
nuneapny dopmy € : A — K nedbunucany ca

a— (lala) = (a]la).
Ako kpenemo o1 imHeapHe GpOpMe U MPUIAPYKUMO joj KAHOHCKO aCOIAjaTUBHO yIIapUBAhe, a

IbeMY 3aTUM IPUIPYKUMO KAaHOHCKY JIMHeapHy (opMmy, jgobuhemo yimHeapHy popmy OJ1 Koje
CMO KPEHYJIX U OOPHYTO. [

1.2 Jledunumnuje u npumepu @PpobeHNjycoBuUX ajiredpu

Y oBoj ceknuju hemo m3noxkutu ocHoBHe Jedunuiuje OpobennjycoBux aaredbpu, ca mo-
cebunM ocBpToM Ha mpumepe. O cranmapise auTeparype HaBonumo [23| u [44].

Hedbununuja 1.2.1. Ppoberujycosa anzebpa je K-anredbpa A KoHaUHE IUMEH3UjE 3aj€THO
ca jquaeapaoM dopmom ¢ : A — K auje jesrpo

Ker(e) ={a € A|e(a) =0}

He CaJIpXK¥ HeTpuBHjasHe JieBe ujease npcrera A. Jluneapuy dopmy € HasuBamo @Ppoberu-
Jjycosa ghopma.

Hamomena 1.2.1. Ha paroj K-anrebpu ma pasiaumunrte HaumHe MoxKeMo Jedunucaru Ppo-
Oenujycose opme.

Hamnomena 1.2.2. Yeios na Ker(e) He caap:Ku HETPUBHjaJIHE JIEBE Wjleasle eKBUBAJEHTAH
je ycnoBy na Ker(e) ne caup:ku Herpupmjasne riasue jese uieane. Axo je [ # {0} werpu-
BujasHu JieBu uaean takas ga I C Ker(e), onla MOCTOjU He-HyJIa €JIeMeHT « € [ 1 3a [JIaBHI
uzeas rerepucal ca ¢ Baxu Ar = {ax |a € A} C I C Ker(e). Yeaos na Ker(e) He campxu
HETPUBUjaJHE TJIABHE JIEBE Ujeajie MOXKEMO 3aIllUCaTh y OOJIUKY

e(Ay) =0 = y=0.

JIema 1.2.1. Hexka je € : A — K auneapna dopma u nexa je (x|y) = e(xy) og2osapajyhe
acoyujatiueno yuapusare 3 : AR A — K. Taga cy caegehu ycaosu exeusaseHitinu:

(1) B je negezenepauero yuapusarve.
(2) Ker(e) ne cagpotcu netipusujanre aese ugeae.
(3) Ker(e) ne cagpotcu netipusujasne geche ugeane.
Jlokxas. Ha ocuoBy neme 1.1.4(2’) ynapuBame ( | ) je HeJlereHepaTUBHO aKO U CAMO aKO

Vee Azly) =0 =y =0, 1j.
(Aly) =0 =y =0, Tj.
e(Ay) =0 =y =0,
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1.2. JIEQUHUIINJE U IIPUMEPU ®POBEHUJYCOBUX AJITEGPU

IITO je eKBUBAJEHTHO ycjoBy na Ker(e) He cajpKu HeTPUBHjaJHE JieBe UeaJe,
na je (1) & (2). 3a (1) < (3) kopuctumo yciaos (3’) u3 geme 1.1.4. O

Hedbununuja 1.2.2. Opoberujycosa anzebpa je K-anrebpa A KoHaUHE JIUMEH3UjE 3aj€THO
ca acolujaTUBHUM HejlereHepaTuBHuM ynapubatbeM @ A ® A — K, koje nasuBamo @pobe-
HUJYCOBO YUAPUBAtbeE.

[Iperxonna jiema moka3yje ja cy UpBa u Japyra jieUHUINja €KBUBAJICHTHE.

Ha ocuoBy sieme 1.1.4 cBako menereneparusuo ynapusame 5 : A ® A — K unaykyje nBa
K-mmreapna n3omopdusma [ip @ A 5 A% w Bright : A 5 A*. AconmjaTuBHOCT ynapupama 3
eKBHUBAJICHTHA je, Ha OCHOBY JsieMe 1.1.5, ycioBy Ja je By 1€Bo A-mHEapHO, KAo U yCJIOBY
na je Brigne AecHo A-ymueapno. lIpema Tome, cBako PpobeHUjycoBO ymapuBame HHIYKYje
nesu A-msomopdbuzam A = A* u necum A-uzomopduzam A = A*. O6pHYTO, CBaK: JieBU
A-mzomoppuzam  f : A = A*  neduHHIe acONUjaTHBHO HEIETEHEPATHBHO YIAPUBAILE
B :A® A — K zamaro ca (z|y) = (f(y))(x). Ynapusame [ je acornujaTuBHO jep BaxKu
(r-aly) = (fW)(z-a) = (a- fY)(z) = (fla-y)(z) = (z]a-y). Kako ce npecimkapame
Bieft : A — A* nmokana ca msomopdusMoM f, cirequ Aa je ynapusame (3 HeJlereHepaTHBHO.

Crmano, cBaku gecau A-msomopdmsam g : A =5 A* nedunuire aconujaTHBHO HeereHe-
paruBHO ynapusame [ : A ® A — K 3azaro ca (x|y) = (g(z))(y).

Mozkemo 3akspyanuTu Jia je apyra gedunuinja Opobenunjycose ajaredpe eKBUBAJIEHTHA Ca
ciaenehum nedunuimjama.

Hedbunnunuja 1.2.3. Ppobenujycosa anzebpa je K-anrebpa A KOHAYHE TUMEH3Hje 3aj€THO
ca jgesuM A-msomopduszmom A = A*.

Hedbununuja 1.2.4. Opoberujycosa anzebpa je K-aarebpa A KoHaUHE IUMEH3UjE 3aj€THO
ca gecanM A-msomopduzmom A = A*.

Axo nmamo @pobenujycoBy dhopmy € : A — K uumje jesrpo He cajpku HETPUBHUjAHE
ryIaBHe JeBe ujeasie, Moxkemo gedunucaru f @ A — A* ca f(l4) = € u npomyxkurtu ra 10
neBo A-ymneapHor npecinkasamba f(z) = z - €. Axo je f(zx) = 0, onma je (f(z))(y) = 0 3a
cBey € A, 1j. (x-¢)(y) =¢e(y-z) =03acsey € A. Kako Ker(e) He caapu HeTpUBHUjaIHE
rJIaBHE JieBe ujiease, 3ak/pydyjemo ja je x = 0 u ma je npecinukasame f umnHjekTuBHO. U3
dim A = dim A* ciequ fa je f u cypjektuBHo, Tj. 1a je [ seBu A-mzomopduzam.

O6puyTOo, ako mMamo jesn A-msomopduzam f : A = A*, MoxkeMo JedpUHACATH JITHCAPHY
dopmy € : A — K ca e = f(14) uuje jearpo He cajp:Ku HETPUBUjaJIHE TJIABHE JIEBe UieaJle,
jep je f MHjeKTHBHO M JIeBO A-JMHEapHO.

Tephewe 1.2.1. Hexa je A xonauno-gumenduonasna K-anrzebpa. Taga cy caegehu ycaosu
exeusaAeHUHU!

(1) Hocmoju K-auneapna gopma ¢ : A — K warsa ga je e(ab) = €(ba), 3a cee a,b € A, u
Ker(e) ne cagpotcu netipusujasne aese ugeane og A.

(2) Ioctoju acoyujatiueho wegezenepatiueho yuapusare [: AR A — K @akeo ga
je {(a|b) = (bla), 3a cee a,b € A.

(3) Iocimioju aesu A-usomopdusam A = A* xoju je u gecro A-auneapan.

Jlokas. Hokaxkumo 1a je (1) < (3). Axko je € : A — K nuneapna dopma taksa ma je €(ab) =
g(ba), 3a cBe a,b € A, u Ker(¢) He caapXu HeTpuBHjasHe JeBe ujease ox A, meduHUIIIMO

10



1.2. JIEQUHUIINJE U IIPUMEPU ®POBEHUJYCOBUX AJITEGPU

K-snmueapuo npecimkasame f: A — A* ca f(a)(b) = e(ab), 3a ce a,b € A. IIpeciukaBamwe f
je u J1eBo u JiecHO A-jimHeapHO Ha OCHOBY ciienehux jegHakocTH

(c- f(a)(b) = fla)(be) = e(a(be)) = e((be)a) = e(b(ca)) = e((ca)b) = f(ca)(b)
(f(a) - )(b) = fla)(cb) = e(a(ch)) = e((ac)b) = f(ac)(b),

3a cBe a,b,c € A. Kako Ker(e) ne cajp:ku HerpuBmjasHe JieBe (jecHe) upease o A, mpe-
cnukaBame f je mHjeKTuBHO, a 300r dim A = dim A* u u3omopduzam.

O6puyTo, ako je f : A = A* mpecimkapame Koje je u jeBn u jecHn A-mzomopdusan,
neduanmmmo € : A — K ca e = f(14). Tazna je

e(a) = f(1a)(a) = f(1a)(a-14) = (f(La) - a)(1a) = f(1a - a)(1a) = f(a)(La).

3a esemente a,b € A Baxe ciezehe jeHakocTu
e(ab) = f(ab)(1a) = (f(a) - 0)(1a) = f(a)(1a - b) = f(a)(b)
= fla-14)(b) = (a- f(14))(b) = f(1a)(ba) = &(ba).

Kako je f monomopdwuszam, cienu ga Ker(e) He cajpKu HeTpUBHjaJiHe JieBe (JecHe) ujealie
on A. O

Hedbununuja 1.2.5. Ppobenujycosa anredpa je cumetipuura DPpobernujycosa anzebpa axo
3a/10BOJbABA jEJIaH, & CAMUM THUM CBa TPU €KBUBAJIEHTHA yCJIOBA MPETXOIHOT TBphema.

Tsphemwe 1.2.2. Axo je A, K-anzebpa ca Ppoberujycosom dopmom £, onga je ceaxa gpyza
Dpobenujycosa dopma na A obauka u - €, 2ge je u € A uneepubusaH eNeMeEHT.

/oxas. Axo je € : A — K ®pobennjycoBa opma u u € A nHBepTHOMIAH €JIeMEHT, OHJIA je U
u - € Takohe Ppobenujycosa dopma. 3aucra, ako 3a cse x € A Baxu (u-¢)(vy) = e(xyu) =0,
ouza je yu = 0, ma u y = 0. IIpema Tome, Ker(u - €) He cajpKu HeTPUBUjaJHE TJIABHE JIEBE
unease. Heka je (A, ¢’") npyra @pobennjycosa crpykrypa aa A. Kako mocroju nzomopduszam
f: A A* nebunucan ca f(r) = x-¢, a & € A*, mocroju enement u € A Takas 1a je
e = f(u) = u-e. Cnmano, kako je ¢’ ®pobenujycoBa dhopma, TO MOCTOjU U3OMOPDHU3AM
'+ A= A* nedunucan ca f'(x) = x-¢. Ba e € A*, mocroju enement v € A Takap ja je
e=f(v)=v-& =vu-e. U3 f(14) = e =wvu-e = f(vu) cienu na je 14 = vu, jep je f
uzoMopdu3aMm, 1a je eJIeMEHT U UHBEPTUOUIaH. O

1.2.1 IIpumepu

ITpumep 1.2.1. Tpusnjanna Ppobenujycopa anrebpa A = K ca @poberujycoom (popMom
g : A — K koja je uieHTUYIHO Ipec/mKaBambe Ha K.

ITpumep 1.2.2. Ako je A xKoHadHO parmupee no/ba K, Kako cy y noby A jequHu wujgeasn
{0} u A, cBako K-nmureapuo npeciukasame A — K moxemo y3ern 3a @pobenujycoBy dopmy.

ITpumep 1.2.3. Ilowe komiuiekcuux 6pojeBa C je @pobenujycona aredpa naj mobem R ca
®pobenujycoBom popmom C — R nedurucanom ca a + ib — a.

ITpumep 1.2.4. Marpuuna anredbpa M, (K) je @pobenujycosa anredbpa ca PpobernjycoBom
dopmom T'r : M,,(K) — K xoja cBakoj marpurm A = [a;;] € M, (K) npuapyxkyje men Tpar

TT(A) = a1 + 929 4+ 4+ Apn -
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1.2. JIEQUHUIINJE U IIPUMEPU ®POBEHUJYCOBUX AJITEGPU

Axo 3a cee X € M, (K) Baxxu Tr(XY) = 0, onJa Taj yCJIOB BaXKi U 33 €JIEMEHTAPHY MATPUILY
E;;, xoja uma 1 y mpeceky i¢-Te BpPCTe M j-Te KOJIOHe, a Ha OCTaJuM MecTuMa Hyje. I3
Tr(Eyj-Y) =vy; =0,3acsel <1i,7 <ncremY = 0. Kako je Tr(AB) = Tr(BA),
oBa Ppobenujycosa ayrebpa je cumerpuuna. PpobeHnjycoBy HopMy MONKEMO U ApPyraduje
nedrHICATH KA0 KOMITO3UIIN]Y MHOYKEHhA HETICHTPATHIM HHBEPTUOMTHUM €JIEMEHTOM U TPara.
Ha mpumep, axo ¢’ : My(R) — My(R) — R nedunnmenmo ca

[eal = [eallio]l b+
nobuhemo necumerpuany OpobenujycoBy aaredbpy.

ITpumep 1.2.5. Heka je G konadna MyJTHUIUIMKATHBHA TPyIa Yuju je HEyTpas e. ['pymnHa
anrebpa KG je K-BekTopcku mpoctop cBux popMaTHUX JTUHEAPHUX KOMOMHAIM]a » e g,
rze cy Ay € K. Muoxkeme y 0B0j ajaredpu MHIYKOBAHO je MHOXKemeM y Ipymu G

(Z )‘gg)(z pnh) = Z Aglingh.

geG heG g,heG

Huwmensuja K-amrebpe KG je jemmaka pemy rpyme |G|, a meyrpan 3a mHOXKeme je e. OBa
asirebpa je KOMyTaTHBHA ako U caMoO ako je rpyma G komyratubHa. Asredpa KG mnobuja
®pobennjycoBy cTpyKTypy, ako ®pobdennjycoBy dbopmy ¢ : KG — K nedunumiemo na rene-

paTopuma ca
1, akog=e

e(g) =
0, ako g # e.

Ako jey = dec Agg # 0, mocroju h € G TakaB gma je A, # 0. Taga je
e(h™'y) = e(XyeqAh™'9) = M # 0, ma Ker(e) me cajpxu HeTpuBHjaiHe IryiaBHe Jese
ujease.

Onrosapajyhe ymapuBamwe [ : KG ® KG — K necdunucano ca

(Z Agg) ® (Z pnh) = & Z Agttngh) = Z Aglg=1

geG heG g,heG geG

je aconmjaTWBHO U HejereHepaTuBHO ca KoynapuBameM v : K — KG ® KG nedunucanum ca

k) =) g '@y

geG

" oo je mpumep cumerpuune PpobeHmjycoBe ajredpe, oJi Koje OIeT MOXKEMO HaIIPaBUTH
HECUMETPUYIHY KOMIIOHOBambEM Ca HEICHTPAJIHUM I/IHBepTI/I6I/IJIHI/IM €JIEMEHTOM, aKO TaKaB IIO-
CTOjH.

Hanomena 1.2.3. @pobenunjycoBy dopmy ¢ : KG — K moxkemo pedunucarun u Ha apyru

Ha4YUH Ca
|G|, ako g=c¢
“(g) = { |

0, ako g #e.
IIpumep 1.2.6. Heka je A konauHo-mmmensuonasHa K-amrebpa u T(A) = A@ A*, 1j.
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1.3. KOAJI'EBAPCKA CTPYKTYPA ®POBEHUJYCOBE AJI'EGPE

T(A) ={(a, f)|a € A, f € A*} rpuBnjanua ekcrensuja anredbpe A ca A-6umomynom A*. Taza
T(A) uma crpykrypy K-anrebpe y oaHocy Ha omeparuje jeduHUCAHE Ca

(a, f) + (b,g9) = (a+b,f +g)
c(a, f) = (ca, cf)
(a, f)(b,g) = (ab,ag + fb)

za a,b€ A f,ge A*,c € K u mwena gumensuja je 2dim A. PpobenujycoBy dopmy
e : T(A) — K moxemo nedunncaru ca e(a, f) = f(1a). Hokaxumo ga Ker(e) me campxun
HerTpuBHjaaHe TiaBHe Jiese upease of 1'(A). Ilpermocrasumo na 3a cse (a, f) € T(A) Baxn

e((a, f)(b,g)) = 0. Tana je

e(ab,ag + fb) = (ag + fb)(1a) = (ag)(1a) + (f0)(14) =
g(la-a)+ f(b-14) =g(a)+ f(b) =0, 3a cBe a € A, f € A,

Crenujanno, 3a f = 0 Baxu g(a) = 0, 3a cBe a € A, na je g = 0. 3a cBaku f € A* Baxku
f(b) =0, uz wera ciequ b =0 u (b, g) = (0,0).
1 oBo je mpumep cumerpuune Opobennjycope aynrebpe, jep je

£((a, f)(b,g)) = e(ab,ag + f5) = (ag + fb)(14) = g(a) + F(B) = F(b) + gla) =
J(La-b) + gla- 1) = (bf)(La) + (90)(La) = £(ba,bf + ga) = £((b, g)(a, f)).

1.3 Koaarebapcka crpykrypa ®@pobeHujycoBe ajreope

Kapakrepusamuja @pobennjycoBux aaredpu Kao ajredpu A Koje nMajy u KOMHOXKEHe Koje
je mpecimkaBame A-monyna A u A ® A nara je y pamosuma Ab6pamca ([2] 3a KomyraruBaH u
[1] 3a HekOMyTaTHBAH CIIydaj).

Hexa je A xonauno-pumensunonasina K-aarebpa ca maOX)KemeM U : AR A — A u jenuHUIIOM
n:K — A. Oznaunmo ca i : A ® A — A npeciimkaBame a ® b — ba. Tama mgyamaum mpoctop
A* uMa mpUpOJIHY CTPYKTYpPy Koasreope.

3 nuHeapHe anre6pe je MO3HATO Ja TOCTOju m3oMopduzam ¢ : A* @ A* = (A® A)* nar
ca

fog=la@be fla)g)]
Komnoxeme A : A* — A* ® A* hemo nedunmncatn Kao KOMIIO3UIA]Y

A (A Ay T A @ A

npu YeMy je JiyaJiHo mpeciukaBambe i @ A* — (A ® A)* maro ca g*(f) = f o . JacwHo je na
3a KOMHOXKee A BaxKu

(1.1) Zf,@gl < f(ba) = Zf’ a)g;(b), 3a cBe a,b e A.

U3 aconmjaTuBHOCTH MHOXKEHA [I U KOHTpaBapujantHoctu dyukropa F' : Vectx — Vectk
Koju je Ha objekTmMa gecdurucan ca F : V +— V* a ma crpemmmama ca F : f — f*, ciegn
KOACOIMjaTUBHOCT KOMHOXKema A.

Kojemunauny € : A* — K nedunnmremMo Kao KOMITO3UIIA]Y

A* TR SR,

13



1.3. KOAJI'EBAPCKA CTPYKTYPA ®POBEHUJYCOBE AJI'EGPE

rie je K*—K npupogan uzomopdusam mar ca g — g(1), 3a g € K*, nok je myasHo npeciu-
kaBame 1n* 1 A* — K* naro ca n*(f) = fon,3a f € A"
Ba kojeaunuily € : A* — K Baxku

(1.2) e(f) = f(1a).

Axo je (C,A,€) xoanrebpa u 6 : V — C uzomopdusaM BEKTOPCKUX IIPOCTOPA, OHJIA W
V uma cTpykTypy Koaarebpe. Komuoxkeme § : V — V@V ijed = (0"'®0 1) oAoch a
KOjeJIMHUIA € = € 0 0:

v 0 yvev VL
0| lo1 @6 el\
C A C®C CT*K

Axo je A ®pobenujycoBa anrebpa ca HeJereHePATUBHUM ACOIMjATUBHUM YIIAPUBAHEM
B:A® A — K, ono unmykyje gecuu A-nmuneapun uzomopduzam 0 = B 0 A = A*
nedbunucan ca a — (al_). KomHOXKeme 1 KojeuHUILy TedUHUIIEMO ca

=010 oAch c=col:

A—2 . Am4 A
€
0 l T 010! 0 l
A* A A* @ A* A* — K
[IpumeTnMoO 118 38 KOMHOYXKEH€ U KOJeIUHUILY BarKH
(1.3) 6a) = a; @b < (alyz) =Y (ailx)(bily), 3a cve z,y € A,
i=1 1=1

(1.4) e(a) = (alla), 3a cBe a € A.

Kojenununa € je 3anpaBo @pobennjycosa dpopma Koja ogarorapa PpobeHnjycoBOM yIapuBaby

8.

Bapujanra ciieeher tBphema 3a ciay4aj kaza je A komyTtaruBHa ajarebpa mMoxe ce Hahn
y [15].

Tsphewe 1.3.1. Hexa je A xonauno-gumenduornanna K-anzebpa. Taga cy caegehu ycaosu
eK6UBANEHUMH !

(1) A je Dpobenujycosa anzebpa.

(2) Ilocmoju xoanzebapcka cpyrimypa (A,0,e) Wwaxea ga je

n

i(z) = Zmai Rb; = Zai ® bjxr, 3a cee x € A.
i=1

=1
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1.3. KOAJI'EBAPCKA CTPYKTYPA ®POBEHUJYCOBE AJI'EGPE

Jlokas. (1) = (2) Heka je marto HelerenepaTWBHO aconujaTuBHO ynapusarme ( | ). Tamga
KOMHOXKeme 0 U Kojeaunuiyy & nedunumenmo ca (1.3) u (1.4). Ako je 0(14) = > 1", a; ®@ by,
OHJIA 3a CBe T,¥, 2 € A Baxu

n n

D lailydbarlz) =) faily)(bilez) = (Lalzzy) = (z]2y),
i=1 i=1
na je 0(x) = Y.~ a; ® bjw. Ipyra jeanakoct ce JoKa3yje CIMTIHO.
(2) = (1) Hedunnummmo ynapusame [ : A ® A — K nomohy kojenumuie

(zly) = e(zy).

Kaxo je MHOXKeIbE ¥ arebpu A acorujaTuBHO, 3aK/bY Iy jeMO 11a je OBO yIIapuBahe ACOIHjaTHB-
HO. Ako 3a cBe a € A Baxu (x|a) = 0, OHIA HA OCHOBY akcHOMe Kojeauuuie 14 = (e®@14) 00

MaMO
n n

z=(e®14)(0(z)) = Zf(ﬂlz‘)bi = Z<$|az‘>bz‘ =0,
=1 i=1
14 je ynapuBambe U HeJlereHepaTUBHO. N

Axo je e = [eq,...,e,] 6aza 3a A, onna je [0(e1),...,0(e,)] 6aza 3a A*, 3a Kojy mocroju
nyanna 6asa f = [f1,..., fn] 38 A Tako na je 6(e;)(f;) = (ei|f;) = 0;;. Taxas map 6aza (e, f)
HA3UBAMO gyaanu tap Ppobenujycosoz yuapusarea ( | ).

JIlema 1.3.1. Hexa je A @pobenujycosa arzebpa ca yuapusarsem { | ) u ogzosapajyhom Ko-
anzebapckom capyrmypom (A, 0,e). Axo 6ase e = ley, ..., e, u f =1[f1,..., [n] wune gyaaru
aap yuapusarea ( | ), onga je
= Z e; ® fi.
i=1

Jokas. Heka je 6(14) = ", a; ®b;. Ha ocroBy akcuome kojeaunuiie u tephema 1.3.1 3a cse
r € A Baxu

m

=(1a®e)(6(x) = (1a®e) Zal®bx :Zs = (bilx)a;

=1

ITpema ToMme, cucTem BeKTOpA [ag,...,a;,| je TeHeparpuca BEKTOPCKOr mpoctopa A u3 koje
ce Moxe m3nBojuru 6aza. Ilocie mpeHymepucama BEKTOpAa MOMKEMO MPETIIOCTABUTHU Jia je
[a,...,a,) 6a3a 3a A. Tana je 6(14) =D 1 a; @b, u 6(z) = Y1 a; ® bjx. U3 jennakocru
r =7y (V|zx)a; cnemn na je (bjla;) = d;;, vj. na 6ase [ay,...,a,] u [b],... 0] aune gyasnmnu
nap.

Younmo uzomopduzam ¢ : A® A = Hom(A, A) nedunncan ca

(Y(a®b))(c) = {alc) - b, 3acBe a,b,ce A.

[Momro 6aze e = [eq,...,e,| u f = [f1,..., fn] auHe gAyananu nap, umamo ja je

n

¢(Z € ® fi) =

i=1

Kako je u ¥(>°1 , a; ® b}) = 14, U3 MHjeKTUBHOCTU IpecuKaBama 1) ciaeau Jga je 6(ly) =
Do G @b =371 e ® fi. [
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1.3. KOAJI'EBAPCKA CTPYKTYPA ®POBEHUJYCOBE AJI'EGPE

ITpumep 1.3.1. Heka je A = M,,(K) marpuuna ®@pobenujycosa anrebpa ca acolnujaTuBHAM
HegereneparuBauM ynapusameM (A|B) = Tr(AB) n ueka je e = [E; ; | 1 < 1,7 < n] kanoncka
6aza. Uz Tr(E;;Ey) = Tr(djxEi;) = ;50 cnequ na 6aze e = [E;; | 1 < 4,7 < n]u
f=1E;;|1<4ij <n]aune gyannu nap ynapusama ( | ). Ako je E jeauHudHa MaTpuia

pena n, ma ocHoBy Jieme 1.3.1 3a xkomuoxemne 0 : M, (K) — M, (K) ® M, (K) Baxn

0(E) =Y Ei;® Ej;.
ij=1
Tana je, na ocuoBy TBphema 1.3.1

n

k=1 j=1

ij=1 ij=1 ik=1

Ba n = 2 umamo Ja je 6([zal zae oy 2oy OO

11 12 0 O
T11 9612]) — |: 0 0 z11 9612:|
0 0 =21 22

ITpumep 1.3.2. Heka je G = {g1,...,g,} rpyna ca veyrpanom e = g; u aeka je KG rpymnua
asirebpa ca OpobeHnjycoBuM yrnapuBarmbeM

1, akogh=e
{glh) =
0, ako gh #e.
Tama [g1,...,9a) 7 [g7 ", ..., g5 "] umme myamsm map ymapusama ( | ). Ha ocrosy meme 1.3.1

3a kKoMHOXKeme 0 : KG — KG ® KG Baxkn
d(e) = znjgi ®g;
i=1
a Ha OcHOBY TBphema 1.3.1
o(z) = ixgi ®g = Xn:gi ® g; .
i=1 i=1

OgBo ce pasiukyje on yobuuajerne cTpykrype Xormdose anredbpe KG ca KOMHOXKemeM U Koje-
JIMHUTIOM KOju cy JiecpbuHucaHN Ha 6Aa3HUM €JIEMEHTHMA, Ca

0:g—g®g
e:g—1 3acBegeEQG.

Tephewe 1.3.2. Hexa je (A,e) @poberujycosa anzebpa ca ogzosapajyhom roanzebapckom
cuupyxmypom (A, d, €) xog xoje je Ppobenujycosa gopma € xojegunuya. Taga jed: A — AR A
ae60 A-auneapro u gecno A-aumeapno, Wj. caegehu gujazpamu KoMywupasy

Ao A4D0 4o a0 A Ao A2 a0 a0
Ml lM@lA Nl llA@)M
A ———— A A A ———— A A
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1.3. KOAJI'EBAPCKA CTPYKTYPA ®POBEHUJYCOBE AJI'EGPE

JenmakocTu
(1.5) dop=pE®14)o(la®d)u Jop=(14u) o (0®14)
HazuBamMo DPpoberujycosum pesauujama.

Jokas. Ako je 0(14) = D 0 e; @ f;, onga npema TBphemwy 1.3.1 3a cBe b € A Baxku d(b) =
Yo be; ® f;. Ilposepuhiemo na HpBU AujarpaM KOMyTHpA:

(n@1a)o(1a®0))(a®@b) = (n®1a)(a®d(b)) =

n

(b ® 1A)(Za ® be; ® f;) = Zabei ® fi =0(ab) = (0op)(a®@D).

i=1 i=1
AHaJIOrHO ce mpoBepaBa M 3a JPYTU JUjarpaM. L]

Cneneha Teopema Jaje HajBaxKHUjy Kapakrepusarujy PpobennjycoBux aaredpu momohy
PpobeHnjycoBUxX peJialinja.

Teopema 1.3.1. (Bugeru [23, TBpheme 2.3.24]) Heka je A sex@opcku Gpoctop ca MHO-
orcerwem 2 AR A — A, jeguruyom 1 K — A, xommoorcerwem § : A — AR A u xojeguHuy,om
e: A — K. Axo sasrce Dpobenujycose pesayuje, OHGa 8aHCU:

(1) Bexwmopcku apoctiop A je xonawne gumeHauje.

(2) Mmnootcerve je acouujaueHo, KOMHONMCENE Je KOACOUUJATUSHO U A je KOHAYHO-gUMEH3UO-
naana K-anzebpa.

(3) Kojeguruua € je @pobenujycosa dopma, ua je (A, &) @pobenujycosa arzebpa.

Jloysup je jomr 1967. rogmue (|27]) mpoyduaBao ob6jekTe KOju Cy ¥ MOHOHJ W KOMOHOWJ,
Ipy 4eMy Bazke M ofpeheHn ycIoBrM KOMIATHOMTHOCTH:

(1.6) d=(1a@uo(y®1la)=(1®14)0(la®7),
(1.7) p=(B® 1a)o(la®d)=(1a®p)o (6 1a).

On nomymre uHuje ekcrunuTHO HaBeo PpobeHUjycoBe pesaliije, ajau Cy OHE JTUPEKTHA MTOCTIe-
nura yesosa (1.6) u (1.7). TIpeu koju je HaBeo PpobeHnjycoBe pesalje u J0Ka3a0 TPETXOIHY
reopemy je 6uo Keunu 1991. romune ([37]), y3 gomaTHy mpermnocTaBky akCHOME CHUMETPH]e.
Hesasucuo o1 tera, Abpamc 1995. rogune maje KapakTepusanujy KoMyTaTuBHUX PpobeHu-
jycoBux ajredpu Kao ajaredOpu Koje mMajy KOKOMYTaTUBHO KOMHOXKEHE KOje je TPEeCTNKaBAbe
A-monyna (Bumern [2]). Y6pso zarum 1998. ronusue y HoBoM pajy Abpamca [1| mojasisyje ce
YOIIIITE e U HA HEKOMYTATUBAH CIYUa;.
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I'maBa 2

Cdepe kao PpobeHjycoOBU 00jeKTH

®pobennjycoBy CTPYKTYpY jeaHoamMmensnoHasine cdepe S' mpoydaBasm cy MHOTH Ma-
tremarnuapu (Bugeru (8], [2] u [23]). Cdepa S', kao xomyrarusan ®pobenunjycos objekar
KaTeropuje 4uju cy MOpdusMu 2-KOOOPIU3MHU, YBEK Ce MOMUbE Y KOHTEKCTY JIBOIUMEH3UO-
HAJIHUX TOIIOJIOIIKUX KBAHTHUX TeOpHja 1mojba M y Be3u ca PpobenujycoBum asirebpama. Y
CBOjOj MOKTOpCKOj aucepramuju ujkrpad ce 6aBuo u PpobeHnjycoBoM CTPyKTypoMm cepa
sehux numensuja (Bugern [8)).

Huje Temko mposepuTH Ja je 3a cBako d > 1, chepa S ! cumerpmuan Ppobennjycos
objekar y kareropuju dCob auju cy mopdusumu d-kobopausmu. Jlako ce MoxKe MPOBEPUTH
u 1a je 3a cBako d > 2, cdepa S komyrarusan Opobenujycos objeKaT y 0BOj KATErOPH]H.
Nako Casun y pamy [42] tBpau 1a je cBaka cdepa komyrarusan @pobernjycos objekar, TO
Huje Tauno 3a 0-muMmensuonanny cdepy. Hamme, cdepa S muje xomyTaTupaH, amm jecte
cumerpudan Ppobennjycos odjekar. IIpema Tome, kaga ce numensuja cdepa noseha ca 0 Ha
1, To pe3yaTupa cyKaBameM KJace CUMETPUYHUX Ha KJacy KomyTaTuBHuUX DpodenunjycoBux
objekara. (Crora ce MpUPOJIHO TOCTAaB/hA MUTAE: Ja JIX CA HOBUM IHOBeharmeM JIUMEH3Uja
cdepa mobujamo HoBe Kiaace PpoberujycoBux objekara? Ilokazahemo ma je oaroBop Ha 0BO
UTarke HeraTuBaH. ¥ OJHOCY Ha je3nk PpobeHujycoBux objekara, HEMa pa3juke uamely
cdepa— moueBIIn o1 JuMeH3uje 1, cBe cdepe cy caoboaHe 01 H0/IaTHUX JeTHAKOCTU KOje Cy
dopmysucane Ha OBOM je3UKY.

Ako momaMo HEKy HOBY jeJIHAKOCT m3Mehy KaHOHCKUX CTPesHuIa, Tj. m3Mely OHuX CTpe-
JiTia Koje cy pesieBanTHe 3a DpobeHnjycoBy CTPYKTYPY, HEKe KAHOHCKE CTPEJIUIE CA MCTUM
JIOMEHOM ¥ KOJIOMEHOM W JaJbe OcTajy paziuumTe. [Ipema Tome, mOCTOju MHOIO pa3Indu-
X Kjaaca KomyTaTtuBHux DpobenujycoBux objekara. AKO 3a JiBe pasjnduTe 3aTBOPEHE 2-
MHOTOCTPYKOCTH IIPETIIOCTABUMO JIa BaXKU OJIroBapajyha jeIHaKoCT u3Mely KaHOHCKUX CTpe-
JINTIA, OHJIA CBU KOMyTaTuBHU PpobeHnjycoBr 00jeKTH KOju 33/10BO/baBajy TY HOBY jeTHAKOCT
YMHE MPaBy IOJKJIacy Kjace KomyTtatuBHux PpobenujycoBux objekarta. Ha mpumep, Kiaca
KoMyTaTuBHUX PpOOEHU]YyCOBUX 0OjeKaTa KOjU 3a/I0BO/bABAjy jEIHAKOCT: KOMHOMKEHHE KOM-
IIOHOBAHO €A MHOXKEIHEeM je MJIEHTUTET, YMHU MPaBy MOJKIACY KJyace KoMmyTaruBHUX Dpobe-
HUjYyCOBUX OOjeKaTa KOjU 33/I0BO/bABAjy JeTHAKOCT: jeIMHUIA KOMIOHOBAHA CA KOMHOXKEIHEM,
3aTHM Ca MHOYXKEIhEeM U Ha Kpajy ca KojeauHuroMm jemnako wmjaentureru. l[locnemma kiaca
OZrOBapa mapy 2-MHOTOCTPYKOCTH KOju ce cactoju of Topyca S' x S! u cdepe S2.

YV oBoM norsaBsby hemo mokasarTu Ja HUjeHa TpaBa MoJIKJIaca Kiace KOMyTaTuBHIX DPpo-
GenmjycoBux objexaTta He caipxu chepy SL sa d > 2. 3a Ty cBpxy, KomcTpymcahemo
CUMETPUYHY MOHOUJAIHY Kareropujy K ca yHuBep3aanuMm KoMmytaruBHuM DpobeHujycoBum
objekToMm, n mokazaheMo fa je cBaku cuMeTpuvdHu MoHOUIATHU (hyHKTOp M3 K v dCob, Koju
npecanKaBa oBaj objekar y cdepy S9! Bepam, 3a cBako d > 2. Cajprkaj OBOT MOTJIABIbA
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2.1. MOHOWJAJIHE KATEI'OPUJE U MOHOW/[AJIHU ®YHKTOPU

objaBibeH je y pauy [4].

2.1 MoHougajiHe KaTeropuje u MOHOUJAJIHN (PyHKTOPH

OBy yBOsHY cekIjy hemMo MOCBETUTH HEKUM OCHOBHUM TI0jMOBHAMA U3 TEOPHje KATErOPHja,
KOjU Cy HEOIIXOJIHM 3a pa3yMeBame Jlajbel TEKCTA.

Hedbunannuja 2.1.1. Monougaana xatwezopuja (M, ®,e,a, \, p) je kareropuja M ca 6u-
dyukTopoM ® : M x M — M, Koju je aconmjaTwBaH JI0 Ha TPUPOIHU H30MOPQU3AM

~Y

a = gpe: a®(b®c) = (a®b) ®c u ca objektom e € M, Koju je HeyTpas 3a @ 0

Y &)

Ha TpupoHe m3oMopdusme A, : e®a = au p, : a ®e = a. OBe crpenuiie MOpajy Ja
3a70BOJbaBajy ciaejsehe yciaose. Ilenraron nujarpam

a®(b®(c®d)) (a®b)®(c®d) (a®b)®@c)®d
1®ozl Toz@l
a® ((b®c)®d) - (a® (b®c)®d

«

KOMYTHPa 3a CBe a, b, c,d € M, Tpoyraonu aujarpam

a® (e®c) (a®e)®c
1®)\l ip@l
a®c = a®c

KOMYTHpa 3a CcBe a,¢c € M u A\, = p. : e ® e — e. MonounaHa Kareropuja je cupuriuHa
KaJa Cy CTPYKTYPHE CTPEJIUIE (v, A U p UJCHTUIHE.

N3 KOMyTaTUBHOCTH IMEHTArOH W TPOYTAOHOI JMjarpamMa MW yCaoBa A\, = p. HA OCHOBY
TeopeMe KoxepeHIuje (Buieru nocieauity reopeme VII.2.1 u3z [25]) cienm na cBaku aujarpam
JIOOWjeH OJ1 (v, A U p TEH30PHUCAHEM KOMyTHupa. 10 3Ha4YM Ja 3a MPOU3BOJbHY PEU Ca CJIOBUMA
a,b, ..., e mocroju jequHCTBEHO ojipeheHa KOMMo3uIMja O o, A U p KOja Ty ped IPeCTUKaBa
y ped ca Kpajibe JIEBO acCOIMPaHUM 3arpajiaMa y KOjoj ce CJI0BO e BUIIlE He T0jaBJbyje.

Hedbunaunuja 2.1.2. CumelipuwHa MOHOUJAAHA KATLEZOPUJQ jé MOHOMIAIHA KaTeropuja M
3ajeIHO ca (aMUINjOM NPUPOIHUX M30MopdusamMa T,, : a ® b = b ® a Ttako ma ciaenehm
JvjarpaMu KOMYTHUPajy

Tab
e®a a®®b — bRa

ae
p | | A N |70
a = a a®b
(@@b)@c —2% @ (aab)
o] Jo
a® (b®c) (c®a)®b
1®m7, i i%,a®1

a® (c®b) — (a®c)®@b
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2.1. MOHOWJAJIHE KATEI'OPUJE U MOHOW/[AJIHU ®YHKTOPU

Teopema KoxepeHIHje 32 MOHOUTAJIHE KATETOPHje IIPOIIUPYje ce M Ha CUMETPUYHE, 11a CBU
dopMasiHK ujarpaMu Yy KOjUMa ce M0jaBJbyjy &, A, p U T KOMYTHUPA]y.

ITpumep 2.1.1. Kareropuja Vectg cBUX BEKTOPCKUX ITPOCTOPA KOHAYHE TUMEH3Uje HaJl PUK-
cupanuM nosbeM K ca yobndajeHIM T€H30PCKUM IIPOU3BOIOM & U je/THOANMEH3NOHATIHIM BEK-
TopckuM mmpoctopoM K Kao HeyTpasoM mpuMep je CHMeTPUIHE MOHOUJIAJIHE KATeropuje Koja
HUje cTpuKTHa. Ha OCHOBY yHUBEP3aJIHOT CBOjCTBA TEH30PCKOT ITPOU3BO/IA IIOCTOJH je TMHCTBE-
Hu nzoMopduzaM aywy V@ (WeU) = (VeW)®U, takas 1a v® (w@u) — (v Q@ w) ® u.
Crpykrypuu uzomopdusmu Ay : KQV =2V upy : VK=V naru cy pegom ca a ® v — av
nv®arrav, oK je Ty VW =W @V nedbunncano ca v @ w — w @ v.

Hedbununuja 2.1.3. Jaxu mornougasru gynximop namely MoHOMIAIHNX Kareropuja M u
M’ je ypebena tpojka (F, Fy, Fy), vae je

1. F: M — M’ obuyan GbyHKTOD KOju cBakoM 06jeKTy a u3 M npuapy:xyje objekar F'(a)
u3 M’; a cBakoj crpemunu [ : a — o w3 M upuapyxyje crpenuy F(f) : F(a) — F(d'),
npu demy Baxu F(1,) = 1p@e) u F(go f) = F(g) o F(f);

2. F, je mpuponna Tpancdopmarmja ca KoMmnonentama Fy(a,b) : F(a) @ F(b) — F(a®b)

Koje cy mzomopdusmu. I[IpupogHocT 3Ha4YM Ha 3a cBaku map crpeiuna f :a — a' u

g :b— b cnenehn nujarpam KomyTupa

Fla)® F(b) —2+ Flawb)
FfeFy| \F(feg)
F(d)® F(V) Flad®l)

Fy

3. 3a meyrpase e u €, Fy : ¢/ — F(e) je uzomopduzam y xareropuju M.

[Ipu Tome crieneha Tpu aujarpama Komyrupajy y M’:

Fa) ® (F(b) ® F(0) —%~ (F(a) ® F(b)) ® F(c)

1®F2bcl ng(@,b)@l
F(a) @ F(b® c) Fla®b) ® F(c)
Fy(a,b®c l ng(a(X)b, c)
Fla® (b®c)) mF((a@b) ® c)
Fyoe —L  pp) ¢ @ F(b) —2— F)
10 Fol TF(p) Fo® 11 TF(A)
F(b) ® F(e) 7 Fb®e) F(e) ® F(b) 7 F(e®b)

Hedbununuja 2.1.4. Monounaauu GpyHKTOp n3Mel)y CTPUKTHUX MOHOUJIAJTHUX KATEropuja
je ctipuximan ako cy Fy u csu Fy(a,b) upentuaan nzoMopdusmu.

Hedbunnunmja 2.1.5. Ako cy M u M’ cumerpudune MOHOUIAIHE KATErOPHUjE, CUMEWPU-
YHU MOHOUGaARY PyHKTop je Monoumaau GyHkTop (F, Fy, Fy) Takas na cienehn mujarpam
KOMYTHDA!
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2.1. MOHOWJAJIHE KATEI'OPUJE U MOHOW/[AJIHU ®YHKTOPU

/
F(a) ® F(b) —— F(b) ® F(a)
B |7
Fla®b Fb®a
@) e FO20)
Hedbununmja 2.1.6. Monoug (M, pn: M @ M — M,n: e — M) y CTPUKTHO]j MOHOUJIAJHO]

kareropuju M je Tpojka kKoja ce cactoju ox objekta M Kareropuje M u JBe CTpPEJHUIIE (1 U 1)
TaKo Jia cJiesichu aujarpamMu KOMyTUDPajy

Mo Mo M MeoM Meml&lw @ o,

Lo T N

Mo M M M

1@ 1y

Komoroug (M,6 : M — M @ M,e: M — e) y M ce nedunuine Ha jtyajaH HAIUH.
Dpobenugycos objexai y M je meropka

(Myp- MM — Mmn:e— Mo M—>MMe: M—e)
tako 1a je (M, u,n) mounoun, (M, 0, ) kKomoHOU, U Baxe cienehie @poberujycose jeHakocTn

(H®1y)o Iy ®d) =dop=(1y@p)o(d® ).

Axo je M cumerpuaHa MOHOMIAIHA KaTeropuja, oaa je Ppobenujycos objexar (M, u, 1,6, €)
KOMYTATIUSAH AKO je (1O Tprar = f4 B Tarpm ©0 = 0, JOK je OH CUMETWPULAH aKO je €0 (L0 T\ =
copuTypmodon=200n.

JEANHNLA KOJEOVHULIA
pom®1y) =1, =po(l,®n) (e®1)0d=1,=(1,®¢)00d
ACOLIATVBHOCT KOACOLIMIJATVBHOCT

po(p®l)=po(Li®p) (6®1)0d=(1,®0)04
KOMYTATUBHOCT KOKOMYTATVBHOCT
HOoTI1 = 71100 =90

®POBEHNJYCOBA PEJTALNIA

X

(p®1)o(11®) =dopu=(1,@p)o(0®1)

&

Cnuxka 2.1: Axcuome
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2.2. TOIIOJIOIIIKE MHOI'OCTPYKOCTH, OPUJEHTALIUJA U JIEII/bERBE

2.2 TomoJiommke MHOTOCTPYKOCTH, OPHjeHTaIlnja 1
JeTJbeme

Hedbunnunuja 2.2.1. 3a n > 0, wotosowka MHOZOCTUPYKOCT, qumeH3uje n je Xay3mopdon
TOMOJIOMKH TpocTop M 3a Koju moctoju npebpojuBa 0a3a W KOJU je JIOKAJHO EYKJIUJICKHU
JIMMEH3Huje N, Tj. 3a CBaKy Tadky oj M mocToju OKoJIMHA Koja je XxoMeoMOp(dHA OTBOPEHOM
nozckyty of R™. Kapa ua Tonosomnkoj muorocrpykocru M je nap (U, ), rue je U orBopen
nozackyn ox M, ¢ : U — U’ xomeomopdbuzam u U = p(U) C R" orBopen. Atusac Ha
M je xomexmmja xapara {p; : U; — U/ | i € I} rako ma je |J{U; | i € I} = M. 3a
n > 1, n-TMMeH3nOHATHA MHO2OCUPYKOCTL, €O ZPAHUYUOM (8—Mnoe‘ocu7pynoc7ﬂ) je Xaysnopdos
TOIOJIONIKY TTPOCTOP 3a KOjU MOCTOjU IpedpojuBa 6a3a M y KOMe CBaKa TayKa MMa OKOJIMHY
XOMeOMOPMHY OTBOPEHOM IIOJCKYITY TOJIYIIPOCTOPA

7t ={(xy,...,2,) € R" |z, > 0}.

n

Kapia va n-guvensnonannoj O-muoroctpykoctu M je map (U, ), tae je U oTBOpeH mOACKyII
on M, ¢ : U — U’ xomeomopduszam u U = p(U) C 7,7 orBOpen. Aiiaac je TIOHOBO KOJIEKIH]ja,
KapaTa 9uju goMmenu nokpusajy M. Pybwa waywkae O-muoroctpykoctu M je Tadka Koja ce ca
HEKOM KapTOM IIPEC/IMKaBa y TAYKy XUIEPPABHU

= {(z1,...,2,) € R" |z, =0},

a uHa4e je yHywpawra wavwkae. CKyn pyoHux tadaka ox M je mweHa Zpanuya, y osuamu 0M,
Koja je (n — 1)-auMeH3noHaTIHa MHOTOCTPYKOCT, a CKYyTl YHYTpAIIbUX Tadaka ox M je meHa
yrywpawrboct, y o3uanu IntM, Koja je n-TuMeH3uOHAIHA MHOTOCTPYKOCT. YHYWPauLboci
IntU orBopenor nogckyna U og M je U — OM. Cpaka n-IuMeH3MOHAJIHA MHOTOCTPYKOCT, 33
n > 1, je n-auMeH3uOHATHA O-MHOTOCTPYKOCT, Ca MPa3HOM I'DAHUIIOM.

Xomeomopduzam f : U — V, e cy U,V C R" orBopenu, n > 1, uwysa opujeniiayujy
ako je 3a cee x € U cienehu uzomopduszam XOMOJIOMIKUX Ipyiia ca koeduiujeHtuma y Z
UJIEHTUTET

H,(R" R"— {0}) 5 H,(U,U — {2}) & H,(V,V = {f(2)}) 5 H,(R",R" - {0}).
[IpBu nzomopduszam y oBOj KOMIIO3UIKjU je JedrHuCaH Ka0 KOMIIO3UIIA]ja

H,(R*R"— {0}) "5 g (R", R"— {2}) ™0 [H,(U,U - {}),

eng. excision
rie je t, : R™ — R" Tpancianuja 3a x, a mocje mpu n3oMopdusaM je aedruHrCcaH aHaJIOTHO.

JIema 2.2.1. Heka je {W; | i € I} owsopen Gokpusay oweopenoz uogcxkytua U og R™.
Xomeomoppuzam f : U — V', 2ge je V owmeopen uogckyu og R™, wysa opujentiayujy axko
pectipuryuje f wa W; wysajy opujentiayujy 3a ceaxo i € I.

Arnac {¢; : U; = U] | i € 1} n-muMeH3noHaJIHE MHOIOCTPYKOCTH, N > 1, je opujeniiucan
aKo 3a cBe i, j € I, xomeomopduzam

pio ot UiNU;]l = iU N U

qyBa OpHujeHTannjy. MHOrOCTPYKOCT KOja UMa OBaKaB aTjac je opujentwiabuana. Opujerruca-
HU aTJIac je MaKCuMaAaH aKO ce He MOKe MPOIIUPUTH JI0 OPUjEeHTHCAHOT aTaca J0/IaBameM
JOIIT jesTHEe KapTe.
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2.2. TOIIOJIOIIIKE MHOI'OCTPYKOCTH, OPUJEHTALIUJA U JIEII/bERBE

Hpa opmjentucama atmaca {¢; : Uy — Uj | i € I} w{¢; : V; = V] | j € J} mcre
MHOTOCTPYKOCTHU Cy ek6UBaAeHliHG aKo 3a cBe ¢ € [ u cBe j € J, xoMmeoMopduzam

pio;[UiN V] — iU NV
qyBa opujentaryjy (Bugeru [45, Hedununmja 21.11]).

Tepbhemwe 2.2.1. Axo cy gea opujentliucana aAACE UCTLE MHOZOCTIPYKOCTU eKEUBANCHTIHA,
0HJa je U WUT06aG YHUJA OPUJERTUUCAGHY GTUAAC 06€ MHOZ0CTPYKOCULU.

Tpan3uTuBHOCT OBE pesalyje cjieu Ha OCHOBY JieMe 2.2.1, ma Baxku cjejsiehe TBpheme.

Tephemwe 2.2.2. Osa pesravuja je pesayuja ex8uBaNeHUUIE HaA CKYUTY OPUJEHTUUCGHUT GULNAACE
jegHe opujeriiucaHe MH0Z0CUPYKOCULL.

AKo je opujeHTabMIHA MHOTOCTPYKOCT IIOBE3aHAa, OHJA OBa peJiallija eKBUBAJIEHIN]e UMa
tauno ase Kjace. Ciemehe TBpheme je mociemnuna Tephema 2.2.1 n 2.2.2.

Tepbhemwe 2.2.3. Csaku opujentliucaru atAGC MOHCE CE UPOUUPUTIY JO JEGUHCTLEEHOZ MAKCU-
MAAHOZ OPUJEHULUCAHOZ GTUNACA.

Opujentuayuja 0-puvensnonasne Muorocrpykoctu M je dyuknuja € : M — {—1,1}. 3a
n > 1, opujentiayuja opujeHTabOUIHE N-TUMEH3NOHATHE MHOTOCTpYyKOCcTH M je m360p HmeHor
MakcumaJsHor opujentucanor ariaaca O)y;. Opujerramuja cynporrna opujentamuju Oy, moduja
ce KoMIoHoBameM cBake kapre u3 Oy ca jeaqnom pediiekcujom mpocropa R™, Ha mpumep ca
pedaekcujoM y OHOCY Ha XUIIEPPABAH T,.

Opujenttiayuja wa upouseogy M X N nBe opujenTucane mHorocrpykoctu M u N nara
je MakCHMaJIHIM OPHjeHTHCAHUM aTIacoM KOjU CaJApzKH IPOU3BOJE ¢; X 1;, TIe Cy ¢; KapTe
u3 Oy, a ¢; xkapre m3 Oy. Xomeomopdusam f mamely nBe opujeHTHCAHE N-TUMEH3UOHAIHE
Muoroctpykoct M u N wyea opujeniiauyujy ako 3a cBaky kKapry ¢ : U — U’ va M Baxwu

p €Oy akko poge Oy,

rie je g pecrpukimja f~! Ha f[U]. YTaname n-guMeH3n0HATHEe MHOTOCTPYKOCTH y N-AUMEH-
3UOHAJIHY MHOTOCTPYKOCT “Y6a 0PUJeHWayujy aKO HeroBa PeCTPUKIINja Ha CJAUKY UyBa OpPU-
jentanujy. Xomeomopduzam (yraname) uz My N mera opujeniiayujy ako xomeoMopdusam
(yramamwe) uz M y N ca cynpOTHOM OPHjEHTAIMjOM YyBa OPHjEHTAIH]Y.

Axko je n > 1, n-mumeH3uoHaTHA O-MHOTOCTPYKOCT je OpUjeHTabMIIHA aKo je HheHa yHYTpa-
[IELOCT OPUjeHTAOWIHA U OPHUjEHTAIMja YHYTPAIIBOCTH je OpHjeHTalnja J-MHOTOCTPYKOCTH.
Opujenranujy opujentucane J-muorocrpykoctu M monoso osnadapamo ca Oys. Opujenrtu-
cara n-pumensnoHasiHa O-mHOrocTpykoct M C R” je opujentiucara ca ugenmGutiettom aKo
IbeHa opujenTalyja capxku kapre 1y : U — U 3a cBaku orBopen nojckyrn U C IntM.

OpujenTanuja opujeHTHCAHE O-MHOTOCTPYKOCTH WHJIYKYje ODHjEHTAINjy HheHEe TPAHUIEe
Ha cienehn HadmH. 3a OpHUjeHTHCAHY |-JIMMEeH3MOHAJHY O-MHOTOCTpykKOocT M u x € OM,
opujerTuiemo x ca £(x) = 1, ako 3a Heky okosury U ox z y M nmocroju kapra ¢ : U — U’ C

71 TakBa na mweHa pecrpukimja Ha IntU npunaga Oy, Y CynpOTHOM, I OPHjeHTHIIEMO Ca
e(z) = —1. Ha npumep, ako je I = [0, 1] opujentucan ca ugearurerom, ouga je £(0) = 1 u
e(1) = —1. Osa opwujenTanuja je CynpoTHa y OJHOCY Ha opujeHTanujy jaary y [24], amum je y

CKJIAJIy Ca OpHjeHTaIMjoM JgaToM y [23].

Opujenrtamuja chepe S° je mngykoBana opujentamujom untepsata [—1,1]. IIpema To-
Me, Kojy ron opujentammjy cdepe SO ma mzabepemo, jenHa Tadka je MO3WTHBHA, a APYTa je
HEraTUuBHA.
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2.2. TOIIOJIOIIIKE MHOI'OCTPYKOCTH, OPUJEHTALIUJA U JIEII/bERBE

8a n > 2, opujeHTHCAHA N-IUMEH3UOHAIHA O-MHOTOCTpyKOoCcT M HMHIyKYje OpujeHTarujy
Ha OM jaTy MaKCUMAJIHUM OPHjeHTHCAHUM aTJIAaCcOM, KOjU CaJpKK pecTpukimje o ¢ ua oU
3a cBaky Kapry ¢ : U — U’ C 7,7 uuja pecrpukimja na IntU npunaga Oy;. Ha npumep, ako je
HOJIyIIPOCTOD 7," OPUJEHTHUCAH CA MJIEHTUTETOM, OHJIA je M HheroBa I'PDAHUIIA T, OPUjeHTUCAHA
ca uaentureroM. Axko je m, = {(z1,...,2,) € R" | x, < 0} opujenTucan ca umeHTHUTE-
TOM, OHJIa je FheTrOBa I'PAHUTIA T, OPUJEHTHCAHA MAKCUMAJIHUM OPUJEHTHCAHUM aTJIacOM KOju
CaJIpyKU PECTPUKIIN]Y pedJeKkcuje g : T, — T, JeUHUCAHE Ca

g(r1, 29, ..., xy-1,0) = (—x1, 29, ...,Tp_1,0),

Ha cBaku orBOopeH U C m,, Tj. T, UMa OpUjEeHTAIA]y CYIPOTHY y OJHOCY Ha OPHUjEeHTAIN]y U3
MIPETXO/THOT TIPUMeEpPA.

Hexka je X, Ko/eknuja KOMIIOHEHTH TOBE3AHOCTH TPAHUIE N-TUMEH3UOHAHE O-MHOTO-
crpykoctu M. VYraname opujentucane (n — 1)-mHOrOoCcTpykKocTH y M, 4dmja je camka Xy,
wyea opujenmiauufy (Merma opujeniianyujy) ako HeroBa PeCTPUKIUja Ha CIIMKY, Y OJHOCY HA
UHJIYKOBaHY OPUjEHTAIN]Y O Y7, dyBa (Mera) OpUjeHTAIH]Y.

Hexka cy X, Y u Z rononomku nipocropuu f : Z — X u g: Z — Y wenpekumgue pyHKIHje.
Heka je < majmama pesanuja eKBUBAJICHIIAje HA JTUCJYHKTHO] YHUjU

X+Y =(X x{0)uU(Y x{1})

TakBa Ja 3a cBaku z € Z Baxu (f(2),0) < (g(z),1).

[Mocmarpajmo dyukmje i : X — (X +Y)/=<xuj: Y — (X +Y)/ =< nedunucane ca
i(x) = [(2,0)]< mj(y) = [(y,1)]=. O3maxummo ca X +4Y Tomosomxku npocrop ((X+Y)/=,T)
ca TOIOJIOTHjOM

T={UC(X+Y)/x |i'[U]jeorsopen y X u j *[U] je orsopen y Y}.

OBo je tywayw on, f u g y KATeropuju TOMOJOMKAX TPOCTOPA, Tj. cjegehn aujarpam KOMy-
THPA

Y
f |

X ; X—I—f’gy

|

" Bazku cjejehe yHUBEp3aJHO CBOjCTBO. 3a cBaku map Henpekuanux ¢pynknmja i @ X — A
uj Y — A raka ga je i o f = j o g, mocroju jeaMHCTBEHA HENPEKHHA (DYHKIH]a
h:X+7,Y = ArakBa naje hoi=14¢ unhoj=j.

Heka cy M u N mBe n-auMeH3uoHaHE O-MHOTOCTPYKOCTH M HEKA CY Yy U Xy PEIOM
KOJIEKITMje KOMITOHeHTH mnoBe3anocTu ox OM u ON, mpu qeMy cy u Xy U Xy XOMeOMOpPhHM
ca (n — 1)-mumensuonannom muorocrpykomhy . Oznaunmo ca f : ¥ — M ug: ¥ — N nBa
yTalama Yhje Cy CJIUKE PEJIOM Xjy U M.

Tephemwe 2.2.4. IIpoctiop M +;4 N je n-gumenduornarna 0-mHoZocupyrocil.

Joxas. Axko je M n-puMmen3moHaiHa 0-MHOTOCTPYKOCT U K KOMIIOHEHTA TIOBE3AHOCTH HHEHE
rpanurtie, ouja je M — K takobhe n-auMen3snonaHa O-MHOTOCTPYKOCT duja je rpanuta OM — K.
Tephemwe cieau wa ocuoBy |9, [Tormasbe VII, Tepheme 1.11]. [
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2.2. TOIIOJIOIIIKE MHOI'OCTPYKOCTH, OPUJEHTALIUJA U JIEII/bERBE

Heka cy M u N nBe opujenTabuiHe n-InMeH3UOHAHE O-MHOTOCTPYKOCTH, & Yp7, Sy U 2
kKao u majionpe. Ako je f : ¥ — M yraname Koje dyBa OPHUjEHTAIN]Y U UHja je CJIUKa Yps, &
g : X — N yramname KOje Mema OpUjeHTAlNjy U Yuja je CJIUKa Yy, OHJA je n-IUMeH3UOHAHA
O-muorocrpykoct M 4+, N opujenTabusHa.

Akocy ¢ : U - U uvy : V — V' penom xkapre nHa M u N, 3a koje nmocroju I' C X
(Mozke OuTm u mpasan ckym), Tako ga je OU = f[I'l m OV = g[I'], osmaunmo ca ¢ +4 ¢
xomeomopduzam u3 U+ V' y U+ of.p0, V', Ipu veMy cy f 1 g 3a11paBO peCTpPHKIIUje yTallatba
f u gmnal. Xomeomopduzam ¢ + 4 ¢ IOCTOjU HA OCHOBY yHHBEP3aJHOI' CBOjCTBA IIyIIayTa.
Opujenrtanujy muoroctpykoctu M + ¢, N gedbunumemo Kao MaKCUMaJIHA OPUjeHTHCAHN aTIac
KOjU CaJIpKH ¢ + £ 41 3a CBe IapoBe KapaTa ( 1 1) TakBe Jla pectpuknuja ¢ Ha IntU npunana
Oy, a pecrpukimja ¥ wa IntV npumama Op. Ilpum Tome pectpukiuje yranawma i : M —
MAygNuj:N— M+, N Ha yHyTPAITIHOCTH UyBajy OpUjeHTAIH]Y.

IIpumep 2.2.1. Heka je n > 2 u HeKa Cy 7, W T, OpUjeHTHCaHe ca WieHTuTeToM. Heka
je [ m — m yraname Koje 4yBa OpHjEHTAIU]y, & ¢ : T, — T, yTalambe KOje Mema
OpHUjeHTAaInjy, U HeKa Cy IbUXOBE CJIUKE T,. be3 ymMamema OIIITOCTA MOXKEMO ITPETIIOCTABUTH
na je f mHKIy3HWja, a g pedaekcuja

g(x1, 22, ..., xy1,0) = (—x1,22,...,Tp_1,0).

ITocmaTpajMo n-AUMEH3HOHAIHY MHOTOCTPYKOCT T, +f o 7.

Heka je g : w7 — m, kommosummja jase peduiekcuje npocropa R"—jenne y omHocy Ha
xuneppasan m = {(x1,...,2,) € R" | x;y = 0} u apyre y ogHocy Ha xuneppasat 7,. IIpumMe-
TUMO JIa g IyBa OpUjeHTAIMjy U Ja je PeCTPUKIMja g Ha T, yIupaBo pedJekcuja g : m, — m,.
IIpema ToMe, g Mema OpuHjeHTAIU]y TDaHHIE, JOK je KOMIO3WIWja g o g : m, — m, Oaml
MHKJTIy31ja.

Cnenehu nujarpam KomyTupa

D g

O —

T
mh S

7: trg W: g
‘h
\
R" T,

a xomeomopduzam h : mF +;, mt — R mocroju Ha OCHOBY yHUBEP3AJIHOT CBOjCTBA IIYIIAYTA.
Ako je R" opujenTucana ca WIEHTUTETOM, OBaj XOMEOMOP@U3aM 4yBa OPHUjEHTAIIA]Y.

Xomeomopduzam uz R™ y R"™ wim uz S™ y S” je cwabunan ako je jeqHAK KOHAYHO]
KOMIIO3UITUjU XOMeoMopdur3aMa, 0] KOjUX je CBaKU je/IHAK UJICHTUIHOM HAa HEKOM HEIPA3HOM
OTBOPEHOM CKYTIy.

Cuaeneliy Teopemy je mpso jgokazao Pamo 3a n = 2, [38|, 3atum Mowuce 3a n = 3, [30], Kpun
3an =4, [36], u Kupbu 3a n > 5, [22], 10K je ciydaj n = 1 rpuBujaian.

Teopema 2.2.1. (Crabunnu xomeomopduszam) Cearu xomeomopdpusam apocopa R y
camoz cebe Koju 4ysa opujeHmuauUY je Cuuadbuan.

Hpa xomeomopdusma f,g: X — Y cy uszowotura ako mocroju xomoronuja ® : X x I — Y
m3mehy f u g TakBa 1a je cBaku @, : X — Y xomeomopduzam. TakBa xoMOTONHUja ce HA3UBA
U30WOUUJa.
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2.2. TOIIOJIOIIIKE MHOI'OCTPYKOCTH, OPUJEHTALIUJA U JIEII/bERBE

Teopema 2.2.2. (Anekcangep) Csakxu xomeomoppusam us R" y R™, uau uz S™ y S,
wuja je pectlupuryuja Ha Hexu HeUpadar 0EoPpeH CKYl UJEHTUYHO TUPECAUKABAIE, U30TLOTUH
je UGEHTUNHOM TPECAUKABAIDY.

Jlokas. (3a R".) Heka je U C R™ nenpasan oTBopeH cKyn Takas ja je f(z) = x, 3a cBe
xr € U. Be3 ymamema ommTocTu MoxkeMo mpetnoctaButu ja 0 € U u j1a je oTBOpeHa KyTJia
B(0,7) cagpxkana y U. 3a csako t € (0, 1], npeciukasame ¢; : R" — R", nedunucano ca
oi(r) = tx je xomeomopduzam. ledbunummmo ¢ : R" x I — R" ca

.. =0,
O(z,t) = { ol o fop(n), te(0,1].

Kako je 3a cako t xomeomopduzam @; ' o f oy, jenHak waenTwaHoM Ha Kyrma B(0,r/t), anjn
HOJIYIIPEIHUK TeXKN GecKoHaaHOCTH Kaja t — 0, ciaeau ja je $ uzoronuja nzmelly naenruanor
IpecjinKaBama u f.

(3a cdhepy S™.) Heka je U C S™ menpasan OTBOpeH CKyIl Takas ja je f(r) = x, 3a
cee v € U. Ako je p € U, onza je pecrpuknuja xomeomopdusma f wa S™ — {p}, koju je
xomeoMopdan npocropy R”, xomeomopduszam uz S"™ — {p} y S™ — {p}. Ha ocHoBy mokazanor
3a caydaj R™, mocroju uzoronuja @ : (S™ — {p}) x I — S™ — {p} xoja ocrBapyje uzoromnujy
u3Mel)y oBe pecTpukimje U MIEHTUIHOD TpeciuKaBarmba Ha S™ — {p}. Uzoronujy usmehy f u
UJIEHTUYHOTL MTpec/inKaBama Ha S™ mobujamo ako craBuMo 1a je $(p,t) = p,3acsakot € [. [

Jlema 2.2.2. Axo je ; : X — X usowouuja uamehy f u g, al'y : X — X usomwouuja uamehy
u u v, onga je I'y o &, usowouuja usmehy wo f uwvogq.

Tephewe 2.2.5. Csakxu romeomoppusam f : S™ — S™ Koju wyea opujenlayujy u30WouUaH
je ugertuute .

/oxas. Heka je p € S". Koucrpyummmo xomeomopduzam g : S™ — S" uuja je pecTpukImja
Ha HEKW Helpa3aH OTBOPEH CKyI ujeHTureTa u takas ja je g(f(p)) = p. Tana je pecrpukimja
npeciukaBamba h = g o f ma S™ — {p} xomeomopduzam u3z S" — {p} y S" — {p}. Kako je
S™—{p} xomeomopdan ca R", Ha ocHoBy Teopeme 2.2.1 ciiejin 7a je 0Ba PECTPUKIIUja jeIHAKA,
KOMITO3UIHAjI XoMeoMopduzama hy o ... o hy, npu 4eMmy je cBaku h; jemHAK MICHTUTETH Ha
HEKOM HeIlpa3HOM OTBOPeHOM cKymy. Ako gedwunumiemo h;(p) = p, ouga cy csu h; : S™ — S”
xomeomopdusmu u f = g loh,o...0h;, na je xomeomopduzam f crabuman. Ha ocroBy
Teopeme 2.2.2, u jeme 2.2.2, f je U30TONAH WJIECHTUTETH. Il

Teopema 2.2.3. (BpayepoBa Teopema 0 MHBapHjaHTHOCTHU JoMeHa, [31]) Axo cy M u
N @Wouonowxe n-muozoctipyrocttiu bes zpanuya u f : M — N neupexugro 1-1 upecaurasarse,
oHga je f owieopeHo Upeciukasarve.

JIema 2.2.3. (JIema o nempemy, [32, Teopema 18.3]) Hexa cy X u 'Y samwsopenu (uau
owsopenu) uogekytaosu og A =X UY. Axo je f: A — B wakso ga cy obe peclipukyuje Ha
X u'Y meupexugne, onga je u f neupexugHno upecaurasarve.

Tepbhemwe 2.2.6. Axo je &, : S™ — S™ uzowouuja usmehy ugenwiuwewe u f, oHga
je F:S"xI— 8"xI gepunucarno ca F(x,t) = (Py(z),t) zomeomoppusam.

Jloxas. TlpeciukaBaie F' je HETPeKUIHO U MHBEP3HO MpecuKasarmbe F~! naro je ca F~1(z,t) =
(@, !(x),t). Ocraje ma mokaxkemo ma je m F~! HempexwmHoO.
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2.3. KATEI'OPUJA dCobS

Heka je G : S x R — S™ x R nedwunucano ca

(x,1), (x,t) € 8™ X (—00, 0],
G(z,t) =< Fl(x,t), (z,t)€S"x|0,1],
(f(x),t), (x,t) € S™x[1,400).

Ha ocuoBy sneme 2.2.3 mpeciukaBatbe G je memperuiaao. Kaxko je (n + 1)-mMHOrocrpykoct
S™ x R 6e3 rpanurie, a npeciukapame G je 1-1, mpumenom teopeme 2.2.3 mobujamo 1a je G
OTBOpPEHO TpecanKaBame. lIpema ToMe, m F' je OTBOPEHO Npec/MKaBambe, IMITO 3HAYUA JIa je
F~! genpexunpo. O

Cnenehe tBpheme je nmocneauiia TBphema 2.2.5 n 2.2.6.

Tepbhewe 2.2.7. Axo je f : S" — S™ xomeomoppusam Koju wysa opujeHmLaAUUJY, OHJA
aocwoju xomeomoppuzam F : S™ x [ — S™ x I wakas ga je F(x,0) = (2,0) v F(z,1) =

(f(x),1).

2.3 Kareropuja dCobS

Cama hemo pedunucaru kareropujy dCobS, koja he 6utu ambujent 3a PpobenmjyCcoB
objexar S471. Thenm objexTu he 6urn Komadne xKosexnuje (d — 1)-auMensuoHaaHuX cdepa,
ok he MmopduzmMu OuTH KJjtace eKBUBAJICHITN]E TOIOJOIIKUX d-KOOOp/IM3aMa.

Ako je d > 1 u i € N, oznaunmo ca S, (d—1)-mumensuonanny chepy y R ca nenrpom y
(37,0,...,0) moaynpeunuka 1. [IpernocraBumo ma je opujenrarmja cdepe Sy mzabpana, u ja
cy cdepe S; opujeHTHCAaHE TaKO Ja je TpaHcaanuja 3a BekTop (37,0,...,0) xomeomopduzam
u3 Sy y S; Koju uyBa opujentanujy. Oznaunmo ca 0 npasan ckyi, a 3a n > 0, HeKa n 03HAYABA
saTBopeny (d—1)-muorocrpykoct SoU...U S, 1.

Heka je M d-muOroCTpyKOCT TakBa ja je meHa rpanuia M aucjyHKTHA yHUja Yo 1 2,
npu 4emy je Xy xomeomMopdHO ca n, a X1 ca m. Opujenraruje ox Xy U X1 UHIYKOBAHE CY
OpHjeHTAIlnjoM MHOrOCTpyKocTu M.

Heka cy fo : n — M u f; : m — M aBa yramama 4Yuje Cy CJIUKE PEIOM Y9 U .
[Tpermocrasibamo ma fy dyBa, 10K fi Memba opujertanujy. Tpojka (M, fo, f1) je d-xobopgusam
WIA CaMO K0060pgudam M3 Ny m, a Yo U X1 CY PEJOM YAa3Ha U Uu3aadHa zparuua o My
OBOM KODODIM3MY.

Ba aBa d-kobopmmsma K = (M, fo, f1) u K' = (M, f{, f|) 13 n y m Kaxkemo 1a cy exeu-
saneniinu, y osnarm K ~ K’ ako mocroju xomeomopdusam F' : M — M’ koju ayBa opujeH-
Talujy Tako Ja ciaejehu pujarpaM KOMyTupa.

s

n F m
% M/‘%{
O6jektu kareropuje dCobS cy 0,1,2,..., 10K cy MOpdHU3MHU Kjace eKBUBaJEHIHje d-

kobopmu3zama. Hgenttiuunu moppusam u3 n'y n 'y kareropuju dC'obS je Knaca eKBUBaJIEHIIN]e
d-kobopau3Ma,



2.4. 3ALITO PAJIUMO CA COEPAMA?

rae je I jemunamann waTepsan [0,1], 1 je WAEHTUYHO IpeciMKaBame HA N, Co, ¢ @ n — [
Cy KOHCTaHTHa IpecjauKaBama jgedunucana ca co(x) = 0 u ¢i(x) = 1, a (,) je ynapusa-
we. 3a f:C — A, ug:C — B, npeciiukasamwe (f,g) : C — A x B nedwunucano je ca
(f,9)(c) = (f(c). g(c)). Komuosuyuja xobopmuzama (M, fo, f1) 1 — m u (N, go, 1) : m — k
cacroju ce of, d-muorocrpykoctu N +g4 ¢ M nobujene JiensbemeM J1yzK 3ajeJHIYKe IPaHuIle,
U JBa TpeciaukaBama jo foumiog, raecy i : N — N H4g pn Mmuj: M — N +4 5 M yrama-
wa y oarosapajyhiem mymayr mujarpamy (Buieru norsiaBibe 2.2). Pejanuja ekBuBaseHImje
KobOpIM3aMa je KOHIDYEHIIUja olepalyje KOMIOHOBaba (AKO IPU KOMIIO3UIIUjU KOOODIU3Me
3aMEHUMO bUMa €KBUBAJEHTHUM, Ka0 PE3yJITAT J001ujaMo KOOOPIn3aM €eKBUBAJIEHTAH OYeT-
HOM).

Ba d = 2, kareropuja dCobS je mzomopdua kareropuju 2-Cobord u3 AbGpamcosBor paja
[2, Cekmmja 4]. Kareropuja dCobS je cTpUKTHO MOHOMIAJIHA Y OJHOCY HA CyMy Ha 00jeKTUMA
(n+m = n + m) u onepainyjy ,CTaB/baiba jeJHOT TOpe Apyror”’ Ha Mopdu3MUMa Koja je Jara
Ha ciaefehn HadwH.

Axo cy N u M nBe d-muoroctpykoctu, o3aaqnmo ca N + M mucjyukray yaujy (N x {0})U
(M x {1}). 3a nBe dyukiwmje f:n— N u g:m — M, ossaaumo ca f+¢g:n+m — N+ M
byHuKujy neduHUCAHY ca

_ ] (f(2),0), ven
(f+9)(@) = { (9(x — (3n,0,...,0)),1), = ¢&n.

Tana je cwasnare xobopgusama (N, fo, f1) u (M, go, g1) jegnoz topeg gpyzoz naro Kao d-
KOOOpIU3aM
(N + M, fo + go, fr + g1)-

Kareropuja dCobS je u cumeTprdyHa MOHOMIAIHA Y OJHOCY Ha daMuanjy d-kobopan3ama
Tn,m, KOJU Cy nedWHHICAHN Ca

(1, o) (f,c1)

n+m (ntm)x 1

m+n,

rie je f 1 n+m — n+ m Tpancaanuja cdepa S;, 0 < i < n — 1, 3a Bekrop (3m,0,...,0),
oxuocuo Tpancaamja chepa S;, n < j < n+m — 1, 3a Bekrop (—3n,0,...,0).

Kacuuje hemo mokasaru ma je kareropuja dCobS ckeneranna, Tj. ga y kareropuju dCobS
He TI0CTOje JIBa pasjmaurta nm3oMopdHa objekta. OBa Kareropmja je m myHa MOTKATETOPHja
kareropuje dCob, aunju cy objekTu cBe 3arBopeHe (d—1)-MHOrOCTPYKOCTH, JOK Cy MOp(U3MU
JIOOUMjeHN OJI MMPOU3BOJHHUX (-MHOTOCTPYKOCTH, & HE CaMO OJ OHUX YHhje Cy T'PAHUIE XOMEO-
MopdHe Kosekiuju chepa. Cumerpuyna MOHOUIATHA CTPYKTYypa Kareropuje dCob nedpuru-
e ce kao u 3a dC'obS.

2.4 3ammTo paguMmo ca chepama?

Y 0BOj cek1uju hemMo 06jaCHUTH 3aIITO 33 00jeKTe KaTeropuje Kodopan3amMa y3uMaMo CaMO
KoJIeKIje cdepa, Tj. 3amrro pagumo y kareropuju dC'obS, a e y kareropuju dCob. Takobhe he
OUTH pasjalrbeHo W 3AIMTO TOCMATPAMO TOIOJIOIIKE, a He TJIATKE MHOTOCTPYKOCTHU. [JaBHU
pasJjior je y ToMe mTO je paJj ca Kobopamdmmma kareropuje dCobS jemHocraBHUju, jep je
HEOUTHO KAKO JIETTUMO.

Jlema 2.4.1. Axo je f: 1 — 1 zomeomoppudam xoju 4ysa opujenttiayujy, onga cy Kobopgus-
mu (1 x I,(1,¢),(1,c1)) u (Ll xI,(1,c),(f c1)) exsusarenmu.
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2.4. 3ALITO PAJIUMO CA COEPAMA?

/loxas. Ha ocnoBy TBphema 2.2.7 moctoju xomeomopduzam F' : 1 x I — 1 x [ TakaB j1a je
F(z,0) = (z,0) u F(z,1) = (f(x),1), na cregehu aujarpaM KOMyTHDPA.

(1,¢0) ~LxXT~_(1,¢))
l/ {F\l
<1%l 1T
]

Jlema 2.4.2. Axo cy u,v: 1 — X gea xromeomopphuama xoja 4ysajy opujenitiauujy, onga cy
%060ngSMu Kl = (E X Iu <Uv CO>7 <U7 Cl>); K2 = (Z X [> <U7 CO>7 <'LL, Cl>> u (l X I7 <17 CO>7 <17 Cl>)

exeuBaNeHUWHUY.

Zloxas. Xomeomopduzam Iy menTpy cieneher qujarpama j1ooujen je u3 jgeme 2.4.1 3a
f=vlou.

(v, co) Y x T
lvil x 1

w/le[ 1JCI>

1 |F 1

(e 1x1 “Tfa)
lv x 1

(v, co) Y x I (u,cy)

<U,Cl>

]

Jlema 2.4.3. Heka cy u,v: 1 — X gea xomeomoppusma xoja wysajy opujeniiauujy, 2ge je 3
geo zpanuue d-mnozocupyroctiu M. Taga cy xobopgusmu (M, f+u+g,h) u (M, f+v+g,h)
exsusaseHWUHU.

Jloxas. Heka cy K; nu Ky kobopaumsmu u3 jgeme 2.4.2. Ako ¢y n u m pejoMm j1oMeHu GyHKIHja
f g, onna je

(M, f+u+g,h)~(M,f+u+gh)olyiim
~ (M, f+u+g,h)o(1,+ Ky+1,)
=(M,f+v+g,h)o(1,+ K1 +1,)
~(M,f+v+g,h)
~(M,f+v+g,h).

o 1n+1+m

]

[IpumenoMm mpeTxoHe jJeMe U aHaJOrHOT TBphema 3a u3ja3ny rpanuiry oix M, mobujamMo
cienehy mocsepuity.

Ilocaenuna 2.4.1. Csaxu moppuszam xatwiezopuje dCobS towuyro je ogpehen d-mmozoctupy-
Kowhy u gea HU3a4— HU3OM KOMUOHEHTY TOBE3AHOCTIY YAG3HE ZPAHUYUE U HU3OM KOMULOHEHTLU
UOBE3AHOCWU U3AA3HE 2PAHUUE.
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VY caydajy d = 1, yMecTO HU30Ba KOMIIOHEHTH ITOBE3aHOCTU MMAaMO HU30BE MapoBa Tadaka
KOjU OJIr0OBapajy yJia3HOj U m3ja3Hoj rpauuiiu. [Ipema Tome, Mopdusam u3 n y m MOKEMO
osraumTn ca (M, Yo, %), tae je Y = (X9,...,507!) HE3 CBUX KOMIIOHEHTH MOBE3AHOCTH
(wm maposa Tauaxa y ciaydajy d = 1) ymasme rpammne, a ¥, = (X9,...,X7") uus ceux
KOMIIOHEHTH TIOBE3aHOCTH U3Jjia3He rpanute oj M.

Tephemwe 2.4.1. /Jlsa xobopgusma (M, %o, %1) u (N, Ay, A1) cy exsusareniina akko cy og-
zosapajyhu Hu306u UCTIUT gyocuna u Goctoju someomoppusam F @ M — N d@aras ga je
cauka pecapuryuje og F na X jegnaxa A, 3a ceaxo i € {0,1} u ceako j.

1)

/lokas. JIupeKTHU cMep cjle/ld JUPEeKTHO u3 JeduHulyje eKBuBajeHIuje kobopausama. 3a
CympoTHE cMep, Heka ¢y hj ¢ 1 — X3, 0 < j < n—1 xoMeoMopdu3MI KOju qyBajy OpHjeHTaI-
jy,ahl:1— %], 0<j<m—1xomeomopdusmu Koju Merajy opujentanujy. Jedbunummmo

g} 11— Al ca Foh!. Tama F ocrsapyje exBusanenmujy koGopmusama (M, Z;:Ol h, Z?Z)l h)

(N S0 g ' ) =

Axo 3a objekTe Kareropuje d-KOOOpanM3aMa yMECTO KOJEKIja cdepa y3MEeMO TPOU3BOJb-
He 3aTBOpeHe (d— 1)-mHOrocTpyKOocTH, OHma 3a d > 3 crpesure Te Kareropuje Hehe 6urn
ojpehere caMO MHOTOCTPYKOCTHMA W HU30BUMA YJIA3HUX M M3Ja3HUX rpanuiia. Ha mpumep,
IIyHU TOPYC KOJI, KOTa je TOPYC yJia3HA I'PAHUIA, a IPa3aH CKYIl M3J1a3Ha IPAHUIA He oapehyje
3-kobopauzam. MpeHTudHO mpec/imkaBame U XOMeoMopdu3aM TOpPyca KOju Mema mapaJelie
¥ MepuayjaHe, U 9yBa OPUjeHTAIN]y, 1ajy JIBa Pa3IMInuTa 3-KOOOpIU3MA.

AKo Hamry Kareropujy 3aMeHUMO KATEroOpHjoM 4drje Cy CTPEJIUIE IJIATKHA d-KOOOPAM3MU, a
objekTu Kojeknuje cdepa, aHaaoron nocaemuie 2.4.1 u rBphema 2.4.1 He Baxku 3a CBako d.
Ha mpumep, muoroctpykoct S x I xon koje je ST! x {0} ymasna, a ST! x {1} uznazna
rpanuiia He oapebhyje jenan d-kobopauzam.

Hedbunaunmja 2.4.1. Ilceygo-usotwotuuja riiaTke 3arBopeHe MHoroctpykoctu M je mudeo-
mopduzam F @ M x I — M x I takas ma je merosa pecrpuknuja na M x {0} jemnaka
UJIEHTUYHOM IpecynkaBamy. Pecrpukimja F' ua M x {1} je, no na naenruduramujy M x {1}
ca M, mudeomopduzam f : M — M, 3a KOju KaxKeMoO Ja je UCeYygo-u3oWouaH NIeHTUTETH.

Ha ocuoBy nedunuimje anagorue oHoj u3 cexnuje 2.3 (Bugern [23,1.2.17]), nBa riarka d-
kobopamama (SS9 x I, (1,¢y), (1,¢1)) u (ST T, (1,cp), (f,c1)) cy ekBuBajeHTHa aKO MOCTOjH
muadeomopduzam F 1 S x I — S9! x [ xoju ayBa opujenTanujy Takas ga ciaeaehu gujarpan
KOMYTHPA.

Sdfl Sdfl

<1m gd-1 ]%n

KomyTraruBHOCT OBOr aujarpaMa eKBUBAJIEHTHA je YCJIOBY 11 je f Iceym0-u30TOIHO UIeH-
turetn Ha S9!, IlomTo He Baxk; 1a je ceaku audeomopdusam Ha S! Koju ayBa opujen-
TaIyjy MCeyI0-U30TOIaH HIACHTUTETH Oamt 3a cBako d (Bumeru [21], [6] u [7]), memamo yBek
jermHCTBeHU d-KOGOpM3aM Koju oirosapa S9! x I, ako cMo m3abpasiy ja yIa3Ha IPaHMIA
oyae S41 x {0}, a uznazna ST x {1}.

Mebhyrum, 3a d < 6, agu He U caMo 32 OBe AuUMeH3uje, cBaku Jaudeomopduzam Ha S9!
KOjU YyBa OPUjEHTAIN]Y je TICEY/I0-M30TOIIaH NJIeHTUTEeTH. KOK je OBy YMHeHUILY UMIIJIUIIUTHO

Co Sd_l I ,C1
<1y' J; *&>
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2.5, ©®POBEHUJYCOBA CTPYKTYPA CDPEPA

KOPUCTHO y ciaydajy d = 2 ja 6u riiarke 2-KoOopau3Me MPUKaA3UBa0 MOMONY IpTexKa KOju
IpecTaB/bajy ojiroBapajyhe muoroctpykoctu. Pesyiarar anajoran Haioj mocsieauiu 2.4.1
BaxKM 3a 2-kobopausme u3 Kokose kmure [23].

2.5 ®dPpobeHujycoBa cTpyKTypa cdepa

[Tosnaro je ga je jeaqnomumMensuonaana cepa St komyrarusan OpobeHnjycos objekar y
kareropuju 2-kobopauzama (morsenaru [2], [23] u [8]). Barsopena mosycdepa je xomeomopd-
Ha, IBOAMMEH3MOHAJHOM 3aTBOPEHOM IUCKY, MUJINHIAP KPY>KHOM IPCTEHY, a MOBPII Ca I'pa-
HUIIOM KOja JIMYM Ha [Map MaHTaJOHA JINCKY M3 KOTa CMO M30AIWId JIBa JHUCKa. Y3uMajyhu
y 003Up U OPHUjEeHTAIN]y HBUXOBUX T'PAHUIA, OBU KOOOPIU3MHU Cy IPEJICTaB/HEeHN Ha cieehoj]
CJIAITT

Y,
@ ©® ©

Penanuja jemuuiie ca ciauke 2.1 ojropapa 3allimBaiby JUCKa U IIUJINHIPA Ha Kpaj HOTaBUIIA

IIaHTaJIOHA:
@ KOMMOHOBAHO Ca ‘

Jaje MAIWHIAp UCeYeH JIyXK JIBE CBOje M3BOTHHUIIE:

O
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2.5, ©®POBEHUJYCOBA CTPYKTYPA CDPEPA

Cauvno, pejanujy acorujaTUBHOCTH, KOja je MpUKa3aHa Ha CJIUIN
O O D O O

JI00MjaMo U3 JIBE PA3JIUIUTE JICKOMIIO3UIINje JTUCKA U3 KOra Ccy m3badeHa TP JIMCKa:

Penanmjy KoMyTaTUBHOCTH je TEIIKO HAIPTATH, &JIH ]y je JJAKO pa3yMeTH, jep OHa OIUCYje
YUBEHUILY /1A Y JUCKY W3 Kora cy m3BaheHa TpH JIMCKa yJia3He TPAHUIE MOXKEMO CJIODOIHO
zamenuTu. [IpomeHoMm opwujeHTanMje g100MjaMO W pesalnje KOjeIUHUIEe, KOACOIN]jaTUBHOCTH
U KOKOMYTATHBHOCTH, & MOTY ce nipoBeputu u ®pobenujycose pesaruje.

Ha cimyan naunna gedpuaumemo n @pobeHnjycoBy CTPYKTYypy cdepa CBUX KOHAYUX JIU-
Mensuja. Ako je D opujeHTucanu d-IUMEH3MOHAJHU JIUCK Ca rpaHUIioM 0D, 03HAYUMO ca 1)
u € pejom d-kobopausme (D, D, (D)) u (D, (0D), () npukasane na canm 2.2: B

Crauka 2.2: jeuHUIA ¥ KOjeINHATIA
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2.6. KATEI'OPHJA K

Axo cy Dy m Dy nBa muMcjyHKTHa JIMCKa y yHyTpalmmocTu jgucka D, wmeka je M, d-
MHOT'OCTPYKOCT J00ujeHa o1 qucKa [ n3dbanuBameM YHYTPAIIBOCTH JuckoBa Dy u Dy. O3Ha-
quMo ca i 1 0 pegoM d-kobopauame (M, (0Dy,0Ds), (0D)) u (M, (0D), (0D1,0D3)), Koju cy
HpI/IKaBaH_I/I Ha cjmnu 2.3:

Ciuka 2.3: MHOXKEHE U KOMHOXKEHE

V3umajyhu y 063up cuMeTpudHy MOHOUJAIHY CTPYKTYpy Kareropuje dCobS, uuje Terko
3aKJ/byUUTH J]a OB KOOOPIU3ME HCIYHaBajy CBe yCIOBe KOju Cy HeonxomHu jaa ou cdepa S°
6mita cumerpuaan @pobenujycos objekar Kareropuje 1C0bS, a cdepa S, 3a d > 2, komy-
tatuBaH PpobennjycoB objekar kareropuje dCobS. Ha mpumep, perarumja acorujaTuBHOCTH
y caydajy d = 3 wiIycTpoBaHa je caukom 2.4:

Cruka 2.4: aconujaTuBHOCT

Hedunncana ®pobenujycosa crpykrypa cdepe S ! rapanTyje ga cBaKM CHMETPUYHH
MoHOUJATHU (DyHKTOp 13 Kareropuje dCobS y Kareropujy KOHAYHO JIUMEH3UOHAJIHUX BEK-
TOPCKUX IIPOCTOPa HaJ (PUKCHPAHUM MOJbeM IpeciukaBa cdepy y PpobeHnjycoBy aaredopy.
Crmka chepe S, 3a d > 2, mpu oBakBoM GyHKTOPY je KoMmyTarusaa OpobeHujycosa aare-
6pa. OBo je pesyarar ujkrpada [8] (3a meraspe mornenaru morsabibe 4 oBe nucepranuje).

2.6 Kareropuja K

Y oBoj ceknuju hemo necdrancarn kareropujy K y kojoj he 1 6utn yHuBep3aHI KOMyTa-
tuBHU PpobEeHNjyCcoB 06jeKkaT, Kao IITO je 1 yHUBEep3aJHu MOHOU/T KA0 00jeKaT CUMILITUIIN]ATHE
kareropuje A. 3a pasuky oi Kareropuje A, Koja je jeduHUCAHA KA0 KATErOpUja MOHOTOHIX
dyuknuja n3mehy KoHadyHUX opauHasa, Haima Kareropuja K mehe 6uTnm KOHKpeTHa KaTero-
puja, Beh hemo je marpajuTu 0/ CHHTAKCHOT MaTepHjaJa.

U xareropuja A ce Takohe moxke jeduHUCATH CHUHTAKCHO (BUJETH PENPE3EHTAIN]Y Ka-
teropuje A momolhy reneparopa u penarnuja mary y [25, Cexmuja VIL.5]). Jesuk koju ce
KODHCTH 32 OBaKBY pelpe3eHTaInjy Kareropuje A He yKJ/bydyje TeH30pHUcambe, a Mu heMo ra
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2.6. KATEI'OPHJA K

KOPUCTUTH TIONITO he HaM 3HAYajHO MOjeJTHOCTABUTHU IpeJICTaB/batbe crpeura kareropuje K
y HOpPMaJIHO] bopmu.

Ckyn objekara kareropuje K je ckyn konagnux opauHasa w. OpauHaa n MHTEPIPETHU-
paMoO Kao M-TU TEH30PCKU cTerneH m3adbpaHor KomyraruBHOr PpobenujycoBor objekra, ma je
IpeMa TOMe MOHOH/JIAJIHA CTPYKTypa Ha objekTuMa jata cabupamem. Jla 6ucmo medunuca-
JIN CTPEJINIle OBe KaTeropuje, yBoauMo dopmasau cucrteMm, y ozuHamu K. [IpBo mHIyKTUBHO
JeUHAIIIEMO WepMme, Tj. pedn Koje mobujamo momohy 1, o, ®, 7, u, n, 6 u €.

1. Banméew,pean 1, :n = n, Ty :n+m—->m+n, p:2—->1,7n7:0—-1,0:1— 2
€:1— 0, cy apumuitiueru wWepMmu.

2. Akocy f:n—mmu g:m — p repmu, ouga je (go f): n — p Takohe Tepm.

3. Ako cy f1 :ny — my u fy 1 ng — mo Tepmu, oHza je (f1 ® f2) 1 ny + ng — my + my
Takohe TepM.

4. Hwumra Buille HUje TepM.

Tuu je peua obmka n — m, vae cy n,m € w. Kaxemo ma je n — m tum tepma f : n — m,
Kao W JIa je N gomern TepMma, a M EeroB xogomen. Jeauk ox JC cacroju ce o peanm 0OJUKA
f =9, tne cy f u g repmu ucror tuna. Ocum f = f, axcuome dopmasnor cucrema K cy
caenehe:

(cTp) folyi=f=18f (L®f)fi=LR(f2®f),

daf:n—m,g:m—puh:p—q,

(xa) foly=f=1nof, (hog)of=ho(gof),

(bymn) 1, @1pn =1pim, (G10f1)® (920 f2) = (01 ®g2) 0 (f1® fo),

3a f1:my — mqu fo:ng — mo,

(rpm) Timams © (f1 @ f2) = (f2® f1) © Ty n,s
(uuB) T © T = Lntm,

(xexc) Tntmp = (Tap @ 1) © (L @ Tonp),
(acom) pro(p®1y)=po(l®p),
(jem) po(n®l) =11 =po(lL®n),
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2.6. KATEI'OPHJA K

(koacorr) (0®11)0d=(11®0) 04,

(koje) (e®11)od=1=(1,®¢) 09,

(Ppob) (h®11)o(l1®d)=dop=(1l1®u)o(d® 1),
(kom) PO T = K,

(KOKOM) 71100 = 9.

IIpasu.na useobera y K cy cieneha:

Q |~

I

- |
—
I

|

I

> Na)

fiin—=>m=f:n—->m gi:m—p=gy:m-—p

giofi=g20 fo

f1=91 f2=gz
[i®fa=01®¢g

Kaxxemo ma cy tepmu f u g jegnaxu, ako je f = g Teopema y K, U KOPHUCTHUMO O3HAKY
f = g. Penammja = je penanuja ekBuBaJsieHnuje u ca [f| o3HauaBaMO KJACy eKBHUBAJICHIIHjE
tepma f. Tepme cMO 3ampaBo MTOCEK/IW IO HAjMAM0] peslalliju eKBUBAJIEHIIMje Tako fa je 1
komyTarusad Ppobenujycor objekar y K. Ckyn crpesmna kareropuje K je {[f] | f je Tepm}.
Howmen ox [f] je momen o f, a ucro Baxku u 3a KojioMeHe. Jeauauanu mopduszam Ha 1 je [1,,]
u [g]o[f] je [go fl].

Kareropuja K je cTpukTHO MOHOMIATHA Y OJTHOCY HA MOHOUIAJIHY CTPYKTYPY JaTy ca &
u 0. Bbena cumerpuvanocT 3ajata je aMUIMjOM T CTPEJTHIIA.

Kareropuja K uma ciieiehe yHuBEp3aHO CBOjCTBO — 3a CBaku KOMyTaTuBan PpobeHujy-
coB objekat M y cUMETPUYHO] CTPUKTHO] MOHOU/IAJIHO] KaTeropuju M, 1mocToju jeIuHCTBEH
cumerpuyru MoHOougaHu dyukrop F @ K — M rakas ga je F'(1) = M. Ilpema Tome, 3a
d > 2, nocroju jenuacTBeHU cuMeTpuaHu Monouaaauu gpyukTop u3 Ky dCobS koju npecu-
kaBa 1 y 1, koju Ha3uBamo uHwepupewayujom kareropuje K y dCobS.
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2.7. HOPMAJIHA ®OPMA CTPEJ/INIIA KATEI'OPUJE K

2.7 Hopmamna dpopma crpenuiia kareropuje K

Hedunncahemo nopmamnny dopmy Tepma, Kao y [23,1.4.16], u nokazahemo ma ce cBaka
crpenunia kareropuje K moxke npejcraBuT y HopMaJHoj bopMu. ¥ HapegaHO] CeKIuju hemo
HOpMaJIHY (OPMY KOPHUCTUTH y J0Ka3y BepHOcTH mHTeprpetaruje Kareropuje K y dCobS.
Heku mokasu he 6uTy mrycTpoBaHM IPTEXKUMa KOJU OJAr0OBapajy MHTEPIIPETAIIUjH KATETOpUje
K y 2C0bS.

8a moduerak, yBeJIMMO HEKOJIMKO HOBUX o3Haka. Heka cy V1 =n, A1 =¢, Vj = Hy =
Ao =11, m3an > 1, HEKa cy

Vo=po(pup®1ly)o...o(p®1,1):n+1—-1,

H,=(pod)o...o(pnod):1—1,

(. /
-~
n

A=0®1,1)0...0(0®11)0d:1—>n+1
ITomohy oBux Tepama 3a n, m,p > 0 gedunumemo £, ,, ca
Ap1oHpoV,y:n—p

3a TepMm KaxkeMo Ja je T-Wepm aKo ce (i, 1, 0 U € He T0jaBJby]y V HBeMy. 3a CBAKH T-TePM
f :m — n mocroju jemuHCTBEHA IIEepMyTallfja Ha 1 KOja MY OJITOBapa.
3Ba TepM KaxkeMo J1a je CUeyujanat ako je OH T-TepM, WK je O0JINKa

k
70 ) Bpnam 0
i=1
3a k > 1, npu yeMy cy 7 u X JBa T-TepMma. TepMm Y Ha3UBaMO 2/4G60M OBOT CIIEIHjaJIHOT
k _ _
tepMa, Q) Ep, m;n; BHETOBUM UEHITPOM, & TEPM T, IHETOBUM PETOM.
Tephewe 2.7.1. Csaxu wepm je jegrar HeKOM CUECUUJANHOM TUEPMY.
8a 10Ka3 mpeTxomgHor TBphema hemo kopucrutu ciaeaehe seme.

Jlema 2.7.1. Csaxu wepm je jegrak wepmy obauka fro...o fo, n >0, 2ge cy ceu f; obauxa
1L,8®1,, sal,r>0upe{r,pundec}.

/loxa3. Ha ocHOBY jeHaKOCTH

i@fa=(/i®ly,)oly,®fi) n (gof)®1l,=(9®@1y,)o(f®1,),

KOje m3BoAMMO n3 akcuoma (kat) u (dyn): fi @ fo ) (fiol,,)® (1,0 fo) (=) (i®1,,)0

(L @ fo) 1 (g0 /) @1 "= (g0 )@ (lno 1) B (9@ 1) 0 (f @ 1,). 0

Jlema 2.7.2. 3a ceakxy tepmyaoyujy wa n, GOCWOJU T-WePM T @ N — N KOJU 0gZ08apa
060] uepmytavuju. Axo cy depmytiayuje Koje 0g208apajy T-TWEPMUMA JegHAKeE, OHJA CY 081
wepmu jegrary y IC.

Jlokas. Ha ocHOBY cuMmeTpuvHe MOHOWAIHE KoxepeHnuje (Buigern [26]). O

ITomTo mocToju y3ajaMHO jeHO3HAYHA KOPECIIOJIEHIINja u3Mel)y T-TepMOBa U IIePMYTallk-
ja, HaJa/pe heMo T-TepM MJICHTU(PUKOBATH Ca OJI'OBApajyhoM mepMyTaInjoM.
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2.7. HOPMAJIHA ®OPMA CTPEJ/INIIA KATEI'OPUJE K

Jlema 2.7.3. 3a ceaxu T-Wepm 7 p — p u céako | € p, woctwioju T-wepm 7 :p—1—=>p—1
wakae ga je sa j = w L(l), wWepm T jegnax

(T4 @ Lpy1) o (L1 @) o (71 @ Lpjon).
Zloxas. IlepmyTtarmuja Koja oaroBapa Tepmy
(11 ®@1pq)omo (11 ® 1, 1)

0 mpecimkasa y 0. Ha ocnoBy sneme 2.7.2, mocroju 7-TepM 7' Tako Ja OBa IEPMYyTAILH])a
oxrosapa tepmy (1; ® 7'). Tspbheme cienn u3 meme 2.7.2 u akcuome (HHB). O

Caenelie nBe seme nobujamo kopucrehn akcuome (dyH), (koacor) u (Koje).

Jlema 2.7.4. Bal+r=n2>0, saorcu (1; I ®R1,) oA, = Ayyq.

g §§ (dpyH) é §§ (koacou)

Cauka 2.5: Jlema 2.7.4

JIema 2.7.5. 3al+7r=n>0, saorcu (1;@ e®1,)o A, =A,_4.

Cnuka 2.6: Jlema 2.7.5

Jlema 2.7.6. 3a ceaxu T-twepm w1l +1r — [+ 1, sastcu
(1L@enel)or=(r;®1,)o(1;®m) o (n&® 14,).

Zlokas. [lecna cTpaHa jeIHAKOCTHU jeJHAKa je

by
(T, ®1,) 0o (11 ®@m) o (n® 1yy,) () (1, ®1,)0((110n) @ (moly,))

(xar) byn
D (1,8 1,) 0 (no10) ® (Lo m) Y (1, ®©1,) 0 (N® 14) © (10 @ 7)

D e omeLeL)or B (ruon® 1) ® (1,01,)) o

(pm)

= (L®n)omy) ®1,)om.
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2.7. HOPMAJIHA ®OPMA CTPEJ/INIIA KATEI'OPUJE K

Ha ocnoBy akcmoma (uHB), (xekc) u (CTp) 3aK/bydyjeMo Ja je To; = 1; na cienehn nadnm:
(nmB) (xexc)
1, =" mopoToy="T00Tot0ys = 71,00 (To; ® 1p) o (1o @ 70,)
(c1p) (1)
= Ti0°To1°Tol = 7o,
IIpema Tome, slecHa cTpaHa jeTHAKOCTH jeTHAKA je JIEBOj. [

(beH) (npm)
e

Cmuka 2.7: Jlema 2.7.6

Kopucrehu ynmenuiry jia ce cBaka mepMyTaliija MOKe Pa3jIozKUTH Ha KOMIIO3UIIA]Y TPaHC-
nosuimja, kKao u akcuome (Koacor), (acor), (kokom) u (Kom), mobujamo cienely Jsemy.

Jlema 2.7.7. 3a ceaxu T-twiepm w:n+1—n—+1, sancu mro A, = A\, uV,omr =V,.

ﬁ (kokomMm) & (koacou)
% ou)

(KOKOM) (koac

Cnuka 2.8: Jlema 2.7.7

Axo nmamo T—TepM T:p—p,raejep > 2, ouna3zal,l+1 € pkraxkeMo 1a cy uapansesHu y
mako je m (I+1)=n"1(I)+1, 1j. ako mocroju j € p, Tako na je w(j) =luw(j+1) =1+ 1.

Jlema 2.7.8. Hexa je f cueyujarnu wepm, Koju Huje T-WePM, ca xKogomerom p > 2. Taga
3a ceako | € p—1, woctwioju cueyujarny wepm xoju je jegnax wepmy f, waxas ga cyl ul+1
UAPAAEAHU Y HE208OM peuy.



2.7. HOPMAJIHA ®OPMA CTPEJ/INIIA KATEI'OPUJE K

/loxas. Heka je f obsmka 7ro®f:1 E,, min;0X. Axo cy l u [+1 momohy 7 Be3aHU ca KOJTOMEHOM
HeKor K, . n, u3 uentpa ox f, Tj. ako nocroju j € {1,...,k} Taxas na je

J
Zpi <7 ), 7 M14+1) < Zpi,
‘ i=1

OHJIa, HA OCHOBY JieMe 2.7.7, YKOJIUKO je TOTpeOHO, MOYXKEMO J0/IaTu T-TepM u3Melhy 1menTpa u
pena ox f tako ga l u [+ 1 Gymy napasensu y HOBoM pery (Buzgeru ciauky 2.9).

Cunuka 2.9: Jlema 2.7.8

Axo cy [ u [ + 1 momohy 7 BesaHu 3a KOJIOMEHe JiBa PasiuauTa Ly . n, 1 By ., OHZA
Ha OCcHOBY cJiesiehe niocsieuie akcnoma (pu) u (MHB)

fl ® f2 = Tmo,m; © (f2 & fl) O Tni,ngs

6e3 ymambema ONINTOCTH MOXKEMO IIpeTHocTaBuTu Ja je | Besan 3a E, n.on, a |+ 1 32
E 1j. ma nocroju j € {1,...,k} TakaB na je

Dj+1Mj+1,75+1

-1 J J+1

p<a i) <> pi<a(I+1) <) pi
i=1

1 =1

<.

(2

YKOJIMKO je TOTpebHO, HA OCHOBY JieMe 2.7.7 MOYKeMO JI0JIaTH HOBH T-TepM u3Mely IeHTpa
u pemna o7 f ga 6ucmo 106mIM HOBU pent y Kome cy [, [ 4+ 1 mapasiestau. Il
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Iokas ciesnehe jeme je camdan Jokasy Jjeme 2.7.3.

Jlema 2.7.9. 3a ceaxu T-twepm 7 :p — p u ceakol € p—1 waxo ga cy | u l + 1 uapasrearu
y 7, doctioju T-wepm T i p —2 — p — 2 wWaxo ga je 3a j = w (1), Wepm T jegrar wepmy

(724 ®1p2) 0 (Lo @ 7') 0 (72 ® 1 j2).
/loxas. Ilepmyranuja Koja oarosapa Tepmy
(T2 ®1py-2) omo (12 ® 1, i)

dukcupa 0 u 1. Ha ocuoBy Jsieme 2.7.2, mocroju 7-tepMm @ : p — 2 — p — 2 TaKo Ja OBa
nepMmyTanja onropapa repmy lo ® 7', Tepheme cnenn u3 geme 2.7.2 u akcuome (ueB). [

[Tpumenom seme 2.7.7 u akcuoma (mpn), (dyn) u (Ppob), nobujamo cienehy memy.

JIema 2.7.10. 3an>1 saocu (1, @ p® 1, ;1) oA, = A, 10 Hy.

@;ema 2.7. 7)@ (npv) (cyH)
@ (®pob) % (Jlema 2.7.7)

Cnuxka 2.10: Jlema 2.7.10
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Caeneha nema je nocenuna akcunoma (dyn) u (Ppob).

JIema 2.7.11. 3an,m >0 saorcu (1, @ u® 1,,) o (A, @ Ap) = Ayn © 0

(kaT)
(By#) (byw)
M wpow@% (éaéé

Cnuka 2.11: Jlema 2.7.11

U3 akcuoma (byn), (acor) u (Ppob) mobujamo ciemely semy.

JIema 2.7.12. 3a n,m >0 eaorcu pio (H, ® Hp,) = Hypym © 0 (6ugetiu cauxy 2.12).

@ @ (acou) % (tDpoﬁ)
% (acou) g (<Dp06) %

Ciuka 2.12: Jlema 2.7.12

(kaT)

(cpyH)
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2.7. HOPMAJIHA ®OPMA CTPEJ/INIIA KATEI'OPUJE K

JIema 2.7.13. 3an,m > —1 saorcu ppo (V,, ® Vi) = Vipma1 (6ugetiv cauxe 2.18 u 2.14).

Jloxas. Ako je 6ap jeman om n u m jenHak —1, onma Kopuctumo akcuome (dbyH) u (jem), a'y
ocrajuM ciayudajeuma (byH) u (acorr). O

(kaT)
(cbyH) (Jeu) (KaT)

Cnuka 2.13: Jlema 2.7.13, m = —1

(kaT)
(chyH) (acou)

Cmuka 2.14: Jlema 2.7.13

Hoxas wepherva 2.7.1. Heka je f tepm. Ha ocmoBy neme 2.7.1, f je jemnak tepmy obymka
fano...0 fo, rme je caku f; obmuka 1, @ f ® 1, 3a l,r > 0u f € {1,u,n,0,e}. Hame
HaCTaB/baMO MHAYKIMjoM 110 1 > 0. 360r jeJHOCTABHOCTH NeMO 9eCcTO M30CTaB/baTH MUCAHE
uHeKca Koj 1 Koju Hucy OUTHH.

Axo je n = 0, TBpheme Baxku nomTo je 1; ® f ® 1, crienujajsHu TepM.

Ako je n > 0, oH/Ia je HA OCHOBY MHJLYKIINjCKE XHUIIOTE3E TEPM [, 10...0 fy jeaHaK TepMmy
k . .
obmuka moQ):_; By, m,n, 0X. Pasmuxyjemo cienehe cirydajese y 3aBucHOCTH 071 0O/IHKA TepMa

Ja-
1° Axko je f, obumka 1; ® 7 ® 1,, oHIA je JI0Ka3 TOTOB jep je TepM f, O T, T-TEPM.
2° Ako je f, obiuka 1; ® § ® 1., oHa Ha OCHOBY JieMe 2.7.3, OoCTOju T-TepM T’ TaKaB JIa

je
(mema 2.7.3)

an’iT (11@5@1)0(7'1,1(81)0(11®7T,)O(Tj71®1).
Ha ocuoBy axcuome (mpu) nmamo (1; ® §) o1, =m0 (§ ® 1;), na je

(1rpu)

fnom =" (12, ®1)0(0®1)o(1;®@7) o (15, ®@1).

Kar)

Hasbe, Ha ocHOBY akcuoma (kar) u (dyn) Baxn (I®1)o(1;@7) () (6o1y)®(1on’) e
(1208)® (7 01) 2 (1, ® 1) 0 (6§ ® 1), ma je
fnom= (12, ®1)0(la®@7")o(0®1)o (11 ®1).
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50

3 axcuome (mpu) umamo (6 ® 1) o711 =720 (1 ®6), ma je
frnom=(12,®1)0 (1L, @7 )o(1;2®1)0(1; ®I®1).

Tama je 3a Heko u € k, Ha ocHoBy akcuoMme (dyn), Tepm (1; ® 6 ® 1) o ®f:1 E,. min,;

jenHak Tepmy

u—1 k
1 (1®i®1)0Ep, m,mn,) ®1)0 (® Epimin; @ 1n, ® ® Epymini)-
i=1 i=ut1

Ha ocuoBy steme 2.7.4 Bazkn (109 ®1)o By pun, = (1®@0R1)oA, 10H,, oV, 1=
Ay, 0o Hy, oVa, o1 = Ep t1myn,. lloHOBO mpumenom akcuome (dbyH) mobujamo na je
TepM

u—1 k
1®(1®i®1)0Epy, m,mn,)®@1)0 (® Epimin; @ 1y, ® ® Ep,min:)
i=1 i=u+t1

jenHak Tepmy
k
® Epmmi,m ® Epu+17mU7nu ® ® Epi,mi,nw
i=1 i=u+t1
KOju TIpeJicTaB/ba IeHTap Tepma f, o...o f.

Axko je f, obimka 1; ® € ® 1,., OHJIa TIOCTYIIAMO KA0 Yy MPETXOHOM CJIy4ajy, CAMO IIITO
IIpuMembyjeMo JieMy 2.7.5 ymecTo jieme 2.7.4 u nodujamMo TepMm

u—1 k
® E iming @ E u—Lmu,ny @ ® E TR
i=1

i=u+1
KOju TIpeJIcTaB/ba MeHTap Tepma f, o...o fo.

Axo je f, obiuka 1; ® n ® 1,, oHma Ha ocHOBY Jieme 2.7.6 u (dyH) BaxKu

k k
(mema 2.7.6)

fnomo ® Epnmi,ni (Tl,l ® 1) © (11 ® 7T) © (77 ® 1) © ® Epivmiﬂli
i=1 i=1
(dym) -
iy (ry®1)o(1;®@m)o0 ® E, mings

1=0

e je po = 1 mwmy = ng = 0.

Axko je f, obmuka 1; @ p® 1,., Kako je f,_10...0 fy jeIHaK CrenujaJsHoM TepMy 00K
k . -1

70 Q)1 Ep; min; © X, HA OCHOBY jIeMe 2.7.8 MOKeMO IpernocraButa fa je m (I + 1) =

7))+ 1. Ha ocmoBy Jeme 2.7.9 mocroju 7' :p—2—p—2 Tako Jga je

T= (T, ®1,2)0 (Lo ®@7") 0 (Tj2®1,_;_2), maje

foom=(L@p®a1)o(r @1y ys)o(la@7)o (T2 ® 1))
Ha ocuoBy akcuome (mpu) umamo (1, ® p) oy =7m,0 (1 ® 1;), na je
fn o (Hgn) (lel X 1) 0] (IU & 1) 9] (12 X 7T/) ¢ (Tj,Q &® 1p*j*2)'
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(dym)

Tasbe, Ha ocHOBY akcroMa (KaT) u (byn) Baxu (u®1)o(1,@7") = (poly)®(lon’) =

(Lo ®(wol) ™ (1, @) 0 (u®1), maje

fonom=(m;®1)o(L1®7n)o(u®1)o(Tj2®@1, j_2).
13 axcrome (mpu) mmamo (1 ® 1) o7;o =710 (1@ p), ma je
from=(r®1)o(li®n)o(r1®1)0(1;®@u®1).

Paznukyjemo caemeha gBa ciydaja y 3aBUCHOCTH OJ TOra KaKO je TEPM [i Be3aH 3a
nentap @,_; Ep, m,n;- AKO je p Besan 3a jeman Ejp, ., 5., OHIA je HA OCHOBY AKCHOME

(dyn) Tepm (1; @ @ 1) © Ry Ep, m,n, jesmax Tepmy

u—1 k
(1 ® ((1 ® ILL ® 1) © Epuymuynu) ® 1) © (® Epi,mi,ni ® 1nu ® ® Epi:mhni)'
i=1

i=u+1

Ha ocnoBy sieme 2.7.10 Baxxu (1@ u®1)o By, myn, = (1@pu®1)oA,, 10Hy, 0V, 1 =
Ay, 20HioHy, oV, —1=E, _1m,+1n,. lloHOBO mpumenom akcuome (byn) mobujamo
Ja je TepM

u—1 k
1 (1®p®l)o Ly, mm,)®@1)0 (® Epimin: @ 1y, ® ® Ep,mins)
i=1 i=u+t1

jeTHAK TepMy

u—1 k
® Epi,mi,ni ®E w—Lmutln, © ® E 0571,
=1 i=u+1

Y npyrom ciydajy, ako je i Be3aH 3a cycemHa ABa Fp, mun, B By moi:nes s OHIA je
Ha ocHOBY akcuoMe (byn) Tepm (1; @ p® 1) o ®f:1 E,. m;n; jeTHAK TEPMY

(1 ® ((1 ® H ® 1) o (Epu,mu7nu ® Epu+1,mu+17nu+1)) ® 1) o

u—1 k
(® Epmmi,ni ® lnu+nu+1 ® ® Epi,mi,m)'
=1 i=u-+2

Ha ocnoBy srema 2.7.11, 2.7.12 n 2.7.13 Baxkn (1@ u® 1) 0 (Ep, mune ® Epy it musiness) =
E ot pusi—1mutmusrnutnes: - 1JOHOBO IIpEMeHOM aKcuoMe (yH) 106ujamo nenTap ooJIuKa,

k

u—1
® Epi,mi,m ® Epu+pu+1*1,mu+mu+1»nu+nu+1 ® ® Epmmi,nz"
=1 i=u+2

I[TocmaTpajmo caja crenujajHu TepM 00JIUKA,

a b c d
(*) To <® E0>mi70 ® ® EO,PZ‘JH ® ® qu‘ﬂ“zwo ® ® Esiyti,ui) © X
i=1 i=1 1=1 i=1

rme cy a7b7 Cud Z 07 U Ny, Giy Siy Ug 2 1.
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Ba b>1, ysequmo oznaxe ' =0, u ' =ny+...+n;_1,3a1 € {2,...,b}.
Axo je d > 1, yBenumo o3Hake 0' =ny + ... +ny, 0y =q + ... +q., azai € {2,...,d},
YBEIUMO O3HaKe (5i:n1—{—...—|—nb+u1—|—...+u,~_1 no;,=q+...+q+s1+...+5_1.
Axo je ¢ > 1, yBenmumo o3Hake v; =0, u v, = q1 + ...+ ¢;1, 321 € {2,...,c}.
Ba crernujaanu TepM 00JMKa (k) KayKeMo Ja je Y HOPMAAHO] Gopmu aKo

my <mg < ... <My,
XBYH <X << xTHBY),

m(n) <7(72) < ... <7(%),
77'((51) < 7T((52) < ... < W((;d),

3a cBako ¢ € {1,...,b}
XTHB) <xTHE ) <o<xTH (B - 1),
3a cBako ¢ € {1,...,d}
X ) < x TN+ << xS g — 1),
w(6) <m(0;+1) <...<w(d;+si—1),
u Ha Kpajy, 3a cBako i € {1,... ¢}
7(y) <7m(u+1)<...<7w(y+q-—1).
Ha ocuoBy TBphema 2.7.1, neme 2.7.7 1 jeHaKOCTH

.fl ® f2 = Tmo,m; © (f2 & fl) O Tnings

KOja je mocseauna akcnoMa (pu) u (MHB), MOXKeMO Jloka3aru ciaefiehy reopemy.

Teopema 2.7.1. (Bapanuh, Ilerpuh u Tenebakosuh [4]) 3a cearxu @epm [ woctwoju
awepm [y nopmaanoj gopmu waro ga je f = f'.

2.8 BepHocT mHTepHperaliuje

Hedbunaunuja 2.8.1. @yukrop F : C — D je sepan ako 3a cBaku nap crpeauna f,g: A — B
y kareropuju C, F'(f) = F(g) nonaun f = g.

[raBHU 1T/ OBe cekImje je Jia ToKaXKeMo Ja je mHTepIpeTalija cuaTakcue kateropuje K
y KoHKpeTHO] Kareropuju dCobS Bepan dyukTop, 3a cBako d > 2. a 6ucmo To jg0Ka3a/M,
yBeauMo npBo Heke mojmoBe. CBaku d-xobopmumzam K = (M, %y, %)) : n — m uHIyKYyje
crenehy penanujy ekBuBajieHimje px #Ha ckymy (n x {0})U(m x {1}). Enxementn (i, k) u (7,1)
ckyna (n x {0}) U (m x {1}) cy y penanumju pg, 1j. (4, k)px(j,1) ako

1 1 27 IpHIaajy MCTOj KOMIOHEHTH II0Be3aHoCTH o1 M.

Ha ocnoBy TBphema 2.4.1, u ynumeHure 1a XoMeoMOp(MU3MHU 9yBajy KOMIIOHEHTE ITOBE3a-
HOCTH, 3aKJbydyjeMO J1a BaxKu cjejeha yiema.
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JIema 2.8.1. Axo cy gea d-kobopgusma K = (M, %, %1) u L = (N, Ay, A1) exsusareniuna,
0Hga je px = PL-

[Tomohy ciieeher TBphema hemo 3akpyuntu na cy kareropuje dCobS u K ckemerasme,
Tj. Ja He MOCTOje JiBa pa3/jimunTa u30MOopdHaA 00jeKTa y HhUMa.

Tepbhemwe 2.8.1. Axo je K : n — m udomopgpusam, onga je n = m.

Zloxas. Oznauumo ca L : m — n naBep3 ox K. JlokaxXumo Jia cBaka KJjaca eKBUBAJICHIIA)E Y
OIHOCY Ha peJlallujy px UMa TAdHO JIBa eJIEMEHTa, O] KOJUX jeJaH uMa JIpyry KoMroHeHTy (),
a Ipyru ejqeMeHT mMma npyry kommonenty 1. Otyma he ciaequtu ma je n = m.

[IpermocTaBrMO @ MOCTOjJU KJlaca eKBUBAJIEHIN]e peJlalyje px Koja je jeTHOeJIeMeHTHU
ckyn {(z,0)}. Tazma je {(i,0)} Takobe n KIaca EKBUBAJICHI]E PEJIAIH]E PLok , LIITO j€ HA OCHOBY
seme 2.8.1 mHemoryhe, oo je Kobopansam Lo K ekBUBaJIeHTaH UJICHTHIHOM d-KOOOPIU3MY.

[IpermocraBuMO cajia J1a MOCTOjJU KJIaca €KBUBAJICHIIN]E PEIAIje P KOja CAIIPIKU eJIeMeH-
te (4,0) u (4,0), 3a i # j. Taza mocroju KIaca eKBUBAJEHIW]E PeJIAIUje pProk KOja CaIpKu
esemente (i,0) u (j,0), mro je mornoBo Hemoryhe Ha ocroBy Jieme 2.8.1.

AHnastorHO TIOCTYTIAMO W y CiIydajeBuMa KaJa je Kjaca eKBUBAJICHIMje pesalnje px jel-
HoeslemenTHu ckyn {(i,1)} wim Kaja Kiaca eKBUBAJICHIIMjE PeJIallije Pk CaJIPKU €JIEMEHTe
(7,1) m (4, 1), camo 1mITO yMECTO pesaIyje prox KOPUCTUMO pPror - O

IMTocaenuna 2.8.1. Kawezopuje K u dCobS, 3a d > 2, cy ckeaetianme.

Kacuuje hemo nokazatu u ja je kareropuja 1CobS Taxkohe ckemeranna. O3mauumo ca f
KOOOpIM3aM KOju ofroBapa Tepmy f.

JIema 2.8.2. Axo cy d-xobopgusmu Eq o U Eomo exsusarentinu, onga je n = m.

Hoxas. Y caydajy kana je d = 2, n je pox mospmm Ey, o, Ia TBpheme AUPEKTHO ciean
Ha OCHOBY TeopeMe O KJIACH(pUKAII]H HOBE3aHNX, KOMIAKTHAX OPHjeHTHCAHUX ITOBPIIH 0e3
rpanune. Axo je d > 3, ouna je Ey1 xomeomopduo ca ST x S na uma dyngamentanmny
rpyny m3oMopdHY aJUTHBHOj I'pymn nesmx opojesa Z. Jlame ma ocmoBy Bam Kammenose
TeopeMe Jobujamo Ja je dpyHIaMeHTaJHa rpyna of, Fy, o cj10001Ha Ipyla ca n reHeparopa,
Zx...x7. OBo je IOBO/BHO Ja 3aKJBYIHMO [ MHOTOCTPYKOCTH KOj€ OJTOBapajy Eypno m

n
Eo .m0, 38 n # m, HUCY XOMeOMOpPdHe. (]

VYV mameMm Tekcry hiemo mpermocraBmaru ga cy repmu f u f' y HopMasaauMm dopMama
peaoM 00JIMKa

a b c d
mo (® EO,mz',U ® ® EO,pnni ® ® qu',ri,o ® ® E5i7ti7ui) °X
=1 =1 =1 =1

a’ 4 c d’
/ /
™o (® Eo,m;,o ® ® EO’PQ»”Q ® ® EtILTLO ® ® Es;,tg,u;) X -
=1 =1 =1 =1
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Tephemwe 2.8.2. Hexa cy f u f' wepmu y nopmannoj dopmu. Axo je f ~ f', onga je a = a
um; =m, 3a cee 1 <i<a.

Jloxas. Kaxo cy kobopausmu f u f eKBUBAJIEHTHH, TOCTOjU XOMEOMOP(MU3aM KOjU IIPECTUKA-

Ba 3aTBOpeHe KoMIIOHeHTe o1 f y 3arBOopeHe Kommouente ox f’. IIpema Tome, nmocroju 6ujex-

mja w3 {1,...,a} y {1,...,a’} Tako na je Eom. 0~ Fom 0, TJ1€ je j couka o i Ipu 0BOj Ou-
K 9 b J?

jexrmmju. Jlakie, mmamo fa je a = o', amomro je my < mg < ... <mgum) <mh < ... <ml,
Ha OCHOBY JieMe 2.8.2, 3aKJbydyjeMo u Ja je m; = m,, 3a cse 1 < i < a. Il

Tephemwe 2.8.3. Heka cy f u f' Wepmu y nopmanroj gopmu. Axo je f ~ f', onga wepmu
f u [ peupesenitiyjy uctuy cupesuny y xawmezopuju K, wj. f = f'.

/oxas. Ha ocuoBy tBphema 2.4.1, repmu f u f' cy mcror tuma n — m. Jokas usBogumo
uHAYKIjoM 1o n + m. Axo je n+m = 0, repmu f u f’ cy pegom obmura Q) Eom, 0 U
®f/:1 Eo.m:,0, na Ha ocHOBY TBpDema 2.8.2 ciequ ga je f = 1.

Ako je n +m > 0, o3HAUMMO ca p pejanyjy eKBUBaJEHIMje Koja, mpema Jjemu 2.8.1,
oxrosapa kobopausmuma f u f'. Ilpermocrasumo ga je b > 0. Tana ce Ey,, », HOjaBibyje
y f. Kako exBuBajenTHuM KOGOpam3MuMma f u f oqrosapa HCTa pejallija eKBUBAJICHIjE
p, crenu ma je m b’ > 0. Hexa je X = x~'[{0,...,n; — 1}]. Tama je cxkyn X x {0} xmaca
exsuBasiennuje enementa (x'(0),0) y onnocy Ha penanujy p. Hopmanna dbopma u penanmja
p HAM J1ajy Jia je nj = ni, u ja ce nepMmyTaryje X u X' moksamnajy Ha X.

[TocmaTpajmo, nasme, TepM g o0MKa gg @ ... @ gp_1, TJE je

L, igX,
= ieX.

Ha ocuoBy akcmome (mpwm), 3ak/bydyjeMo Ja je TepMm f o g jeaHaK TepMmy fi Y HOPMAJIHO]

dbopmu
b

To (A®®E07pi,ni ®O®D) © X1,
i=2
rje je A obsmka
k a
&) Eomio @ Bopo® Q) Eom.o;
i=1 i=k+1
tepm C' o3HaYaBa ®f:1 Ey r;0, & D o3nauasa ®j:1 Ey, +,n;- Ha ncrn naunn jgobujamo na je
tepMm ' o g jennax Tepmy f] y HOpMasHOj hopmu
b/
7’0 (A'® Q) Eoprn; @ C'® D) o X,
i=2
y3 osnake A', C' u D' kao u majonpe.
Ns f ~ f'cremu fog ~ f'og, amomro je marepmperanuja GyHKTOP, Ja/be CIeIM
u fog~ flog, 1j. fi ~ fi. Ha ocHoBy mumykmmjcke xumorese JobmjamMo Ja Cy TepMH

fi u f] unentwann. Ilpema tephemy 2.8.2 Baxku na cy tepmu Q)i Eom, 0 4 ®f“/:1 Eomi 0
UJEeHTUYIHY, a Kako cy u tepmu A u A’ uinentwann, 3akibydyjemo na je p; = pj. Ocraje Ham
jOII JTa IOKaXKeMO J1a cy mepMyTaryje x u X' jeJlHaKe, [ITO CJeIN U3 YUEHEHUIE J1a Cy X1 U X}
jemHake, u jga ce x u Y moknamajy Ha X.

Amnasiorao mocrymnamo u y caydajy kaga je b= 0u ¢ > 0, mwin y caydajy kaga je b =c =0
ud>0. [
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Teopema 2.8.1. (Teopema carsacHocTu) Axo 3a @Wepme f u g 6ascu f = g, onga je
I~y

Joxas. Unnykiumjom 1o jgykunu u3sohewa [ = g y K. Kipyuno je mposeputu na cy y
cBakoj of jeqnadnua (mnpu), (uHB), (xekc), (acomn), (jem), (koacorn), (kojexn), (Ppob), (kom) n
(KOKOM) KOOOPIM3MHU KOjU OZroBapajy JeBOj W JeCHOj CTPAHU jeHAYNHE eKBUBAJICHTHU. 3a
MHIYKINjCKN KOPaK Tpeba MCKOPUCTUTH CUMETPUYIHOCT U TPAH3UTUBHOCT jeHAKOCTH, KaO U
KOHI'DYEHTHOCT Y OJJHOCY Ha KOMIIO3UIIU]Yy U TE€H30DHUCAIbE. [l

C 063upoM Ha TeopeMy CaryiaCHOCTH, Ja OMCMO MTPOBEPUIIN Ja CYy TepMU [ U g PA3JIMIUTH
y K, 70B0/bHO je HampraTu ofroeapajyhie xoboppusme f M g U Ha HUMA yOUUTH Da3JIUKY.
Cana hemo mokazaTu 06paT oBe TeOpeMe.

Teopema 2.8.2. (Teopema normynoctu) Heka cy f,g : n — m @epmu xaw@ezopuje K.
Axo cy xobopgusmu [ u g exsusaseniinu, onga je f = g.

/oxas. Heka cy f u g TepMu UCTOr THIIA TAKBU J1a Cy OAroBapajyhu Kobopausmu f u g eKBu-
BaJsienTHu. Ha ocrnoBy Teopeme o Hopmasnoj ¢dopmu 2.7.1 mocroje repmu [/ u ¢ y}opﬂaﬂﬁoj
dopmu TtakBu ma je f = f' u g = ¢'. Jlame, Ha ocHOBY Teopeme cariacHocT 2.8.1 mmamo
maje f ~ ffug~ ¢g. Ilomro je f ~ g, HA OCHOBY CUMETPUYHOCTUA U TPAH3UTHUBHOCTH
penamuje ~, caenn f' ~ ¢. Kaxo ¢y repmu f u ¢y mopmassoj dbopmu, mpuMenoM Tple-
ma 2.8.3 nobujamo aa je f = ¢’. 360r CUMETPUYHOCTU M TPAH3UTUBHOCTH PEJIALAje = CJICIH

f=g. [

[Ipema Tome, ma 6wcmo mpoepusm ga cy tepmu f u g jemnaku y K, moBospHO je ma
HaIpTaMo oAroBapajyhe KoOOp/in3Me U IPOBEPUMO JIa JIU Cy €KBUBAJIEHTHHU.
Cneneha Teopema je IUpeKTHA IMOCTIEIUIA TEOPEME CArJIACHOCTH U TeOpPeMe MOTIIYHOCTH.

Teopema 2.8.3. (Bapasmuh, Ilerpuh u Tenebakosuh [4]) 3a ceaxo d > 2, uniueptupe-
wayujae kawezopuje K y wawmezopuju dCobS' je sepan dynrimop.

Kako je untepmnperanuja xkareropuje K y xareropuju dCobS 1-1 na objekTuma, mMamo
yranamwe. Cieneha nocnenuna je seh nokasana y [23, Teopema 3.6.19].

IMocnenuna 2.8.2. Kawezopuja K je uszomoppna ca 2C0bS.

Jloxas. Ha ocHoBy Teopeme o kiacudukanuju 2-MHOrocrpykoctu (Bugern urp. [43, VI.40])
cJIeTU Ja je mHTepIpeTaluja, y caydajy Kaja je d = 2 noTuyH pyHKTOp. [

Hamomenumo ma y ciydajy kama je d > 2 wHTepHpeTanyja HUje MOTIYH (PYHKTOD, Ia
caMUM THUM HEMaMO M30MOpP(U3aM OBUX KATErOpHja.
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I'maBa 3

BepHocT jemHOAMMEH3MOHAJIHUX
TOIIOJIONIKMX KBAHTHUX TeOopHja II0Jba

Kpajem 80-ux ronuna mpomwior Beka Buten [47] je yBeo mojam Torosiorike KBaHTHE TeOpHje
[0Jba, Kao0 TeOpHje Koja He 3aBUCH O n300pa reOMETPHjCKUX BeJUYrHA (METPHUKe, KDUBUHE U
cit). Akcuome oBe Teopuje Koje je npesyiokuo Aruja (3| mHaBomumo y cienehoj nedurunmju.

Hedbunnnuja 3.0.1. n-gumern3uonasia WoUOAOUKE KEGHITHA TeoPUja Uoba je TpaBuao F
KOje CBaKO] 3aTBOPEHO] OpUjeHTHCaHOj (n — 1)-MHOrOCTPYKOCTH Y HPUJIPYKYje BEKTOPCKU
npoctop F(X) mamx nomem K, a cBakom opujentucanom kobopausmy M : ¥y — ) mpuapy-
XKyje muneapHo upecsiukasame F(M) : F(X) — F(X), npu gyemy Baxe cienehe akcnome:

A1l: ExBuBajeHTHUM KOOOD/IM3MUMa OJATrOBApajy MUCTa JIMHEAPHA MPECIUKABAHA

M~M = F(M)=F(M).

A2: umuaapy > X I Haj 3aTBOPEHOM MHOTOCTPYKOIINY Y. 0JroBapa UACHTUIHO TPECTUKA-
Bambe BEKTOPCKOTI TpocTopa F(X).

A3: Axko je kobopmuzam M mobujen JsembermeM Kobopauzama M’ u M” nyx 3ajejpnudke
rpanure, ouna je F'(M) kommosunuja muuHeapuux npeciaukasawa F(M') u F(M").

A4: J/IucjyHKTHO] YHUjH OJroBapa TEH30PCKHU IMPOU3BO/I.

Axo je ¥ =Y/ |¥, onpa je F(X) = F(X) @ F(X).
Axo je xobopmmsam M : ¥y — ¥ aucjyHKTHa yHHja Kobopmmzama M’ @ X[ — X n
M" 35 — ¥, onna je F(M) =F(M') ® F(M").

A5: Ilpasnoj mHOrocTpykoctu Y = () ogrosapa mnosme K.

Hamomena 3.0.1. CrnenuduvyHocT KBaHTHE TEOPHje je Ja JTUCjYHKTHAM YHUjaMa IIPUIPYXKY]je
TEH30PCKH IIPOM3BO/I, JIOK MM KJacu4dHa Teopuja npuapyxyje lekapros. Kako /lekapros
IIPOM3BOJ, UMa CMHUCJ/Ia HA HUBOY CKYIOBA, & 3a TEH30PCKU IIPOM3BOJ, HaM je HEOIXOIHA U
asirebapcka CTPYKTypa, KBaHTHE Teopuje cy OOraTuju M3BOP TOIOJIONIKUX WHBAPUjaHTH O]
KJIACUIHUX Teopuja.

Ha jesuwky Teopuje Kareropmja, TOMIOJOIIKA KBAHTHA TEOPHUja I10Jba je CUMETPUIHU MO-
HOUJIAJIHU (DYHKTOP U3 KATEropuje OpHjeHTHCAaHWX KOOOpJM3aMa y KaTeropujy BEKTOPCKUX
npocropa. Kareropujamuu npucryn passuo je Keun [37].
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3.1. IIPEJICTAB/bAKE PEJIAIINJA EKBUBAJIEHIINJE IIOMORY OYHKIINJA

V oBoM moraB/by hemo mpoydaBaTu 1-IuMeH3UOHAJHE TOIOJIONIKE KBAHTHE TeOpHje o-
sba. [locedbro hemo pazmarparu ciiydaj CTPUKTHUX U jAKUX 1-TMMEH3MOHAJJHUX TOIIOJIOIITKIX
KBAaHTHUX Teopuja mosba. [loj cTpuKTHOM mompa3zyMeBaMO CUMETPUYHN MOHOUJIATHU (DYHK-
Top u3Mmelhy kareropuje 1-kobopau3aMa u KaTeropuje MaTpHIla, J0K 10/ JAKOM TOIpa3yMeBa-
MO CUMETPUYHU jJaKW MOHOUJIAJIHY (PpYHKTOP n3Mehy Kareropuje 1-kobopauzama u KaTeropuje
KOHAYHO-/ITMMEH3NOHATHIX BEKTOPCKUX MIPOCTOPa Hajl pukcupanuM mosbeMm. Jlokazahemo ma
Cy W CTPUKTHE U jake l-TMMeH3MOHAJHE TOIOJIONIKE KBAHTHE TEOPHje M0Jba BEPHE.

Omucahemo kako ce 1-kobopmmamuma mory mpuapyxkutu 0 — 1 marpurne. OBo mpuapy-
JKUBAE je MOTUBUCAHO jeJHUM OJ KJIACUIHUX pe3yJiTara Teopuje pemnpesenrtarmja. [Ipoyaa-
Bajyhu pernpe3enrtaiujy oproronaysae rpyue, Puxapm Bpayep je 1937. roguie KOHCTpyHCao
IjarpaMaTcky (reoMeTpujcKy) ajaredpy W OMMCao HeHY MATPUYHY pelpe3eHTarujy (BugeTu
[5]). Hdomen u Ilerpuh cy yommruiu BpayepoBy penpesenrariujy u 100MIu CHMETPHYAH MO-
HommastHu byHKTOp m3Meljy kareropuje 1-kobopamsama u Kateropuje marpuna (Bugeru [12]
u [13]). OBaj dyukrop hiemo HazuBaTn OpayepujaHCKUM 1 TTOKa3aheMo HeroBy BEPHOCT.

['nmaBuu pe3ysTaT oBe ri1aBe je Jia ce CBaka CTPUKTHA 1-/IMMEH3UOHAJIHA TOIO/IONIKA KBAHT-
Ha Teopuja MoJba, Koja IpecauKaBa HYJIIUMEH3NOHAJHY MHOTOCTPYKOCT KOja ce CacTOju O
je/lHe Tavuke y NMPUPOJaH Opoj p > 2, MOKJala ca OpayepujaHCKuM (DYHKTOPOM JIO HA MHO-
XKerbe mHBepTuOMIHUM Marpunama ([35]). U3 BeprocTn Gpayepujanckor (yHKTOpa CJiein
BEPHOCT CBUX CTPUKTHUX 1-IMMEH3UOHAJHUX TOMOJIONIKAX KBAHTHUX TEOpHUja MoJba. 10 3Ha-
Y1 JIa CBaKa TakKBa l-MMEH3WMOHAJIHA TOIOJIONIKA KBAHTHA TEOPHja M0Jba IIPEICTAB/ba KOM-
IUIETHY WHBApUjaHTy l-Kobopgu3ama. Pe3ynrar BepHOCTH 3aTUM YOIIIITABAMO HA CBE jake
1-mmMvenr3noHaTHE TOTIOIONTKE KBAHTHE TEOPHje TI0Jba, KOje IMIPEeC/JIMKaBajy HyIINMeH3NOHATHY
MHOT'OCTPYKOCT KOja Ce CacTOju OJl jeJ[He TauKe y BEKTOPCKU IpocTop gaumMensuje 6ap 2 ([35]).
Ha camom kpajy oBor norJiaBsba objacHrnhemo fa 1-1uMeH3n0HATHA TOIIOJIONTKA KBAHTHA TE€O-
puja 1moJba, Koja oJaroapa OpayepujaHCKO] pelpe3eHTalju, IPeCcaInKaBa HyJITUMEH3NOHATHY
cdhepy y marpuuny PpobernjycoBy anredpy ([4]).

3.1 IlIpeacraB/pame pejalinja eKBUBaJIeHIINje IToMohy
dyHKIH]a

Y oBoj ceknuju he butn nznoxkenu pesyiararu Homena u [lerpuha, koje hemo y macraBky
paJjia HEMOCPEIHO KOPUCTHUTH.

Heka je X npoussosban ckyn u R C X? 6unapna penanuja na X. Heka je p cKyn Takas
na je opauaan 2 = {0,1} momckyn o p u Heka je < OMHApHa pejlaluja Ha p TaKBa Ja je
IbeHA PECTPUKIMja Ha 2 yobmuajeHa pesamuja nmoperka. 3a x,y € X medpunumeMo QyHKIHA)y
fe: X = peca

ITocmaTpajMo u ckymnoBe (byHKIH]ja
FER)={f: X =p|(Vr,y€X) ((z.,y) € R= f(z) < f(y))},

F=R)={f: X —=p|(Vo,ye X) ((z,y) e R= f(z) = f(y))}.

Tephemwe 3.1.1. (Jouren u Ilerpuh [10]) Pesayuja R je pefaexcusna akko 3a cee x € X
saorcu fr(x) = 1.
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3.2. KATEI'OPUJE 1CobS, 1Cob H 1Cob’

Tephemwe 3.1.2. (Homten u Ilerpuh [10],[11]) Peaauyuja R je wpansu@iueha axko 3a cee
r € X eancu f, € F=(R).

Jlokas. (=) Heka je R TpamsuTusHa penanuja, a © € X TPOM3BOJbHU €JEMEHT CKyma X.
[Tpermocrasumo na (y,z) € R. Ako je f.(y) = 0, onna je f.(y) < f.(2). Axo je f.(y) =1,
tazga je (z,y) € R. VI3 TpansurusHoCcTH penamje R ciaequ (z, z) € R, te je f.(y) < f.(2).
(<) Akoje (1.2) € R = fo(y) < fo(2). Tama, (5.2) € R = fo(u) =0 V fu(2) = 1, mmo
suaqn (y,2) € R= ((xz,y) € R= (z,2) € R). O

Tephewe 3.1.3. (Jomen u Ilerpuh [11]) Axo je R cume@puuna peaayuja, onga je
F=(R) = F=(R).

Joxas. Hexa cy x,y € X taxeu na je (z,y) € R. Ako f € F=(R), ouna f(z) < f(y), a 360r
cumerpuanoctu pesangje R u f(y) < f(z), ma f € F =(R). O

Tephemwe 3.1.4. (Jouren u Ilerpuh [11]) Perayuja R je perayuja exsusarernyuje axko

(Vz,y € X)((x,y) € Re (Vf € F~(R)) f(x) = f(y)).

Jlokas. (=) IlpernocraBumo ja je R penanuja ekBuBaseHnuje u fa 3a cee f € F ~(R) Baxn
f(x) = f(y). Ha ocuoBy TBphema 3.1.2 Baxu na je (Vz € X) f, € F =(R). IIpema tephemy
3.1.3 (Vz € X) f, € F=(R), a npema tephemwy 3.1.1 f.(z) = 1. Tama je u f.(y) = 1,
1. (x,y) € R.
(<) Us

)

(3.1 (Vz,y € X) ((Vf € F(R)) f(x) = f(y) = (z,y) € R)

nobujamo Ja je R pedpiiekcuBHa 3a £ = y. 3a TPAH3UTUBHOCT MIPETIIOCTABUMO Ja je (x,y) € R
u (y,z) € R. Tana, 3a ceako f € F~(R) mmamo f(z) = f(y) = f(z), na u3 (3.1) caenn
(x,z) € R. 3a cumerpuanoct npernocrasumo (z,y) € R. Tana 3a ceako f € F =(R) umamo
f(z) = f(y), ma us3 (3.1) cnequ (y,z) € R. O

IMocnemunua 3.1.1. (Tomen u Ilerpuh [11]) Axo cy Ry, Ry C X? peaayuje exsusarenyuge,
onga je Ry = Ry axko F =(Ry) = F =(Ry).

3.2 Kareropuje 1CobS, 1Cob n 1C0ob

VY oBoj ceknmju hemo neduHMCaTH IBe BapujaHTe Kareropuje l-kobopamsama, y O3HAIN
1Cobu 1Col'. Kareropuja 1C0b he 6utu nedunncana Kao CUMETPUYIHA CTPUKTHO MOHOUIAJIHA
kareropuja Taksa na je 1CobS mena myna norkareropuja. Ko objekara oBe kareropuje he
HaM OUTH BaXkKaH He caMo OpOj TadaKa M lbUXOBa OpUjeHTalnja, Beh n ynmenunria j1a cy Te Tauke
npoucTekse n3 gucjyuktHe yuauje cdepa SO, YV cmryammjama xaga he mam o 3Hauaja 6uTH
caMo0 Opoj Tavaka U IbUXOBA OPHUjeHTAIN]ja, 300T jeJHOCTABHOCTH heMO KOPUCTUTHU KATETrOpHjy
1Cob'.

Ha ocnoBy nedununuje narte y ceknuju 2.3, objektu kareropuje 1CobS cy 0,1,2,..., roe
0 o3HadaBa mpa3aH CKyI, a n o3HadaBa (-IUMEH3MOHAJIHY MHOTOCTPYKOCT, KOja Ce€ CACTOJU OJT
KOHa4IHO MHOTO Tadaka {—1,1,2,4,...,3n—4,3n—2}, npu 4eMy CBAKOj TaA4KM IPUIPYKY]EMO
3HAK KOJU PENpe3eHTYje HheHY OpHUjeHTaIl]y

= { L or=3i-l
| -1, z=3i+1.
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3.2. KATEI'OPUJE 1CobS, 1Cob H 1Cob’

[Ipema Tome, objekar kareropuje 1C0bS MoxkeMo mocMaTpaT Kao HU3 J00UjEeH O mapa +—.
Crpemure kareropuje 1C0bS cy kiace ekBupasieHimje 1-kobopausama. Ha mpumep, kobop-
Anu3aM (M7 f07f1) : 2 — l

Jo(=1)f1(1) fo(2)
M

fo4) fo(1)fi(=1)

NIpUKa3aH je Ha cjenehoj caurm
<O
_I._ _
Kareropuja 1C0bS je ckeneranna. Axo 6u mocrojao uzomopdusam K mnsmehy objekara n u
m, JIako ce BujM Ja K He caJip:Ku KOMIIOHEHTE THUIIA

+ — — +
V cympoTHOM, ako 6m K cagpkao 0BaKBY KOMIIOHEeHTY, onga om u K1 o K : n — n umao
OBaKBY KOMIIOHEHTY, IIITO je Hemoryhe. Anajorao, K He caJp:Ku HU KOMIIOHEHTE THUIIA

N TN

— + wim + —
jep 6u y cymporaoM u K o K~! : m — m mmao TakBe KoMmIoHeHTe. Jlakie, 3aK/bydyjeMo a
je n =m, 1j. n = m (Bugeru TBpheme 2.8.1).
OsnaunMo ca n ckym mpBux n 4iaaHoBa Huza —1,1,2,4,....3i — 1,3i 4+ 1,.... Hedunu-
MO CHMETPHYHY CTPUKTHO MOHOMIAIHY Kareropujy 1Cob tako ma je 1C0bS mena myHa
notkareropuja. Ckyn objekara kareropuje 1Cob je

{(n,e) Ine Nye:n— {—1,1}},
a CTpeJIiIle Cy KJiace eKBUBAJIEHIMje KOoDOpanm3amMa 00JITuKa,
(M’ fo : (Qae()) — M7f1 : (@ael) — M)7

rjae je M, 1-MHOrocTpyKOCT TakBa Ja je meHa rpanuna OM JucjyHKTHa yHHja Yo U X1
fo je yraname Koje dyBa OpHjeHTAIU]y U Uhja je CJAUKA X, JIOK je f; yTamarme Koje Memba
opujeHTannjy u unja je ciuka Y. CuMerpudHa MOHOWIAJHA CTPYKTypa Kareropuje 1Cob
nedunncana je kao koj kareropuje 1C0bS craBmpameM KOOOpaU3aMa jeIHOT MOPe JIPpyTror,
JIOK CUMETPH]y OCTBapy]y KOOODINU3MU Ty, ,,, KOJU Cy JIePUHUCAHN aHAJIOTHO Ka0 Y CeKIMju 2.3,
U KOju o/rosapajy nepMmyrtanujama. Ha mpumep, 739 je nmpeacrasiben Ha cienehoj coaumu:

+ -+ -+

= -
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3.2. KATEI'OPUJE 1CobS, 1Cob H 1Cob’

KowmmonenTy moseszanoctr o1, M koja je xomeomopdua chepu S soBemo yupkyaaprom
KoMUoHeHwoMm Kobopguama. Kao m y mocmemumm 2.4.1, cBaka crpesmna kareropuje 1C0b
noTIyHo je oapehena 1-muorocTpykomhy M u ca mpa Husa Tadaka Yo = (X9,..., 50 ) n ¥, =
(X9,..., 571, upu uemy HpBu oiroBapa yJIa3HOj, a APYIH M3JIa3HO] rpanmim. Kareropuja
1Cob nuje ckenerasina, MOIITO IOCTOje JBa pazauyanTa o0jekTa Koja cy m3omopdua. Ha
npumep, objertn (2,¢0) u (2,¢1), tae je o(—1) = 1,e0(1) = —1,e1(—1) = —1,61(1) = 1 cy
n30MOpdHMU. - B

O6jexktu kareropuje 1Cob' cy 3aTBOpEHE OpUjEHTHUCAHE HYJIIUMEH3MOHATHE MHOMOCTPYKO-
CTH, KOje Ce CacToje OJ KOHAYHO MHOTO TadyaKa, IPU Y€MY je CBAKOj TAYKH IMPUIPYKEH 3HAK
KOju pemnpe3eHTyje meHy opujertarujy. Objekre oBe kareropuje hemo moumcrosehuBaTu ca
ypebhernm maposuma (n,e), rae jen ={0,...,n —1},ae:n — {—1,1}.

Mopdusmu kareropuje 1Cob cy kinace ekpupasiennuje 1-kobopausama (M, fo @ (n,g9) —
M, f1:(m,e1) = M), tie je M KOMIIaKTHA OPUjEHTUCAHA 1-TMMEH3UOHATHA MHOTOCTPYKOCT
ca KpajeBuMa TakBa Jia je meHa rpanuna OM [ucjyHKTHA YHUja Yo U Y1, fo je yTamame Koje
YyBa OPUjEHTAIU]Y U Uuja je CJIUKa Y, JIOK je f) yTamame KOje Memha OPUjeHTAIlnjy U Yuja je
cimka Y. MHoroctpykoctu g u X1 Ha3UBaMO PEJIOM Y.Aa3Ha U u3Aa3Ha 2paruya og M. Isa
l-xo6opmmama K = (M, fo, f1) u K' = (M’ fl, f1) cy exeusaneniina, y osnamum K ~ K', ako
nocroju xomeomopduzam F' : M — M’ koju ayBa opujeHTanujy Takas fa ciaenehu pujarpam

KOMYTHDA.
M
V N
(1, o) F (m, 1)
N I
M/

Kareropuja 1Cob’ je cTpUKTHO MOHOUJIAJIHA Y OJHOCY Ha ,cyMy’ Ha 0OjeKTHMa
(n,e0) + (n',e1) = (n+n',e0 + 1),
rae je eg + €1 :n+n' — {—1,1} nedunucano ca
o), aKo T € n
(0 +€1)(x) =
e1(zr —n), akox & n,

U Olepalnjy ,,CTaB/bamba jeJHOr IOopeJ aApyror’ Ha MopdusMuMa, Kojy hemo o3Ha4daBaTH ca
.

Csaku mopduszam kareropuje 1Cob" je nornyno ompehen 1-muorocTpyxomthy M u ca jaBa
HU3a TavaKa HeroBUX I'DAHMIR Koje hemo o3HauYmTH ca

(0,0),(1,0),...,(n—1,0),
(0,1),(1,1),...,(m—1,1),

IIpU YeMy IIPBU HU3 OJITOBapa YJIA3HO] TPAHUIA Yo, & IAPYTH U3JIA3HO] Xi1.

Cakom kobopauamy K = (M, g, %) : (n,g0) — (m, 1) MOXKEMO NPUAPYKUTH PEJIAIIN]Y
exBuBasiernuje Ry Ha ckymy (nx {0})U(m x{1}) na crenehu naaun. 3a (i, k), (j,!) exemente
ckyma (n x {0}) U (m x {1}) nmamo ((i,k), (5,1)) € Rk akko

tauke (i, k) u (j,1) npunaaajy ucroj KOMIOHEHTH TOBe3aHOCTH o M.
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3.2. KATEI'OPUJE 1CobS, 1Cob H 1Cob’

Axo ca cx o3HaUMMO OpOj MUPKYJTAPHUX KOMIIOHEHTH KOOOpu3Ma X, OH/Ia je jacHO 1a 3a
kobopausme K, L : (n,e9) — (m,e1) Baxu cienehe Tpheme.

TBpbhemwe 3.2.1. Kobopguamu K u L cy exsusarentinu axxo Rx = Ry u cx = cr,.

Axko xobopmmamuma K : (n,eq) — (m,e1) u L : (m,e1) — (k,e2) onrosapajy pejom
penamje Ry wa ckymy (n x {0}) U (m x {1}) u Ry wa ckyny (m x {0}) U (k x {1}), ouzna
KOMIO3UIju Kobopan3zama L o K oaroBapa penaiiuja eKBuBaJsieHnuje Ry * Rx Ha cKymy
(nx{0})U(kx{1}) koja ce moxe 3anaru Ha cienehn vaunn. Hajupe nedunummmo dyskimje

O m U (kx {11) = (mx {0V U (kx {11 m e : (nx {0))Um — (nx {0}) U (m x {1}),

z,0), akox € m
Py =50
x, ako x € k x {1},

z, ako r €n x {0
HOE 10}
(x,1), ako z € m.
Barum, nedunumumo jase zose penamuje Ri- C ((n x {0})Um)?>u R? C (mU(k x {1}))? ca
(z,y) € Ry axxo (¢'(2),¢'(y)) € R,

(z,y) € Ry, axxo (¢°(z),¢°(y)) € Ry.
Axo ca Cl(Ry UR?) o3HadnMo TpaH3UTUBHO 3aTBOpembe petanuje R URY | onna je Ry xR =
KUty KU

CI(RLURDN ((n x {0}) U (k x {1}))%

ITpumep 3.2.1. Ako penanujama Ry u R; oarosapajy pesoM HapTHIdje

{{(0,0), (1,0)},{(2,0), (4, 1)},{(0,1), (1, )}, {(2,1), (3, )}, {(5,1), (6, 1)} }
{{(0,0),(3,0)}, {(1,0),(2,0)},{(4,0), (0, 1)},{(5,0), (6,0) } }, onna pemanuju Rp* R oxrosapa
naprurmja {{(0,0),(1,0)},{(2,0),(0,1)}}, mro je npencrasbeno ua caenehoj coumm.

(0,0) (1,0) (2,0)
+ -

N N
NV

0,1)

[Ipu pauynamy pesaiuje Koja ojroBapa KOMIo3uiuju Kobopaunzama K u L HucMo pady-
HaJIM [IUPKYyJIapHe KOMIIOHEHTE, Tj. oHe Kace ekpupaienmuje X peramuje Cl(RL U RY) Takse
ga X N(nx{0})=0uXn(kx{1l}) =0. YV npumepy 3.2.1 ca UpuIoKeHe CJIUKE HUCMO
y3UMaJIU Y 003Up KPYKHUILY KOja cajpku 5 u 6, Hutu oHy Koja cajpxku 0, 1, 2 u 3.
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3.2. KATEI'OPUJE 1CobS, 1Cob H 1Cob’

Axo je Rg C ((n x {0}) U (m x {1}))? penanuja exBupajeHnuje Koja oJrosapa KoGOpIu-
smy K, woj npuapyzxkyjemo marpuity A(K) dopmara p™ X p" Ha cienehn wauun. Bpoj Bpera
marpurie A(K) jennak je 6pojy dyuknuja m — p. CBakoj o Tux QyHKIHja onroBapa HHU3

JlyKuHe m 9uju cy cBu wianosu u3 ckyna {0,1,...,p — 1}. Ckyn Tux HH30Ba MOXKEMO JIEK-
cukorpadckn ypeautu tako jga npsu 6yiae #u3 00...0, a mocaemmu (p— 1)(p—1)...(p —1).
Kopucrumo oBo sekcukorpadceko ypeheme ga enemenre ckyma {0,...,p"™ — 1}, 1j. BpCre

marpuie A(K), unentudukyjemo ca dyukumjama uz m y p. Osnauumo ca f; : m — p
dyukmjy koja omrosapa i-toj Bperu. Kosone marpune A(K) wpentudukyjemo ca dbyHK-
mmjama u3 n 'y p. Heka je g; : n — p dynxmuja Koja oarosapa j-toj xojonu. Heka je
(g, fi] - (n x {0}) U (m x {1}) — p dyukuuja nedunncana ca
. | gj(mo(x)), ako xe€n x {0}
9, fil() = { flmi(z)), axo € m x {1}
e ¢y o : n X {0} = num :mx{l} - m 6ujeknuje nedbunucane ca m(u,0) = u n

m(v,1) = v. Enement A(K)[i,j| y i-Toj Bpctu u j-1oj xononu marpuie A(K) jennak je 1
akKko [g;, fi] € F =(Rk), a unade je 0.

IIpumep 3.2.2. Ako je K : (4,59) — (2,£1) kobopau3am jar Ha ciejgehoj comimy,

+ - - 4+

[N elen)

).

Ha npumep, enement A(K)[2,3] jennak je jemuuunu, jep ce ausosu 01 u 0010 xoju oaro-
Bapajy pejaoM JIPyroj BpcTu u Tpehoj KOJIOHU yKJIANajy y CIUKY.

0 0 1 0

NS

0 1

Hamomena 3.2.1. Hus koju oxrosapa i-toj spctu marpuiie A(K) 3anpaBo g06ujaMo Tako

mro 6poj 7, 0 < ¢ < p™ WpeJICTABUMO y CHCTEMY €a OCHOBOM p ca m mmdapa aéa% . a}n_l.
Awnasiorno, Hu3 Koju ofrosapa j-1oj Kosouu marpuie A(K) nobujamo kaaa 6poj j, 0 < j < p",

IPEJICTABUMO y cucTeMy ca ocHoBoM p momohy n mudapa aja?. .. al Tasa je eseMeHT

C v

A(K)[i, 5] y i-Toj BpcTn 1 j-T0j Kosonm marpune A(K) jemmak jemam axo 3a cse (i, k), (5,1)
u3 (n x {0}) U (m x {1}) Baxu
((iv k')a (.77 l)) € RK = af = Cll

e
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3.3. BPAYEPUJAHCKA PEIIPESEHTAIINJA

3.3 Dbpayepujancka pernpeseHTanuja

Heka je Matg xareropuja umju cy objekTn BekTOpcku mnpoctopu K", n > 1, u guje cy
crpenure u3 K” y K™ cBe marpuiie dopmara m X n ca KoMIOHeHTaMa y 1oJby K kKapak-
tepuctuke (. Waentwanu mopduzam una K" jennak je jemHUTHO] MATpUIU pelia 7N, JTOK
je MHOXKeme MaTpuiia kommnosuiuja crpenuia. Objekre kareropuje Matx MOXKEMO HICHTU-
dbuKoBaTH Cca TPUPOJHUM OpOjeBUMa, KOjU MPEJCTaBIhAjy JIUMEH3Uje BEKTOPCKUX ITPOCTOPA
(Bumern [12]). Kareropujy Matx mMoxkeMO mocMaTrpaTdn U Kao CKeJIETOH Kareropuje Vectg
KOHAYHO-IMMEH3NOHAJHIX BEKTOPCKUX IpocTopa Haa nokeM K. Ilpema Tome, kareropuje
Matg n Vectx cy exBuBanentne. Kareropuja (Matg,®,1,S,,,) je cuMerpudHa CTPUKTHO
MOHOUJIAJTHA Y OJIHOCY Ha MPOU3BO/I Ha objekTruMa n Kponekepos mpounsBo i Ha MOpMU3MUMA,
u baMuImIjy mn X nim HepMyTaIljCKUX MaTPHIA Sy, ,,. MaTrpuna S, ,, je MaTpuIa JuHeapHOr
npeciaukasama 0 : K"QK"™ — K" ®@K" y oqnocy Ha map KaHOHCKHX 0a3a, Koje je 1edpuHuCcaHo
Ha Ga3HEM BekTOpmMa ca o(e; ® f;) = f; ® e;. Ha npumep, S35 je marpura

ook O oo
O = OO OO
_o O O o o

OO OO O
O OO OO
SO o= OO

Cana nedunumemo pyukrop B u3 kareropuje 1Cob' y kareropujy Matk Ha cienehn Ha-
quH. Ha oGjektuma o je nedunucan ca B(n,e) = p™, 3a p > 2. Ako je K : (n,g9) — (m,e1)
mopduszam y kareropuju 1Cob', onna je B(K) = p* - A(K), vae je a 6poj IUpKyIapHUX KOM-
noHeHTn Kobopansma K, Tj. 6poj KOMIIOHEHTH IIOBE3aHOCTH KOje Cy XOMEOMOP(MHE KDY KHUIH
S a A(K) je (0,1)-marpuna dbopmaTa p™ X p" Kojy Ha ONUCAHM HAYUH HPUIPYKYjEMO KO-
oopmuzmy K.

Tspbhewe 3.3.1. B je ¢pynximop.

Jlokas. Comaan qokas mocroju y paay [11, Cexknuja 5, Tepheme 4|. M nearuanom mopduszmy
1, : (n,e) = (n,e) y xareropuju 1Cob’ onrosapa penanmja eksupasenmuje 1, C ((n x {0}) U
(n x {1}))? nedunucana ca

(z,y) € 1,, akko ;(x) = m;(y),

zenx{i}, y€nx{j}, i,j €{0,1}.

IIpso hemo nokazaru 1a je B(1,) = p°- A(1,) jenunuuna maTpuiia peja p”. Ako je fi:n — p
dysKIEja Koja oArosapa i-T0j BPCTH, a f; : m — p dYHKIHja KOja OAroBapa j-TOj KOJIOHH,
erement A(1,)[i, 7] y i-Toj Bpctu u j-Toj Kosomm wMarpune A(l,) jemmak je 1 akko
[fj, fil € F=(1,), a unaqe je 0. Ycnos na [f;, fi] € F =(1,) exBUBaJIeHTaH je yCIOBY

(Vo,y € (n x {0}) U (n x {1})) ((z,9) € L = [f;, fil(z) = [£5, £il ()
Pasznukyjemo Tpu cirydaja:

1. Axo cy z,y € n x {0}, u3 (z,y) € 1, cnenu na je x =y, na je [f;, fil(x) = fj(mo(z)) =

fi(mo(y)) = [f3, fil(y)-
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2. Axo cy z,y € n x {1}, u3 (z,y) € 1, cieqn na je x = y, ma je [f;, fil(z) = fi(m(z)) =
filmi(y) = [f5: fil(y)-

3. Ako je x € n x {0}, y € n x {1}, u3 (x,y) € 1,, cnemu na je mo(z) = m(y). Taza je

[f3, fil(@) = fi(mo(2)), a [, fil(y) = fi(mi(y)) = fi(mwo(x)).

IIpema Towme, [f;, fi| € F =(1,) akko f; = f; akko ¢ = j. Hakue, A(1,)[i,j] =1 akko i = j, a
unadte je A(1,)[i, j] = 0.

[Mokazkumo caza ga je B(L o K) = B(L) - B(K), 3a kobopausme K : (n,e9) — (m,e1) u
L:(m,er) = (k,eq).

Osnaunmo ca a u b 6poj nupKynapHux KomoHeHTn Kobopamsama K u L. Tama je 6poj
UPKYJIApHUX KOMIOHEHTH KobopausMa L o K jeanak a + b + ¢, vae je ¢ 6poj IUpKyIapHIX
KOMIIOHEHTH KOje HACTajy Ipu npasibeiby penaruje Ry x Ryi. O3naaumo ca X, ..., X, kiace
exsuBasiennuje peaanuje Cl(RL U RY) koje cy mucjyukrne can x {0} u k x {1}.

[Iposepuliemo na 3a matpuue A(K) = [by;] bopmara p™ x p™, A(L) = [a;s] dbopmata p* x p™
u A(L o K) = [¢;;] bopmata p* x p" Bazkn

A(L) - A(K) = p° - A(L o K).

JokazyjeMo j1a ce KOMIIOHEHTEe KOje ce HaJjla3e y 1-TOj BPCTU M J-TOj KOJIOHH MaTpHIa Ca
obe cTpaHe jeJHAKOCTH IOKJIAIajy, Tj. J1a je

p"—1

(&
E Qs - bgj = p° - cyj.
s=0

Axo je f; : k — p dynkumja koja oxarosapa i-Toj BpcTH, a h; : n — p dyHKOHUja Koja
ozfroapa j-1oj Kosionu marpurne A(L o K), onja je

¢;; =1 akko [hy, fi] € F ~(Rp * Rk) axko

(3.2) (Vm,y € (nx{0})U(kx {1})) ((x,y) € Ry x Rk = [hj, fil(z) = [hy, fl](y))

Axo je f; : k — p dyHKHEja KOja oAroBapa i-TOj BPCTH, a (s : M — p PYHKIHMja KOja
ofroBapa s-1oj Kosionu Marpune A(L), onga je

a;s =1 akko [gs, fi] € F ~(Ry) akko

(3-3) (Yo, y € (m x {0}) U (k x {1})) ((z,y) € RL = [gs, fil(x) = [gs, il ()

Axo je g; : m — p dynkumja Koja oxrosapa s-Toj BpCTH, a hj : n — p dyHKIHja Koja
ofroapa j-1oj Kosionu marpure A(K), onya je

bs; =1 akko [h;,gs] € F ~(Rk) axkko

(3-4) (Vz,y € (n x {0}) U (m x {1})) ((z,y) € R = [h;, g:)(x) = [h;, g:)(v))-
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[Tokazahemo ma u3 ycaosa (3.2) cieau ma mocroju p¢ dbyHKIMja gs : M — p Koje 3a70-
BosbaBajy yciose (3.3) u (3.4), 1j. ma mocroju p¢ esemenara s € {0,...,p" — 1} rako na je
a;s = 1 uby; = 1. Tama y cymn

pT—1

E Qs * bsj
s=0

nMaMo p° cabupaka KOju Cy jeJHaKW 1, 1a je eJIeMEHT y ¢-TOj BPCTH U J-TOj KOJIOHU MATPHUIIE
A(L) - A(K) jennak p°, kao u eaement marpure p° - A(L o K).

IIpernocrasumo na 3a dbyukuuje h;j : n — p u f; : k — p Baxu ycios (3.2). 3 mera
cileiu

(3.5) (Vz,y € n x {0}) ((z,2), (y, 2) € CU(R U RL) = hy(mo(w)) = hy(m(y))),
(3.6) (Vo,y € kx {1})((z.2), (. 2) € CU(RK UR]) = fi(mi(2)) = fi(mi(y))),

(3.7) (‘v’x €n x {O}) (‘v’y €k x {1}) ((x,z), (y,2) € Cl(Rj URY) = hy(mo(z)) = fz(m(y)))

Axo je z € m, medunumemo gs(z) € {0,1,...,p — 1} na crenehu waumu. Axo mocroju
r € (nx{0})U(k x {1}) Takso na je (z,z) € CI(RL U RY), onna

_ [ hilmo(@)), axo € n x {0}
%) = { fi(mi(x)), axow €k x {1},

Axo me nocroju x € (n x {0}) U (k x {1}) rakso ma je (z,z) € Cl(R), U RY), To 3naun na je
kiaca ekpusasiennuje penamuje CU(RL U RY) enemenra z jemna on kiaaca Xy, ..., X.. Tana
cBe ejieMeHTe Te Kiace DYHKIMja s TIpecaukaBa y uctu ejgeMenT u3 ckyna {0,...,p — 1}.
3a cBaky of ¢ THX KJjlaca MMaMO 1O p MoryhuocTw, ma mmamo p¢ YHKIHUjA gs : M — P
KOje ce paz3JImKyjy Ha Kjaacama Xi,..., X., a MOKJalajy Ha OCTAJINM KJjacaMa eKBUBAJIEHITN]e
penanumje Cl(Rj; U RY).

AKo 3a ejleMeHT z MocToje JiBa eJleMeHTa T U y Takpa Ja (x,2), (y, 2) € Cl(Ri URY), onna
360r ycioBa (3.5), (3.6) u (3.7) nedununuja dyukuuje g He 3aBucu oz u3bopa x u y.

[Tposepuhemo ma oBe dyHKIHUje gs 3a700BOBABA]Y yCI0B (3.4).

[Ipernocrasumo ga (x,y) € Ri. Pasnukyjemo Tpu ciyuaja.

1. Ako je z,y € n x {0}, uz (z,y) € R cnemn (z,y) € R, C CI(RL URY), ma je
(z,y) € Rp * Rk. Ha ocuosy (3.2) Baxu |hj, fil(x) = [hy, fi](y). Taza je h;j(mo(x)) =
hj(ﬂ-[)(y))? Te je [hj7gs]<x) = [hjags](y)'

2. Akojexz € nx {0}, y € m x {1}, us (z,y) € Ry cnemu (z,m(y)) € Rk C CI(RL URY).
ITo nedununmju byukuuja g, umamo ga je gs(mi(y)) = hj(mo(x)). Tana je [hj, g5|(z) =
hi(mo(2)) = gs(mi(y)) = [, 95 ().

3. Axko je z,y € m x {1}, u3 (z,y) € Ri cnequ (m(x),m(y)) € R} C Cl(R) URY), na cy

m1(x) u mi(y) y jennoj on kiaca X, ..., X.. Ilo nedununmju dyukimja g; oba ejemerTa
m(x) u m(y) ce mpecamkaBajy y uctu. Tazma je [hj, gs](x) = gs(mi(z)) = gs(mi(y)) =
[, 95)(y)-
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Awnasiorno ce poBepaBa ja QyHKIWje g5 33/10BOJbaBajy ycjos (3.3).

Axo je ¢;; = 0, ouna [hj, fi] ¢ F ~(Rr*Rk), Tj. ve Baxkn ycios (3.2). ITokazahemo na tana
He mocroju GyHKIMja gs : M — p Koja 3amoBosbasa ycsose (3.3) u (3.4). Tana He mocroju
s € {0,...,p™ — 1} rako na je a;s = 1 u by; = 1, 1j. 3a cBako s € {0,...,p™ — 1} Baxku na
je a;s = 0 mma by; = 0, ma cy y cymu Zi:o_ Yy - bs; cBU cabupiu jeJHaKH Hysa. Fiement
y i-10j BpcTtu u j-10j Kosionu marpure A(L) - A(K) jennax je Hysa, Kao U €JIEMEHT MaTPUIIE
p¢ - A(L o K) Ha ucroj no3unuju.

[Tpermocrasumo fa mocroju byHKIMja gs : m — p Koja 3a/10BosbaBa yciaose (3.3) u (3.4).
Hokazahemo na Baxkn ycios (3.2). Axo cy z,y € n X {0} u (z,y) € R * Rk, onna nocroju
HU3 T1,...,Ty, | > 1 TakaB 1a je

(x1,22) € Ry, (w2, 73) € Ry, (3, %4) € Ry, ..., (X1, T2) € R,

e je 11 = 1, Top =Y, To,..., Ty 1 € m. VU3 (11,15) € Rk mmamo ma je (zy, 7 ' (22)) € Ry,
na u3 yeaosa (3.4) cienn ma je [hy, gs](v1) = [hy, gs) (77 (22)), Tj. hi(mo(21)) = gs(22). Uz
(79, 73) € RY mmamo ma je (m ' (x2), 75 (x3)) € Rp. Ilpumenom ycmosa (3.3) ciaemn ma je
[9s, fi] (7 (22)) = [gs, fi] (75  (z3)). Tama je gs(z2) = gs(3). HamsmenwamoM mpuMeHOM yciTo-
Ba (3.4) u (3.3) ma Kpajy mobujamo na u3 (vy_1,Ty) € Ry ciemn na je (77 (wy_1), 1) € R,
a zatum 1 [hy, o) (m7 (1)) = [hy, gs)(x21). Tama je gs(wy_1) = hj(mo(wa)). Hakse, mmanmo
na je hj(mo(x1)) = hj(mo(x)), ma cneqm na [hj, fil(x) = [hy, fi](y). Ananorso mokasyjemo na
BaxKM yciaoB (3.2) u y ciydajeBuma Kaja je x,y € k X {1} mx € n x {0}, y € k x {1}.

O

Tepbemwe 3.3.2. B je separ ¢pynxwop.

Jlokas. Heka cy (n,g0) m (m,e1) mBa npousBosbHa obOjekta Kareropuje 1Cob u Heka
cy K,L:(n,e0) = (m,e1) nBa mopdusma kareropuje 1Cob’ raksa na je B(K) = B(L). Ako
cy a u b pejiom 6pojeBr IMUPKYJIAPHUX KOMIIOHeHTH Kobopauzama K u L, marpure p® - A(K)
u p®- A(L) cy ucror dbopmata p™ X p" u ofropapajyhe KOMIOHEHTe THX MATPHIIA, KOje Cy UIH
HyJIa WU CTereH O6poja p, ce nmokjaanajy. To 3uaum ma je a = b, jep je p > 2 u 1a je

A(K)[i,j] = 1 akko A(L)[i,j] = 1.
3a cBake aBe QyHKIUjE ¢g; : M — p A f; 1 M — p BaxKu
95, fi] € F ~(Rk) akko [g;, fi] € F ~(Ry).
Kaxko je caka dynkmuja f : (n x {0}) U (m x {1}) — p obnuka [g;, fi] 3a mexe dynknuje
gj:nm —pu f; : m — p, 3akmydyjemo na je F ~(Rg) = F ~(Ry). Ha ocuoBy mnocsemume
3.1.1 cnenmm na je Rx = Ry. llpumenom TBphema 3.2.1 3aksbydyjemo ja cy kobopausmu K u

L ekBUBaJICHTHU.

]

Bepuoct ¢dynkTopa B 0m ce wMoryia mokKasaTd W Kao IOCJEIUIa MAaKCUMAJHOCTU
u3 paga [12, Ceknuja 14|, amu cMo oBJIe ¥KeJjieu Ja HABeJIeMO JIMpeKTaH, Kpahin jjoKkas.

Tephewe 3.3.3. Qyuxwiop B je cipuxiinu MOHOUGAAMY GYHKTLOD U3MEDY MOHOUGAAHUX
katwezopuja (1Co', ®, (0,€), Tnm) w (Matk, ®,1, Spm)-

61



3.3. BPAYEPUJAHCKA PEIIPESEHTAIINJA

Jlokas. 3a jemuanane objekre (0,¢) u 1y kareropujama 1Cob’ u Maty Baxku ma je B(0,e) =
p’ =1. 3a ceaka mBa objekra (n,g0) u (n',e;) kareropmje 1Col Bazku B((n,eo)+
(n',e1)) = B(n+n' 60 +&1) = p"* = p* - p" = B(n,eo) - B(n',¢1).

Ako cy a un b perom 6pojeBr IUPKyIapHUX KOMIIOHEHTH Kobopauszama K : (n,eq) — (1, £))
ul:(m,e)— (ke)), onma je 6poj IUPKyJapHUX KOMIOHEHTH KobopmmamMa K & L :
(n+m,eq +e1) = (I + k,ep + €)) jemnak a + b. okaxkumo na je marpura B(K ® L) =
p* - A(K ® L) jemnaxa Kponekeposom nipoussony B(K)® B(L) = (p*- A(K))® (p*- A(L)) =
P (AK)®A(L)), 1j. naje AK®L) = A(K)®@ A(L). Kako je K®L = (K®1;)0(1,®L),
JIOBOJBHO je mokazaru jga Baxu A(l, ® L) = A(1,,) ® A(L) n A(K®1;) = A(K) ® A(1), tae
cy A(1,) u A(1;) jenunmuane marpuie dpopmaTa peaom p” u p*.

Kobopauamy 1,, oarosapa pesanuja exkupajeniumje 1, Ha ckymy (n x {0}) U (n x {1})
JneduHUCAHA Ca

((z,1), (y,7)) € 1, akkO = = .

Heka je R;, penanuja ekBuBasenimje va ckymy (mx{0})U(kx{1}) koja ogrosapa kobopausmy
L. Oznaunmo cam™ ={n,n+1,....n4+m—1tu k™ ={n,n+1,...,n+k— 1}, a 3arum
neduHuIMMO penanujy eksupaseniuje R na ckymy (m™™ x {0}) U (k" x {1}) na cienehn
HaYH

((ZL’, 7’)7 (yvj)) S Rz_n aKKO ((I - nﬂ.)u (y - n?])) € Ry.

Tasa xobopmusmy 1, ® L oarosapa penanmja exsubajennuje 1, LI Rf™ wa ckymy
((n+m) x {0}) U ((n+k) x {1}).

JHoxkazahemo ga 3a marpune A(1,) = [a,s] dopmata p™ x p*, A(L) = [by,] dopmara p* x p™
u A(1, ® L) = [¢;j] dopmara p™™* x p"t™ paxkn

Cpkortvpm-stw = 1 akko aps = 1,by, = 1.

_ 11 1
Ako r W s IpeJCTaBUMO y CHCTEMYy Ca OCHOBOM p ca n nudapa r = ayaj...0, ;

— 40,0 0 :
U Ss=ay...a, 1, TaJga je

ars = 1 aKko

(3-8) (V(2,9), (y,4) € (n x {0}) U (n x {1})) (((2,7), (4.)) € 1n = @, = aj).

Ako v npescTaBUMO y cucreMy ca 0oCHOBOM p ca k mudapa v = bibi ... b, |, a w ca m nudapa

w="bb)...0° | Tanma je

byw = 1 aKkKoO

(3.9) (V(z,4), (y,) € (m x {0}) U (k x {1})) (((x,9), (y,5)) € R = b, =1b}).

Axo p*-r+v npescraBumo y cucreMy ca OCHOBOM p ca n+k mudapa cjci ... ch 1, a p™-s+w

ca n +m madapa c) ..., |, Taxa je

Cpk~’r‘+v,pm~8+w =1 akko

(3.10) (V). (4.4) € ((n+m) x (0D U((n+K) x (11) (((.0), (5.9)) € LLURF" = & = ).
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1.1 1 0.0 0 :
Jlako ce MOKe 3aKJBYUHTH Ja Ce HU30BH IH(APA CC) ... Cp 1 T COCY ... Cp | TOKJIANAY
pejioM ca apai . ..al bibi ... 0L wadal...al 03By .. .00 ..

Yeaos (3.10) ekBuBasienTaH je ca cueneha asa yciosa

(Y. (9.4) € (n x {0}) U (n x (1) (((,0), (0.9)) € L > ¢ =),
[y

(R
Ay = @y

(V(z,4), (y,4) € (m™ x {0}) U (K*" x {1})) (((z,1), (y.) € R{" = ¢, = d)),

O] KOjUX je MpBHU eKBuUBaJjieHTaH ca (3.8), a apyru ca (3.9).
Amnasorno ce nposepasa ga Baxu A(K ® 1;) = A(K) @ A(1g). N

Tsphewe 3.3.4. B(T,m) = Spn, pm.

Jloxas. Kobopmusmy 7, ,,, oArosapa pesanuja eksusasenimje R, ua ckymy ((n+m) x {0}) U

((m+mn) x{1}) ca maprummjom {{(0,0), (m,1)}, {(1,0), (m+1,1)}, ..., {(n—1,0),

(m+n—-1,1)} {(n0), (0,1)}, {(n+1,0), (1,1)}, ..., {ln+m—1, 0), (m—1,1)}}.

Osnaunmo ca a, s eseMenT Marpute B(7, ,) Koju ce HaJla3u y r-T0j BPCTH U S-TOj KOJIOHU. AKO
1,1 1

7 IPEJCTAaBUMO y CHCTEMY Ca OCHOBOM p ca m + n nudapa ayay ... a,, ,_ 1, & S IPEJICTaBUMO
0,0

y CHCTeMy ca OCHOBOM p ca n + m nudapa agal...ah ., ., Taua je a,, = 1 akko
(¥(i.k). (5.0) € ((n+m) x {0}) U ((m +n) x {1})) (1. k). (3.1)) € R, = af = al).

IIpema Tome, a,; = 1 akko

o_ 1 0_ 1 o _ 1 o_ .1 .0 _ 1 0 1
(3.11) ag =y, @] = Apyyqy ooy Qg = Gy 1y Gy = Qg Gy = Apy oeny Gy = Gy .
Ca gpyre crpame, ako ¢y € = [e€g,...,epm_1| U f = [fo,..., fym_1] pemom kanoHCKe Gaze

npocropa KP" u KP", marpuna Syn ,m je MaTpuna JuHeapHor npecinkasamba o @ KP' @ KP" —
KP" @ KP" y omgmocy Ha Tap KaHOHCKHX 6a3a, Koje je JedWHHCAHO Ha OGa3sHUM BEKTOPHMA,
ca o(e; ® f;) = f; ® e;. Basue BekTOpE €; HYMEPUIINMO HU30BUMA JYKUHE 1 UUjH Cy CBU
wranosu u3 ckyna {0,1,...,p — 1}, mok 6a3ue BeKTOpe f; HyMEpPHIINMO HH30BUMA JLyKU-
e m. Cpako s, 0 < s < p"'™ mpencraBuMo y cucTeMy ca OCHOBOM p ca n + m mudapa

agal...ad_yalal ,...ad, ., i, acBako r, 0 < r < p™*" y cucremy ca OCHOBOM p ca m + n

. " o
undapa aja; . .. an,_qabal i ...ar., ;. Taga jey 6asu npocropa K" @ KP™ s-tu Gasnu Be-
. m 7
TOP Js = €4049..00 _, ® faa > AOK je y Gasu npocropa K" @ K" r-tu Gasnu BekTop
n— —
hr = fa[l)a%...a}nil & ea}na}n+l...a}n+nil' Kako Je U(gs) = fa%a9l+1...a9l+m71
7-TOj BPCTU U $-TOj KOJIOHH MaTpuie Spn ,m jeaHak je 1 akko o(gs) = h,, Tj. aKKO

0 aO

n+1""Yn+m

® €49a9...a0 _, > €JIEMEHT Y
o

0,0 0 _ 11 1 0.0 0o _ 1 1 1
(3.12) Ay q - Oy = Q@ - Oy s QY - Gy = GGy e Gy

[opehemwem jemnakoctu (3.11) u (3.12) 3aksbyuyjemo na ce onrobapajyhe kommonenTe MaTpu-
ta B(Tym) u Spn pym HOKJIALA]Y.

]

OyukTop B ojroBapa MaTpuvHOj pernpeseHtanuju ajgrebpe Bpayeposux mujarpama (Bu-
neru [5],[13]), ma hemo ra masuBaTu bpayepujarcrom peupeseHiianujom.
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3.4 CrpukrHe 1-INMEH3MOHAJJIHE TOIIOJIOIIKE KBAHTHE

Teopuje mojba

Osnaunmo objekar (1,e,), £4(0) = 1, xareropuje 1C0ob" Koju ce cacroju of jemane Tad-
Ke ca MO3UTUBHOM OpHjeHTanmjoM ca +, a objekar (1,e_), e (0) = —1, koju ce cacroju of
je/lHe Tadke ca HeraTUBHOM OpHjeHTarujoM ca —. llpema Tome, cBaku objekaT KaTeropuje
1Cob" MOXkeMO TIOCMATPATH Kao HU3 Ay . . . Ay, T1E je a; € {+, —}. O3naunmo objexar (2,e4_),
ey (0) =1, e, (1) = —1, Koju ce cacToju OJ JBE TAYKe OJi KOjUX je MPBa MO3UTUBHO OPUjEH-
THCaHa, a JIpyra HeraTwBHO ca +—. AwnasorHo, objekar (2,¢_,), e_4(0) = —1, e_, (1) = 1,
ozHaunmo ca —+. Heka je M unrepsas [0, 1] ca crangapHoM opujeHTanmjoM. Y 3aBUCHOCTH
oI Tora Kako je rpanuiia OM moje/beHa Ha YIa3HU W U3JIA3HU Je0, pasjmKyjemo ciejehe
nose3ane Kobopuzme y 1Cob':

1. Ako yramame [y : (1,64) — M aysa opujenranujy, a fi : (1,6,) — M memwa opujenra-
uujy, Kobopmmzam (M, fo, f1) : (1,e4) — (1,e4) hemo o3nauaBaru ca idy : + — +.

2. Axo yraname fy: (1,6_) — M uysa opujenranujy, a f1 : (1,6_) — M mema opujerTa-
ujy, kKobopmmzam (M, fo, f1) : (1,e-) — (1,e_) hemo o3magasaru ca id_ : — — —.

3. Ako yraname [y : (2,6,_) — M uaysa opujenranujy, a f : ) = M mema opujenTanujy,
kobopmmzam (M, fo, f1) : (2,64_) — () hemo oznauasaru ca B : +— — ().

4. Axo yraname fy: (2,6_4) — M uaysa opujenranujy, a fi (Z)_—> M wmema opujeHTAIN]Y,
kobopmuzam (M, fo, f1) : (2,6_1) — () hemo osnauasaru ca B : —+ — ().

5. Ako yraname [y : ) — M uysa opujenraiujy, a fi : (2,6_,) — M mema opujeHTanujy,
kobopmuzam (M, fo, f1) : 0 — (2,e_) hemo osnauasaru ca C : ) — —+.

6. Ako yraname fy: () — M uysa opujenraiujy, a fi : (2,64_) — M mema opujeHTanujy,

kobopmuzam (M, fo, f1) : 0 — (2,4 _) hemo osnauasaru ca C : ) — +—.

7. Kpyxunna S! kao Kobopau3aM U3 IPa3HOT CKYIa y Hera caMor.

+ - 0

+ - - + o
1 1} \./ \4/ _/\+ [\_
idy id_ B B C C

Hedbunnunuja 3.4.1. Clipuriwura 1-gumeH3uonaiHa WOTUONOWKE KEAHUWHA TWEOPUIQ TUOMHA
(1-TQFT) je crpukTHM cuMeTpudHA MOHOMga HU dyHKTOp F m3mebhy kareropuje 1Cob n
kareropuje Matk.

Motrupanuja 3a ciegehe TBpheme norude u3 paja |28, Tepheme 1.1.8|.
Tephewe 3.4.1. Hexa je I ciupuriina 1-gumMeH3UOHAAMG TOTUOAOWKA KEAHITHA TWEOPU]a
uUoNsa U HeKa cyYy p = F(+) uq = F(—) CAUKE PEegoMm avKe Ca UO3UUUBHOM U WaYKe Ca

HezaueHom opujenttayujom. Taga je p = q.
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Joxas. Axko npuvennmo dbynkrop F ma mopdusam B : +— — () y kareropuju 1C0ol’, nobu-
jamo mopduzam F(B) : F(+—) — F(() y kareropuju Matkx. Kako je dyuakrop F' crpukran
monouzanan, F(+—) = F(+)® F(—=) = p-q u F(0) = 1, na je F(B) marpuna dopmara
1 % (pq). ¥YBenumo o3Hake

F(B) = [511 .. Pig ‘ Ba1 ... Pog ‘ ‘ Bpr - 5pq]
Bii ... Pig
nX = 621 B?q IIpu crappapanom  wusomopdusmy H : M, ,(K) — M ,,(K),
6;31 : . B;q
H(X)=F(B).

Cimano, upumenoMm dykropa F ma mopduszam C: () — —+, mobumjamo wmopduzam
F(C):1— q-py xareropuju Matk, 1j. marpuity dopmara (¢gp) X 1. YBeaumo o3HaKe

T
F(C)Z[%l Cee Yip Vo1 oo Yop ‘ ’ Y - %HD}
Y- Y1p
Yor - 2p
nyY = | . . .| . IIpu cramgapaaom usomopdusmy L : M, ,(K) — My, 1(K), L(Y) =
Y1 - ’qu
F(C)
Paznoxumo nyentuyanu kobopauzam id Kao KOMIOo3uIyjy Kobopanzama idy @C u B&id, .
_|_
i C
oy N N
N \_/
B +

[Tpumenom dyukropa F Ha 06e crpane jennakocru id, = (B ®id,) o (idy ® C) nobujamo

idpy) = (F(B) @ idpy)) - (idp1) @ F(C)), 1j.
E, = (F(B) ® Ep) ’ (Ep ® F(C)),

rje je E, jenmaumdna marpurna pega p. Ilocse mMmoxkema maTpuiia, J100MjaMO CHCTEM OF p?
jeTHaYNHA

q

k=1

KOJH je eKBUBAJIEHTAH MATPUIHO] jeTHAUMHU
X -Y=E,

ITpema Tome, marpuna X € M, ,(K) uma necan unseps, ma cy meHe BPCTe JHHEAPHO HE3aBU-
CHe, Tj. PaHI' BpCTa je/IHAK je P.

Ako npumenunmo dyukrop F Ha mopduszam 7_, : —+ — +— y Kareropuju 1Col’, koju je
IIPUKA3aH Ha, CJIUIHI
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nobujamo mopduzam F(r_y) 1 F(—) ® F(+) — F(+) ® F(—) y xareropuju Matg, 1j. Ma-
tputy dopmara (pg) X (gp). 36or cumerpuunocru dyukropa I, 3namo ga je F(17_4) = S, ,.
ITepmyTaujcka MaTpuna S, , je OPTOroHAJIHA ¥ 33J0BOJbaBa ciejehe yciose:

(3.14) Sy LY) = L(YT)

(3.15) H(X)- S, =H(XT")

(3a meraspe Bumern [29, 39, 46|).
Kobopausmu B u C ce mory u3pazutu Kao kommosurmje B =Bo7_, uC =7_, oC, mrTo
je IpUKa3aHO Ha CJIAIH

- +
> ¢ C
C
\_\j ) +\_,/_ A ) _/'\JF
B B +><_
[pema Tome, F(B) = F(B)- F(r_) u F(C) = F(r_4) - F(C), j.

F(E) - [611 PN 61(] | 621 PN 62(] | e | ﬁpl PN 6pq} ‘ qu @
[ﬁll cee Bpl ‘ ﬁlQ e ﬁp2 | cee | 51(1 LR ﬁpq}

F(C)=5p [ - 7 ! Yor oo Yoo | oo | va - %p}T )
[711 cee Va1 } Y12 - Vg2 ’ { Yip - -- qu]T'

Amnasiorao, ako KobopamzaMm id_ Pas3aoKUMO Kao KOMIIO3UIHjy Kobopausama id_ ® C u

SN

AN )

B _
1 npuMeruMo dyHKTOp F Ha obe crpane jemnaxoctn id_ = (B ®id_) o (id_ ® C), nobujamo

idp(_) = (F(E) ® idF(_)) . (idF(_) X F(E)),Tj

Eq = (F(B> ® Eq) ’ (Eq 2 F(C)),
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rae je I, jenmnmyna marpuna pema ¢. llocime mMmoxkema MaTpura, J00MjaMO CHCTEM Of q>
jeTHaYMHA

p
> Bk =0, kle{l,....q}

i=1

KOjU je eKBUBAJEHTAH MATPUYHO] jeTHAUYNHU

Y -X=E,.
ITpema Tome, marpuna X € M, ,(K) uma seBu umBeps, ma cy meHe KOJIOHE JIHHEAPHO He3a-
BHUCHE, Tj. paHT KOJIOHA jeJHak je ¢q. Kako je paHr BpcTa jeJHAK paHTy KOJOHA, CJACIN Ja je
p=qu ga cy matpurie X u Y jeaHa Apyroj MHBEP3HE. L]

Csaka crpukrtha 1-TQFT, F' : 1Cob' — Maty je jenuncrseno onpehena na objekTrma ako
3HAMO CJIUKY MO3UTUBHO opujeHTHcaHe Tauke p = F(+). Ha ocuoBy TBphema 3.4.1 objekar
ap . ..a, xareropuje 1Col' koju ce cacroju ox k HMO3UTUBHO M | HEraTUBHO OPHUjEHTUCAHUX
Tauaka ce mpu F mpeciukasa y pb - pl = pFt!l = p". Jlakne, caka crpukrtHa 1-TQFT, oja
[IpeCc/JIMKaBa HYJIINMEH3UOHATHY MHOTOCTPYKOCT KOja Ce CACTOjH OJf jeHe TadKe Yy MPUPOIAH
O6poj p > 2, mokJjama ce Ha oDjeKTHMa ca OpayepujaHCKOM perpe3eHTarujoMm. Jla 6mcmo
onpenuin Kako F' nejcrByje Ha Mmopdusme kareropuje 1Cob’, 10BOJBHO je 1a ONMIIEMO CJIMKE
nosezanux Kobopmuzama idy, id_, B, B, C, C u S'. Marpuue F(id,) u F(id_) cy jemnaxe
jemunnyanoj marpurmu E, pema p. llomTo ce xobopausmu B u C Mory u3pas3uTu pesoM Kao
koMmosuimje kobopausama B u C ca kobopausMoMm 7_ ., a 3HaMo aa je F(7_) = S,,, ocraje
jOIII J1a Pa3MOTPUMO MaTPUIIE

F(B):[ﬁn .o Pip | Bar ... Bop ‘ ‘ Bpr .. Bpp}EMLpz(K),

F(C):[’Vn e Mp ‘ Yo1 .-+ Yop | } Ypi .- ’ypp}TEMpzd(K)

n F(S1> € Ml,l(K>-
Tephewe 3.4.2. F(S!) =p.

Jokas. Kaxo ce kobopmusam S MoKe pasioKuTH Kao KOMIo3uImja kKobopausama Bor_ | oC,

>Q

s =

X

{
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sa marpuiy F(S?) saxku F(S') = F(B)- F(r_,) - F(C), Tj.

F(Sl):[ﬁll ﬁlp | /821 6217 ‘ ‘ 5p1 5pp]' pp *
[”yll oo Tp | Vo1 .- Y2p ’ | /S fypp]T(g'M)

B oo B | B s By | o | B s Bl

[’)/11 Vpl ’ Y12 .- ’YPQ ‘ ‘ ’71p ’)/pp}T:

Briyin + Prever + ...+ ﬁ1p7p£+§21712 + Barvor + ...+ Bmﬁpg—i‘ e

1 1

(3.13)
"‘\Bplr}/lp + Bp272p +...+ Bpp’ypg —Pp

1

O

Ha ocnosy [18, Cekrmja 2.8] u [46] marpuuna jeguaduna X -Y = FE, MOXKe ce IPEICTABUTH
uy oomuky H(X) - (E,®Y) = H(E,),Tj.

(B oo By | B oo B | | B o B (B0Y) =
(3.16) 1o ..0o]o0o1...0]...[00..1],

kao u y obuuky (X ® E,) - L(Y) = L(E,), 1j.

(X®E,) [y - 7 ‘ Yo1 -o- Yo | | Vo1 - fypp]T:
(3.17) 1to...ofo1...01] ... |00 .. 1]

Kaxko 6payepujancka penpesenrainja kobopaumsmuma B u C npuapyxKyje pesoM MaTpPHUIe

1o ...ofo0o1...0] ...l 00..1]m

10..0]01..0]..]00..1],

3akJpydyjemo ma ce cBaka crpukTHa 1-TQFT Ha mopdusmmma B u C nokana ca opayepu-
JAHCKOM pEIPEe3eHTAaINjOM JI0 Ha MHOYKEHe MHBEPTUOMTHUM MaTpHUIlaMa.

Tephemwe 3.4.3. Hexa je F: 1Cob' — Matg cuupurtana 1-TQFT, waxrea ga je F(+) =p > 2,
u nexa je B 1 1Cob — Matyx 6payepujancka peupeseniuavuja. Taga Gociioju MoHougasmy
upupogru uzomopgpudam 0 : B = F.

Jlokas. Ceakom objekty a uz 1Cob’ Tpeba npuapyutu naBepTUbUIHN MOpdusam b, : B(a) —
F(a) y Matg, 1j. waseprubuany marpuiyy. IIpo gsedurummmo 6y : 1 — 1,0, :p — pu
6_:p— ppenom ca By, E, u X', a 3arum 3a cBaku objekar a = aj . .. a, Kareropuje 1Col/
nedbunnmmmo 0, kao Kponekepos npoussoj 0,, ® ... ® 0, . Ilorpebno je nposeputu 1a 3a
cBaku mopdusam [ :a — a' y 1Cob' cnenehu mujarpam komyrtupa y Matk

Bla) — . F(a)
B(f) | | F(f)
B(d) —p—— F(a)
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JloBosbHO je TposepuTHu 3a remepatope id,, id_, S', B, C, B u C. Kako je B(id,) =
F(idy)=E,u B(id_) = F(id_) = E,,Baxu 0, - E,=E,-0, u6_-E,=E,-0_. Jegnakoct
Op - B(S') = F(S') - 6y Bazku jep je 1 -p = p- 1. Cnenelin qujarpamu KoMyTHpajy

B+-) = F(+-) BO) = F@)
B(U)) |roy B | ()
B(®) = F(0) B(—+) —— F(=+)

jep je B(U) E2 F(U) - (B, X )= F(U)- (0, ©6-) = F(U) 6, u

F(r) 22 (X @ B,) - B(N) = (0-©60,) - B(N) = 0 - B(N).

Kopucrehn cBojcTBO nmepMmyTalujcke MaTpurie Sy, Koje Ham omoryhasa Jia 3aMEeHHMO MeCTa
MaTpunama y KponekepoBoM mpou3Boay H00MjaMoO jeITHAKOCTH

B(U)=B(U)-8,=F(U)-(B,@X")-S,, =

F(U) 8- (X0 E)=F(U) (X '®E,)=F(U)-6_,

F(Q):Spp'F(QL):Spp'(X_1®Ep)'B(Q):
= (B, @ X7) - Spp- B(N) =0+ B(N).

]

Crenehe TBpheme je mupeKkTHA MOC/IeIUIa TPETXOIHOT TBphema 1 BEPHOCTH OpayepujaH-
CKe pelpe3eHTalImje.

ITocaenuna 3.4.1. (Tene6akosuh Onuh [35]) Csaxa cwpura@na 1-TQFT, F : 1Cob —
Matg, waxea ga je F(+) = p > 2, je sepan dynxiop.

oxas. Heka cy f,g : a — d ppa pasmmuura mopdusma kareropuje 1Cob'. Jlokaxkumo
na je F(f) # F(g). IlpermocraBumo cynporso ga cy marpure F(f) u F(g) jennake. Axko
je B : 1Col — Matg 6payepujancku (pyHKTOp, Ha OCHOBY IIPETXOJHOI TBphema mocroju
npuposaE m3omopbuzam § @ B = F u saxu B(f) =0, - F(f) -0, = 0, - F(g) - 0, = B(g),
IIITO je Y KOHTPAIUKIINjU ca yCJIOBOM Jia je Opayepujancku (hyHKTOD BepaH. 0

3.5 Jake l-muMeH3MOHAJIHE TOIIOJIOIIIKE KBAaHTHE
Teopuje mojba

Hedbunaunmuja 3.5.1. Jaxa 1-gumenauonasna WOUOAOWKE KEAHWHA WeEOPUJa TUOHG
(1-TQFT) je jaku cumerpuanun wmoHougaauu dyukrop (F, Fy, Fy) w3mely crpukrhe
monouzanue kareropuje (1Col,®,0,7,,,) ¥u HECTPUKTHE MOHOUJAJIHE KaTeropuje
(Vectk, ®, K, a, A, p, oy ) KOHAUHO-TUMEH3HOHAJIHIX BEKTOPCKHUX IIPOCTOpa HAJ (uKcHpa-
HuM 1osbeM K.
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CBakoj 3aTBOPEHO]j HYIIUMEH3MOHATHO] MHOTOCTPYKOCTH, KOjy mouctoBehyjemo ca Hu30M
TavaKa @ = aj . .. ay,, e je a; € {+, —}, dbynkrop F upuapyxyje Bekropcku npocrop F(a),
a CBaKOM opujeHTHCaHOM l-K0OOpmu3my K u3 a y b nuneapuo npeciaukasamwe F(K) : F(a) —
F(b). Hpupoxana tpancopmaryja Fy uma komronente Fy(a, b) : F(a)® F(b) = F(ab) xoje cy
nzomopdusmu, a u Fy : K S F (0) je mzomopduzam y kareropuju Vectk. Ilpu Tome cienehn
Jmjarpamu, y KojuMa (bUTrypHILy CTPYKTYPHA MPECUKaBamba o, A\, p U 0, KOMyTupajy y Vectg

(67

F(a)® (F(b)® F(c)) —— (F(a) ® F(b)) ® F(c)
1®F2(b,6)l lFQ((I,b)@l
F(a) ® F(bc) F(ab) ® F(c)
Fy(a,be) l l Fy(ab, c)
F(a(be)) = F((ab)c)
Foyok —" F(b) Ko F(b) —2 F(b)
1 Fol I Fo® 11 I
F(b) & FO) g FO0) FO) @ FO) g FOV)
F(a) ® F(b) —2+ F(b) ® F(a)
Fy(a, b)l ng(b, a)
F(ab) P F(ba)

Kenmmmo ma nokaxkemo ma je ceaka jaka 1-TQFT, F : 1Cob' — Vectx, koja npeciiukaBa
a; € {+,—} y BeKTOpCKH mpOCTOp JuMeH3nje 6ap 2, Bepan QyHKTOP.

[Tocmarpajmo kareropujy Vect B auju cy objexktu ypehenn maposu (V,e), rue je V Bek-
TOPCKU MPOCTOP KOHAYHE JUMEH3Hje, a € jeJIHa Iheropa m3abpana 0asa, JIOK Cy MOP(MU3MU
u3z (Vye) y (V',€') cBa nuneapna npecaukasama u3 V' y V'. Ako je e = [eg,...,e,_1] Ga3a
npuapyzxkena npocropy V, a f = [fo,..., fm—1] 6a3a npunpyzxena nmpocropy W, ca e ® f hemo
ozHauaBaTy 6a3y mpuapyxKery npocropy V & W, koja Ha (i - m + j)-TOM MecTy uMa BEKTOD
(e, f;), tne je ¢ : V. x W — V ® W xaHoHCKO OuimHeapHO IpecinKasame. MoHomgarma
cTpykTypa Kareropuje VectBx nara je Ha o0jeKTuMa ca

Viey@ (W, f)=(VeoW.eaf)

npu demy je (K, 1x) meyrpas, a Ha Mmopdusmuma ucto kao y kareropuju Vecty.

Hedunanmumo nosu pyuxrop F* : 1Cob — Vect Bx Tako na ce Ha MOPpU3MHUMA, ITOKJIAIIA,
ca pyukTopoM F', a Ha objeKTuMa ra JeUHUAIIIEMO UHIIYKTUBHO Ha cjaejehn HavuuH.

3a 6asy npocropa F(()) ysumamo ciuky ox 1 npu usomopbusmy Fp : K S F (0) u medbu-
numemo F*(0) = (F(0), Fy(lk)). Ako je e, uzabpana 6aza npoctopa F(+), u e_ uzabpana
6aza npocropa F'(—), onga gedunumemo F*(+) = (F(+),ey) u F*(—) = (F(—),e_). Iper-
IOCTABUMO JIa CMO MHIYKTHBHO nedunucaaun F* na cBum objeKTuMa Jy»KHHE HajBume n — 1,
U HEKa je a = aj ...a, objekar myxwuue n. Taga F*(a;...a,) nedunumemo ca

F*(a1 .. (ln) = (F<CL1 ce CLn), eal...an)a



3.5. JAKFE 1-/IUMEH3UOHAJIHE TOIIOJIOIIIKE KBAHTHE TEOPHUJE 110JbA

npu demy je 0asa e, o, u1pocropa F(aj...a,) mobujena momohy wu3zoMopdusMa
Fy(ay,ay...a,) : F(ay) ® F(ag...a,) — F(ay...a,). Ipenuusuuje, axo je e,, usabpana 6a3a
upocropa F'(ai) u e, o, WHIYKTUBHO n3abpana 6a3a mpocropa F(as...a,), Taga 3a 6a3y
npocropa F(ay ...a,) 6upamo ciuky 6aze €,, ® €4, q, Ipu udoMopdusmy F.

[Tokazahemo 11a je dpyakTop F™* Bepan u3 dera he ciaemutu u BepHOCT (DyHKTOpPaA F'.

[Tocmarpajmo dyarTop G @ VectBx — Matk, KOju BEKTOPCKOM TTPOCTOPY MPUIPYKYje
IbErOBY JINMEH3U]Y, & JUHEAPHOM IIPECIUKABAGY IerOBY MATPUUIHY PEIIPE3EHTAIN]Y V OJTHOCY
Ha pukcupanu map 6asa

G(V,e) =dimV,
G(L: (Vie) = (V' e)) = [Llee-

)

JIema 3.5.1. Hexa cy e = leg,...,en_1], f = [fo,-- s fmo1] v g = [90,---,9k-1] Pegom 6Gaze
apoctiopa U, V uW. Awo je - (U,e) & (V, )& (W, 9)) — (U, ) ® (V, 1)) ® (W, g), onga je

G(Oé) = En-m-k7
2ge je Eymk jequrudna matapuya pega n-m - k.

Joxas. Enement e;® (f; ®gp) ce 'y 6a3u npocropa U ® (V @ W) nanasu va (i- (mk)+7-k+h)-
TOM MecTy, a eleMeHT (e; ® f;) ® g, ce y 6a3u npocropa (U ® V) ® W Hama3u Ha HCTOM
((1-m+j)-k+ h)-rom mecty. Kako je npeciinkaBatbe o Ha 6a3HUM BEKTOPUMA, JIeDUHUCAHO
ca ale; ® (f; ® gn)) = (6 @ fj) ® gn, BunuMo na ce l-tu BekTOp 6ase nupocropa U & (V & W)
npecsinkaBa y [-tu BekTop 6aze mpocropa (U ® V) ® W, ma je MarpudnHa perpeseHTaImja
pec/inKaBamba (v y OHOCY Ha nap 6a3a e ® (f ® g) u (e ® f) ® g ynpaBo jeiMHUYHA MATPUIA,
oaroeapajyher peja.

O

Jlema 3.5.2. Axo cy a u b objextiu kawezopuje 1Col', onga je
G(Fy(a,b) : F(a) ® F(b) = F(ab)) = E.

Zloxas. Jloka3 n3BOAMMO MHIYKIIMjOM IO JIY2KUHU OOjeKTa a.

Baza unpykuumje: Heka je a; € {+,—} objekar myxuue 1, a b = ay...a, objekar mpo-
u3Bo/pHe gyxkuue. OsmHadnMmo ca €, = [eg,...,€p_1], p > 2, 6a3y upocropa F(ai), a ca
€as...an = |fos -+, fm—1] 6a3y mpocropa F(as...a,). Tana je onrosapajyha 6aza [go, . - ., gpm—1]
3a F(a1) ® Fas...a,) nata ca gimy; = €; ® f;. MaTpuna JmHeapHOr IpeCInKaBamba

F2(a1,a2...an):F(a1)®F(a2...an)iF(al...an)

y ofHocy Ha map 6a3a [go, - - ., §pm—1] 4 [F2(90); - - -, F2(Gpm—1)] jeaHaxa je jenmuu<naoj MaTpunn
pena p-m, 1j. G(Fy(ay1,b)) = E.

Nunykmujcku kKopak: I[IpermoctaBumo jga TBpheme BaxKu 3a cBe 00jeKTe @ JIyKUHE Ma-
Wwe o1 n, 3a n > 1. 3a npousBosbaH objeKaT a = aj ...a, Kareropuje 1Cob', HA OCHOBY
KOMYTATUBHOCTH cJjiefieher nujarpama

Fla) ® (Flas...an) ® F(b)) (F(a1) ® Flas...a,)) ® F(b)

1®F2(a2...an,b)i iFQ(al,ag...an)@bl
F(a1) ® F(ay...ayb) F(ajay...a,) ® F(b)
Fg(ab as. .. anb) l ng(alag .. Qp, b)

F(ai(ay...axb)) = F((aay...a,)b)
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BazK1

Fy(ayay. .. an,b) = Fy(ay,as...a,b) o (1@ Fy(ay...an,b))oa o (Fyay,ay...a,) @ 1)
Ha ocnoBy maaykiujcke xunorese u jieme 3.5.1 ciaenm 1a je
G(Fy(aras .. .ay,b)) = E.
[

JIema 3.5.3. (Bugetu [14, ITornasmse 11, Tphewe 17]) Hewxa cy L : (V,e) — (V' €)
u H : (W, f) = (W' f") auneapna apecaurasaroa KonauHO-gUMEHZUOHAANULT BEKTLOPCKUL
upocwopa. Taga je Kporexepos upouzsog matlipuia [L]&ef U [H ] 7.f7, Koje peupesentuyjy L u
H, jegnax wma@puyu [L® Hlegfeor, KOja peupeseniiyje AUHEAPHO UPECAUKABATLE
LRH: VW =V W, .

GIL® H)=G(L)®G(H).
Tephemwe 3.5.1. Komuosuyuja GF* : 1Cob' — Matx je cupuxi@ian monougasnu GyHKiGop.

/oxas. Jlako ce Buan na pyukTop GF* npecinkaBa jeIMHUIHU 00jeKAT y jeIMHUIHA
(GF™)(0) = G(F(0), Fo(1x)) = dim(F(0)) = 1.

3a npousBosbhe objekTe a u b kareropuje 1Cob Baxku
(GF*)(ab) = G(F(ab), eq) = dim F(ab) = dim(F(a) ® F (b)) = dim(F(a)) - dim(F' (b))
= G(F(a),e.) - G(F(b), &) = G(F*(a)) - G(F™(D)).
3a npowussosbHa JBa MopdusMma f : a — a u g : b — b 36or npupomnoctu F, cienehn
JujarpamM KOMYTHPa
F(a) ® F(b) Fola,0) F(ab)

Ff® Fgl lF(f ®g)
F(a') ® F(I) F(a't)

FQ(CLI, b/)

HHakie, nmamo na je
(GF*)(f @ g) = G(F(f @ g)) = G(F:(d, 1)) o (F(f) ® F(g)) o F5 *(a,b))
— G(Fy(d, 1)) - G(F(f) @ F(g)) - G(F5 ' (a,b)) Z22222 (P (f) @ F(g))
Lon 299 G(F(f)) ® G(F(g)) = (GF*)(f) @ (GF)(g).
]

VY cnenehem tBphemy hemo nmokasaru ja kommosurimja GF* npeciukaBa CUMETPHUjy y CH-
MeTpPHjy.

Tephemwe 3.5.2. (GF*)(7.p) = Spm-

/loxas. Ha ocHOBY KOMyTaTHUBHOCTH JHjarpama
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F(a) ® FO0) 22O p) ¢ F(a)
Fy(a,b)| [F>(b,0)
F(ab) Flrag) F(ba)

clienu Jia je

(GF*)(TQVI)) == G(F(T,Lb)) == G(Fg(b, a) e} UF(a),F(b) @) F2_1(CL, b)) ==

_ (mema 3.5.2)

G(Fy(b,a)) - G(op@),re) - G(Fy Ha,0) === G(0r@),re)-
Marpuna JuHEapHOr HpeCIuKaBama Or) rp)  F(a) ® F(b) — F(b) ® F(a) nHe 3aBucu
o m3bopa 6aza e = [eg,...,e,_1] u f = [fo,..., fm—1] mpocTopa F(a) u F(b) u jennaka je
IIEPMY TAIM]CKOj MATPULE Sy, 118 j& G(0p(a),F(5) = Snym- O

Ha ocnoBy nperxoanux TBphema ciaeau ga je GF* : 1Cob — Matk crpukraa 1-TQFT.
Jlako ce mposepaBa na GF* 3amoBosbaBa ycioB u3 nocienute 3.4.1, na je dyukrop GF*
BEpaH.

IMocaeauna 3.5.1. Qynxwop F* : 1Cob — VectBg je eepan.

ITocaenuna 3.5.2. (Tenebakosuh Owuuh [35]) Axo je (F, Fy, Fy) : 1Cob — Vectg
jaxa 1-TQFT, xoja HYysguMEH3UOHAANY MHOZOCTEPYKOCT KOja Ce Cactlioju 0g jegne ThavKe
UPeCcAuKasa y 6eKWOPCKY UPoCwop gumenauje bap 2, onga je F eepar dynrimop.

3.6 DBbpayepujancka pemnpeseHTanuja U1 MaTpUYIHa
dpobeHujycoBa ajaredopa

Osa cexmuja mocsehena je chepu S°, koja je cumerpmaan Ppobenujycos objekar, amm
He u KomyTtaruBaH, y kareropuju 1CobS. Ilokazahemo na GpayepmjaHCcKa perpe3eHTaIrja
npeciukasa cepy S y marpuuny @pobennjycoBy anaredpy.

Heka je K mospe kapakrepuctuke 0 m Heka je p mpupoiaH Opoj Behu wmim jegHak O
2. Axo je K = (M,%0,%) : (n,e0) — (m,e1) xobopauszam Kareropuje 1Cob, OHOBO My
IPHAPYKyjeMo penarujy expuBaienmuje Ry ma cxymy (n x {0}) U (m x {1}) xao y cexuuju
3.2.

Barum kobopauamy K : (n,e0) — (m,e1) monemyjemo marpuiy A(K) dopmara p™ X p"
Ha UCTU HAYWH Kao U paHI/Ije_y 3.2. AKo ag o3HadaBA kostiory Marpure A(K), 0 < ay < p",
IIPEJICTABUMO g Y CHCTEMY Ca OCHOBOM p ca n mudapa ay...a’ ;. Ako a; o3HavaBa BPCTY
marpuie A(K), 0 < a; < p™, mpeacTaBuMo a; y CHCTEMY Ca OCHOBOM p ca m iudapa
a})...a}nfl. Ha npumep, 3a p = 2, n = 5, m = 3, ap = 10, a; = 5, ©UMaMO TPEJICTAB/bAHE
ap = 01010 u a; = 101. Taza je enement marpune A(K) y BpcTu a; M KOJOHU a jemHak 1
ako 3a cse (i,k) u (j,1) uz ckymna (n x {0}) U (m x {1}) Baxnu

(i, k)Ric (4, 1) = af = d’;

nHade je Taj eaeMeHT jegHak (.
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ITpumep 3.6.1. Ako je K kobopam3aMm mpeicTaB/beH Ha ceaehoj caumm,

X7

esiemenT Marpure A(K) koju ce Hasmasu y mpeceky 5-Te Bpcre u 10-Te KosioHe jenHak je 1,
norito ce Hu3oBu 101 n 01010, koju oxrosapajy peaom 5-toj Bpectu u 10-T0j KOJIOHM YKJIanajy

y CJIUKY penaije Ry.
0 10 1 O
X 1>4/

Casa hemo 6payepujancku pyHKTOpP medunucarn kao pyHkrop u3 1Cob y Matg, ymecTo
uz 1Col y Matlg, n wxopucrtuhemo wucry osuaky B. Ha ob6jekruma ra jgeduHUIIEMO
ca B(n,e)=p". 3amopdusam K : (n,c0) — (m,e1), Aedunnmremo

B(K) = p®- A(K),

/e je ¢ 6poj IUPKyJIapHUX KOMIOHEeHTH Kobopausma K, a A(K) maTpuria Kojy IpuapyKyjeMo
kobopamamy K. Anajorso Kao panuje goka3yje ce Ja je B cumerpudan MOHOUIAIAH (DyHKTOP
KOJH je BepaH.

Ha ocuoBy nedunuruje Kponekeposor npoussoma, 3a marpuie X, Y u Z = X ® Y koje
cy penom dopmara m X n, k x lu (m-k) x (n-1) Baxn

Lij * Yqr = Zick+q,j-ltr-

Axko je kobopauzam K mobujen ox kobopauzama K u Ky ,cTaB/bameM jeIHOT TTOpeT IpyTror’,
3a marpure Z = A(K), X = A(K;) n Y = A(K3), 36or monougainoctu GpyHkropa B Baxku

Zik+4qjler = 1 AKKO T =Yg, = L.

Y npumepy 3.6.1, ako cy K u Ky, peqoM KoOOpIu3Mu

D GRR e
BaxXKM JIa je 2510 = T2.1 * Y1,2-

[TocmaTrpajmo caja pectpukimjy dbyaxTopa B na xareropujy 1C0obS. Iomro je cdepa SO,
Tj. objekar 1 @pobenujycos objekar y kareropuju 1CobS, a camum tuMm u y Kareropuju 1Cob,
IEroBa CJIMKa TIpu MOHOUJIaJIHOM (byHKTOPY B je ®pobenujycosa asredpa. [lokazahemo j1a
B(1) uma crpykrypy marpuane ®@pobenunjycose anredbpe (Bugeru npumep 1.2.4).

3 pedununuje dynkropa B umamo ga je B(1) = p?, 1j. B(1) je BEKTOPCKHU TIPOCTOP Kr*
aumensuje p2. IIpu kanouckoM usomopdmamy H : KP’ — M, (K) cBaku BeKTOD

Vo
2

e KP

<y
Il

rUinl
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npeciukasa ce y marpuiy H(v) € My(K) auju je exement [4,j] jenHak vp.j. [Jda 6ucmo
nokazamu n1a M,(K) = B(1l) uma crpykrypy Marpudne Ppobernjycose ajnredpe, J0BOJBHO je
nokazartu na B(j) pernpesentyje MHOXKee MaTpulia, a B(n) Tpar Marpurie.

Ko60pm/13aM_H : 2 — 1 xareropuje 1C0bS upencrasipen je Ha caenehoj comm

+ - + -

vy

Martpuria koja My oarosapa B (H) nma dopmar p? x pt. Heka je
Hy : K7 = M, (K)

KaHOHCKU u3oMopdusam Jedunucan kao u H, Tj. enement [i,j] marpuie Hs (V) je v;p24;.
2Kesmnmo ma moxakemo ma 3a npoussosbHe Marpune X, Y € M,(K) Baxkn

H(B(p) Hy (X @Y)) = XY.

Axo je p = 2, marpuna B(u) jennaxa je

100000100O0OCO0OO0OO0O0OGO0OO
01 000001O00O0OO0CO0OO0O0O®O
0000O0OO0OO0OO0OT1O0O0OO0OO0OO0OT1O0}”
0000O0OO0OO0OO0OO0OT1ITO0OOOO0O0T1
a Hy' (X ®Y) je Bekrop
Vo
v=1]: | eK"
V15

rae je vy = Too * Yoo, U1 = Too - Yoi, Ve = Toi - Yo, Uz = Toi ' Y11, Vs = T1o * Yoo,
Vg = T10* Yo1, V4 = T11 Y10 M V15 = T11 - Y11 IIpema Tome, y ciydajy kKama je p = 2 umamo
naje B(p) Hy (X ®Y) jennako BekTopy

Zoo * Yoo + To1 * Y10
Zoo * Yo1 + To1 - Y11
Z10 * Yoo + T11 - Y10
10 * Yo1 + T11 - Y11

?

Koju ce ca H mpecsmkaBa y XY.
3a mokas onmrer cayuaja, yseaumo osnaxe @ = B(p) Hy (X ® V) u A = H(@). ZKemmvo
na Jokaxkemo 1a je 3a ce 0 <4, <p—1,

p—1
Qij =) ik Ybj:
k=0

ITomrTo je eseMeHT a;; jemHAK U;pij, ommcahemo kaxko msryena [i - p + jl-Ta BpcTa MaTpuie
B(u), xoja je ogpebena nuzom ij. Y TOj BPCTHU ce eJleMeHT | mojaBibyje p IMyTa y KOJIOHAMA,
Koje cy ozpehene HuzOoBIMA

004, i114, ... , ikkj, ..., i(p—1)(p—1)j,
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oK cy cBu octayim ejiementu jennaku (. Kosona mpejcraBibena HuzoMm tkkj je 3ampaBo
[i-p>+k-p?>+k-p+ jl-ra konona marpure B(p). Kako je [i P+ k-pP+k-p+jl-Ta
koopymHaTa Bektopa Hy (X ® Y) jemmaka ;. - yr.j, 106ujamo ma je

p—1
Qi 5 = Wjptj = szkz Yy, 0<1,7<p—L
k=0

Kobopmuzam 7 : 1 — 0 xareropuje 1C0bS npukazan je na ciesehoj ciunu

+ —

NS

Matpuna B(n) xoja My ojarosapa uma dopmar 1 x p?. Tlokazahemo ja 3a IPOU3BOJHHY

marpuny X € M,(K) Baxu
B(n) H{(X) = Tr(X).

38a p = 2, oBa jeIHAKOCT TJIacu
(10 0 1] ™| = oo+ 211

Y ommreM ciiydajy, y jeIuHO] BpcTu MaTpuiie B (Q) KOMIIOHEHTa 1 ce T0jaBibyje p IIyTa y
KOJIOHaMa Koje Ccy onpeheHe HU30BIMA

00, 11, ... , kk, ..., (p—1)(p—1),

JIOK ¢y cBe octasie komrnorenTe te Bpere 0. Komona marpune B(n) npeacrabibena HuzoMm kk

3anpaso je wena [k - p + k|-ta xomona. Kaxo je [k - p + k]-ta xoopmunara sextopa H Y X)
jenHaka Ty, JobujamMo ma je

Bl H(X) = 3 oy
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I'maBa 4

IIpumMmep jeagne BepHe
JABOJANMEH3MOHAJJIHE TOIIOJIOIIKE
KBaHTHE Teopuje IoJba

VY oBoM morsaB/by hemo mokazaTu Jia moctoju komyrarusHa Opodennujycosa ayuredpa, Koja
3aJ10BO/baBa CaMO OHE jeJITHAKOCTH Ha Je3NKY MHOXKEeHha, jeIMHUIE, KOMHOXKEHa U KOjeINHHUIIE,
Koje u gedununiny mnojam komyrarusae @pobenujycose anrebpe (koukperuo QZs; @ Z(QS;)).
Ogoj anrebpu oarosapa 2-aumensuonanna 2-TQFT, koja je Bepan dyukrop. To 3naun mga cy
2-K00OpIM3MU €KBUBAJIEHTHH aKO M CAMO aKO Cy MM OjiroBapajyha JinHeapHa IMPECINKABAHA
jennaka. Ha Taj maumn qo0ujaMo KOMILIETHY MHBAPUjAHTY IBOIMMEH3UOHAJTHUX KOOODIN3a-
Ma. Y JIoKa3y OBOr pe3dysrara, Koju je jobujen y [17], kibyuny ymory urpa 2Kurmonaujesa
TeopeMa.

Nako je anredbpa QZ; @ Z(QS;) cnobomna o qojaTHux jegnakoctu, HeheMo je HasupaTu
ciobomaoMm komyTatusHoM DpobenujycoBom asirebpom. Hamme, kareropmja KOMyTaTUBHUX
DpobennjycoBux anrebpu je rpymouns, y cmucay Bpanra (Brandt), ma y 0] Hema cio601HO
reHepUCaHUX objekara.

Hedununmja 4.0.1. [peciukasamwe f : (A, u,n,d,e) — (A, 1/, 1,0, ¢") je zomomoppuszam
Dpoberujycosux arzebpu ako cienehu aujarpaMmu KOMyTHAPaAjy, Tj. ako je f 1 xomoMopdusam
aarebpu u xoMoMopduszam Koaareopu

AgpA —" A 0 A® A yf‘x
fer| | 1 |rer K Lf K
A/®Al M/ A’ AI®AI 77\;14/ %

5/

Jlema 4.0.1. (Bumeru [23, JIema 2.4.5]) Axo je f: A — A" zomomoppuszam Ppobenugjy-
cosux arzebpu, onga je f uHeepmUUOULAH.

Ha ocnoBy oBe Jjieme, Kareropuja ®PpobeHUjycoBux aJyredpu je rpylnounji, Ia je TakBa U
IbeHa IyHa MMOTKATeropuja KomyraruBHux PpodbennjycoBux ayredpu.

Jormr yBek Huje 1mo3HaTo Jia Jin 1noctoju BepHa n-aumensuonasina TQFT, 3an > 3. Yak u
HEraTUBAaH OJIFOBOP HAa OBO MHTAE OM OMO BaykKaH MaTeMATUYIKNA PE3y/ITaT. JHAYajaH JOIMPU-
HOC pelaBaby OBOr mpobiiema f1ao je Jyxac y pasay [20], y koM je kareropujy kobopausama,
MIPOM3BOJbHE JIMMEH3Mje TTPEICTABNO TeHEPATOPUMAa U peslaliijaMa.
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J.1. KATETOPHJA 2CobS U 2-JUMEH3HOHAJIHE TOIIOJIOIIKE KBAHTHE
TEOPHJE I10JbA (2-TQFT)

4.1 Kareropuja 2C0bS n 2-auMeH3MOHAJJHE TOIMOJIOIIKE
KBaHTHE Teopuje mosba (2-TQFT)

Hexka je 2C0bS kareropuja amju cy objektu 0, 1, 2, ..., TJe n o3HAYaBa HU3 N KPYyrosa,
JIOK cy MopdusMu KJjace eKBUBAJEHIHje 2-KOOop/m3ama, Kao y cekiumju 2.3. Kobopausme
hemo Kao u 10 caga o3HadaBatu ca K, L, ..., a oduaka K ~ L he 3HaunTu mga KoOOpIAM3MHU

K wm L npunajy mcToj Kjiacu eKBUBAJICHITH]E.
Axo je K : n — m jeman 2-kobopam3aM 4nje Ccy yJjIa3Ha U u3Ja3Ha IPAHUIA PEIOM HU30BHU
kpyrosa (X0,..., 507 u (X9, ..., %71, nonoso medunmmIeMo peanujy eKBUBACHI]e px

Ha CKYILy
({0,....n— 1y x {0 U{0,...,m—1} x {1})

na crenehin masmm: (i, k)pg(j,1) ako Lk m ¥} npurazajy ucToj KOMIOHEHTH MOBE3AHOCTH O
K (Bumeru cekimjy 2.8). Axo je kobopamszam K : 3 — 4 npukasan Ha cienehoj caurm,

Ve

s T

OHJTa MMaMO JIBe KJace eKBUBAJICHIje pealuje Pk,
{(0,0),(2,0),(0,1),(2,1)} = {(1,0),(1,1),(3,1)}.
Pos kommnonenTe nosezanoctu o K koja caapxku i hemo ozmauuTu ca (gi) k-
3a kareropujy 2C0obS 3HaAMO 1a je cuMeTpuUYHa MOHOWIAJIHA y OIHOCY HA TEH30PCKH
IpoU3BOJ, @ JAT ,CTaB/balbeM KoOOpIu3aMa jeJHOT IOPEJ JPYTror’ W CUMETPHUjy TeHepHca-
HY TPAHCIO3UIHjaMa:

VE
IAL

Heka je Vectx kareropmja KOHaAYHO-IUMEH3MOHAJIHUX BEKTOPCKHUX IMPOCTOpa HAJ, (HDUK-
cupanuM 1mosbeM K ca cTaHmap/IHOM CHMETPUIHOM MOHOHUJIAJIHOM CTPyKTypoM. Ha ocHoBy
akcuoma, Koje je Aruja Haseo y pauy [3, Cexnuja 2|), 2-1uMeH3M0HAIHA TOMOJIONIKA KBAHTHA,
teopuja nosba (2-TQFT) je jaku cumerpuyarn MoHOUIATHE (DYHKTOD U3 Kareropuje 2C0bS y
Vectk.

Axo cy m,k,n > 0, o3Haunmo ca K, , ToBe3aHN 2-KOOOpAM3aM KOjU UMa 1 yjasa, m
u3yia3a u poj k, a mpuKazaH je Ha cjaesehoj cimim
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J.1. KATETOPHJA 2CobS U 2-JUMEH3HOHAJIHE TOIIOJIOIIKE KBAHTHE
TEOPHJE I10JbA (2-TQFT)

Hujkrpad je mpBU MPUMETHO JIa Cy KATEropuja 2-IMMEH3NOHAJHUX TOTIOJIOMIKUX KBAHTHUX
Teopuja 1MoJba U Kareropuja komyraruBHux OpobeHnjycoBux aarebpn eKBUBaJeHTHE (BUIETH
[8]). Muoro neraspuuje nokaze namu cy Ksuu ([37]), Casun ([42]) n A6pamc ([2]), a 3anumbus
U WCHpIIaH npuKa3 oBe Bese nocroju u kox Koka ([23, Ceknuja 3.3]).

Axo je F : 2C0bS — Vectg cumerpuuan monouaiau pyukrop (2-TQFT), on je mormyHo

onpeben ciamkoMm Kpyra, Tj. BeKTOpCKUM mpocTopoM A = F(1) u ciukama remeparopa E g o,
Ei 00, E201 1 Eyo1 Kareropuje 2CobS. Kako je F' MoHOHIa HI (DYHKTOD, OH CIHKa OOjeKaT
n y rersopcku crened A®". Axko cy p= F(E192) : AQA— A, n=F(Ei): K- A,
0 = F(E201) A= A®A me = F(Eyp1): A — K nmueapna npeciukasama aobujena
Kao cJImKe reHeparopa kareropuje 2C0bS, mormro je F' MonoujaHu GyHKTOp, peJiaiuje Koje
Bazke y 2C0bS, mpeBojie ce y pesanuje n3Mmehy oBUX JIMHEAPHUX IPEC/INKABAbA, Tj. ¥ aKCHOME
komyTarusHe Ppobennjycose anrebpe (cauka 2.1). dakie, ako je F' jenna 2-TQFT, onza je
(F(1), u,m, 9, ) komyTaTusaa Ppobenujycoa anredbpa.

O6puyTo, ako 6ucmo KperyJu oj, Komyrarusae Ppobennjycose anrebpe (A, i, 1, d, ), Ko
KOj€e je MHOYKeFhe O3HAYEHO Ca (i, JeJMHUIA Ca 1), KOMHOYXKeHe ca 0, a KOjeJIMHUIIA ca £, Taja ou
moryn jia koucrpyuriemo 2-TQFT, y osnanu Fy : 2C0bS — Vectk tako ja je Fa(l) = A u na
ce renepaTopu F o9, F 00, Fa01 1 Ey o1 KaTeropuje 2C0bS npecaukaBajy peroMmy i, 1, 0 L €.
JIako ce moxke nipoBepuTH Jia je pyHKTOp F4 100pO AeduHrCcaH, IMOMITO pesaljaMa Koje BayKe
y 2C0bS tauno oaroBapajy akcumome komyrtatuBHe Dpobenujycose asnrebpe. 3a JuHEAPHO
npecsimkaBambe F4(K) xoje oarosapa kobopausmy K wHajgame hemo kopucturu o3uaky (K)4,
a jemnakoct F4(K) = F4(L) hemo ckpaheno 3anucuatu ca K =4 L.

JacHo je ma cy oBe aBe KOHCTpyKIHMje jeana apyroj uasepsae. Ako kpenemo ox 2-TQFT,
F u koncrpyuremo komyraruay @pobernjycoBy anrebpy A = F(1), a 3arum jgeduHUIIEMO
CUMETPUYIHN MOHOWIAJHU (PYHKTOP Takas ga 1 — A, monoBo cmo mobusm F. Ilpema Towme,
IIOCTOjU y3ajaMHO jeTHO3HaYHA KopecnojeHija udMely 2-nmuvensuonannunx TQFT u komyTa-
tuBHuX PpobennjycoBux ayredpu. KopecnoHieHnja BaXKu U 3a CTPEJIUIE OBUX KATEropuja.

Y oBOM MoraB/by heMo KOHCTpyucaTu mpuMmep KomyratuBHe Ppoberujycose auredbpe A
3a KOjy je dyukTop Fl4 BepaH, Tj. y KOjOj BaxKe caMO OHE jeJHAKOCTU KOje Cy HaBeJeHE Yy
CIIUCKY aKCHOMa KOMyTaTUBHUX PpoOEHU]yCOBUX aJIreOpu.

Y namem Tekcty Omhe HAM TTOTpeOHE TPH JieMe, YUju JTOKa3U JUPEKTHO CJeJie U3 MOHOU-
nmagHocTr PyHKTOpa Fl4.

JIlema 4.1.1. (3amymaBame pyna ogo3ro u ono3no) Axo sza xobopgusme K, L :n — m
saolcu, ga cy ogzosapajyha auneapra upecaurasarva jeghara, wj. K =4 L, onga 3a ceaxo
0<i<n—-1u0<j53<m-—1, saorcu

Ko (id; ® Erpp ®idyp—i—1) =a Lo (id; ® E190 ® idy—i—1)

(ld] X EO,O,l & idm,jfl) oK =A (ldj &® E07071 X idm,jfl) olL.
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J.1. KATETOPHJA 2CobS U 2-JUMEH3HOHAJIHE TOIIOJIOIIKE KBAHTHE
TEOPHJE I10JbA (2-TQFT)

= =
% :ﬁﬁil@z,&
= — =

Ciuka 4.1: Jlema 4.1.1

Jlema 4.1.2. Axo 3a xobopgusme K, L : 1 — 0 saowcu ga cy ogzosapajyha sureapHa Upeciu-
xasaroa jegruaxa, wj. K =4 L, onga je

(K ® ldl) (@] E27071 —A (L ® ldl) (@] E27071.
Ananozno, axo 3a xobopguame K, L :0— 1 saorcu K =4 L, onga je

EI,O,Q o (K ® 1d1) =A E1,0,2 0] (L X 1d1)

O -
CORORICIEES
> -

Cnuxka 4.2: Jlema 4.1.2

Jlema 4.1.3. Axo 3a xobopgusme K, L : 2 — 0 saowcu ga cy ogzosapajyha suneapHa Upeciu-
rxasarba jeghaxa, wj. K =4 L, onga je

(K X ldl) (¢] (1d1 X EQ’()’O) —A (L & ldl) e} (ldl X EQ,()’O).
Ananozno, axo 3a xobopguame K, L : 0 — 2 saorcu K =4 L, onga je

(1d1 ® E0,0,2) O (K ® ldl) =A (ldl ® E0,0,2) @) (L ® ldl)

0T [{-7
—A = :A
= )

Ciuka 4.3: Jlema 4.1.3

Tephemwe 4.1.1. (Makcumanuocr) Hexa cy K u L xobopgusmu xamezopuje 2C0bS xoju
Hucy exsusaneniinu, K ~ L. Axo cy ogzosapajyha suneapHa UPeCAUKABAIbA, JeGHAKG, L.
K =, L, zge je dim(A) > 1, onga 3a nexe ky > ... >k, >0 uly > ... > 1, > 0 waxse ga je
(k1y. ooy kn) # (L, .o Ly 6a0tcu

(4.1) ) Eoxio =4 X Eou, o
i=1 j=1
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4.2. ©®POBEHUJYCOBE AJII'EBPE QZs U Z(QS3)

Joxas. Kobopamsmuma K :n — m u L : n’ — m/ Ha OCHOBY mIpermnocraBke OJroBapajy
ucra JmHeapHa Ipeciukapama Fiu(K) @ A®" — A®™ u Fu(L) : A®" — A®™ . Ilomro je
dim(A) > 1, 3akspyuyjemo ja kobopauamu K u L umajy ucre momene u Komomene (n = n' u
m = m'). Kako kobopmuamu K u L HEUCY €eKBUBAJIEHTHU, OHU WJIA WHJIYKY]y JIBE PA3IMIUTe
penanuje eKBUBAJIEHIAje px W pPr, WIN y CYIPOTHOM MMAajy WCTE pejlalifje eKBUBAJICHIIH]e,
Tj. MUCT€ KOMIIOHEHTE TIOBE3AHOCTH, aJId Cy UM ,,pyIlle Pa3janduTo pacrnopehene”. Pasaukyjemo
cienehe ciaydajese.

1. Ako je px = pr u 3a cBaku nap (i,k) Baxu na je (gi)x = (gi)r, TO 3HAYM 1A ce Ko-
oopau3mu K u L pasiukyjy y OHUM KOMIIOHEHTaMa MOBE3aHOCTH KOje Cy XOMeoMopdHe
cdepu ca usBecHuM Opojem ,pymna’. Tama npumenom Jjeme 4.1.1 HA cBe KOMIIOHEHTE
rpanure oaMax jgobujamo jemnakoct tuma (4.1).

2. Axo je px = pr u mocroju nap (i, k) Takas na je (gi)x # (9%)r, OHJA TIPBO NPUMEILYjeMO
jgemy 4.1.1 nma ,3amyImumMo cBe yJla3He W M3Ja3HEe pyre’ OCUM OHE KOja O/roBapa mapy
(1, k), a 3arum Kopuctumo Jiemy 4.1.2 na 6ucmo 106uIH jeTHAKOCT 0BJIUKA

(4.2) Ei1p1® (® Eor0) =a B1g1 ® (® Eou,0)

i=1 j=1

3a HeKe n,m,p,q > 0 TakBe ma jep# q,uky > ... >k, >0, > ... > [, > 0. Hame,
KOMIIOHOBameM 00e crpane jemmakoctu (4.2) 3mecna ca E 4, a cieBa ca Ey,1, T je
a > max{ky, [}, mako ce nobuja obmauk (4.1).

3. Axoje px # pr, oHza ocroje maposu (i, k) u (j,1) Taksu na je (i, k) px (j, 1), amm He BaxKn
(i,k)pr(4,1). Ha upumep, ako je (i,0)pk(j,1), amu ue Baxku (i,0)pr(j, 1), npumenom
aeme 4.1.1 Ha cBe KOMIIOHEHTe TPAHUIlE, OCUM Ha OHE KOje oJroBapajy nmaposuma (i,0)
u (7,1), mupekTHO T06UjaMO jeTHAKOCT OBJIHKA

(4.3) Eip1 ® (® Eoki0) =4 E140® Egpa ® (® Eou,0),

i=1 j=1
3a Heke n,m,p,q,r >0un k> ...>2k, >0,y >...> 1, >0.
0

Y caydajy kazga je, Ha npumep, (i,0)px(j,0), amu we Baxku (i,0)pr(4,0), morHoBO mpuU-
MemyjeMo Jiemy 4.1.1 j1a ,3amynmmMo cBe yjia3He U u3Jja3He pyle’, OCUM OHUX KOje OJI-
rosapajy naposuma (i,0) u (7,0), a 3aTum Kopuctumo u jemy 4.1.3 ma 6ucmo 106U
jenmmakoct obmuka (4.3). Amasnorno mocrymamo u 3a (i,1) u (7, 1).

Jenmakoct (4.3) mMuoxumo 3xecua ca Ej .0, a ciaesa ca Ey,1, 3a a > max{ky,[1}, u
nobujamo obmuk (4.1).

O

4.2 ®dpobenujycoBe anaredbpe QZs; u Z(QS;)

Y cBuM mpuMepuMa Koju cjeje, 3a uzabpany 6a3y f = [fi,..., fu] BeKTOpCckor mpocropa
V,ca f ® f hemo o3nHauaBaru 6a3y

L@ fo i@ fu, R f1, 2@ fo, o 2@ frs o [u @ ful,

npuapyKeHy npoctopy V ® V., a omaropapajyha jquHeapHa mpecinKaBamba heMo perpe3eHTo-
BaTU MaTPUIIAMa y OJIHOCY Ha OoBe Oa3ze.
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4.2. ©®POBEHUJYCOBE AJII'EBPE QZs U Z(QS3)

ITpumep 4.2.1. @pobenujycoBa cTpykrypa rpymnte agrebpe KG nedbunucana je y mpumepy
1.2.5 zagmaBamem @pobennjycoBe dpopme

1, akog=ce
e(g) =
0, ako g # e.

Cuernujanno, ako 3a moske K y3memo mosse panmonasaux opojeBa QQ, a 3a rpymy G 1u-
KJIMIHY TPyIy Zs pejia b TeHepucaHy eJIeMeHTOM a, OHja je rpymnHa ajaredpa QZs mumensuje
5u f=lea,a? a® a'] je wena 6aza. Marpuna muoxemwa i : QZ; ® QZ; — QZs y omuocy Ha
map 6asa f ® f u f jenmaka je marpunm M pema 5 x 25

1P 000O0O0O0OO0OO0O1O0O0OO0OI1O0O0OO0OT1TTO0OTO0OGO0OT1TUO0O®OO
010001 0O0OO0OO0OO0OO0OO0OOOT11O0OOOT11TO0OOOT11TO0O0
0oo601o00010O0O0O0O01O0O0O0OO0OO0ODOOO0OTITOOO0OCT1IO0],
0o 00100010 O0O0O01O0O0O0DT1TUO0UO0OTO0OO0OO0OO0OO0OSQO0OT1
o o0o00100O0O1O0O0O0O01O0O0O0T1TO0OO0OO0OT1TUO0O0OTQO0OTO0

JOK je jemunutia 1) : Q — QZs penpe3eHTOBaHa MATPHUIIOM

S OO O =

Penpesenranuja komuoxkema ¢ @ QZ; — QZ; ® QZs; y onsocy Ha map 6a3a f u f ® f je
marpuna M7, a xojemununa ¢ : QZs — Q je penpeseHTOBaHA MATPHUIIOM

[1 000 0].

ITpumernnmo 1a je suHeapHO HpeciukaBame (L 11)gz, PEIPE3EHTOBAHO MATPUIIOM

5 00 00
05000
00500
00050
00005

[Ipema Tome, ako 3a A y3memo anredbpy QZs, dbyukrop F4 nehe 6utu BepaH, jep nmamo
FE101® Eip1 =gz, F11,1 @ Eipa.

ITpumep 4.2.2. V cayqajy rpynne anrebpe KG @pobennjycoBy dhopmy MoxKeMO jiepuHICATH

U Ha JIDYTU HAYMH Ca
|G|, akog=e
e(g) =
0, ako g # e,

asm uu Tasia GyakTop Fy nehe 6utn Bepan, 3a rpynny anredopy A = QZs.
Muoxeme 1 : QZs @ QZs — QZ5 je moHoBO penpe3eHTOBaHO MaTpuriom M, a jeauHuia
n: Q — QZs; marpunom

O OO O



4.2. ©®POBEHUJYCOBE AJII'EBPE QZs U Z(QS3)

Penpezenranuja komuoxkema 0 : QZ; — QZs @ QZ5 y onnocy ua nap 6a3a f u f ® f je cama
MaTpHUIA %M T a xojenmunnma € : QZs — Q je penpesenToBaHA MATPHIIOM

(5000 0].

Jlako ce Bumm ja y komyraruBHoj DPpobermjycoBoj anrebpu (QZs, p,n,d,e) BaxKu
pod =idy. Y aureparypu ce PpobenujycoBe ajnredpe Koje 3aJI0BO/bABA]Y OBY jeTHAKOCT
HasuBajy cuermjaaauM. [Ipema Tome, ako 3a A yamemo anredbpy QZs, dyukrop F4 HE Taja
uehe 6uTy BepaH, jep 3a CBaKO k mMaMoO

Ei k1 =oz; E10,1-

[Ipumerumo ja cy JiMHeapHa IIPEeCIUKaBaiba (E07k70)<@25, (El,k,O)QZ57 <E07k,1)QZ5 u (El,k,l)(@%
PEIIOM pEeIpe3eHTOBAHA MATPHUIIAMA

,[50000]n

o
S OO O
S OO O
o O O~ O
OO = OO
o= O OO
_ o O O O

ITpumep 4.2.3. Heka je Z(KG) = {z € KG | 2y = yr 3a cBe y € KG} nenrap rpymnse
anreope. Heka cy (1, ..., () pasnmuaure kjace KoHjyranuje rpymne G. YBeIuMO 03HAKY

=) geKG 1<i<l.

geC;

Tephewe 4.2.1. (Bugeru [19, IMormasme 12, TBphewe 12.22]) Eaemen@u cy,...,¢
popmupajy 6asy 3a Z(KG).

Crenujaano, ako je noJbe K mospe pamuonasaux opojesa Q, a rpyna GG cumeTpuaHa Ipya
Ss, ouna je f = [c1, ¢, c3] Gasa 3a nenTap rpynse anrebpe Z(QSs), rae je ¢ = € uaeHTHIHA
nepmyranuja, 2 = (12) + (13) 4 (23) cyma Tpancnosunmja, a c; = (123) 4 (132) cyma nuxiyca
JyKUHe 3.

Muoxeme p: Z(QS3) ® Z(QS3) — Z(QS3) upeacrasibeno je caemaehom tabiuom

C1 Co C3
Ci | G Co C3
Co | Co 3(61 + Cg) 202
c3 | c3 2cs 2c1 + c3

11a je MaTpUIa JUHEeAPHOT IIPeCINKaBamba [ y OJIHOCY Ha map 0aza f® f u f jenHaka maTpuim

o O =
O = O
— o O
O = O
w o w
S NN O
—_— o O
S NN O
_ O N

Jemuuauna 1 : Q — Z(QS;) je penpeseHTOBaHA MATPHUIIOM
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4.3. BEPHOCT

®pobenujycora dopma gara je kao kommosurmja Z(QS;) A QS; = Q, e je i nHKIY3H]a,
ae(c1) = 1,e(co) = 0,e(c3) = 0. IIpema Tome, marpuna kojeaunuie Z(QS;) — Q jeanaxa je
MAaTPUITA

[1 0 0].

Penpesenranuja komuoxkema 0 : Z(QS3) — Z(QS;) ® Z(QS;) y oxsocy Ha nap 6a3a f u f® f
je marpuria dopmara 9 X 3, Koja je TpaHCIOHAT MATPUIIE

10003% 000 3%
01 0101010
001020101
Jlako ce moxe nposeputu Ja je (Z(QS3), 1, n, 0, €) Komyrarusaa @pobennjycosa aaredbpa.

ITpumernmo fa je suneapHO npeciukasame (L 1,1)z(gs,) PEIPE3EHTOBAHO MATPUIIOM

30 3
06 0
2 03

qnju k-TU cTeneH

0 3.2%1 0
2

N 22k=1 4 1 0 22k _ 1
(_) 22k—1

1 2k | 1
—1 0 %4l

pelpe3enTyje JMHeapHO npecaukaBambe ([ 1)z(gs,)- Taja 3aKk/bydyjemMo Ja Ccy JnHeapHa
npeciaukaBaba (Lo x.0)z(0s,)s (F160)z@s,) B (Fok,1)z(@s,) PEIPE3EHTOBaHA PEIOM MaTPUIAMA

N g\ k1 [ 24 N
(5) (22’“—1+1),(§> 2%_(1) (5) [2%7141 0 2% —1].

1
2

Cnenujanno, 3a k = 0, kobopausmy Ejoo onrosapa koncranta 1. IIpema Tome, ako 3a A
yamemo asrebpy Z(QS;), dbyukrop F4 nehe 6utu Bepan, jep umamo

Eo,00 =z(@s,) F0,00 ® Eop,0-

4.3 BepHocT

Axo cy (A,pua,ma) u (B,up,np) 1ase K-amrebpe, Bekropcku mpoctop A ® B mocraje
K-asrebpa ako MHOXKEHE [iagp : (AR B)®(A® B) - A® B nedunuieMo Kao KOMIIO3UII]Y

ida®Tp ARIdp
—

ARBRA®B AR A® B® B %% Ag B,

a jJemmHUIY Nagp : K — A ® B Kao KOMITO3UIA]Y
K~Ko®K 2", A B.

Axo cy (C,dc,ec) u (D, dp,ep) nBe koasredpe, ouja C'® D takohe uMa IpUPOIHY CTPYKTYDPY
koajreope. Komuoxkeme dcgp TeDUHAIIEMO KAO KOMITOZHUITH]Y

ide®Tc. p®idp

CeoDX ceceDeD Y 0w DeC® D,
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4.3. BEPHOCT

a KOJeIMHUILY €cgp KAO KOMIO3UITH]Y
C®D %0 KoK =K.

IIpema Tome, Tenzopcku mpousBoj jaBe PpobeHujycoBe ajiredOpe MMa MPUPOJIHY CTPYKTYPY
Ppobenujycose aaredpe, jep je TEH30PCKH POU3BOJL U ajrebpa u Koaarebpa, a Jako ce MO¥Ke
npoBepuTH Jia Baxke Ppobennjycose peJsiauje.

Y oBoj ceknuju hemo ca A osmauaBatu Tenzopcku npousBon QZ; @ Z(QS;). Anrebpa
A numvensuje 15 nma komyTtaruBay @pobEHUjyCOBY CTPYKTYPY KAO TEH30PCKU ITPOU3BO/L JIBE
komyTtarusHe Ppobenujycose anreope. lokazahemo na je dyukrop Fj Bepam.

[TpumeTnMo IPBO /18 je y OBOM CIIydajy JTHHEAPHO IpecynkaBarbe (Fy o) PEIPE3EHTOBAHO

paruoHaJiHuM OpojeM
3\ F- 1
5- (5) (221 1 1).

Ha 6ucmo mokazasm BepuocT 2-TQFT koja oxrosapa asnredpu A, HeorxojiHa HAM je cJje-
neha Jjiema, y damjeM jJoKa3y KopucTuMO 2KUTMOHIM]EBY Teopemy.

Teopema 4.3.1. (2KurmonaujeBa teopema, sugeru [48|, [40, P 1.7] u [41]) Hexa cy
a > b > 1 ysajamno upoctiu u wexa je n > 1 upupogan 6poj. Taga woctoju upoct 6poj p
wakas ga geau a +b", asu ne geau af +b*, 3a cee k, 0 < k < n, ca usysewikom n =3, a = 2,
b=1.

JIema 4.3.1. Axosa k> ...>k, >0uly>...> 1, >0 sasicu
n 3 k’i—l m 3 lj—].

(4.4) 11 (5- (é) (221 ¢ 1)) =11 (5- <§> (2271 4 1)) :
i=1 j=1

onga jen=m u (ky,..., k,) = (l1,..., ).

oxa3. Heka cy puq rakBu naje ky > ... >k, >0, 4, >...>21,>0uk,,;,=...=k, =0,
P q P+
lyt1 ="... =1, =0, ako yommre nma oHUX Koju cy HysIa. Tana ce jenmakoct (4.4) cBonu Ha
BT S R = 20,1
(4.5) 5 %ympﬂngupﬂ T Hz +1).

=1

Kaxo je mociemma mudpa 6poja 227! 4+ 1 nim 3 mm 9, on Huje nespuB ca b, TIa 3aKIbydyjeMo
na je n = m. Ilomro cy cBu dakropu y jepnakocru (4.5) Henapau, ocum 92T ki)=p y (A 15)—a
caequ na je (O N k) —p = (D.11;) — q, a mocse ckpahusama u 1a je

p

(4.6) H(22k¢71 H 22[ 71

i=1 j=1

Hokaxumo ga je (ki,...,k,) = (l1,...,l,). IIpernocraBumo cymporno, ga je (ki,...,k,) #
(l1,...,1,). Iocne ckpahuBama omux daxropa y jeguakocru (4.6) Koju Cy jemHakm, MoOXKe-
MO HIPETIIOCTABUTH Jia Cy CBU k; pasium4uTu oJ cBuX [;. bes ymamema ONIMITOCTH, MOXKe-
MO TpeTnocTaBuTH u na je ki > l;. Ako 6m ky = 2, omma 6u |y = ... = [, = 1, ma 6n
>211)—q=0< (O_7 ki) — p. Ilpema Tome, k1 > 3 u 2k; — 1 > 5. Ha ocnoBy 2Kurmonujese
TeopeMe, TTocToju TpocT 6poj Koju mesu 2281~ + 1, a me nemm 2251 41, 3a cee 1 < j < ¢,
IITO je y KOHTPAIUKIUju ca jeauaxorthy (4.6).

O
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4.3. BEPHOCT

Teopema 4.3.2. (TajoBuh, ITerpuh u TenebakoBuh Onuh [17])
Axo je A = QZy; ® Z(QS;), onga je ogzosapajyha 2-TQFT, F) eepna u unjexiiusha Ha
objexmuUMa.

Jlokas. N3 Fy(n) = Fy(m), 1j. uz A®™ = A®™ cieam na je n = m, jep je dim(A) > 1, na je
dyukTop F) mujekTuBaH Ha objekTmMa. Ha ocnoBy steme 4.3.1 3ace ky > ... > k, > 0n
li >...> 1, >0 rakse ga je (ki,...,k,) # (1, ..., l,) nmamo

n m
Q) Eoko #4 Q) Eouy 0.
i=1 j=1

IIpumenom tBphema 4.1.1 nobujamo u BepHocT pynkTOpa Fj.
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MaTeMaTHKa U IIpuMeHe ca nmpocedHoM oreHoM 9,14. /Tokropcke crymauje na Karenapu 3a ajre-
O6py n MmaTemaTndky Joruky Maremarmakor dakynarera YHuUBep3uTera y Beorpasay ynmcasma
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Mpunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBY

MNoTnuncanu-a

Opoj nHpekca

UsjaBrbyjem

[a je OKTopCcKa avcepTauuja nog HacrnoBoM

e pesynTaT COMNCTBEHOr UCTPaXMBaYKor paaa,

e [a npeanioxeHa gucepraumja y LeNuHM HU y Aenosuma Huje buna npegnoxeHa
3a gobujakbe OwMNo Koje gunnome npema CTyaujCkuM nporpamuma gpyrux
BMCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBaA,

e [acy pe3ynTtaTi KOPEKTHO HaBeaEeHU U

e [a HMCaM KpLuMo/ria ayTopcka npaBa U KOPWUCTMO WHTENEKTyarHy CBOjUHY
APYrux nuua.

MoTnuc pokropaHaa

Y Beorpagay,




Mpwunor 2.

U3jaBa 0 MICTOBETHOCTU LUTaMMaHe U eNIeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Mme n npesnme aytopa

Bbpoj nHaekca

Ctyavjcku nporpam

Hacnos paga

MeHTOp

MoTnucanwn/a

U3sjaBrbyjem Oa je witamnaHa Beps3nja MOr OOKTOPCKOr paja UCTOBETHA eNeKTPOHCKO]
Bep3uju Kojy cam npegao/na 3a o6jaBrbuBarke Ha noptany AdurutanHor
penosutopujyma YHuBep3uteTa y beorpaay.

[osBorbaBam ga ce obGjaBe MOjU NUYHWM nogaum Be3aHu 3a gobujarbe akagemckor
3Baka JOKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy MMe U npe3ume, rogMHa u Mecto pohera 1 gatym
ogbpaHe paga.

OBu nuyHM nogaum Mory ce o06jaBuTm Ha MpEXHMM CTpaHuMuama aurntanHe
BubnroTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTanory uy nybnukaumjama YHuBep3uteta y beorpaay.

MoTnuc pokropaHpa

Y Beorpagay,




Mpwnor 3.
UsjaBa o kopuwhemwy
Osnawhyjem YHuBep3auteTcky 6ubnuoteky ,CBeTtosap Mapkosuh® aa y [Aurutantyu

penosnTopujym YHusepauTeTa y beorpagy yHece MOjy OOKTOPCKY AucepTauujy noA
HacnoBoM:

Koja je Moje ayTopcKo Aeno.

HduncepTauunjy ca caum npunosmMma npegao/na cam y enekTpoHckom opmaTty norogHom
3a TpajHO apxuBUpaH-e.

Mojy AoKTOpCKy ancepTaumjy noxpakweHy y JurntanHm penosntopujym YHmeepauTeTa y
Beorpagy mory na kopucte CBUW Koju nowTyjy oapenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nunueHue KpeaTtusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ogny4ymo/na.

1. AyTopcTBO

2. AyTOpCTBO - HEKOMEpPLINjanHo

3. AyTopCTBO — HEkOMepuujanHo — 6e3 npepage

4. AyTOpCTBO — HEKOMEpPUUjanHo — AennTn nog UCTUM ycrosmMma
5. AytopctBo — 6e3 npepage

6. AyTOopCcTBO — AenuTn No4 UCTUM YCroBUMa

(Monumo Jga 3aokpyxuTe camo jedHy of LecT NOHyheHWx nuueHun, kpatak onuc
nuuUeHuu gat je Ha nonefuHm nucta).

MoTnuc pokrtopaHaa

Y Bbeorpagy,
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