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Sazetak

U disertaciji je u okviru pseudoanalize izucavana slaba konvergencija
niza pseudoverovatnocéa i slaba konvergencija niza intervalno-vrednosnih
pseudoverovatnoca.

Prvo su dati osnovni pojmovi pseudoanalize, kao sto su pseudooperacije,
poluprsteni, &-mera i pseudointegral u odnosu na @-meru. U nastavku su
dati pojmovi intervalno-vrednosne @-mere i pseudointegrala u odnosu na
intervalno-vrednosnu @-meru, koji su osnova za jedan od glavnih rezultata
disertacije.

Definisane su pseudoverovatnoca kao primer @-mere i intervalno-vrednosna
pseudoverovatnoéa kao primer intervalno-vrednosne @&-mere. Glavni rezultati
disertacije su teorema koja daje ekvivalentne uslove g-slabe konvergencije
za niz pseudoverovatnoéa i teorema koja daje ekvivalentne uslove g-slabe
konvergencije za niz intervalno-vrednosnih pseudoverovatnocéa. Pored toga,
izvedena je ekvivalencija g-slabe konvergencije sa nekim konvergencijama u
teoriji mere i pseudoanalizi. Dati su primeri koji ilustruju primenu g-slabe
konvergencije u teoriji verovatnoce.

Pored navedenih rezultata, u disertaciji je definisana g-Melinova transfo-
rmacija i dokazane su neke njene osobine. Pokazana je primena g-Melinove
transformacije u teoriji verovatnoce i dokazana je veza sa g-slabom konverge-
ncijom niza pseudoverovatnoca.

Definisan je pseudopolinom sa intervalno-vrednosnim koeficijentima i
pokazana je njegova g-integracija.

Pomocu intervalno-vrednosne &-mere je definisana pseudometrika, tj.
intervalno-vrednosno rastojanje izmedu dve merljive funkcije.

Dat je novi pristup definisanju neaditivnih mera preko tzv. generalizovane
pseudoverovatnoce. Ovakav pristup omoguéava ,merenje” skupova koji nisu
elementi familije na kojoj je generalizovana pseudoverovatnoéa definisana.

Na kraju je u zakljuéku sumiran doprinos disertaciji sa istaknutim origi-
nalnim rezultatima.

Teza se zavrsava listom citiranih referenci.



Abstract

In the dissertation, in the frame of pseudo-analysis the weak convergence
of a sequence of pseudo-probability measures and the weak convergence of a
sequence of interval-valued pseudo-probability measures was studied.

First, the basic concepts of pseudo-analysis are given, such as pseudo-
operations, semirings, @®-measure and pseudo-integral with respect to the
@-measure. Further, the notions of interval-valued @&-measure and pseudo-
integral with respect to the interval-valued ®-measure, which are the basis
for one of the main results of the dissertation, are given.

Pseudo-probability measure, as an example of ®-measure, and interval-
valued pseudo-probability measure, as an example of the interval-valued
@-measure, are defined. The main results of the dissertation are the theorem
which gives equivalent conditions of g-weak convergence of sequence of pseudo-
probability measures and the theorem which gives equivalent conditions of g-
weak convergence of sequence of interval-valued pseudo-probability measures.
In addition, the equivalence of g-weak convergence and some convergences
in measure theory and pseudo-analysis is derived. Examples that illustrate
the application of g-weak convergence in probability theory are given.

In addition to the above results, in the dissertation the g-Melin transform
is given and some of its basic properties are shown. The application of the
g-Melin transform in the probability theory is given and the connection with
the g-weak convergence of the sequence of pseudo-probability measures is
proven.

The pseudo-polynomials with interval-valued coefficients are defined and
their g-integration is shown.

Using the definition of interval-valued &-measure, pseudo-metrics, i.e. the
interval-valued distance between two measurable functions is defined.

A new approach to defining non-additive measures through the so-called
generalized pseudo-probability measure is given. This approach allows "mea-
suring” of sets which are not elements of the family on which the generalized
pseudo-probability measure is defined.

Finally, in the conclusion, the contribution to the dissertation is summa-
rized, and the original results are highlighted.

The thesis ends with a list of cited references.



Predgovor

Slaba konvergencija niza verovatnosnih mera ima veliki znacaj u teoriji
verovatnoce jer omogucava formulaciju i dokaz grani¢nih teorema, koje
predstavljaju ,,most” izmedu teorije verovatnoée kao teorijske matematicke
discipline i statistike kao primenjene matematicke discipline.

Verovatnosna mera, tj. verovatnoca, je jedan primer aditivne mere i ima
siroku primenu u matematickoj ekonomiji (proceni rizika), teoriji igara i
drugim oblastima teorijske i primenjene matematike. Medutim, aditivne mere
¢esto ne omogucavaju modelovanje realnih pojava, te je bilo neophodno uvesti
nove mere, tzv. neaditivne mere. Deo matematicke analize koji se bazira na
neaditivnim merama i integralima definisanim u odnosu na njih se naziva
pseudoanaliza ([23, 69]). U okvirima pseudoanalize, kao glavni rezultat ove
disertacije, sprovedeno je istrazivanje slabe konvergencije niza neaditivnih me-
ra (niza pseudoverovatnoca i niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoca).
Pseudoanaliza ima primenu u resavanju problema neodredenosti, optimizaciji,
teoriji odlucivanja, fazi sistemima, diferencijalnim i diferencnim jednacinama
([68, 71, 72, 73]).

Neki primeri neaditivnih mera su fazi mere ([61, 69, 86, 91]) kao i maksiti-
vne mere (mera moguénosti i mera neophodnosti) ([69, 70, 91]) i &-mere ([69]).
Specijalne neaditivne mere, deformisana verovatnoca i pseudoverovatnoca, su
primeri &-mera koje predstavljaju uopstenje verovatnoce ([34, 62, 63]). Jos
jedan pristup uopstenju verovatnoce je generalizovana pseudoverovatnoca
data u [53].

U odnosu na neaditivne mere definisu se integrali. Primeri integrala
baziranih na neaditivnim merama su Sokeov integral, Sugenov integral,
Veberov integral, Mirofusi-Sugenov i pseudointegral ([68, 69, 87]). U ovoj
disertaciji je koris¢en pseudointegral realne funkcije ([68, 69]) i njegova uo-
pstenja (pseudointegral realne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu
@-meru i pseudointegral intervalno-vrednosne funkcije u odnosu na @-meru)
([35, 38, 39, 40, 56, 85]).

U prakti¢nim primenama prilikom merenja, ¢esto se dobijaju priblizne



vrednosti posmatranih veli¢ina. Zbog toga intervalno-vrednosne funkcije
i mere, pa samim tim i intervalno-vrednosna verovatnoca, predstavljaju
prirodan matematicki okvir za izu¢avanje neodredenosti. Skupovno-vrednosne
funkcije su uopstenje realnih funkcija, ¢ije vrednosti nisu realni brojevi
veé neprazni podskupovi kompletnih separabilnih metrickih prostora. Za
potrebe istrazivanja su posmatrana preslikavanja koja za vrednosti uzimaju
neprazne zatvorene podskupove skupa realnih brojeva. Prvi integral skupovno-
vrednosne funkcije, Aumanov integral ([8]), je definisan 1965. godine. Dalja
istrazivanja su se bavila uopstenjem Aumanovog integrala za skupovno-
vrednosne funkcije u odnosu na neaditivne mere. Primeri integrala skupovno-
vrednosne funkcije u odnosu na neaditivne mere su Sokeov integral skupovno-
vrednosne funkcije ([44]), fazi integral skupovno-vrednosne funkcije ([96]),
(GQ) fazi integral skupovno-vrednosne funkcije ([94]), pseudointegral skupovno-
vrednosne funkcije ([39, 40]).

U okviru pseudoanalize poseban akcenat je stavljen na pseudointegral
intervalno-vrednosne funkcije kao specijalan slucaj pseudointegrala skupovno-
vrednosne funkcije ([38]).

Intervalno-vrednosna @-mera je uopstenje @-mere. Intervalno-vrednosna
@-mera i pseudointegral realne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu
@-meru su uvedeni u [85]. Specijalan slu¢aj intervalno-vrednosne @-mere
je intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca koja je predmet izucavanja ove
disertacije. Drugi oblici intervalno-vrednosnih verovatnoca su izucavani u
[22, 52, 59, 93].

Pored klasi¢nih rezultata teorije verovatnoce, u pseudoanalizi je ispitivana
slaba konvergencija nizova verovatnosnih mera generisanih zatvorenim sluca-
jnim skupovima ([37]), kao i pseudoslaba konvergencija sluc¢ajnih skupova u
odnosu na pseudointegral ([36]). U [29] i [66] je pokazana slaba konvergencija
niza kapaciteta slucajnih skupova u odnosu na Sokeov integral.

Brojni rezultati su nastali i u okviru teorije velikih devijacija ([21]). U [76]
je izucavana konvergencija velikih devijacija u Tihonovom i Skorohodovom
prostoru i definisana je idempotentna verovatnoéa. Takode, data je i veza
izmedu principa velikih devijacija i poznatih metoda za utvrdivanje slabe
konvergencije niza idempotentnih verovatnocéa, definisan je princip velikih
devijacija za stohasticke procese i sisteme masovnog opsluzivanja. U [64] je
izucavana konvergencija velikih devijacija niza generisanih pseudomera ka
sup-dekompozabilnoj meri.

Potreba za uopstavanjem poznatih rezultata je dovela da se rezultati
dalje uopstavaju u okviru pseudoanalize. Kao glavni originalni rezultat ove
disertacije, pokazani su uslovi ekvivalentni slaboj konvergenciji niza pseudo-
verovatnoca i niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoca, publikovani u
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[27] i [34].

Disertacija se sastoji iz Cetiri poglavlja i organizovana je na slede¢i nacin.

U prvom poglavlju su izlozeni osnovni pojmovi pseudoanalize. Navedene
su definicije pseudooperacija, poluprstena, @®-mere i intervalno-vrednosne
@-mere zasnovane na [35, 69, 85].

U drugom poglavlju su pokazane neke primene pseudointegrala. Data
je definicija pseudointegrala u odnosu na @-meru zasnovana na [68, 69].
Na osnovu definicije pseudointegrala u odnosu na @-meru, u [25] je defi-
nisana g-Melinova transformacija i pokazane su neke njene osobine, kao i
primena u teoriji verovatnoce. Ovaj rezultat, kao deo originalnih istraziva-
nja, predstavljen je u drugom poglavlju. U nastavku su dati pseudointegral
skupovno-vrednosne funkcije u odnosu na @-meru i pseudointegral intervalno-
vrednosne funkcije u odnosu na @-meru definisani u [40], iz kojih je proistekao
jos jedan originalan rezultat, pseudointegracija g-polinoma sa intervalnim
koeficijentima, kao specijalan slucaj pseudointegracije intervalno-vrednosne
funkcije, publikovan u [26]. Nakon toga je dat pojam pseudointegrala u
odnosu na intervalno-vrednosnu @&-meru, uveden u [85], koji je osnova za
glavni rezultat disertacije. Takode, predstavljena je intervalno-vrednosna
pseudometrika koja je originalni rezultat publikovan u [55].

U tre¢em poglavlju je definisan pojam pseudoverovatnoce i g-slabe konve-
rgencije niza pseudoverovatnocéa. Dokazana je teorema koja daje ekvivalentne
uslove g-slabe konvergencije niza pseudoverovatnoca. Pokazana je veza g-
slabe konvergencije sa raznim tipovima konvergencije u teoriji verovatnoce.
Definisana je generalizovana pseudoverovatnoca i pokazane su neke njene
osobine. Pomodéu generalizovane pseudoverovatnoce je dat nov pristup neadi-
tivnim skupovnim funkcijama, ¢iji se znacaj ogleda u moguénosti ,,merenja”
skupova koji nisu elementi familije na kojoj je generalizovana pseudoverova-
tnoca definisana. Svi rezultati ovog poglavlja su originalni i publikovani su u
[33], [34] i [53].

Cetvrto poglavlje je posveéeno izu¢avanju intervalno-vrednosne pseudo-
verovatnoce. Data je definicija intervalno-vrednosne pseudoverovatnoce i
g-slabe konvergencije niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnocéa. Poka-
zani su ekvivalentni uslovi g-slabe konvergencije niza intervalno-vrednosnih
pseudoverovatnoca. Dati su primeri koji ilustruju primenu dobijenih rezultata
u teoriji verovatnoce. Rezultati ovog poglavlja su originalni i publikovani su
u [27].
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Glava 1

Uvodni pojmovi
pseudoanalize

U ovom poglavlju su detaljno izlozeni osnovni pojmovi iz pseudoanalize
([68, 69, 71]) na kojima se zasnivaju originalni rezultati prikazani u narednim
poglavljima.

Date su definicije pseudooperacija i poluprstena. Opisane su tri klase
poluprstena i veza izmedu njih ([57, 69]). Data je definicija @&-mere ([69, 71]).

U nastavku je prosirena definicija pseudooperacija na pseudooperacije
na skupovima i zatvorenim intervalima ([35, 40]) i definisana je intervalno-
vrednosna @G-mera ([35, 85]).

1.1 Pseudooperacije i poluprsten

Pseudooperacije predstavljaju uopstenje operacija sabiranja i mnozenja
nad skupom realnih brojeva. Definisu se na zatvorenom intervalu [a,b] C
[—00,00] (u nekim sluc¢ajevima posmatraju se poluzatvoreni intervali, da bi
se izbegli slucajevi (+00) + (—o00) ili 0 - (+00)) (videti [67, 68, 69, 71]).

Neka je < relacija totalnog poretka na intervalu [a, b].

Definicija 1.1 ([69]) Pseudosabiranje je binarna operacija @ : [a, b]?> — [a, b]
za koju vazi:

1. za svako z,y € [a,b] je v &y = y & x (komutativnost),

2. za svako x,y, z € [a,b] takvo daje x Sy je x®z X yPz (neopadajuca
u odnosu na relaciju totalnog poretka <),

1



Glava 1. Uvodni pojmovi pseudoanalize

3. za svako z,y,z € [a,b] jex & (y ® 2) = (x  y) ® z (asocijativnost),

4. postoji 0 € [a, b] tako da za svako z € [a,b] vazi da je 0 @z = x (0 je
neutralni element za pseudosabiranje).

Neka je [a,b]+ = {x € [a,b] | 0 < z}.

Definicija 1.2 ([69]) PseudomnoZenje je binarna operacija ® : [a,b]*> —
[a, b] za koju vazi:

1. za svako z,y € [a,b] je x ©y = y ©® x (komutativnost),

2. zasvako z,y € [a, b] takvo da je z < yisvako z € [a,b]+ je 2Oz X yOz
(pozitivno neopadajuéa u odnosu na relaciju totalnog poretka <),

3. za svako z,y,z € [a,b] je 2 © (y ® z) = (r ©® y) ® z (asocijativnost),

4. postoji 1 € [a, b] tako da za svako x € [a,b] vazidaje 1 ©z =z (1 je
neutralni element za pseudomnozenje).

Operacije & i ® se jednim imenom nazivaju pseudooperacije.

Definicija 1.3 ([69]) Poluprsten je struktura ([a,b],®,®), gde je [a,b] C
[—00, 0], @ je pseudosabiranje, ® je pseudomnozZenje i vazi:

1. za svako z € [a,b] je 0 ® z = 0,

2. zasvako z,y,z € [a,b] jez O (y P 2) = (zOY) B (x© z) (distributivnost
® u odnosu na 4).

U zavisnosti od osobina pseudooperacija, razlikuju se tri osnovne klase
poluprstena.

Prva klasa poluprstena: ovu klasu ¢ine poluprsteni kod kojih je pseu-
dosabiranje @ idempotentna operacija, tj. vazi x @ x = x za svako x € [a, b],
dok pseudomnozenje ® nije idempotentna operacija.

Primeri poluprstena kod kojih je operacija @ idempotentna operacija,
a operacija ® je proizvoljna neidempotentna binarna operacija na [a, b]?
koja zadovoljava uslove definicije 1.2 i koja je kancelativna na (a,b)? su
poluprsteni ([a, b], max, ®) i ([a, b], min, ®).

U poluprstenu ([a, b], max, ®) neutralni element za operaciju pseudosabi-
ranja je 0 = a. Operacija max indukuje totalni poredak na slede¢i nacin:

x <y akoisamo ako max(z,y)=y.

Tako dobijeni poredak je uobi¢ajeni poredak na intervalu [a, b].
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1.1 Pseudooperacije i poluprsten

Sli¢no, u poluprstenu ([a, b], min, ®) neutralni elemenat za operaciju pse-
udosabiranja je 0 = b. Operacija min indukuje totalni poredak na sledeci
nacin:

x <y akoisamo ako min(z,y)=y.
Tako dobijeni poredak je obrnut uobi¢ajenom poretku na intervalu [a, b].

Neki primeri poluprstena prve klase koji se najcesée koriste su dati u
narednom primeru (videti [49, 57, 69]).

Primer 1.1 ([69])

a) Poluprsten ((—oo, +00], min, +). Neutralni elementi za pseudooperacije
su 0 = +4o00i 1l =0, aporedak je obrnut uobic¢ajenom poretku.

Takode se posmatra i poluprsten ([—oo, +00], min, +), uz konvenciju
da je 400 + (—00) = 400.

b) Poluprsten ([—oo, +00), max, +). Neutralni elementi za pseudooperacije
su 0= —o00il =0, a poredak je uobic¢ajeni poredak.

Takode se posmatra i poluprsten ([—o0,4+00], max, +), uz konvenciju
da je 400 4 (—00) = —o0.

c¢) Poluprsten ((0, 400}, min, -). Neutralni elementi za pseudooperacije su
0 =+00il =1, a poredak je obrnut uobi¢ajenom poretku.

Takode se posmatra i poluprsten ([0, +oc], min, -), uz konvenciju da je
0 (+00) = +o00.

d) Poluprsten ([0, +00), max, -). Neutralni elementi za pseudooperacije su
0=01i1=1, a poredak je uobicajeni poredak.

Takode se posmatra i poluprsten ([0, +00], max, -), uz konvenciju da je
0-(+00) =0. o

Druga klasa poluprstena: ovu klasu ¢ine poluprsteni kod kojih su obe
pseudooperacije striktne i definisane pomoc¢u strogo monotone i neprekidne
bijekcije g : [a,b] — [0, o).

Pseudosabiranje je dato sa

z®y=g"(g9(x)+9(¥)). (1.1)

Ako je funkcija g strogo monotono rastuéa funkcija, tada je neutralni
element za pseudosabiranje a i vazi g(a) = 0 i g(b) = +o0.

U slucaju da je funkcija g strogo monotono opadajuéa funkcija, neutralni
element za pseudosabiranje je b i vazi g(b) =01 g(a) = +oc.
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Glava 1. Uvodni pojmovi pseudoanalize

Uz konvenciju da je 0 - (+00) = 0, pseudomnozZenje je dato sa

zoy=g"(9x) 9@)). (1.2)

Poredak na intervalu [a, b] indukovan operacijom pseudosabiranja @ je
dat sa

x =<y akoisamo ako g¢g(x) < g(y).

Ako je pseudosabiranje @ generisano strogo monotono rastué¢om funkcijom
g, poredak = je uobicajeni poredak, a ako je g strogo monotono opadajuca
funkcija, poredak = je obrnut uobic¢ajenom poretku.

Funkcija g se naziva generator ili generatorna funkcija, a dobijeni polupr-
sten g-poluprsten. Pseudosabiranje @ dato sa (1.1) i pseudomnozenje ® dato
sa (1.2) se nazivaju g-sabiranje i g-mnoZenje, redom.

Neki primeri g-poluprstena su predstavljeni u slede¢em primeru (videti
[50, 57, 69]).

Primer 1.2 (][50, 69])

a) Poluprsten ([—o0,+00],®, ®), gde je generator g(z) = e~*. Uz konve-
nciju da je (—o0) + oo = +o0, pseudosabiranje i pseudomnozenje su
dati sa

r@y=—Ine " +eY), z0y=z+y.

b) Poluprsten ([0, 4+o00],®,®), gde je generator g(z) = z%, o > 0. Uz
konvenciju da je 0 - (+00) = 0, pseudosabiranje i pseudomnozenje su
dati sa

1
rOy=(2"+yY)e, rOy=x-y.

c¢) Poluprsten ([0, 1], ®, ®), gde je generator g(x) = 1 —x. Pseudosabiranje
i pseudomnozenje su dati sa

rhy=x+y—1, xzOQy=x+y—ay. o

Trecéa klasa poluprstena: ovu klasu ¢ine poluprsteni kod kojih su obe
pseudooperacije idempotentne, tj. za svako z € [a,b] jexBr =iz Oz = x.

Poluprsteni sa ovom osobinom su poluprsten ([a, b], max, min) i poluprsten
([a, b], min, max). U prvom sluc¢aju su neutralni elementi pseudooperacija @
i®redom 0 =ail =¥, aporedak je uobi¢ajeni. U drugom slucaju su
neutralni elementi pseudooperacija @ i ® redom 0 =b i 1 = a, a poredak je
obrnut uobicajenom poretku.



1.1 Pseudooperacije i poluprsten

Pored relacije totalnog poretka <, moze se posmatrati i relacija totalnog
poretka < definisana sa

x <y akoisamoako =z <XyAx#y.

Fokus istrazivanja, ¢iji su rezultati predstavljeni u narednim poglavljima,
je na poluprstenima druge klase. Veliki znacaj ovih poluprstena se nalazi
u ¢injenici da se, pod odredenim pretpostavkama, poluprsteni sa jednom
ili obe idempotentne pseudooperacije mogu dobiti kao grani¢na vrednost
familije g-poluprstena generisanih generatorom g*, A € (0,00) na slede¢i
nacin (dokaz je dat u [57]).

Neka je ([a,b], ®, ®) poluprsten druge klase gde su pseudooperacije date
strogo monotono opadajuéim generatorom g : [a,b] — [0,00] sa (1.1) i (1.2).
Funkcija ¢* je generator poluprstena ([a, b], ®x, ©®x) gde su pseudooperacije
@y 1 ®) date sa

rary = (6Y)7" (@) + ' W)

zory = (9N (@) )

U [57] je pokazano da je z ©yy =z © y.

Tada, ako A — +o0, svaki poluprsten prve klase ([a,b],inf, ®), gde je
operacija ® generisana strogo monotono opadajué¢im generatorom g, se moze
dobiti kao granica niza poluprstena ([a, b], Dy, ®), tj, vazi

r @)y — inf{z, y}.

Isti rezultat vazi za poluprsten ([a, b], sup, ®) gde je operacija ©® generisana
strogo monotono rastu¢im generatorom g.

Takode, isti rezultat vazi ako se posmatra poluprsten ([a, b],inf, ®) prve
klase, gde je operacija ® generisana strogo monotono rastu¢im generatorom
g, ili poluprsten prve klase ([a,b],sup,®), gde je operacija © generisana
strogo monotono opadajuéim generatorom g, a A — —oo (videti [57]).

Vise o klasama poluprstena i vezi izmedu njih se moze naéi u [57, 69].

1.1.1 Pseudostepen

Koristedi definiciju pseudomnozenja, za svako = € [a, b]4+ moze se definisati
i pseudostepen z(P), p € (0, 00) na sledeéi naéin (videti [75]).

Definicija 1.4 ([75]) Neka je = € [a,b]1. Pseudostepen je dat sa:
1. 29 =1 z+#0,



Glava 1. Uvodni pojmovi pseudoanalize

2.zaneNjez™W =z0z0z - O,

n—puta

3. zan e N je 2) = sup{y |y < z},
4. zam,n € N je (%) = (x(%))(m) 7

5. za p € (0,00)\Q je 2P = sup{m(r) |r € (0,p), r € Q}.

Na osnovu neprekidnosti i monotonosti operacije ® sledi da je pseudoste-
pen dobro definisan za proizvoljan racionalan broj r = ™* € (0, co) nezavisno
od reprezentacije r = 7' = ’:—11, n,m,ni,m; € N (videti [75]).

U radu [2] je pokazano da, ako je operacija pseudomnozenja data strogo

monotonim generatorom g, za pseudostepen (") vazi

2 = g7} (g" (@), (1.3)

za svako x € [a,b] in € N.
U istom radu je pokazano da je pseudostepen z(P) dobro definisan i za
svako p € (0,00) sa
2 = g7 (g"(x)).
Ako je pseudomnozenje ® idempotentna operacija, za pseudostepen z()

vaz 2 = .

Primer 1.3 Za poluprstene druge klase iz primera 1.2, pseudostepen z()
n € N, je dat sa

a) z(" = nz.
b) Pseudostepen z(™ je jednak n-tom stepenu realnog broja, tj. (™ = 2.

¢) 2™ =1—(1—-x)" o

1.2 Metrika d na intervalu [a, 0]

Neka je ([a,b],®, ®) poluprsten iz jedne od tri osnovne klase i neka su
([a,b],®) i ([a,b],®) polugrupe koje su kompletne mreze.

Metrika d : [a,b]? — [0, 00) na intervalu [a, b] je kompatibilna sa lim sup i
lim inf i zadovoljava bar jedan od sledecih uslova:

1. d(z1 ®y1, 22 B y2) < d(x1,22) + d(y1,y2),
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1.3 &-mera

2. d(xl Dy, x2 D y2) < maX(d(mbx2)v d(ylayQ))'

U [69] je pokazano da iz uslova d(x1®y1, zoDy2) < max(d(x1,x2),d(y1,y2)),
sledi uslov d(z1 @ y1, 22 @ y2) < d(z1,22) + d(y1,y2) ali obrnuto ne vazi.

Neki primeri metrika na poluprstenima koji zadovoljavaju uslov 2. (pa
samim tim i uslov 1.) su dati u sledeé¢em primeru, a mogu se naéi u [69].

Primer 1.4 ([69])
a) Poluprsten ((—o0,400], min, +). Metrika d je data sa

d(.’L’,y) — ‘67 max{z,y} e~ min{m,y}’.

b) Poluprsten ([—oc,0), max, +). Metrika d je data sa

d(az,y) _ emax{:@y} o emin{az,y}'

c¢) Poluprsten ([—o0, +00], max, min). Metrika d je data sa

d(z,y) = arctan(max{x, y}) — arctan(min{z, y}).

d) Poluprsten ([a,b],®, ®) druge klase sa generatorom g. Metrika d je
data sa

d(z,y) = |g(x) — g(y)|- °

1.3 &-mera

Neka je X neprazan skup i F o-algebra podskupova od X. Mera je
funkcija koja elementima o-algebre F dodeljuje nenegativne brojeve i ima
osobinu c-aditivnosti. U prakti¢nim primenama je osobina o-aditivnosti
(pa i same aditivnosti) ¢esto narusena, pa je neophodno uvesti nove ,mere”
tzv. neaditivne mere. Primer neaditivnih mera su ®-mere koje su osnova za
predmet istrazivanja ove disertacije, a izu¢avane su u [69, 71].

Neka je ([a,b], ®, ®) poluprsten iz jedne od tri osnovne klase.

Definicija 1.5 ([71]) Skupovna funkcija i : F — [a, b]+ je &-mera ako vazi:

L u(@) =0,

n

2 n (zO:le Ai) B 1M(Ai) =i, & ul)

n—o0 ;7

D3
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Glava 1. Uvodni pojmovi pseudoanalize

za svaki niz {4; : i € N} u parovima disjunktnih skupova iz F.

U slucaju kada je pseudosabiranje idempotentna operacija, uslov p (0) = 0
i disjunktnost u parovima skupova {4; : i € N} u uslovu 2. mogu da budu
izostavljeni.

Uslov 2. iz definicije 1.5 se naziva uslov o-@-aditivnosti i predstavlja
analogon pojmu o-aditivnosti kod (klasi¢nih) mera. U specijalnom slucaju,
kada je pseudosabiranje @ sabiranje realnih brojeva, uslov o-®-aditivnosti
se poklapa sa uslovom c-aditivnosti.

U slucaju g-poluprstena uslov o-@-aditivnosti ima oblik

p @ Ai) = Jim g™ (ig o M(Aﬁ) -
=1 i=1

Osim @-mera, za neaditivne mere se najcesée vezuje pojam fazi mera.
Fazi mera je monotona skupovna funkcija p : P(X) — [0, 00|, takva da je
wu(0) =0, gde je P(X) partitivni skup nepraznog skupa X . Skupovne funkcije
sa navedenim osobinama se nazivaju jos i kapaciteti i koriste se u definisanju
Sokeovog integrala (videti [32, 54]).

Jo$ jedan pristup definisanju fazi mere je dat u [69], gde se pod fazi
merom podrazumeva monotona skupovna funkcija m : F — [0, oo], takva da
je m (0) = 0 i za skupove {E; : i € N} iz F vazi: ako je By C Ey C --- tada

o0
jem ( U Ez> = lim m(E;), a ako je E1 D FEy D -+ i postoji s takvo da je
=1 n—00

o
m(Es) < oo, tada je m ( N Ez) = nhﬁrgo m(E;). Neki primeri fazi mera su i
=1

mera verovanja i mera plauzabilnosti. Vise o ovim merama se moze naéi u
[69, 91].

Jo$ neki primeri fazi mera su dekompozabilne mere ([69]). Ukoliko je
¢ = sup, mera je sup-dekompozabilna i tada se dobijaju takozvane maksitivne
mere (mera mogucénosti i mera neophodnosti) koje imaju primenu u teoriji
mogucnosti, teoriji optimizacije, odredivanju Hausdorfove dimenzije fraktala,
itd. (videti [49, 69, 70, 91]).

Dualno se mogu definisati i minitivne mere ([81]). Skupovna funkcija
pu: F — R sa osobinom da je p(0) = 01iza A,B € F vazi y(ANB) =
inf{u(A), u(B)}, se naziva minitivna mera.

Na osnovu rezultata iz [69], sledi da svaka funkcija ¢ : X — [0, 00) definise
minitivhu meru na sledeéi nacin

w(A) = ingt@), AeP(X),

S
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1.4 Pseudooperacije na skupovima

gde je P(X) partitivni skup skupa X.

U [92] su izuc¢avane uopstene mere. Skupovna funkcija p : C — [0, o],
gde je C familija podskupova nepraznog skupa X, je uopstena mera ako je
w (0) = 0. Dodavanjem dodatnih uslova koje skupovna funkcija p zadovoljava,
dobijaju se nove klase mera kao sto su: monotone mere, superaditivne mere,
subaditivne mere, itd. (videti [92]).

1.4 Pseudooperacije na skupovima

Deo istrazivanja u disertaciji je baziran na radu sa podskupovima od
[a, b], te su stoga definicije pseudooperacija prosirene na pseudooperacije
na nepraznim podskupovima od [a,b], gde je ([a,b], ®, ®) poluprsten koji
pripada jednoj od tri osnovne klase. Jedna od moguéih primena rada sa
podskupovima od [a, b] u poluprstenu, se moze naéi u izu¢avanju zatvorenih
slucajnih skupova (videti [36, 37]). Rezultati prikazani u ovom delu su dati
u [35, 40].

Definicija 1.6 ([35]) Neka je ([a,b], ®, ®) poluprsten iz jedne od tri osnovne

klase. Neka su A i B dva proizvoljna neprazna podskupa od [a, b] i neka je

a € [a,b].

Pseudosabiranje skupova A i B je dato sa
Ao B={zdy|zecAiye B}.

Pseudomnozenje skupova A i B je dato sa
AoB={z0y|zecAiye B}.

PseudomnozZenje skupa A sa skalarom « je dato sa

a0A={a0z|xzec A}
Slede¢a definicija i tvrdenje sa dokazom su dati u [40].

Definicija 1.7 ([40]) Neprazan skup A C [a,b] je pseudokonveksan ako za
svako z,y € Ai«,f € [a,b]+ za koje je a ® =1 vazi

aQr®poycEe A

U definiciji se podrazumeva prioritet operacije ® u odnosu na operaciju @,
tj.vazia Oz @ Loy =(a@z)d (fOy).
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Glava 1. Uvodni pojmovi pseudoanalize

Tvrdenje 1.1 ([40]) Svaki interval [u,v] C [a,b]+ je pseudokonveksan skup.

Za potrebe istrazivanja definisane pseudooperacije na skupovima se po-
smatraju na klasi svih zatvorenih podintervala intervala [a, b], tj. na klasi

Z=A[u,v] |[u<wv i [u,v] Cla,b]+}. (1.4)

Pokazano je (videti [40]) da za v € [a, b+ 1 A1, A2 € Z, gde je A1 = [uq, v1]
i AQ = [’U,Q, 1)2] vazi

AL @Ay =[ug ®ug,v1 Bua], A © A = [u; ® ug,v1 O vg]

a® A =a®u,a®uv].

U slucaju poluprstena prve ili trece klase gde je pseudosabiranje & = max
vazi
Ay @ As = max{A;, Ao} = [max{ui, us}, max{vy, va}].

Slicno, ako je & = min vazi
A1 @ Ay = min{A;, A2} = [min{uy, ug}, min{vy, va }].

Ako je dat poluprsten ([a, b], ®, ®) druge klase, tj. g-poluprsten, za strogo
monotono rastuéi generator g vazi

g ([u,v]) = [g7 (), g~ (v)],
pa je
A1d Ay = gt ([g(ur) + g(uz), g(v1) + g(v2)]) ,

A0 Ay = g7 ([9(u1)g(ua), g(v1)g(v2)]),
a0 A = g (g(a)lg(ur), g(v1)]),

dok je za strogo monotono opadajuéi generator g vazi
g ([w,v]) = g7 (v), g7 (w)],
pa je
Ar@ Az = g7 ([g(v) + g(v2), g(wr) + g(u2)]) ,
A0 Ay = g7 ([g(v1)g(v2), g(wr)g(u2)]),

10



1.4 Pseudooperacije na skupovima

a0A = g g(@)g(vr1),g(w)]).

Definicija pseudosabiranja dva intervala A; = [u1,v1] i A2 = [ug, v2] moze
da se prosiri na pseudosabiranje prebrojivo mnogo intervala A,, = [y, Up],
n € N, na sledeéi nacin:

%[Uhvi] = lim EB[UMJZ] = lim {é u@-,év@-]
i=1 n~>oo —1 i—1 i—1

= | lim @ Uuj, hm @ Uz} = [é Uj, é vl} ,
i=1  i=1

TL*)OO

n n
u slucaju da lim 69 u; 1 lim @ v; postoje.

Za niz {[up, vn] n € N} podmtervala od [a, b]+ se definiSe hgggéf[un, Un)

i lim sup[uy,, v,] (videti [48]) na sledeéi nacin:
n—oo

lim inf{u,,, v,] U ﬂ Uy U]

n—oo
neNm>n

lim sup|uy,, vp] ﬂ U Uy Upn -

Jasno je da je 1irg inf[uy,, v,] skup svih tacaka x iz [a,b]; takvih da je
n (o)
x € [un,vy] za sve, osim za kona¢no mnogo n € N, dok je lim sup[uy,, vy,]
n—o0

skup svih tacaka x iz [a, b]+ takvih da je x € [uy,v,] za beskonaéno mnogo
n € N. Otuda je

linrr_1>i£f[un,vn] ={z:z= Jim z, 2, € [tn,, Un] } (1.5)
i
limsup(up, vy] ={z:x = lm Tpn,Tm € [Um, Vn]}, (1.6)
n—00 meM

gde je M beskonacan ureden podskup skupa N.

Ako za niz intervala {[uy,, v,] : n € N} vazi lim mf [tn, Vp] = lim sup|ug,, vy
n—oo

tada je

lim [uy,,v,) = lim mf[un,’un] = lim sup|uy, vy,). (1.7)
n—00 n—00

Ako limesi lim u, i hm v, postoje, tada je
n—o0

(1.8)

lim [uy, v,] = [hm Up, lim vn] .
n—o0 n—00 n—oo
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Glava 1. Uvodni pojmovi pseudoanalize

1.5 Metrika D i relacija =g na zatvorenim podsku-
povima od |a, 0]
Neka je ([a,b], ®,®) poluprsten koji pripada jednoj od osnovne tri klase i
neka je C familija zatvorenih podskupova od [a, b].
Funkcija D : C? — [0,00) data sa
D(A, B) = max{d(inf A, inf B),d(sup A,sup B)}, A,B€C, (1.9)
gde je d metrika na poluprstenu ([a, b], ®, ®) definisana u delu 1.2 je metrika

na C2. Funkcija D je Hausdorfova metrika.
Na osnovu primera 1.4 dobijaju se slede¢e metrike.

Primer 1.5 Neka su A = [u1,v1] i B = [ug,va], u1 < v1, uz < vy, podsku-
povi od [a, b].

a) Neka je ((—oo,+oc], min,+) poluprsten sa metrikom d datom sa
d(w) y) = ’ei max{m,y} — e mil’l{$,y}‘.

Tada je D(A, B) = max(le”"2 — e "1|,[e7"2 — e "1|).

b) Neka je ([—o0,00], max, min) poluprsten sa metrikom d datom sa
d(x,y) = arctan(max{x, y}) — arctan(min{x, y}).

Tada je D(A, B) = max(arctan ug — arctan ug, arctan vy — arctan vy ).

c) Neka je (][0, 0], @, ®) poluprsten druge klase sa strogo monotono rastu-
¢im generatorom g(z) = 22 i metrikom d datom sa d(z,y) = |22 — y?|.

Tada je D(A, B) = max(u3 — u?,v3 — v?). o
Relacija <g na klasi C je definisana na slede¢i nacin.
Definicija 1.8 ([40]) Neka su C, D € C. C <g D ako vaze slede¢i uslovi:
1. za svako x € C postoji y € D tako da je x =y,
2. za svako y € D postoji x € C tako da je z <y,

gde je < relacija totalnog poretka na intervalu [a, b].
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1.6 Intervalno-vrednosna @-mera

1.6 Intervalno-vrednosna @-mera

U okvirima pseudoanalize proucava se intervalno-vrednosna @-mera koja
je izuc¢avana u [35, 85]. Specijalni slu¢ajevi intervalno-vrednosnih mera su
intervalno-vrednosne verovatnoce koje imaju veliku primenu u teoriji neodre-
denosti i teoriji odlucivanja (videti [52, 65, 90, 93]) i predstavljaju osnovu za
istrazivanje sprovedeno u disertaciji.

Neka je ([a,b], ®,®) poluprsten koji pripada jednoj od osnovne tri klase,
F o-algebra podskupova od X i neka je Z klasa svih zatvorenih podintervala
intervala [a,b] data sa (1.4).

Neka je na intervalu [a,b] data relacija totalnog poretka =< (relacija
totalnog poretka koja se posmatra moze biti uobic¢ajeni poredak ili poredak
obrnut uobicajenom poretku).

Definicija 1.9 ([35]) Skupovna funkcija II : F — Z je intervalno-vrednosna
@-mera ako vazi:

1. TI(0) = {0} = [0, 0],

o0

2.1({ 4) = §11(4) = lim S 1(4),

za svaki niz {4; : ¢ € N} u parovima disjunktnih skupova iz F.

Ako je @ idempotentna operacija, uslov 1. i uslov disjunktnosti u parovima
skupova {4; : ¢ € N} u definiciji 1.9 moze da se izostavi.

Monotonost intervalno-vrednosne @-mere se definiSe u odnosu na poredak
=g dat u odeljku 1.5.

Definicija 1.10 ([35]) Intervalno-vrednosna é-mera II je monotona u odno-
su na poredak <g ako za A, B € F vaii

A C B implicira II(A) <g II(B).
Intervalno-vrednosna @-mera predstavlja uopstenje @-mere.

Primer 1.6 ([35])

a) Neka je pu: F — [a,b]; @©-mera, i neka je za svako A € F

II(A) = [u(A), p(A)] = {u(A)}.

Tada je II intervalno-vrednosna @-mera.

13



Glava 1. Uvodni pojmovi pseudoanalize

b) Neka je pu: F — [a,b]+ ®-mera, gde je & = max, ili je & dato strogo
monotono rastuéim generatorom g. Neka je za svako A € F
II(A) = [0, u(A)].
Tada je II intervalno-vrednosna @-mera. o

Sledeéa definicija i primer su preuzeti iz [35].

Neka je M proizvoljna neprazna familija &-mera p, takva da je (M, <),
gusto linearno uredenje sa krajevima puy, i, € M, tj.

i (A) = u(A) = pr(A),
za svako € M isvako A € F.

Definicija 1.11 ([35]) Funkcija fi, : F — Z data sa

ﬁ/\/{ = [/J'lu /'[/7‘]7

ako je relacija totalnog poretka uobicajeni poredak, ili sa

ﬁ/\/{ = [,U’?“a /’Ll]a

ako je relacija totalnog poretka poredak obrnut uobicajenom poretku, se
naziva intervalno-vrednosna skupovna funkcijo za familiju M.

Kako su py i pr @-mere, sledi 11;(0) = p,-(0) = 0 pa je @y (0) = {0}.
Za niz {A; : i € N} u parovima disjunktnih skupova iz F, na osnovu
o-@-aditivnosti ®-mera p; i p, sledi

[e.e] oo

o (U Az’) = @ﬁM(Ai)v
i=1 i=1

pa i nq zadovoljava uslove definicije 1.9 tj. 1z, je intervalno-vrednosna @-mera

(videti [27, 35]).

Primer 1.7 ([35]) Neka je M familija &-mera koja ukljucuje i trivijalnu &-
meru (o oblika pg(A) = 0, za svako A € F. Neka je (Mj, <) gusto linearno
ureden skup.
Ako za familiju Mg postoji p,. € My tako da za svako p € My i svako
A € F vazi da je u(A) < ur(A4), tada je intervalno-vrednosna skupovna
funkcija iy, oblika
Bmy = [0, fur]

intervalno-vrednosna @-mera. S
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Glava 2

Pseudointegral i neke
njegove primene

Ovo poglavlje se sastoji iz tri tematske celine. U prvoj celini je data
definicija pseudointegrala realne funkcije u odnosu na @-meru sa osnovnim
osobinama ([68, 69, 71]). Na osnovu definicije pseudointegrala u odnosu
na é-meru, definisana je g-Melinova transformacija i pokazane su njene
osobine koje su originalni rezultat disertacije koji je publikovan u [25]. Data
je primena g-Melinove transformacije u teoriji verovatnoce, koja je takode
originalni rezultat publikovan u [31].

Druga celina je posveéena izucéavanju pseudointegrala skupovno-vrednosne
funkcije u odnosu na @®-meru sa akcentom na specijalnom slucaju, pseudo-
integralu intervalno-vrednosne funkcije u odnosu na @-meru koji su uvedeni
u [39, 40], a na osnovu kojih je dobijen originalan rezultat, pseudointegracija
g-polinoma sa intervalnim koeficijentima, kao specijalan sluc¢aj pseudointe-
gracije intervalno-vrednosne funkcije. Rezultat je publikovan u [26].

U trecoj celini su izlozeni rezultati vezani za pseudointegral realne funkcije
u odnosu na intervalno-vrednosnu @-meru ([35]), koji su osnova za jedan
od glavnih rezultata disertacije dat u poglavlju 4. Takode, predstavljena je
intervalno-vrednosna pseudometrika koja je originalni rezultat publikovan u
[55].

2.1 Pseudointegral realne funkcije u odnosu na ©®-

meru

Neka je ([a,b], ®,®) poluprsten iz jedne od tri osnovne klase sa relacijom
totalnog poretka < i d metrika data u odeljku 1.2. Neka je F o-algebra

15



Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

podskupova nepraznog skupa X i neka je p @-mera iz definicije 1.5.

Konstrukcija pseudointegrala realne funkcije u odnosu na @-meru je
slicna konstrukciji Lebegovog integrala i krece sa definicijom pseudointegrala
elementarne funkcije u odnosu na @-meru. Rezultati prikazani u ovom delu
su iz [40, 69].

Definicija 2.1 ([69]) Za A € F funkcija x4 definisana sa

xale) = { o et (21)

se naziva pseudokarakteristicna funkcija skupa A.

Definicija 2.2 ([69]) Preslikavanje e : X — [a,b] se naziva elementarna
funkcija ako je oblika

o0
e:@aiQXAi, (2.2)
i=1
gde su a; € [a,b], A; disjunktni skupovi iz F, i € N, a x4, pseudokarakteri-
sti¢na funkcija skupa A;.

Ako je operacija @ idempotentna, uslov disjunktnosti skupova A; se moze
izostaviti.

Definicija 2.3 ([69]) Neka je ¢ > 01 B C [a,b]. Podskup {l5} od B je
e-mreza ako za svako x € B postoji [§ takav da je d(If,z) <e. Akoje I < x
tada je {l§} donja e-mreZa. Ako je I§ =15, tada je {I5} monotona e-mreZa.

Dokaz sledeéeg tvrdenja je dat u [69].

Tvrdenje 2.1 ([69]) Neka je f: X — [a,b] funkcija merljiva od dole ili je f
merljiva i za svako € > 0 postoji monotona e-mreza u f(X). Tada postoji niz
{¢n : n € N} elementarnih funkcija takvih da za svako x € X on uniformno
konvergira ka funkciji f(x) w metrici d datoj u delu 1.2.

Definicija 2.4 ([69]) Pseudointegral elementarne funkcije e u odnosu na
G-meru p je

@ [o@)
/e@du:@al-@,u(/li). (2.3)
X =1

Neka je f: X — [a,b] merljiva fukcija u odnosu na o-algebru F.
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2.1 Pseudointegral realne funkcije u odnosu na &-meru

Definicija 2.5 ([69]) Pseudointegral merljive funkcije f : X — [a,b] je
D D
/f®du= lim /%Qdu,
n—oo
X X

gde je {¢n : n € N} niz elementarnih funkcija takvih da d (¢ (z), f(x)) = 0
uniformno kada n — 0o, a d je metrika data u delu 1.2.

Ovako definisan pseudointegral ne zavisi od izbora niza {¢, : n € N}
(videti [69]).

Definicija 2.6 ([69]) Pseudointegral merljive funkcije f : X — [a,b] na
proizvoljnom nepraznom podskupu A skupa X je dat sa

D (S3]
/f®du=/(f®x,4)®du,
A X

gde je x4 pseudokarakteristi¢na funkcija skupa A data sa (2.1).

Definicija 2.7 ([40]) Funkcija f : X — [a,b] je pseudointegrabilna ako
njen pseudointegral postoji kao kona¢na vrednost u smislu posmatranog
poluprstena.

Ogranicenost u smislu posmatranog poluprstena i pseudointegrabilnost
funkcije funkcije f : X — [a, b] je ilustrovana sledeé¢im primerom iz [40].

Primer 2.1 ([40])

a) Neka je ([a,b], ®,®) poluprsten prve klase, gde je [a,b] = [—o0, 0],
@ = max, a ® neidempotentna operacija, uz konvenciju —oo + co =
—00.

Funkcija f : X — [a,b] je ograni¢ena ako postoji M € [a,b) tako da
za svako x € X vazi da je f(x) < M < b, a pseudointegrabilna ako je

@
/f@du%b.
X

b) Neka je ([a,b], ®,®) poluprsten prve klase, gde je [a,b] = [—o0, 0],
@ = min, ® neidempotentna operacija, uz konvenciju —oo + co = oo.

Funkcija f : X — [a,b] je ograni¢ena ako postoji M € (a,b] tako da
za svako x € X vazi da je f(x) < M < a, a pseudointegrabilna ako je

D
/f@d,u%a.
X
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

c) Neka je ([a,b],®, ®) poluprsten druge klase, gde su pseudooperacije
date generatorom g : [a,b] — [0, 00], uz konvenciju 0 - co = 0.

Ako je g strogo monotono rastuéi generator, funkcija f : X — [a, b] je
ograni¢ena ako postoji M € [a,b) tako da za svako x € X vazi da je

f(x) X M < b, a pseudointegrabilna ako je /f @dy < b.

Ako je g strogo monotono opadajuéi generator, funkcija f : X — [a, b]
je ogranicena ako postoji M € (a,b] tako da za svako x € X vazi da je

f(x) = M < a, a pseudointegrabilna ako je /f ©du < a. o

Neka su f1 : X — [a,b] 1 fa : X — [a, b] merljive funkcije. Pseudosabiranje
i pseudomnozenje funkcija kao i pseudomnozenje funkcije konstantom se
definisu na uobicajen nacin.

Za svako z € X ic € [a,b] je

(fid f)(@) = filz)o fol2),
(10 f)(x) = filz)O fofx), (2.4)
(coOfi)(z) = co fiz).

Za pseudointegral vaze osobine date u slede¢em tvrdenju, a dokaz je dat
u [69].

Tvrdenje 2.2 ([69]) Neka su operacije @ i © neprekidne i & beskonacno
komutativna i asocijativna operacija. Za neprazne podskupove A, B skupa X
vazi:

7f1@f2 ) ©dp = /f1®d,u,EB/f2®d,u,
A

(id) (C®f1)®du—6®/f1®du, celab)

= —0

D ©®
(ii7) ako je fi = fa, tada je /fl Odu = /fz © du,
A A

(iv) ako je AN B =0, tada je /f@du /f@du@/f@du.
AUB
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2.2 g-Melinova transformacija

Primer 2.2 Neka je ([0, 00), min, ®) poluprsten prve klase, gde je operacija
pseudomnozenja data generatorom g sa (1.2). Tada, na osnovu rezultata iz
[57], pseudointegral merljive funkcije f : X — [0, o0] je oblika

S

[ Fodu= it (@) o ta),

X

gde p data funkcijom ¢ : X — [0, 00) sa p(A4) = in}f4 t(z), za svako A € F. ©
ze

Na osnovu rezultata iz [57], za dalje istrazivanje je interesantan slucaj
g-poluprstena gde je F Borelova g-algebra. Kako je pseudosabiranje dato
strogo monotonim neprekidnim generatorom g, funkcija g o p je aditivna
mera pa je za merljivu funkciju f : X — [a, b] pseudointegral oblika

D
/f Odu=g" (X/(go f)d(gou)) ; (2.5)
X

gde je integral sa desne strane jednakosti Lebegov integral (videti [68, 69]).
Ako je X = [¢,d] i F = B([c, d]) Borelova o-algebra, tada je gou Lebegova

mera na [c,d] i vazi
2] d
/ fodu=g" (/g(f(fr))dfr) :

[c,d]

Pseudointegral dat sa (2.5) se naziva g-integral.

Osim pseudointegrala, integrali koji su konstruisani u odnosu na deko-
mpozabilne mere su Veberov integral i Murofusi-Sugenov integral (videti
[69]). ViSe o integralima u odnosu na neaditivne mere i njihovim primenama
se moze naéi u [69, 91]. U literaturi se mogu nadi i integrali u odnosu na
uopstene mere kao $to su Sugenov integral, Sokeov integral, Panov integral,
itd. (videti [92]).

2.2 g-Melinova transformacija

Integralne transformacije predstavljaju veoma znacajan i koristan alat
u mnogim oblastima nauke, posebno u matematici i fizici, a zatim i u
hemiji, biologiji, inZenjerstvu (videti [20, 47, 88]). Laplasova i Furijeova
transformacija su najstarije i najcesé¢e koris¢ene integralne transformacije.
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Imaju primenu u resavanju diferencijalnih jednacina, integralnih jednacina,
pri izracunavanju odredenog integrala, sumiranju redova itd. (]20, 47]).

Osim Laplasove i Furijeove transformacije, mnoge druge integralne tra-
nsformacije, kao Sto su Hankelova transformacija, Hilbertova transformacija i
Stiltjesova transformacija se koriste za reSavanje pocetnih i rubnih problema
kod obic¢nih i parcijalnih diferencijalnih jednacina, i u drugim problemima u
matematici ([20, 47, 88]).

Pored navedenih transformacija, u matematici se koristi i Melinova tra-
nsformacija.

Definicija 2.8 ([20]) Neka je s € C. Melinova transformacija funkcije f :
R* — R je definisana sa

[e.e]

(M) = 2@ da, (2.6

0

dok je inverzna Melinova transformacija funkcije f = M f definisana sa

c+ioo
M D@ =5 [ o) (2.7)

gde jec=Resiz cR".

Melinova konvolucija funkcija f : R™ — R i h: RT — R je definisana sa

oo = [ L1 () oy, (28)
0

za T € R.

Melinova transformacija ima znacajnu primenu kod resavanja frakcionih
integralnih i diferencijalnih jednacina, prilikom sumiranja redova i asimpto-
tskog razvijanja u red, u ispitivanju gama funkcije i Rimanove zeta funkcije i
u teoriji brojeva ([4, 13, 18, 58]). Poseban znacaj ima u teoriji verovatnoce u
izu¢avanju proizvoda nezavisnih slu¢ajnih promenljivih ([30]).

Vise detalja o Melinovoj transformaciji i primenama se moze naéi u
[16, 20, 30, 41, 45, 46].

U radu [25] je u okvirima pseudoanalize izucavana g-Melinova transforma-
cija. Pokazana su osnovna svojstva koja zadovoljava kao i veza sa Melinovom
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2.2 g-Melinova transformacija

transformacijom. Takode, definisane su g-Melinova konvolucija i inverzna g-
Melinova transformacija i osobine koje ispunjavaju. Svi rezultati predstavljeni
u nastavku su originalni i publikovani u [25].

Neka je ([a,b], ®,®) g-poluprsten.

Definicija 2.9 g-Melinova transformacija M®f : R — [a,b] funkcije f :
R — [a, b] je
2]

MPN)E) = [ g7 @ o fodu
R+
gde je s € R.

Na osnovu (2.5) sledi da je

o0
(MZ£)(5) =g~ ( JE) d:c> . (29
0

Kako se definicija g-Melinove transformacije zasniva na definiciji g-integra-
la, g-Melinova transformacija funkcije f : Rt — [a,b] je definisana na skupu
R dok je Melinova transformacija definisana na skupu C. Dakle, g-Melinova
transformacija je uopstenje restrikcije Melinove transformacije na skupu R.
Ako se posmatra g-poluprsten kod koga je generator g(z) = z, g-Melinova
transformacija se poklapa sa restrikcijom Melinove transformacije na skupu

R.

Neka je s € R i M f Melinova transformacija funkcije f : R* — [a, b] data
sa (2.6). Integral na desnoj strani jednakosti (2.9) je Melinova transformacija
funkcije g o f, pa sledi

(MEf)(s) =g (M(gof))(s) = (97 o Mogo f)(s),
tj. veza g-Melinove i Melinove transformacije na R je data sa
MP=gtoMoy. (2.10)

U sledecoj lemi je pokazana osobina pseudolinearnosti g-Melinove transfo-
rmacije.

Lema 2.1 Za funkcije f1: Rt — [a,b] i fo : RT — [a,b] i X € [a,b] vaZi:
(i) MTAO fi) =20 (MTf),
(it) ME(f1 @ f2) = (MTf1) & (M fo).
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Dokaz. (i) Koristeéi (2.4) u slu¢aju g-poluprstena vazi

M@ fi)(@) =g (9(N) - (g0 fi)(@)). (2.11)

Na osnovu jednakosti (2.11) i jednakosti (2.9) se dobija
(MEQ© f)s) = o ( [+ 7900 fila)) do

= g} (/m“g(/\)g(fl(w))dw
= Aog! (/xs‘lg(fl(x))dﬂf

= A0 MTf)(s).

(1) Sli¢no, koristeéi (2.4) u slucaju g-poluprstena vazi

(f1® f2) (@) =g ((go f1)(z) + (g o fo)(@)), (2.12)

pa se na osnovu jednakosti (2.12) i jednakosti (2.9) dobija
(ME(fre f2))(s) =g~ | [ 2 g((fr @ fo)(x)) dx)
z* " (g(f1(2)) + g(f2(2))) df’«“)

2 g(fi(x)) dfv) Sgt (/w :v)
0

= (M f1)(s) & (M® f2)(s).

Il
N
L
0\80\80\8

O

U matematickoj analizi Melinova transformacija se moze primeniti na
siroku klasu funkcija. Medutim, u slucaju nekih elementarnih funkcija, kao
sto je stepena funkcija f(z) = 2%, s € R, integral u Melinovoj transformaciji
divergira, pa Melinova transformacija stepene funkcije ne postoji.

U slede¢em primeru je pokazano da se pogodnim odabirom generatora g
moze izracunati g-Melinova transformacija stepene funkcije.
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2.2 g-Melinova transformacija

Primer 2.3 Neka je ([—o0,00],®,®) g-poluprsten sa generatorom g(z) =
e~ % i funkcija f(z) = 2%, s € R\{0}. g-Melinova transformacija funkcije f je

(MPz%)(s) =g ! (7x81g(x5) d:c) =gt (/Oocz31ezs dw) .

0 0

Smenom promenljive u poslednjem integralu se dobija

(M®25)(s) = g~ (i) ~Insl. o

U nastavku je data definicija g-Melinove konvolucije i veza sa Melinovom
konvolucijom koje su deo originalnog rezultata predstavljenog u [25].

Definicija 2.10 g-Melinova konvolucija f xyp h @ R — [a,b] funkcija f :
RT = [a,b] i h: RT — [a,b] je

(f %t B)(@) = 7 gl (1) o f (f) o h(t) ® dp,
3,

gde x € R.

Neka je z € Ri f *p h Melinova konvolucija funkcija f : RT — [a,b] i
h:RT — [a,b] data sa (2.8). Na osnovu definicije g-integrala (2.5) i definicije
2.10, se dobija da je

(f % W) () = g ( [6en (3)@enio dt) NCRE

0

Kako integral na desnoj strani jednakosti (2.13) predstavlja Melinovu konvo-
luciju funkcija g o f i g o h, dobija se veza g-Melinove i Melinove konvolucije

frmh=g"((gof)*m(goh)).

U slede¢em primeru je izracunata g-Melinova konvolucija funkcija za koje
Melinova konvolucija ne postoji.

Primer 2.4 Neka je ([—00, ], ®,®) g-poluprsten sa generatorom g(z) =
e~ 7 i neka su date funkcije f(z) = Inz i h(x) = z. Melinova konvolucija
funkcija f i h je

C)O1 o
(f % h)(2) :/glnftdtz/ln%dt.
0 0
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Kako integral sa desne strane jednakosti divergira, Melinova konvolucija
datih funkcija ne postoji.
S druge strane, g-Melinova konvolucija funkcija f i h je

T1 . 71
g ! (/ —emInGet dt) =g ! (/ Zet dt)
t x
0 0
1
= g} () =In|z|. o
z

Integralne transformacije imaju dobro poznatu osobinu da transformacija
konvolucije funkcija za rezultat daje proizvod transformacija datih funkcija. U
sledeCoj teoremi je pokazano da je g-Melinova transformacija g-Melinove ko-
nvolucije funkcija f i h jednaka pseudoproizvodu g-Melinovih transformacija
funkcija f i h.

(f % h)(x)

Teorema 2.1 Neka su f:RT — [a,b] i h: RY — [a,b]. Tada je
ME(framh) = (MTf) © (MTh).

Dokaz. Iz jednakosti (2.9), jednakosti (2.13) i Fubinijeve teoreme sledi

(ME(f o W)@) (5) = ¢! 7:65‘19(1“*/\4 h)(sc)dw)

0

- 7Om8171<gof> (3) @eni dtdw)
0 0

_ 7@ o0 f(tu)s‘l(g o f)(u) du dt)
0 0

= g 7t8-1<g o h)(1) dt fus-%g o f)(w) du)
0

= g (@(MER)(S) - g(MEF)(5)))
= (MEF)(s) © (MER)(s).

U nastavku je definisan operator (M®) ™"

za koji vazi

(MP) o MPF = £,
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2.2 g-Melinova transformacija

Neka je MPf = f g-Melinova transformacija funkcije f : Rt — [a,b] i
M~ inverzna Melinova transformacija funkcije f data sa (2.7). Tada, za

(M) ()= (g oM og) (), (2.14)

(M®) Lo (MBf) = (g7 oM Log)o (M)
= (g7toMtog)o(gtoMog)(f)
=/

kada desna strana jednakosti (2.14) postoji.
Dakle, ako je M®f = f g-Melinova transformacija funkcije f onda je

(M=t ~
Iz definicije g-Melinove transformacije (2.9) sledi da je g o f definisano
tako da je (90 f)(s) = [a*"(go f)(@) da 1.
0

gof=Milgof).
Tada je M~ (go f)=go f, tj. g oM Logo f=f paiz (2.14) sledi
M) =1

Definicija 2.11 Operator (./\/169)71 dat sa (2.14) se naziva inverzna g-Meli-
nova transformacija za g-Melinovu transformaciju M.

Operator (/\/l@)f1 zadovoljava osobinu pseudolinearnosti, Sto je pokazano
u sledecoj lemi.

Lema 2.2 Neka je A € [a,b], fi : RY — [a,b], fo: RY = [a,0], fi = M®fy
i fo = M%fy. Tada je

(i) (M) (Ao f)=re (M) 7)),
(i) (M) (e fo) = (M®) 7 fr) & (M3) 7 1)

Dokaz. 1z jednakosti (2.11), jednakosti (2.12) i jednakosti (2.14) i osobine
linearnosti inverzne Melinove transformacije sledi
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

(i) MHTNOA) = (g oM Tog)AG fi)
= g loM g\ -g(f))
= g7 (M g(f))
= Aogt (Mg(f)
= /\@((M@)ilﬁ),

(i) MO (fiah) = (gloM log) (i@ f)

2.2.1 Primena g-Melinove transformacije i g-Melinove konvo-
lucije u teoriji verovatnoce

U nastavku je pokazana primena g-Melinove transformacije i g-Melinove
konvolucije u teoriji verovatnoce. Primerom je ilustrovana veza izmedu g-
Melinove konvolucije i funkcije gustine proizvoda nezavisnih sluc¢ajnih pro-
menljivih neprekidnog tipa. Rezultati su originalni i publikovani u [31].

Neka je (2, F,P) prostor verovatnoée i ([a,b],®,®) g-poluprsten. Ne-
ka je X nenegativna slucajna promenljiva neprekidnog tipa na prostoru
verovatnoce (€2, F,P) data funkcijom gustine px.

Definicija 2.12 ([30]) Melinova transformacija slucajne promenljive X je

data sa
oo

(MX)(s) = /:L‘S_lgox(w) dx, se€C, (2.15)
0

ukoliko integral sa desne strane jednakosti (2.15) konvergira.

Na osnovu (2.9) se dobija defincija g-Melinove transformacije sluc¢ajne pro-
menljive.

Definicija 2.13 g-Melinova transformacija slucajne promenljive X je data
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2.2 g-Melinova transformacija

(MPX)(s) =g ! (/ 25 Yg(ox(x)) dx) , seER.
0

Primer 2.5 Neka je ([0, 00, ®, ®) g-poluprsten, gde je generator g(z) = .

(a) Neka je X slucajna promenljiva sa uniformnom raspodelom na intervalu
(a,b), 0 < a < b. Funkcija gustine slucajne promenljive X je px(z) =

—, x € (a,b).
b—a ”’ (a,5)
Tada je g-Melinova transformacija slu¢ajne promenljive X
b2
1
(MPX)(s) = gt /:1:81( ) dx
b—a
a2
1 b2s — g2s
- b—a s

za s € R.

(b) Neka je X slucajna promenljiva sa eksponencijalnom raspodelom sa
parametrom A\ > 0. Funkcija gustine sluc¢ajne promenljive X je px(x) =
Ne N x> 0.

Tada je g-Melinova transformacija slu¢ajne promenljive X

(M®X)(s) = g1 (/J;‘S_le—”‘xda:>

0
o0
= 21*5)\3*5/:Cs_le_m dx
0

= /2173A375T (),
za s € R, gde je I'(-) Gama funkcija. o

Neka su X i Y slucajne promenljive neprekidnog tipa na prostoru vero-
vatnoce (92, F,P) date funkcijama gustine px i ¢y, redom.

Definicija 2.14 ([30]) Melinova konvolucija slucajnih promenljivih X 1Y
je data sa
7 1 z
(X enY)(w) = [ Jx ( )cpy(t) dt.
0

t
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Za dve nezavisne slu¢ajne promenljive neprekidnog tipa, poznato je da
je funkcija gustine proizvoda tih sluc¢ajnih promenljivih jednaka njihovoj
Melinovoj konvoluciji (videti [28]), tj. ako su X i Y nezavisne slucajne
promenljive i Z = XY, tada je

pz(r) = (X*mY)(2), z€eR,

gde je ¢z funkcija gustine slucajne promenljive Z.
Neka je ([a,b], ®, ®) g-poluprsten. Na osnovu (2.13) se dobija definicija
g-Melinove konvolucije slucajnih promenljivih.

Definicija 2.15 g-Melinova konvolucija slucajnih promenljivih X 1Y je
data sa

o0

-1 1 x
(XHom Y)(z) =g Jlgoex) (1) (goey)t)dt .
0
U slede¢em primeru je pokazana veza izmedu Melinove konvolucije slu-

¢ajne promenljive sa normalnom raspodelom i slu¢ajne promenljive sa ekspo-

nencijalnom raspodelom i g-Melinove konvolucije slu¢ajnih promenljivih ¢ije
su funkcije gustina polinomne funkcije.

Primer 2.6 Neka je ([—o0, 0], @, ®) g-poluprsten, gde je generator g(x) =
e *. Neka su X iY nezavisne slucajne promenljive date funkcijama gustine
2
X .
px(@) =7, 2w € (0,V6) ipy(y) =y y € (0,v2).

g-Melinova konvolucija slu¢ajnih promenljivih X i Y je

oo

1 _a?

(X*pm Y)(z) =g " (/ ce e dt) : (2.16)
0

Integral na desnoj strani jednakosti (2.16) je Melinova konvolucija slu¢ajne

promenljive sa standardizovanom normalnom raspodelom i slu¢ajne prome-

nljive sa eksponencijalnom raspodelom sa parametrom A = 1.
Sada sledi da je

9 (X xm Y)(@)) = V2r oz(),
gde je @z funkcija gustine slucajne promenljive Z = UV, gde su U i V

nezavisne slucajne promenljive sa standardizovanom normalnom raspodelom
i eksponencijalnom raspodelom sa parametrom A = 1, redom. o

28



2.8 Pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije u odnosu na &-meru

2.3 Pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije u
odnosu na $G-meru

Integral skupovno-vrednosne funkcije je prvi put izuc¢avan u radu [8].
Po autoru je danas poznat pod nazivom Aumanov integral i zasniva se
na klasi¢cnom Lebegovom integralu. Jos neki integrali skupovno-vrednosnih
funkcija u odnosu na neaditivne mere, kao $to su pseudointegral, Sokeov
i Sugenov tip integrala, Ll-integral, (G) fazi integral, su predstavljeni u
[40, 44, 94, 95, 96].

Zmacaj izuc¢avanja skupovno-vrednosnih funkcija pa samim tim i integracije
takvih funkcija se nalazi u Sirokoj primeni u ekonomiji, stohastici, slu¢ajnim
skupovima, optimizaciji itd. (videti [3, 7, 60]).

U nastavku su dati rezultati iz [39, 40]. Definisan je pseudointegral sku-
povno-vrednosne funkcije sa osobinama koje zadovoljava.

Neka je ([a,b], ®,®) poluprsten koji pripada jednoj od tri osnovne klase.
Neka je X neprazan skup, ¥ = P(X) i u ®-mera.

Neka je C klasa svih zatvorenih podskupova od [a, b]+.

Definicija 2.16 ([39]) Skupovno-vrednosna funkcija F je funkcija koja pre-
slikava skup X u C \ {0}.

U daljem radu ¢e biti posmatrane merljive skupovno-vrednosne funkcije.

Definicija 2.17 ([40]) Skupovno-vrednosna funkcija F : X — C \ {0} je
merljiva ako je grafik Gr(F') merljiv skup, tj. ako vazi

Gr(F) = {(z,r) € X x [a,b]1 | r € F(x)} € X x By,
gde je B([a, b]+) Borelova o-algebra na [a, b] 4.

Neka je L} (p) familija funkcija f : X — [a,b]+ koje su merljive, pseudo-
integrabilne i ogranic¢ene u smislu posmatranog poluprstena.

Definicija 2.18 ([39]) Neka je F' merljiva skupovno-vrednosna funkcija.
Pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije F' na skupu A € 3 je

o) S
/F@d,u:{/deM\fGS(F)}a
A A

gde je
S(F) = {f € LL(n) | f(z) € F(x) za skoro svako = € X}.
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Funkcija f € S(F') se naziva skoro siguran selektor skupovno-vrednosne
funkcije F, a S(F') je skup skoro sigurnih selektora merljive funkcije F.

U slede¢em primeru je dat oblik pseudointegrala skupovno-vrednosne
funkcije za razlic¢ite poluprstene. Primer je zasnovan na primerima iz [40].

Primer 2.7 a) Neka je ([a,b], ®,®) poluprsten prve klase, gde je pseudo-

sabiranje & = min, a pseudomnozenje ® nije idempotentna operacija.
Na osnovu [67, 68, 69] &-mera u je data sa u(A) = ingt(as) za svako
xe

A€ X gdejet:R — [a,b] proizvoljna funkcija.

Tada je pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije F' oblika
2]
JFodn={ int (7(x) 01(a)) | 1 €5(F) |
A

Neka je ([a,b],®,®) poluprsten druge klase, gde su pseudooperacije
date generatorom g : [a,b] — [0,00], sa (1.1) i (1.2).

Tada je pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije F' oblika

D
/Fcaduz{g1 (/QOfd(QOM)) ‘fGS(F)}-
A

A

Ako se posmatra poluprsten druge klase ([0, oo], @, ®) sa generatorom
g(x) = 23, dobija se

1

D 2
[Fodu= (/U@Wdﬁ | ESE)

A

Neka je ([a,b],®,®) poluprsten treée klase, gde je pseudosabiranje

@ = max, a pseudomnozenje ® = min. Na osnovu [67, 68, 69] ©-mera

u je data funkcijom ¢ : R — [a,b] sa u(A) = sup t(z), za svako A € 3.
€A

Tada je pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije F' oblika

z€EA

52
/F@du = {sup (min(f(z),t(x))) | f € S(F)} o
A
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2.8 Pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije u odnosu na &-meru

Definicija 2.19 ([39]) Skupovno-vrednosna funkcija F' : X — C\ {0} je
pseudointegrabilna na nekom skupu A € ¥ ako je

@
A/F@du;ﬁ@.

Definicija 2.20 ([39]) Skupovno-vrednosna funkcija F' je pseudointegrabilno
ogranicena ako postoji funkcija h € Léa(,u) takva da:

1. @ «a=h(x), zaidempotentno pseudosabiranje,
a€F(x)

2. sup « =< h(x), za pseudosabiranje dato strogo monotono rastuéim
a€F(x)
generatorom g,

3. inf « = h(zx), za pseudosabiranje dato strogo monotono opadajuéim

a€F(x)
generatorom g.

Dovoljan uslov za pseudointegrabilnost skupovno-vrednosne funkcije je
dat u sledeéem tvrdenju koje je dokazano u [39].

Tvrdenje 2.3 ([39]) Ako je F pseudointegrabilno ogranicena skupovno-vre-
dnosna funkcija, tada je F pseudointegrabilna.

Osobine pseudointegrala skupovno-vrednosne funkcije su date u narednom
tvrdenju (videti [39]).

Tvrdenje 2.4 ([39]) Neka je F' pseudointegrabilna skupovno-vrednosna funk-
cija, Fy i Fy pseudointegrabilno ogranicene skupovno-vrednosne funkcije i
neka su A, B € .. Tada vaZi:

@D @
(1) ako je A C B, tadaje/F@dujS/FQdu,
A B

D 2]
(13) ako je Fy <g F», tada je /F1 Odu =g /FQ ® du,
X b'e

(ii7) ako su A i B disjunktni skupovi iz ¥, tada je

S5 (S5] @
/ F@d,u,:/FQdu@/FQdu
AUB A B
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

(u slucaju da je ® idempotentna operacija, uslov disjunktnosti moze da
se izostavi),

5
(v) ako je u(A) =0, tada je /F ©®du = {0},
A

2] 52
(v) ako je 0 < a, tadaje/(a@F)@d,uza@/F@du,
b's X

gde je =g relacija data v odeljku 1.5.

2.3.1 Pseudointegral intervalno-vrednosne funkcije u odnosu
na ¢-meru

Intervalno-vrednosne funkcije imaju primenu u raznim oblastima nauke
i tehnike (u kompjuterskoj grafici, optimizaciji, slucajnim skupovima, fazi
sluajnim promenljivim itd.)(videti [1, 77]). Sve veéa moguénost njihove
primene dovela je do potrebe za izuc¢avanjem intervalno-vrednosnih funkcija,
pa samim tim i do integracije takvih funkcija.

Specijalan slucaj skupovno-vrednosnih funkcija predstavljenih u odeljku
2.3 su intervalno-vrednosne funkcije. Pseudointegral intervalno-vrednosne
funkcije je izucavan u [40].

Neka je Z klasa svih zatvorenih podintervala intervala [a,b]; data sa
(1.4).

Definicija 2.21 ([40]) Intervalno-vrednosna funkcija F' je funkcija koja pre-
slikava skup X u Z.

U radu [40] su izucavane intervalno-vrednosne funkcije koje su merljive u
smislu definicije 2.17.

Kako je kodomen intervalno-vrednosne funkcije F interval, intervalno-vre-
dnosna funkcija F' ima reprezentaciju

F(z) = [l(z),r(z)], (2.17)

gdesul: X —[a,b]ly ir: X — [a,b]; granicne funkcije.

Jasno je da su grani¢ne funkcije merljive kao i da l(x),r(z) € F(x), za
svako x € X. Medutim, u opstem slucaju ogranicenost i pseudointegrabilnost
grani¢nih funkcija ne moraju biti zadovoljeni (videti [40]). Dovoljan uslov
za ogranicenost i pseudointegrabilnost grani¢nih funkcija je dat u slede¢em
tvrdenju dokazanom u [40].
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2.8 Pseudointegral skupovno-vrednosne funkcije u odnosu na &-meru

Tvrdenje 2.5 ([40]) Ako je intervalno-vrednosna funkcija F : X — T
pseudointegrabilno ogranicena, tada njene granicne funkcije pripadaju klasi

S(F).

Na osnovu prethodnog tvrdenja moze se zakljuciti da za grani¢ne funkcije
pseudointegrabilno ogranic¢ene intervalno-vrednosne funkcije F' vazi

l(x) = inf)f(ﬂs) i r(z)= sup f(x).

fes(r fES(F)

Pseudosabiranje i pseudomnozenje dve intervalno vrednosne funkcije, kao
i pseudomnozenje intervalno-vrednosne funkcije konstantom je definisano na
sledeé¢i nadin.
Neka su F; i F5 intervalno-vrednosne funkcije date grani¢nim funkcijama
sa [1(z) = [l1(x),r1(z)] i Fa(x) = [l2(z),r2(2)] i @ € [a, b]+. Tada je
(F1® Fy)(x) = Fi(z) ® Fa(),

(F1 ® Fg)(l‘) = Fl(l‘) ® FQ(IL‘)

(a0 ® F1)(z) = a® Fi(z).

Na osnovu reprezentacije (2.17) intervalno-vrednosne funkcije i osobina
pseudosabiranja i pseudomnozenja intervala iz dela 1.4 sledi

(F1 & F2)(z) = [h(z) © l2(x), 1 (2) & r2(2)],
(F1 © F2)(z) = [h(z) © l2(z), 11 (2) © 12()]

(a® F)(z)=a®li(x),a ®r(x)].

Kako su intervalno-vrednosne funkcije specijalan slucaj skupovno-vredno-
snih funkcija, sve definicije i tvrdenja koja vaze za pseudointegral skupovno-
vrednosne funkcije vaze i za pseudointegral intervalno-vrednosne funkcije.

Jos neke osobine pseudointegrala intervalno-vrednosne funkcije su date u
nastavku.

Posledica 2.1 ([40]) Neka je F intervalno-vrednosna funkcija. Tada je

b
/F ® du pseudokonveksan podskup od [a, b] 4.
X
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Lema 2.3 ([40]) Neka je F intervalno-vrednosna funkcija data graniénim
funkcijama 1 © v ogranicenim u smislu datog poluprstena. Tada je

52

D D
/F@dug [}Zl@du,/r@du
X

X

Lema 2.4 ([40]) Neka je F intervalno-vrednosna funkcija data granicnim

funkcijama l ©r ogranicenim u smislu datog poluprstena. Tada se sve vrednosti
2

D
iz otvorenog intervala ()[l ® du,/r ® d,u) mogu predstaviti kao pseudo-
X

@ &3
konveksna kombinacija o ® /l@ dp & O /T ©® du, gde je o, 8 € [a,b]+ i
a®p=1.
Na osnovu prethodne dve leme i tvrdenja 2.5 je pokazana sledeta teorema.

Teorema 2.2 ([40]) Neka je F' pseudointegrabilno ogranicena intervalno-
vrednosna funkcija sa granic¢nim funkcijama l i r. Tada je

o @ o
/F@d,u: L l@du,/r@d,u

X X

Neka je ([a,b],®,®) poluprsten druge klase, gde su pseudooperacije
date generatorom g : [a,b] — [0,00], sa (1.1) i (1.2) i neka je F intervalno-
vrednosna funkcija data grani¢nim funkcijama l : X — [a,b]+ ir: X — [a,b]+

sa F(z) = [l(z), r(z)].
Tada, na osnovu rezultata iz [40], g-integral intervalno-vrednosne funkcije
F je dat sa

/F@dﬂ—{ (X/goz gOM) (X/gor gou)]

Ako je generator g strogo monotono rastuéa funkcija sledi

]BFGdu—g_l (U(gol)d(gou),/(gor)d(gou)])-
X X
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2.4 g-integral pseudopolinoma sa intervalnim koeficijentima

Ako je generator g strogo monotono opadajuca funkcija sledi

/@F@duzgl (L/(gOr)d(gou),/(gol)d(gou)D-
X X

2.4 g-integral pseudopolinoma sa intervalnim koe-
ficijentima

U ovom delu je prikazan specijalan slucaj pseudointegrala intervalno-vre-
dnosne funkcije, g-integral pseudopolinoma sa intervalnim koeficijentima.
Date su definicije pseudopolinoma i pseudopolinoma sa intervalnim koe-
ficijentima kao jedan oblik uopstenja polinoma. Takode, predstavljen je
g-integral pseudopolinoma sa intervalnim koeficijentima i dokazana su ne-
ka njegova svojstva. Rezultati su dati u slucaju poluprstena druge klase,
tj. g-poluprstena. U ostalim slucajevima, na osnovu rezultata iz [57], pod
odredenim pretpostavkama poluprsteni prve i trece klase se mogu dobiti kao
grani¢na vrednost familije g-poluprstena.

Svi rezultati ovog odeljka su originalni i publikovani su u [26].

Neka je ([0, 00], @, ®) poluprsten druge klase gde su pseudooperacije date
strogo monotonim generatorom g : [0, co] — [0, o).

Definicija 2.22 Pseudopolinom p(n)(ac) pseudostepena n, n € N je definisan
sa
P (.’13) =an © .’E(n) Dap—1© x(n_l) D---PBa ® .’Ij(l) @ ag,

gde a, € [0,00], k € {0,1,...,n}ia, #0.
Neka je Z klasa svih zatvorenih podintervala intervala [0, oo].

Definicija 2.23 Pseudopolinom P,) (x) pseudostepena n, n € N sa interva-
Inim koeficijentima je definisan sa

Ppy(@) =4, 02™W @A, 102" Ve 04 02V A,
gde Ay = [ay,,ar,] €T, k€ {0,1,...,n} i A, # {0}.

Na osnovu definicije pseudomnozenja (1.2) i definicije pseudostepena (1.3)
se moze pokazati sledeca lema.

Lema 2.5 Neka je ([0,00],®,®) g-poluprsten i k,m,p € N. Tada je
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

(i) ax ©2® = g7t (g(ar) - (),
(i) am © 2™ @ ap, © 2P) = g7 (glam) - g™(x) + g(ap) - g(z)).

U narednoj lemi je pokazan slican rezultat za pseudopolinome sa interva-
Inim koeficijentima.

Lema 2.6 Neka je ([0, 0], ®,®) g-poluprsten i k,m,p € N. Za strogo mo-
notono rastuci generator g vazi:

(i) Ar@2® = g7 (g(lan,an)) - o"(x))

= |anogt (@), ar, 097 (¢"@))].

(i) Am©z™ e A, 0x®) = g7 (g(An) - g™ (x) + g(4,) - ¢7(x)) .
gde A, Am, Ap € L, i Ay, = [ag,, ak, ].
Dokaz. (i) Na osnovu definicije operacije ® dobija se
“Hg(Ar) - g(2™))
1 (glar, o)) - (g (g (2))))
“(g(lar, ax,)) - ()
1 (lg(ar) - ¢ (@), glar,) - ¢*(2)])
= |97 (9(ar) - 9" (@) ;97 (g(an,) - 8*())]
ak, © g7 (" (@) sax, @97 (6(2)]

(7i) Slicno, iz definicije operacija @ i ® dobija se

Ap 0™ @ A, 02® = g1 (g(Am ® zm) + g(A, ® x(p)))
g

Slican rezultat se moze pokazati i za poluprsten druge klase sa strogo
monotono opadajuéim generatorom g.
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2.4 g-integral pseudopolinoma sa intervalnim koeficijentima

Zaa®z™ e Loz, o pc (0, 00] i svaki strogo monoton generator g,
vazi
aczWepoz™ = (aop)os™
= g7 ' (gla® B) - g(x™)) (2.18)
= g ' ((9() + 9(B)) - 9" ()

)
2M oM = g
= g ' (g"(x)- g"(x)) (2.19)

g

= X

Lema 2.7 Neka je ([0, 00], ®,®) g-poluprsten sa strogo monotono rastucim
generatorom g i neka sum,n € N, a € (0,00]. Za pseudopolinom pseudoste-
pena m p(y () i pseudopolinom pseudostepena n qu)(x) vazi:

(1) Pam) (%) @ q(n) () pseudopolinom pseudostepena max{m,n};
(i1) @ ® pam)(x) pseudopolinom pseudostepena m;
(i11) Pim)(T) © q(n)(z) pseudopolinom pseudostepena m + n.
Dokaz. Dokaz sledi direktno iz (2.18) i (2.19). 0

Sli¢éno tvrdenje vazi i za pseudopolinome sa intervalnim koeficijentima.
Na osnovu rezultata iz [68] i definicije pseudostepena, sledi tvrdenje
sledece leme.

Lema 2.8 Neka je ([0,00], ®,®) g-poluprsten. Tada je

S
/ (ar@2™) @ du=g" (g(ak) /gk(fﬂ)d(g o u)) :

X X

Lema 2.9 Neka je ([0, 00], ®,®) g-poluprsten sa strogo monotono rastucim

generatorom g. Tada je
3

[aroa®) o a

X
g (g(akl)/gk(:v)d(gou)) 9! (g(akr)/g’“(rv)d(gou))] :
X

X
gde A = [akl,akr] el ke {0, 1,... ,n}.

37



Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Dokaz. Koristeci rezultate leme 2.6 i definiciju g-integrala intervalno-vre-

dnosne funkcije, za strogo monotono rastuci generator g se dobija
®

Jano2®) o an
! ( L[g 097" (glar) g" () d(g o ),
[a097 (slan) g @) dlg m] )
X

:g‘l(kg(ak,)g d(g o ), /g ar,) g gou)D

o (s vistsn) (oot

=g (gakl /9()d(90u)> g (9%,« /9()d(gou))
L X X

Slican rezultat vazi i za poluprsten druge klase sa strogo monotono
opadajuéim generatorom g.

O

Na osnovu leme 2.9 i osobina g-integrala intervalno-vrednosne funkcije
([40, 38, 39]) sledi naredna teorema.

Teorema 2.3 Neka je ([0, 00], ®, ®) g-poluprsten i neka je
Ppy(a) = 4,02 @--- 0 41 02V @ Ay,
pseudopolinom pseudostepena n, n € N sa intervalnim koeficijentima, gde

je Ay = lag,ar] € I, k € {0,1,...,n} ¢ A, # {0}. Tada je g-integral
pseudopolinoma P, (x) dat sa

52 1) ®
/ P(n)(w)QduzAnG/ a:<”)®du@~--eaAo@/ dp.
X X X

U nastavku su dati primeri kojima je ilustrovana pseudointegracija pseu-
dopolinoma sa intervalnim koeficijentima.

T

Primer 2.8 Neka je ([0, 00], @, ®) g-poluprsten sa generatorom g(x) = e”.
Tadajez @y =1In(e*+¢e¥), z0y=2+yiz™ =nz, zaneN.
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2.4 g-integral pseudopolinoma sa intervalnim koeficijentima

Za pseudopolinom sa intervalnim koeficijentima

13
Pyla) =030 |5,5] 0@,y 0a®

2’2}

vazi P)(r) = } ozM @ 0,10 z®

Slosob o
,2] @ [%—i—x,%—i—x} @ [22,1 + 27
= [In(1 +e7¥7), In(e? 4 €27)| @ [22,1 + 22]
_ [ln(1+€%+x+62m)7ln(62+6%+m +61+2x)} '
Dakle, g-integral pseudopolinoma sa intervalnim koeficijentima F3)(z)
nad intervalom [0, 1] je

D
1
[ (02} e ennon®)oa

[0,1]
1 1 1 3
54z 2z 2 5tz 142z
/eln(He2 te )alﬂfv/eln(e et e )dx]>
0 0

:m(

zln([%—i-e%—i-%eQ—e%,eQ—i-eg+%e3—e
= In ([7.027,23.773])
= [1.9498, 3.16855] . o

Primer 2.9 Neka je ([0, ], ®,®) g-poluprsten sa generatorom g(z) = 2.

Tada jex ®y = (a:2+y2)%, tOy=z-yiz™ =2" zaneN.
Za pseudopolinom sa intervalnim koeficijentima F3) (x) iz primera 2.8
vazi

Pay@) = (0.2} 3oz ae1]e0a®
= 0o} 3|esa1]oa?
= .20 (3 %] @0,
= [(5)%, 4+ %)z] @ 0,47

Dakle, g-integral pseudopolinoma sa intervalnim koeficijentima F3)(z)
nad intervalom [0, 1] je
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

52

/ <[072] & B 2] oz & 10,1] @x(2)> ® du
[0,1]

1 9 1 9 %
- ([/de,/(4+9Z+x4)de
0

0
1

- ()’

— [0.2887,2.2249] . o

2.5 Pseudointegral realne funkcije u odnosu na inte-
rvalno-vrednosnu @&-meru

Pseudointegral realne funkcije f : X — [a,b], gde je ([a,b],®,®) polu-
prsten koji pripada jednoj od tri osnovne klase, u odnosu na intervalno-vre-
dnosnu @-meru je prosirenje pseudointegrala realne funkcije f u odnosu na -
meru. Sli¢no konstrukciji pseudointegrala u odnosu na @-meru i konstrukcija
pseudointegrala u odnosu na intervalno-vrednosnu @-meru pocinje definicijom
pseudointegrala elementarne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu -
meru.

U nastavku se posmatra intervalno-vrednosna @-mera fi ,, data definicijom
1.11, a definicije i tvrdenja sa dokazima su dati u [35].

Definicija 2.24 ([35]) Pseudointegral elementarne funkcije e date sa (2.2),
u odnosu na intervalno-vrednosnu @G-meru i, je

@ oo
/e@dﬁM =Pai omm (A),

gde su A; disjunktni skupovi iz o-algebre F podskupova od X.

Tvrdenje 2.6 ([35]) Ako je e elementarna funkcija data sa (2.2), tada vaZi

S @

®
/e@dﬁM: U@@d,ul,/e@d,ur
X X

40
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2.5 Pseudointegral realne funkcije u odnosu na intervalno-vrednosnu ®-meru

o o
gde su /e ® d,ul,/e ® du, pseudointegrali elementarne funkcije e dati sa

X X
(2.3), Ting intervalno-vrednosna @-mera iz definicije 1.11, a relacija totalnog
poretka je uobicajeni poredak.

Definicija 2.25 ([35]) Pseudointegral merljive funkcije f : X — [a,b] u
odnosu na intervalno-vrednosnu ®-meru fi, iz definicije 1.11 je

D 2
[ rodiy = lin [ enodiy,
X X

gde je {¢n : n € N} niz elementarnih funkcija takvih da d (¢, (x), f(z)) — 0
uniformno, kada n — oo, gde je d metrika data u delu 1.2.

Definicija 2.26 ([35]) Pseudointegral merljive funkcije f u odnosu na inter-
valno-vrednosnu ®-meru iy, na proizvolinom nepraznom podskupu A skupa
X je dat sa

D [&5)
/f@dﬁMz/(f®><A)@dﬁM,
A X

gde je x4 pseudokarakteristicna funkcija skupa A data sa (2.1).

U [35] je pokazano sledece tvrdenje.
Tvrdenje 2.7 ([35]) Ako je f: X — [a,b] merljiva funkcija, tada je

o ® o
/f@dﬁM: L[f@d/u,/f@d,ur
X X

gde je [ty intervalno-vrednosna ®-mera iz definicije 1.11, a relacija totalnog
poretka je uobicajeni poredak.

)

Dakle, pseudointegral funkcije f u odnosu na intervalno-vrednosnu é-meru
Tiag = 1, pir] je interval kod koga je leva granica jednaka pseudointegralu
funkcije f u odnosu na &-meru p;, a desna pseudointegralu funkcije f u
odnosu na G-meru f.

Jos neke osobine pseudointegrala u odnosu na intervalno-vrednosnu &®-
meru fi,,, prikazane u nastavku, dokazane su u [35].

Tvrdenje 2.8 ([35]) Neka su f, f1, fa : X — [a,b] merljive funkcije, o €
[a,b]+ i A podskup skupa X iz F. Tada vazi:
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

(4)

X\@

D D
(f1EBf2)®dHM=/f1®dﬁM@/f2®dﬁM;
X X

(i)

S~

@
(CY@f)@dﬁM:a@/f@dﬁm;
X

(tii) [ aOdiy =a®ay(A);

b\@

S5} (S5}
(i0) ako f1 = f2 onda [ 1 diing =5 [ o diine
X X

Primer 2.10 ([35]) Ako je iy, intervalno-vrednosna @&-mera iz primera
1.7, a poluprsten je takav da pseudosabiranje generise uobicajen poredak na
intervalu, tada je pseudointegral u odnosu na meru 4, oblika

] S
[ £ @, = [0,/f®dur
X X

Koristec¢i definiciju pseudointegrala funkcije f u odnosu na intervalno-vre-
dnosnu @-meru fi 4, pokazano je (videti [35]) da se moze konstruisati nova

skupovno-vrednosna funkcija ﬁf\/t data na sledeé¢i nacin

D D D
ﬁfw(A)Z/f@dﬁM: L/deuz,/deur
A A

Za ovako definisanu skupovno-vrednosnu funkciju vazi da je intervalno-vre-
dnosna @-mera koja je monotona u odnosu na poredak =g iz definicije
1.8.

. ACX.

2.6 Intervalno-vrednosna pseudometrika

U ovom delu je predstavljen originilni rezultat publikovan u [55]. Pomoéu
intervalno-vrednosne @-mere je definisana pseudometrika, tj. intervalno-
vrednosno rastojanje izmedu dve merljive funkcije.

Neka je (X,X,m) prostor mere, gde je m : ¥ — [0,00) nenegativna
mera i neka je £P(m) skup svih m-merljivih funkcija f, takvih da je |f|P
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2.6 Intervalno-vrednosna pseudometrika

m-integrabilna funkcija. U realnoj analizi se rastojanje d : £LP(m)? — [0, 00)
izmedu dve m-integrabilne funkcije fi i fo definiSe pomoc¢u LP norme (videti
[14]), tj.

v

d(f1, f2) = lf1 = fallp = /|f1 — lepdm)

Medutim, za dve funkcije fi i fo koje su jednake skoro svuda u odnosu na
meru m, jasno je da je d(f1, f2) = 0, pa ovako definisana funkcija d nije
metrika na £P(m).

Prethodni problem se moze izbeéi ako se posmatra klasa ekvivalencije
funkcija iz £P(m) koje su jednake skoro svuda u odnosu na meru m sa
funkcijom f € L£P(m). Neka je F klasa ekvivalencije funkcija iz £P(m) koje
su jednake skoro svuda u odnosu na meru m sa funkcijom f € £P(m). Neka
je LP skup svih klasa ekvivalencije funkcija jednakih skoro svuda u odnosu
na meru m. Tada se definiSe rastojanje izmedu dve klase F} i F5 na sledeci
nacin:

D(F1, F5) = d(f1, f2),

gde je f1 € F1 i fo € F5. Ovako definisano rastojanje je metrika na prostoru
LP (videti [14]).

Prethodni rezultat je u [83] uopsten za subaditivne mere, a u [75] je
umesto Lebegovog integrala posmatran pseudointegral u odnosu na @-meru.

Pseudo L? prostor definisan u [75] je jedno uopstenje L? prostora u okviru
pseudoanalize. Pokazano je (videti [2]) da ako f; i fo pripadaju pseudo
L? prostoru, tada i f; ® fo takode pripada pseudo L? prostoru. Ako fi
pripada pseudo LP prostoru, fo pripada pseudo L¢ prostoru i % + % =1, za
p,q € (1,00), tada f; ® fo pripada pseudo L' prostoru. Prethodni rezultat
je pokazan za poluprstene druge klase, gde je g strogo monotono rastuci
generator i za poluprstene prve klase kod kojih je pseudosabiranje & = sup,
a pseudomnozenje je dato strogo monotono rastu¢im generatorom g.

U nastavku je data definicija pseudometrike na proizvoljnom nepraznom
podskupu intervala [a, b], sa vrednostima u poluprstenu i definicija rastojanja
izmedu merljivih funkcija, koje su uvedene u [75].

Neka je ([a,b],®,®) g-poluprsten, gde je g strogo monotono rastuéi
generator ili poluprsten prve klase gde je pseudosabiranje & = sup, a pseu-
domnozenje je dato strogo monotono rastué¢im generatorom g. Neka je na
[a, b] data relacija totalnog poretka < .

Na nepraznom podskupu A intervala [a, b] definiSe se pseudometrika na
slededi nacin.
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Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

Definicija 2.27 ([75]) Funkcija dg : A X A — [a,b]+ je pseudometrika na
A ako vazi:

(PM1) dg(z,y) = 0 ako i samo ako z =y, za svako =,y € A,
(PM2) dg(z,y) = de(y, x), za svako z,y € A,

(PM3) postoji ¢ € [a, b]+ tako da za svako x,y,z € A vazi dg(x,y) =
c© (de(z,2) ® dg(z,y)).

Ako je ([a,b], ®,®) g-poluprsten, gde je g strogo monotono rastuéi gene-
rator, funkcija dg : [a,b] X [a,b] — [a,b] data sa

de(z,y) = g (lg(z) — g(v)), (2.20)

zadovoljava uslove definicije 2.27, odnosno dg, je pseudometrika na [a, b].
Jasno je da je tada ¢ = 1.

U [75] je pokazano da ako je ([a,b], &, ®) poluprsten kod koga je v ¢y =
sup(z,y), a pseudomnozenje je dato strogo monotono rastuéim generatorom
g, funkcija data sa (2.20) je pseudometrika na [a,b] i ¢ = g~1(2).

U [75] se za dve merljive funkcije f1 : X — [a,b] 1 fo : X — [a,b] 1
p € (0,00) definise funkcija

® (3)
Dpe(f1, f2) = (Y/(dea(fl,ﬁ))g}) ® du) : (2.21)
o

Specijalno, ako je p = 1 a pseudointegral je g-integral dat sa (2.5), tada je

Dig(fi,fo) =g " (ZQOdea(fl,fb)d(goﬂ)) :

Skup svih merljivih funkcija f : X — [a, b] takvih da je D) ¢, ( f, 0) konac¢na
vrednost u smislu posmatranog poluprstena se oznacava sa L5
Nedostatak funkcije date sa (2.21) je ilustrovan sledeé¢im primerom.

Primer 2.11 Neka su funkcije fi : X — [a,b] i fo: X — [a,b] takve da je

_ fl(x)7 IE(a,b)
ﬁ@y‘{c, z=ailiz=>h
Iako je fi # f2, jasno je da je za funkcije f1 i fo Dig(f1,f2) = 0, pa

funkcija D1 g ne zadovoljava uslov (PM1) definicije 2.27, odnosno, D; g nije
pseudometrika na prostoru merljivih funkcija. o
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2.6 Intervalno-vrednosna pseudometrika

Da bi se izbegao problem iz prethodnog primera, kao i u teoriji mere
potrebno je definisati klase ekvivalencije funkcija jednakih skoro svuda u
odnosu na posmatranu @-meru.

Definicija 2.28 ([75]) Dve merljive funkcije f1: X — [a,b] 1 fo : X — [a, ]
su jednake skoro svuda u odnosu na @-meru p na X, u oznaci fi = fa p-s.s.,
ako je

p(z e X: filz) # fa(x)) = 0.

Neka je F' skup svih merljivih funkcija iz X u [a, b] koje su jednake skoro
svuda sa funkcijom f : X — [a,b] u odnosu na @-meru pu, tj. F' je klasa
ekvivalencije kojoj pripada merljiva funkcija f. Skup svih klasa ekvivalencije
se oznac¢ava sa LE i naziva se pseudo L prostor (videti [75]).

Kao i u klasi¢noj teoriji mere, u [75] je za dve klase ekvivalencije F} i Fj,
definisana funkcija

Dy (F1, F2) = Dp o (f1, f2),

gde su f1 € F1, fo € Fy. Ovako definisana funkcija zadovoljava uslove (PM1),
(PM2) i (PM3), tj. Dpe je pseudometrika na skupu klasa ekvivalencije LY.

Na osnovu rezultata iz [75], u [55] je posmatran g-integral dat sa (2.5), pri
¢emu je g strogo monotono rastuci generator, a rastojanje izmedu funkcija
je definisano u odnosu na intervalno-vrednosnu @-meru iz definicije 1.11.
Rezultati iz [55] su originalni i predstavljeni su u nastavku.

Neka je ([a,b],®,®) g-poluprsten, gde je g strogo monotono rastuéi
generator i A C [a, b)].

Definicija 2.29 Funkcija Dg : A X A = 7 je intervalno-vrednosna pseudo-
metrika na A ako vazi:

(IPM1) Dg(z,y) = [0,0] ako i samo ako = =y, za svako z,y € A,
(IPM2) Dg(z,y) = Dg(y, x), za svako x,y € A,

(IPM3) za svako x,y,z € A vazi

Dg(z,y) =5 Dg(x,2) ® Dg(z,y).

Neka je I Dg intervalno-vrednosna funkcija definisana sa

9

® ®
IDg(f1, f2) = LZdEB(flaf?)®dul7/d@(flaf2)®dﬂr
X

45



Glava 2. Pseudointegral i neke njegove primene

gde je fing = [, por| intervalno-vrednosna @-mera iz definicije 1.11 odredena
familijom @-mera M.

Na osnovu primera 2.11 sledi da u pseudo LP prostoru postoje funkcije
fi1 fo takve da je f1 # fo i IDg(f1, f2) = [0,0]. Dakle, za funkcije f1 i f2
jednake skoro svuda u odnosu na @-meru p € M, uslov (IPM1) iz definicije
2.29 ne vazi, pa funkcija I Dg nije intervalno-vrednosna pseudometrika.

Koristeéi rezultate iz [75], funkcija I Dg (F}, F2) se definiSe sa

IDg(F1, Fy) = IDg(f1, f2),

gde su f1 € F1 1 fo € Fy, a F; je skup merljivih funkcija jednakih skoro svuda
u odnosu na @-meru p € M sa funkcijom f;, za i = 1,2.
Za krajeve intervala intervalno-vrednosne funkcije I Dg (F}, F2) vazi

D
/d@(fhh)@duz = g! /QOd@(flan)d(gom))
X \i
= g \!g(g‘l(lg(fl) —9(£2)))) d(gouz))
= g /\g(fl) —g(fz)ld(gom))
\
: 5]
/dea(fl,fz)@dur =g Q lg(f1) — g(f2) !d(goﬂr)) ,
X
tj.
IDg(F), Fy) =
[ (Y l9(f1) — g(f2)ld(g o ) ) (X lg(f1) — g(f2) !d(gour))] -

(2.22)

Primer 2.12 Neka je {X,, : n € N} niz slu¢ajnih promenljivih na prostoru
verovatnoce (Q, F,P) i ([a,b],®,®) g-poluprsten, gde je generator g strogo
monotono rastuéa funkcija. Neka je M = {j,, : pip, = g 1oP, = g loPo X1}
familija ©-mera p,, takvih da je (M, <) gusto linearno uredenje sa krajevima
p=gtoPoX iy =g loPoX !
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Za merljive funkcije f{ : R - R i fo : R — R vazi

IDg(f1, f2) = [}Zd@ (f1, f2) ®dul7/d@ fi, f2) © dpy

gde su
D
[dathi g @diu = g7 (Blgo A(X0) = g0 L(X)))
X o0
=g (/ !g(fl(w))—g(fz(w))!wz(fv)dw)
D
Jdatfim@du = g7 (B (lgo AKX =g fa(X)D)
X

= ( [ 1ot (fz(af))!%(x)dﬂ?)

a oy i ¢, funkcije gustine slucajnih promenljivih X; i X, redom i E(-)
matematicko ocekivanje slu¢ajne promenljive. o

Neka je ([a,b],®,®) g-poluprsten, gde je g strogo monotono rastuéi
generator.

Teorema 2.4 Neka su fi1 : X — [a,b] @ fo : X — [a,b] merljive funkcije.
Intervalno-vrednosna funkcija IDg(f1, f2) je intervalno-vrednosna pseudo-
metrika.

Dokaz. Jasno je da uslovi (IPM1) i (IPM2) vaze.

Na osnovu definicije relacije <g iz odeljka 1.5 dokaz uslova (IPM3) se
sastoji iz dva koraka.

Prvi korak: potrebno je pokazati da za svako x € IDg(f1, f2) postoji
y € IDg(f1, f3) ® IDg(f3, f2), tako da je x < y.

Neka je © € IDg(f1, f2). Na osnovu jednakosti (2.22) sledi

(x l9(f1) — g(f2)|d(g o m)) :
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Neka je f3: X — [a,b] merljiva funkcija. Kako je g strogo monotono rastuéi
generator sledi

Q lg(f1) — g(f2)|d(g om))

<g! Q(Ig(fl) —9(f3)| + lg(f3) — g(f2)|)d(g o m)) ,

pazay=g "' Q(Ig(fl) —g(fs)l + 19(f3) — g(f2)[)d(g ur)) vazi da je z <
y tj. ¢ = y. Na osnovu rezultata odeljka 1.4 je y € I Dg(f1, f3) ®IDg(f3, f2)-

Drugi korak: potrebno je pokazati jos da za svako y € IDg/(f1, f3) @
IDg(f3, f2) postoji © € IDg(f1, f2) tako da je x < y.

Neka je f3: X — [a,b] merljiva funkcija i y € IDg(f1, f3) ® IDg(f3, fa).
Tada je

- (X/(Ig(fl) —g(fs)| + 19(f3) — g(f2))d(g o Mz)) <y

Kako je g strogo monotono rastué¢i generator sledi

(X lg(f1) —g(f2) |d(90MZ))

<g? (X/(!g(fl) —9(f3)| + lg(f3) — g(f2)|)d(g o Mz)) :

Zax =g~ Q\g f1) —9(f2) Id(gouz)) jex <y (tj.x 2y)iz € IDg(f1, f2)-

Dakle, vazi uslov (IPM3), pa je funkcija I Dg/(f1, f2) intervalno-vrednosna
pseudometrika. O
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Glava 3

Pseudoverovatnoca i
generalizovana
pseudoverovatnoca

Slabe konvergencije nizova funkcija raspodele i verovatnosnih mera za-
uzimaju znacajno mesto u teoriji verovatnoce i statistici. Imaju primenu
u teoriji velikih devijacija i centralnim grani¢nim teoremama ([9, 11, 21]).
Predstavljaju osnovu za ispitivanje gustine i relativne kompaktnosti familija
ogranicenih pozitivnih mera u poljskim prostorima, a u metrickim prostorima
za veze sa konvergencijom u odnosu na Prokhorovljevu metriku ([5]).

U opstijem obliku u matematickoj analizi u teoriji lokalno konveksnih topo-
losko-vektorskih prostora slaba konvergencija nizova ima znacaj u izucavanju
slabe topologije ([80, 82]).

U nastavku su dati poznati rezultati teorije verovatnoée (definicija i
ekvivalentni uslovi slabe konvergencije niza verovatnoca)(videti [10, 12]), koji
predstavljaju osnovu za glavne rezultate ove disertacije.

Neka su P i {P, : n € N} verovatnoce, definisane na merljivom prostoru
(R,B(R)), gde je B(R) Borelova o-algebra podskupova od R.

Definicija 3.1 ([12]) Niz {P, : n € N} slabo konvergira ka P, u oznaci
P, ¥, P ako i samo ako za svaku ogranicenu i neprekidnu funkciju f : R - R

nlgngo/fdP :/fdP.
R R

Za skup A takav da za rub 0A vazi P(0A) = 0 se kaze da je P-neprekidan
skup.

vazi
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U literaturi je formulisano i dokazano nekoliko ekvivalentnih uslova slabe
konvergencije niza verovatnoca (videti [10, 12, 15]) koji su prikazani u sledec¢oj
teoremi.

Teorema 3.1 ([12]) Neka je P verovatnoéa i {P, : n € N} niz verovatnoca
na prostoru (R, B(R)). Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(74) limsup P, (F') < P(F), za svaki zatvoren skup F),

n—oo

(vi1) I%io%f P, (G) > P(G), za svaki otvoren skup G,

(iv) Jim P,(A) = P(A), za svaki Borelov skup A takav da je P(OA) = 0.

Pored uslova datih u teoremi 3.1, u literaturi se mogu nacéi i drugi uslovi
ekvivalentni slaboj konvergenciji niza verovatnoca koji uklju¢uju niz odgo-
varaju¢ih slu¢ajnih promenljivih i njihovo matematicko ocekivanje (videti
(10, 12)).

Neka su X i {X,, : n € N} slucajne promenljive koje odgovaraju verova-
tno¢ama P i {P, : n € N}, redom.

Niz slucajnih promenljivih {X,, : n € N} konvergira u raspodeli (slabo
konvergira) ka slucajnoj promenljivoj X, u oznaci X, £> X, ako za svaku

ograni¢enu neprekidnu funkciju f : R — R vazi

lim E(f(X,)) = E(f(X)),

n—0o0

gde je E(-) matematicko ocekivanje slucajne promenljive.
Poznato je (videti [10, 12]) da je

P, Y pPpex, D x (3.1)

U sledecoj teoremi su dati uslovi ekvivalentni slaboj konvergenciji niza
slucajnih promenljivih koji su na osnovu (3.1) uslovi ekvivalentni i slaboj
konvergenciji odgovarajuceg niza verovatnoca.

Teorema 3.2 ([10]) Neka je X slucajna promenljiva i {X, : n € N} niz
slucagnih promenljivih na prostoru (Q, F, P). Sledeci uslovi su ekvivalentni:

@) Xp 2 x,

(1) limsup P(X,, € F) < P(X € F), za svaki zatvoren skup F),

n—o0
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(7i7) linrr_1>iorng(Xn € G) > P(X € G), za svaki otvoren skup G,

(iv) nh_}rgo P(X, € A) = P(X € A), za svaki Borelov skup A takav da je
P(X € 0A) =0.

3.1 Pseudoverovatnoca

Pseudoverovatnoéa je jedno od moguéih uopstenja pojma klasi¢ne vero-
vatnoce. Izuc¢avana je u [34, 62, 63, 78, 79].

Neka je (Q, F,P) prostor verovatnoée i ([0, 00],®,®) g-poluprsten sa
generatorom g : [0, 00] — [0, 0], za koji vazi [0,1] C Range (g 1).

Definicija 3.2 Funkcija p: F — [0, 0o definisana sa
p(A) = (97" oP)(A), AeF
se naziva pseudoverovatnoca.
Za pseudoverovatnocu p iz definicije 3.2 vazi:
L p(@) =g¢7'(0)=0,

2. za niz {A; : i € N} u parovima disjunktnih skupova iz F

p (;le Ai> = g! <i§73(14i)> =g ( lim 3" gog~'o P(Az'))

=1 i=1

Dakle, ispunjeni su uslovi definicije 1.5 pa je funkcija p @&-mera.
Bitno svojstvo pseudoverovatnoce p je

P =g (1) =1

Moze se primetiti da pseudoverovatnoca p, iako zadovoljava uslov o-®-
aditivnosti, u opstem slucaju ne zadovoljava i uslov o-aditivnosti, osim kada
je generator g(x) = z i tada je pseudoverovatnoca zapravo verovatnoca.

Primer 3.1 Neka je ([0, 00|, ®,®) g-poluprsten sa generatorom g(z) = /.
Neka je Q = N i F = P(N) partitivni skup skupa prirodnih brojeva. Funkcija
p definisana tako da je p()) =0iza ) # A € F,

p(A) = (Z sz) ,

€A

gde je P;, = 2%]6, je pseudoverovatnoca na prostoru (N, P(N)). o
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Glava 3. Pseudoverovatnoca i generalizovana pseudoverovatnoca

Primer 3.2 Neka je ([0, 00], ®, ®) g-poluprsten sa generatorom g i P vero-
vatnoca na prostoru (R, B(R)). Na osnovu definicije 3.2 sledi da je

p=g 'oP
pseudoverovatnoca. o

Jos jedan primer neaditivnih funkcija su deformisane verovatnoée koje se
mogu nadiu [6, 17, 42]. Skupovna funkcija v na prostoru (2, F) je deformisana
verovatnoca ako postoji verovatnoéa P na prostoru (€2, F) i neopadajuéa
fukcija f : [0,1] — [0, 1] takva da je f(0) =0, f(1) =1iv(A) = f(P(A)),
A € F. Funkcija f se naziva funkcija distorzije i ne mora da bude strogo
monotono rastuc¢a funkcija. Ako je u g-poluprstenu funkcija g generator za
koji vazi g71(0) = 01 g~!(1) = 1, tada je pseudoverovatnoéa p =g 1o P i
deformisana verovatnoca.

Deformisana verovatnoc¢a ima primenu u matematickoj ekonomiji (posebno
u teoriji rizika), u teoriji odlu¢ivanja, kao i u mnogim drugim oblastima
teorijske i primenjene matematike (videti [6, 17, 42]).

Za dalji rad je neophodno uvesti pojam p-neprekidnog skupa, koji pre-
dstavlja analogon P-neprekidnog skupa iz teorije verovatnoce.

Neka je (€2, F,P) prostor verovatnoce i p pseudoverovatnoca iz definicije
3.2.

Definicija 3.3 Skup A € F je p-neprekidan skup ako za rub 0A skupa A
vazi
p(0A) = 0.
Kako je p(0A) = (g7 o P)(9A) i g71(0) = 0, sledi
p(0A) =0« P(0A) =0,

tj. skup A je p-neprekidan skup ako i samo ako je P-neprekidan skup.

3.2 Slaba konvergencija niza pseudoverovatnoca

U nastavku su prikazani originalni rezultati iz [34].
Neka je ([0, <], @, ®) g-poluprsten. Neka je p = g~ 1o P pseudoverovatnoda
i {p, :n € N}, gde je p, = g~ 'oP,,n € N, niz pseudoverovatnoéa na prostoru

(R, B(R)).
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3.2 Slaba konvergencija niza pseudoverovatnoca

Definicija 3.4 Niz pseudoverovatnoéa {p, : n € N} g-slabo konvergira ka

-wW
psudoverovatnodi p, u oznaci p, g—> p, ako i samo ako za svaku ogranic¢enu
(u smislu posmatranog g-poluprstena) neprekidnu funkciju f : R — [0, o]
vazi

@

D
lim /f@dpn:/f@dp.
R

n—00
R

Ekvivalencija slabe konvergencije niza verovatnoca i g-slabe konvergencije
odgovarajuceg niza pseudoverovatnoca je pokazana u sledecoj teoremi i
predstavlja originalni rezultat rada [34].

Teorema 3.3 Neka je ([0, 0], ®,®) g-poluprsten. Neka je P verovatnoca i
{P,, : n € N} niz verovatnoca na prostoru (R, B(R)). Za pseudoverovatnocu
p = g~ o P i niz pseudoverovatnoca {pn : n € N} gde je p, = g toP,,
n € N, vazi

-W
pn—>p<:>Pnﬂ>P.

Dokaz. Neka je f : R — [0, 00] ograni¢ena funkcija (ograni¢ena u smislu
posmatranog g-poluprstena) sa osobinom da je go f : R — [0, 0] takode
ogranic¢ena funkcija. Na osnovu definicije g-slabe konvegencije i neprekidnosti
i monotonosti funkcije g~ sledi

@ @
png—_v>vp & lim /f@dpn:/dep
n—oo
R R

& lim g7 (/(gOf)d(gOPn)) =g (/(QOf)d(gop))

R R
& gt (nlggo/(g o f)dPn) =g (/(g o f)dP>
R R

& lm [(gendP = [(go fap.
R

R

Kako je g o f neprekidna i ogranic¢ena funkcija jasno je da iz slabe ko-
nvergencije niza verovatnoca sledi g-slaba konvergencija odgovarajuéeg niza
psudoverovatnoca.
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Glava 3. Pseudoverovatnoca i generalizovana pseudoverovatnoca

Za f =g ! oh, gde je h neprekidna i ograni¢ena funkcija, jednakost

lim [(go f)dP, = /(gOf)dP

n—00
R R

postaje
lim / hdP,, = / hdP,
n—oo
R R

tj. iz g-slabe konvergencije niza psudoverovatnoca sledi slaba konvergencija
niza odgovarajuc¢ih verovatnoca. g

U sledeéem tvrdenju je dat poznat rezultat teorije verovatnocée (videti

[10]).

Tvrdenje 3.1 ([10]) Niz verovatnoéa {P, : n € N} slabo konvergira ka
verovatnoéi P ako i samo ako za svaku ogranicenu i neprekidnu realnu
funkciju h, niz {P, o h™' :n € N} slabo konvergira ka P o h™!.

Na osnovu tvrdenja 3.1 moze se zakljuciti da je, ako je generator g
posmatranog poluprstena ogranicena funkcija, g-slaba konvergencija niza
pseudoverovatnoéa {g~' o P, : n € N} ka pseudoverovatnoéi g=! o P je
ekvivalentna slaboj konvergenciji niza {P, 0g~':n € N} ka Pog™!.

Lema 3.1 Za niz {z, : n € N} elemenata g-poluprstena ([0, 0], ®,®) i
neprekidnu strogo monotono rastucu funkciju h : [0, 00] — [0, c0] vaZi:

(7) limsup h(xy,) = h(limsup zy,),

(13) hnrr_lg(gfh(xn) = h(lgr_l}ggf Tn).

Dokaz. Na osnovu definicije lim sup i hm 1nf a kako je h strogo monotono
n—oo
rastuca i neprekidna funkcija, sledi

(¢) limsuph(z,) = lim suph(zg) = Jim h(sup zx) = h( lim sup xy)
n—00 =00 k>n k>n =00 p>n
= h(limsupz,),
n—oo
(44) hnnl)loréfh(:zn) = nh_)rrolo égi h(zy) = hm h(lgnf xp) = h(nhngO ’igi xr)
= h(liminf z,).
n—oo
O
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3.2 Slaba konvergencija niza pseudoverovatnoca

Lema 3.2 Za niz {x, : n € N} elemenata g-poluprstena ([0, 0], ®,®) i
neprekidnu strogo monotono opadajucu funkciju h : [0, 00] — [0, 0] vaZi:

(1) limsup h(x,) = h(liminf z,,),

n—00 n—00

(74) liminf h(z,) = h(limsup x,,).

n—00 n—o0

Dokaz. Na osnovu definicije lim sup i lim inf, a kako je h strogo monotono
n—00 n—oo

opadajuca i neprekidna funkcija, sledi

(?) limsup h(zn) = ,}ggozgg h(ae) = lip h(inf o) = h(lim inf z)
= h(liminf z,),
n—oo
(i) liminth(a,) = lim inf hay) = lim h(supay) = h( lim sup)
= h(limsupz,).
n—oo
O

Za najmanju tacku nagomilavanja lim inf x,, i najveéu tacku nagomilavanja
lim sup x,, niza {x, : n € N} elemenata g-poluprstena ([0, o], ®, ®), vazi

lim inf z,, < limsup x,, (3.2)
n—00 n—00

gde je < relacija totalnog poretka na intervalu [0, co].

Lema 3.3 Za niz {x, : n € N}elemenata g-poluprstena ([0, 00|, ®, ®), gde je
generator g strogo monotono opadajuca funkcija i neprekidnu strogo monotono
opadajuéu funkciju h : [0, 00] — [0, 00] vazi:

(7) limsup h(x,) < h(limsup z,),

n—o0 n—oo

(i) h(linniioréf Tp) < linnl)ioréfh@n).

Dokaz. Kako je generator poluprstena strogo monotono opadajuca funkcija,
za niz {x, : n € N} elemenata g-poluprstena, na osnovu nejednakosti (3.2)

vazi lim sup x,, < liminf z,,. Kako je h strogo monotono opadajuca funkcija,
n—00 n—o0

sledi
h(limsup x,,) > h(liggioréf Tn). (3.3)

n—oo

Na osnovu leme 3.2 i nejednakosti (3.3) dobija se
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Glava 3. Pseudoverovatnoca i generalizovana pseudoverovatnoca

n—oo

(1) limsup h(xy,) = h(liminf z,) < h(limsup zy,).
=h h

n—oo n—oo
(i7) lim inf h(xy,) (hzr;s;p Tp) > (hnrr_1>10réf Tp,). O

Glavni rezultat rada [34], ekvivalentni uslovi g-slabe konvergencije niza
pseudoverovatnoca, dat je u sledecoj teoremi.

Teorema 3.4 Neka je p pseudoverovatnoéa i {p, : n € N} niz pseudo
verovatnoca na prostoru (R, B(R)). Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

. g-w
(i) pn = p,

(73) limsupp,(F) = p(F), za svaki zatvoren skup F,

n—oo

(7i1) p(G) = liggicgfpn(G), za svaki otvoren skup G,
(1v) nh_)rrolopn(A) =p(A), za svaki p-neprekidan skup A.

Dokaz. (i) = (i1): Kako je na osnovu teoreme 3.3 g-slaba konvergencija niza
pseudoverovatnocéa ekvivalentna sa slabom konvergencijom odgovarajuceg
niza verovatnoca, iz teoreme 3.1 sledi da je uslov (i) ekvivalentan uslovu
limsup P, (F) < P(F), za svaki zatvoren skup F.

n—oo

Ako je g strogo monotono rastuéi generator, tada je

g (tmsup Po(F) ) < g7 (P(F)) (34)

n—oo

a ako je g strogo monotono opadajuéi generator, tada je

g7 (lmsup P (F)) = g7 (P(F)) (35)

n—oo

Neka je g strogo monotono rastuéi generator. Na osnovu leme 3.1 sledi
limsup g (P, (F)) = ¢g~* (lim sup Pn(F)> . (3.6)
n—oo n—o0

Iz jednakosti (3.6) i nejednakosti (3.4) se dobija
limsupp,(F) = limsupg (P, (F)) =g} (lim sup Pn(F)>
n—o00 n—00 n—o0
< g Y(P(F)) =p(F).
Neka je g strogo monotono opadajuéi generator. Za niz verovatnosnih
mera {P,(F) : n € N} vazi liminf P,,(F') < limsup P,(F'), pa kako je g
n—00 n—o00

strogo monotono opadajuéi generator, sledi

N—00 n—00

g ! (lim inf Pn(F)) >g! <lim sup Pn(F)) . (3.7)
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Na osnovu leme 3.2 je

limsup g~ (P, (F)) = (hm inf P,(F )) (3.8)

n—00 n—00

Iz jednakosti (3.8), nejednakosti (3.7) i nejednakosti (3.5) se dobija
limsupp,(F) = limsupg (P, (F)) =g ! (lim inf Pn(F))
n—00 n—090 n—o0

v

! (tmsup Po(F)) = g7 (P(F)) = p(F).

Dakle, za svaki zatvoren skup F' vazi lim sup p,(F) < p(F).
n—oo

(7i) = (i): Neka je g strogo monotono rastuéi generator. Tada je uslov
lim sup p,, (F') < p(F') ekvivalentan sa hm 1 8D pn(F) < p(F), za svaki zatvo-

*>
ren skup F. Kako je g strogo monotono rastum generator, dobija se

p (hm suppn<F>) < g(p(F)). (3.9)

n—o0

Na osnovu leme 3.1 i nejednakosti (3.9) sledi

n—oo n—oo n—oo

i sup P, (F) = limsup(g o) (F) = g (lmsuppu (F) ) < g(p(F)) = P(F).

Neka je g strogo monotono opadajuéi generator. Uslov lim sup p, (F') <
n—oo
p(F) je ekvivalentan sa limsupp,(F) > p(F'), za svaki zatvoren skup F.
n—o0
Kako je g strogo monotono opadajué¢i generator, dobija se
g (1msupp,(F)) < g(p(F). (3.10)

n—o0

Koristeéi lemu 3.3 i nejednakost (3.10) dobija se

i sup P,(F) = limsup(g ) () < g (1imsup pu(F) ) < g(o(F) = P(E)

n—oo n—oo n—oo

Dakle, za strogo monotono rastudi i strogo monotono opadajuéi generator
i svaki zatvoren skup F' vazi

limsup p,(F) < p(F) = limsup P,,(F) < P(F).

n—00 n—oo

Kako je na osnovu teoreme 3.1 uslov limsup P, (F) < P(F) ekvivalentan
n—oo

slaboj konvergenciji niza verovatnoca, koja je na osnovu teoreme 3.3 ekviva-
lentna g-slaboj konvergenciji odgovarajuéeg niza pseudoverovatnoca, sledi
tvrdenje.
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(1) = (di7): Kako je na osnovu teoreme 3.3 g-slaba konvergencija niza
pseudoverovatnoca ekvivalentna sa slabom konvergencijom odgovarajuceg
niza verovatnoca, iz teoreme 3.1 sledi da je uslov (i) ekvivalentan uslovu
hnnl> iogf P,(G) > P(G), za svaki otvoren skup G.

Ako je g strogo monotono rastuéi generator, tada je

g ! (liminf Pn(G)) > ¢ H(P(G)), (3.11)

n—oo

a ako je g strogo monotono opadajuéi generator, tada je

g ! (limiann(G)) < ¢ HP(G)). (3.12)

n—oo

Neka je g strogo monotono rastuéi generator. Na osnovu leme 3.1 sledi

liminf g~ (P,(G) = g~ (liminf P.(G)). (3.13)

n—oo n—o0

Iz jednakosti (3.13) i nejednakosti (3.11) se dobija
o P | — a1 (timmi
liminfpa(@) = liminfg~! (P.(G)) = g~ (liminf ()
> g (P(G)) =p(G).
Neka je g strogo monotono opadajuéi generator. Za niz verovatnosnih
mera {P,(G) : n € N} vazi lirgiann(G) < limsup P, (G), pa kako je g
n—oo n—00

strogo monotono opadajuéi generator, sledi

gt (lim inf Pn(G)) >g! (limsup Pn(G)) . (3.14)
n—00 n—00
Na osnovu leme 3.2 je
lirginfg_l(Pn(G)) =g ! (hmsup Pn(G)) . (3.15)
n—oo n—oo

Iz jednakosti (3.15), nejednakosti (3.14) i nejednakosti (3.12) se dobija
liminf p,(G) = liminfg ' (P,(G)) =g~ ! (lim sup Pn(G))
Nn—00 n—00 n—00
< g7 (lminf Po(G)) < g7 (P(G)) = p(G).
Dakle, za svaki otvoren skup G vazi p(G) = liggicgfpn(G),

(7i1) = (i): Neka je g strogo monotono rastuéi generator. Tada je uslov
p(G) = lim inf pn(G) ekvivalentan sa lim inf pn(G) > p(G), za svaki otvoren
n—oo n—oo
skup G. Kako je g strogo monotono rastuc¢i generator, dobija se

g (lminfpn(G)) > 9(p(G) (3.16)

n—oo
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Na osnovu leme 3.1 i nejednakosti (3.16) sledi
lim inf P, (G) = lim inf g(p,(G)) = ¢ (liggggfpn(G)) > g(p(G)) = P(G).

Neka je g strogo monotono opadajuéi generator. Tada je uslov p(G) =
lim inf p,, (G) ekvivalentan sa lim inf p,, (G) < p(G), za svaki otvoren skup G.
n—oo n—oo
Kako je g strogo monotono opadajuéi generator, dobija se

g (liminf pu(G)) > 9(p(G)). (3.17)

Koristeéi lemu 3.3 i nejednakost (3.17) dobija se

lim inf P,(G) = lim inf g(p(G)) > g (liminf p, () > g(p(G)) = P(G).

n—o0 n—oo

Dakle, za strogo monotono rastudi i strogo monotono opadajuéi generator
i svaki otvoren skup G vazi

p(G) = linrr_1>ioréfpn(G) = P(G) > liminf P,(G).

n—0o0

Kako je na osnovu teoreme 3.1 uslov lim inf P,(G) > P(G) ekvivalentan

slaboj konvergenciji niza verovatnoca, koja je na osnovu teoreme 3.3 ekviva-
lentna g-slaboj konvergenciji odgovarajuceg niza pseudoverovatnoca, sledi
tvrdenje.

(1) = (iv): Kako je p(0A) = 0 & P(0A) =0, iz teoreme 3.1 se dobija

lim P,(A) = P(A).
Sada jasno sledi

Tim pa(A) = lim g7'(P,)(4) =g~ ( lim Pn(A)) =g ' (P(A)) = p(A).

n—oo

(iv) = (i): Neka je A Borelov skup takav da je p(0A) = 0. Kako je

g7 (P(4)) = p(A) = lim p,(4) = lim g7 (Pu(4) = g~ ( lim P, (4))

n—oo n—oo n—oo

dobija se
P(A) = lim P,(A),

n—oo
gde je P(OA) =0, P, =gopp, n € Ni P = gop. Na osnovu teoreme 3.1
sledi P, ¥, P. Kako teorema 3.3 daje ekvivalenciju slabe konvergencije niza

verovatnoca i g-slabe konvergencije odgovarajuceg niza pseudoverovatnoca,
sledi tvrdenje, ¢ime je dokaz zavrsen. a
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Glava 3. Pseudoverovatnoca i generalizovana pseudoverovatnoca

Primer 3.3 Neka je ([0, 0], ®,®) g-poluprsten sa strogo monotono rastu-
¢im generatorom g¢(z) = 2%, a > 0.

Tada je g~ !(z) = /= pa je niz pseudoverovatnoéa {p, : n € N} dat sa
pn = VP, n €N, a pseudoverovatnoca p sa p = VP.

Kako je generator g strogo monotono rastuca funkcija, totalni poredak =<
na intervalu [0, co] je uobicajeni poredak < .

Uslovi ekvivalentni g-slaboj konvergenciji niza pseudoverovatnocéa iz teo-
reme 3.4 su tada oblika:

g-w . .
pn = p < limsup ‘\*/Pn(F) < C\‘/P(F), za svaki zatvoren skup F’

n—oo

& {/P(G) < linrg ioréf v/ Pn(G), za svaki otvoren skup G

& nhi& v/ Pr(A) = (\*/P(A), za svaki p-neprekidan skup A.

<

3.2.1 Neki ekvivalentni uslovi g-slabe konvergencije

Neka je (2, F,P) prostor verovatnoce.

Definicija 3.5 ([10]) Niz slucajnih promenljivih {X,, : n € N} na prostoru
verovatnoée (0, F, P) konvergira u verovatnoéi P ka slu¢ajnoj promenljivoj

X, u oznaci X, 2) X, ako za svako € > 0 vazi

nlgréo??({w €N | Xp(w) — X(w)| >e})=0.
Poznato je da je konvergencija u verovatnodi niza slucajnih promenljivih
{X,, : n € N} ekvivalentna slaboj konvergenciji niza verovatnoéa { P, : n € N}
ka verovatnoéi P, gde je P, = Po X, 1 i P=Po X! tj.

X, By x e p, Y p (3.18)

U nastavku je izvedeno nekoliko ekvivalentnih uslova raznih vrsta konve-
rgencija na g-poluprstenu. Rezultat je originalan i publikovan je u [27].

Neka je ([0, ], ®,®) g-poluprsten. Na osnovu teoreme 3.3 slaba konve-
rgencija niza verovatnoéa { P, : n € N} je ekvivalentna g-slaboj konvergenciji
odgovarajuéeg niza pseudoverovatnoéa {p, : n € N}, tj.

P, — P < p, = p, (3.19)
gdejepn:g_lopnip:g_lop.
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3.2 Slaba konvergencija niza pseudoverovatnoca

Dakle, na osnovu ekvivalencija datih sa (3.18) i (3.19) dobija se da
je konvergencija u verovatnodi niza slucajnih promenljivih {X,, : n € N}
ekvivalentna g-slaboj konvergenciji odgovarajuceg niza pseudoverovatnoca,
tj.

Xn£>X<:>png_—V>vp.

Definicija 3.6 Niz slucajnih promenljivih {X,, : n € N} na prostoru vero-
vatnoée (2, F, P) konvergira u pseudoverovatnoci ka slu¢ajnoj promenljivoj

. -P ..
X, u oznaci X, g—> X, ako za svako € > 0 vazi

; -1 . _ —
nh_}rgog oP{w € Q:|X,(w) — X(w)| >e}) =0.
Kako je uslov lim g loPH{we Q: | Xy(w) — X(w)| > ¢}) = 0 ekvi-
n—oo
valentan uslovu lim P{w € Q| Xp(w) — X(w)] > €} = 0, sledi da je
n—oo
konvergencija u pseudoverovatnoéi niza slu¢ajnih promenljivih {X,, : n € N}
ekvivalentna konvergenciji u verovatnoéi posmatranog niza slucajnih prome-
nljivih, tj.
x, B xex, Bx (3.20)
Dakle, na osnovu ekvivalencija datih sa (3.18), (3.19) i (3.20) moze se
zakljuciti da je

X, xex, Bixer, Y pop i, (3.21)

U [51] je posmatrana konvergencija u meri g merljivih funkcija X,, : @ — R
i X:Q — R, gde je u neaditivna monotona mera na merljivom prostoru
(Q,F).

Naime, niz merljivih funkcija {X,, : n € N} konvergira u meri p ka funkciji

X, u oznaci X, i> X, ako za svako ¢ > 0 vazi
Jim w{| X, — X| >¢e})=0. (3.22)

Dakle, ako se za niz merljivih funkcija uzme niz slu¢ajnih promenljivih
{X, : n € N}, i ako je generator g strogo monotono rastuéa funkcija,
konvergencija u pseudoverovatnoéi se poklapa sa konvergencijom u meri
datoj sa (3.22). Tada, na osnovu (3.21), sledi da je g-slaba konvergencija niza
pseudoverovatnoéa ekvivalentna konvergenciji u neaditivnoj meri = ¢! o
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Glava 3. Pseudoverovatnoca i generalizovana pseudoverovatnoca

P = p niza sluc¢ajnih promenljivih {X,, : n € N} ka sluc¢ajnoj promenljivoj
X, tj.
Pn _—V>V p<s X, i) X.

g-slaba konvergencija niza pseudoverovatnoéa {p, : n € N} je ekvivalentna
i konvergenciji u @-meri odgovarajuéeg niza slucajnih promenljivih {X,, :
n € N} u pseudo-L! prostoru u smislu definicije iz [75].

Na osnovu [75], za strogo monotono rastuéi generator g : [0, 00] — [0, o0]
ie >0, konvergencija u @-meri niza sluc¢ajnih promenljivih {X,, : n € N}
ima oblik

,}EEOP({WGQ: |90 Xn(w) —goX(w)| >¢e}) =0,
tj.
goXnggoX,

gde je g o X je slucajna promenljiva na prostoru verovatnoée (Q, F,P), a
{goX,, : n € N} niz slu¢ajnih promenljivih na prostoru verovatnoce (2, F, P).
Kako je g neprekidna funkcija, sledi da je

XngX<:>goXn£>goX.

Sada je, na osnovu niza ekvivalencija datih sa (3.21), g-slaba konvergencija
niza pseudoverovatnoéa {p, : n € N} ekvivalentna konvergenciji u @&-meri
odgovarajuéeg niza sluc¢ajnih promenljivih {X,, : n € N}, tj.

png_—>wp<:>goXnggoX.

Na slici 3.1 su Sematski prikazane dobijene ekvivalencije raznih vrsta
konvergencija. Na slici 3.2 su Sematski prikazane dobijene veze g-slabe ko-
nvergencije i konvergencije u neaditivnoj meri datoj u [51].

r, Y p < X, 2} X
\‘ g-w
\ Pn TP /
x, 98 x

Slika 3.1 Razne vrste konvergencija i g-slaba konvergencija
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3.2 Slaba konvergencija niza pseudoverovatnoca

g-w p
Pn——p < X n—> X

goXnggoX

Slika 3.2  g-slaba konvergencija i konvergencija u neaditivnoj meri

3.2.2 g¢g-Melinova transformacija i g-slaba konvergencija

U nastavku je pokazana veza izmedu konvergencije niza g-Melinovih
transformacija sluc¢ajnih promenljivih definisanih u odeljku 2.2.1 i g-slabe
konvergencije odgovarajuéeg niza pseudoverovatnoca. Rezultat je originalan
i publikovan u [31].

Neka je {X,, : n € N} niz nenegativnih slu¢ajnih promenljivih neprekidnog
tipa na prostoru verovatnoce (£, F,P) i neka je X nenegativna slucajna
promenljiva neprekidnog tipa na istom prostoru verovatnoce. Neka su Fl, i
Fx funkcije raspodele slucajnih promenljivih X,, i X, redom.

Definicija 3.7 ([12]) Niz funkcija raspodele {Fx, : n € N} slabo konvergira

ka funkciji raspodele Fx, u oznaci F,, R 'x, ako za svaku ogranicenu
neprekidnu funkciju f : R — R vazi

lim / flz)dFy, (z) = / f(z) dFx (2). (3.23)
R

n—00
R

Uslov (3.23) je ekvivalentan uslovu

lim Fy, (z) = Fx(z),

n—oo

u svakoj tacki x neprekidnosti funkcije Fx, (videti [10]), tj.
Fx, — Fx < lim Fy, (z) = Fx (), (3.24)
n—oo

u svakoj tacki x neprekidnosti funkcije Fly.

Neka je ([a,b], ®,®) g-poluprsten. U nastavku je posmatrana restrikcija
Melinove transformacije na skup R, zbog veze sa g-Melinovom transformaci-
jom datom sa (2.10), koja je definisana za s € R.

63
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Neka su MX,,, MX i M®X,,, M®X Melinove transformacije i g-Melinove
transformacije sluc¢ajnih promenljivih X,, i X, redom. Neka sve Melinove
transformacije MX,,, MX slucajnih promenljivih X,, i X postoje, tj. inte-
grali oblika (2.15) konvergiraju.

Poznato je da ako su sve Melinove transformacije M X,,, MX neprekidne
u nuli, tada, za s € R i svaku tacku x neprekidnosti funkcije Fx vazi

lim (MX,)(s) = (MX)(s) & lim Fx, (z) = Fx(z),

n—oo
(videti [30]).
Dakle, iz ekvivalencije date sa (3.24) sledi da za s € R

lim (MX,)(s) = (MX)(s) & Fx, s Fx. (3.25)
Lema 3.4 Neka je s € R. Tada, Jl)ngo(MXn)(s) = (MX)(s) ako i samo
ako nli_)rgo(./\/l@Xn)(s) = (MPX)(s).

Dokaz. Kako je g neprekidna funkcija, iz veze g-Melinove i Melinove tra-
nsformacije date sa (2.10), sledi tvrdenje. O

U sledecoj teoremi je pokazana veza izmedu konvergencije niza g-Me-
linovih transformacija slucajnih promenljivih i g-slabe konvergencije niza
pseudoverovatnoca.

Neka je (92, F,P) prostor verovatnoce i ([a, b], ®,®) g-poluprsten. Neka
su p, i p pseudoverovatnoce, gde je p, = g ' o Py, p = g Lo P, a g je
generator posmatranog poluprstena.

Teorema 3.5 Niz g-Melinovih transformacija {M®X,, : n € N} slucajnih
promenljivih X,, konvergira ka g-Melinovoj transformaciji M®X slucajne
promenljive X ako i samo ako odgovarajuci niz pseudoverovatnoéa {p, : n €
N} g-slabo konvergira ka pseudoverovatnoci p.

Dokaz. Na osnovu ekvivalencije date sa (3.25) i leme 3.4, za s € R sledi
Tim (MPX,,)(s) = (MPX)(s) & Fx, = Fx. (3.26)

Kako je slaba konvergencija niza funkcija raspodele ekvivalentna slaboj
konvergenciji odgovarajuéeg niza verovatnoéa (videti [10]), tj.

Fx, — Fx & P, % P,
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3.2 Slaba konvergencija niza pseudoverovatnoca

iz ekvivalencija datih sa (3.19) i (3.26) se dobija

lim (M®X,)(s) = (M®X)(s) & pn L5 p,

n—o0

pa sledi tvrdenje. O

Primer 3.4 Neka je {X,, : n € N} niz sluc¢ajnih promenljivih sa ekspo-
nencijalnom raspodelom sa parametrima A, > 0 i X slu¢ajna promenljiva
sa eksponencijalnom raspodelom sa parametrom A > 0, tako da A, — A,
n — oco. Funkcije gustine slucéajnih promenljivih X,, i X su redom date sa
ox, () = Ape ™7 2> 01 px(r) = Ae™** z > 0, a funkcije raspodele
slu¢ajnih promenljivih X,, i X su redom date sa Fx, (z) =1 —e % x>0
i Fx(z)=1—e?% 2>0.

Neka je ([0, 00], @, ®) g-poluprsten, gde je generator g(z) = 2.

Za Borelove skupove B = [a,b), a < b vazi

P.(B) = Fx, (b) — Fx,(a) =e % —e b § P(B)=e -
Odgovarajuée pseudoverovatnoce su

= Ve Ina _eAnb i p=feAa _ =Ab

Iz primera 2.5 sledi da je g-Melinova transformacija sluc¢ajnih promenljivih

Xn
(MEX,)(s) = ¢! (/xs—le—nnxdgC)

0
= /2175 X375 (s).

Sli¢no, g-Melinova transformacija slucajne promenljive X je

(MPX)(s) = /215 \3-5T(s).

Kako A\, = A, n — oo, jasno je da je

. ® _ . —s 3—s
nh—>H<}o(M Xn)(s) = Jim 21=5 X\ 7°T(s)
= /217503351 (s)
(MPX)(s),

pa iz teoreme 3.5 sledi da odgovarajuéi niz pseudoverovatnoca
{pn:n eN} = {\/e*)‘na —eMbine N}
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g-slabo konvergira ka pseudoverovatnoéi p = v e 2@ — e=Ab,
Iz teoreme 3.5 takode sledi i obrnuto tvrdenje, tj. iz g-slabe konvergencije
niza pseudoverovatnoca

{pn:nGN}:{m:nEN},

ka pseudoverovatnoéi p = v e~2@ — e=*b_sledi konvergencija niza g-Melinovih
transformacija

{(M®X,)(s) :n €N} = { 21-s\37°T'(s) : n € N}

slucajnih promenljivih X,,, ka g-Melinovoj transformaciji

(MPX)(s) = /2175 A3-5T(s)

slucajne promenljive X. o

3.3 Generalizovana pseudoverovatnocéa

U ovom odeljku je predstavljen nov pristup neaditivnim skupovnim funkci-
jama. Pojam neaditivne mere je prosiren pomocu funkcije raspodele slucajne
promenljive i nekomutativnih i neasocijativnih operacija sa dva parametra.

U teoriji verovatnoée i pseudoanalizi, verovatnoca, deformisana verova-
tnoca i pseudoverovatnoca su definisane na familiji skupova koja zadovoljava
uslove o-algebre. Jedno uopstenje pseudoverovatnoée date u odeljku 3.1 je
generalizovana pseudoverovatnoéa koja se definiSe na familiji podintervala
zatvorenog intervala [c,d] u R koja nije o-algebra ni poluprsten podskupova
od [c,d]. Znacaj ovakvog pristupa se ogleda u tome $to je tada mogudce
wizmeriti” intervale oblika (e, f] C [c, d] koji nisu elementi posmatrane familije
podintervala od [c, d] na kojoj se generalizovana pseudoverovatnoca definise.
Dalje, u prostoru pseudoverovatno¢e mera skupa iz posmatrane o-algebre
zavisi iskljuc¢ivo od verovatnoée datog skupa i neprekidne i strogo monotone
bijekcije g, dok u novom pristupu prikazanom u nastavku, mera proizvoljnog
intervala zavisi od verovatnoce datog intervala, neprekidne i strogo monotone
bijekcije g i parametra € > 0.

U nastavku su date definicije uopstenih g-operacija uvedenih u [73] koje su
neophodne za uvodenje pojma generalizovane pseudoverovatnoce. Definicija
generalizovane pseudoverovatnode, primeri i osobine koje zadovoljava su deo
originalnog rezultata publikovanog u [53].
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3.3.1 Uopstene g-operacije

Uopstene g-operacije su uopstenje sabiranja i mnozenja realnih brojeva.
Definicije su sli¢ne definicijama g-operacija iz odeljka 1.1 i mogu se nadéi u
[73, 74]. Karakteristika ovako definisanih operacija je da ne moraju da budu
ni komutativne ni asocijativne. Imaju primenu u nelinearnim parcijalnim
diferencijalnim jednacinama ([73]) i Laplasovoj transformaciji ([84]). U [74],
neasocijativno pseudosabiranje i pseudomnozenje su koriséeni za konstrukciju
pseudomere i pseudointegrala.

Definicija 3.8 ([74]) Neka su e,7v > 0i g : Rt — RT strogo monotona
neprekidna bijekcija. Operacije @®., © : R*? — R, definisane sa

x®ey =g '(eg(x) + g(y), (3.27)
zOyy =g "(9(x)9(y)) (3.28)

se nazivaju uopsteno pseudosabiranje i uopsteno pseudomnozenje, redom.

Funkcija g se naziva generator uopstenih psudooperacija.
Uopsteno pseudosabiranje i uopsteno pseudomnozenje se se jednim ime-
nom nazivaju uopstene pseudooperacije.

(07

Primer 3.5 a) Akoje g(z) = 2%, g (z) = .,”Ué, tada su uopstene psudo-

operacije date sa x &y = (¢ - % + yo‘)é izo,y=2a"y.

b) Ako je g(z) = In(z+1), g~ (z) = €* — 1, tada su uopstene psudoopera-
cijedatesaz®.y = (r+1)°(y+1)-1iz0yy = en(z+)) In(y+1) _
o

Za e = 11~y = 1, uopstene pseudooperacije date sa (3.27) i (3.28) su
g-operacije date sa (1.1) i (1.2).

Ocigledno je da uopstene pseudooperacije nisu komutativne ni asocijativne.
Naime, za g(z) = xiec # 1je1@®.2 =e+2 # 2e+1=2d.11
(10:2)®:3=e?+2e+3#3c+3=1P. (2. 3).

Kako operacija uopstenog pseudosabiranja @, nije asocijativna, potrebno
je uvesti oznake

e Yy = (((061 D¢ 042) S5 a3) e .. ) ®De an
1

n
1=

n

a1 D¢ @sai = a1 B¢ ((052 e 013) De - D¢ an)-
=2
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Levi neutralni element za uopsteno pseudosabiranje je 0; = g~1(0), a levi
neutralni element za uopsteno pseudomnozenje je 1; = g~1(1). Ne postoji
desni neutralni element za uopsteno pseudosabiranje ni desni neutralni
element za uopsteno pseudomnozenje.

Za x € RT, levi inverzni element za uopsteno pseudosabiranje, u oznaci

—x7 je
1
— — -1 —_
€y g ( Eg(x))’

a za x # 0; levi inverzni element za uopsteno pseudomnozenje, u oznaci x

je
o V=g ((g@)i) .

U [74] je pokazano da je uopSteno pseudomnozZenje distributivno sa
leve strane u odnosu na uopsteno pseudosabiranje, tj. * ©, (y ®: 2) =
(T Oy y) Be (T O 2).

Koristedi definiciju uopstenog pseudomnozenja dobija se da je uopsteni
pseudostepen (™ dat sa

(=1)

2 = (z Oy x) Oy ) Oy ...) Oy z,

n—puta

zax € RTineN.
Na osnovu definicije uopstenog pseudostepena sledi

2" = g (gla) ),

Na osnovu [74], za uopsteno pseudosabiranje elemenata «;, i = 1,...,n
vazi

n

@Eai =g ! (Z E”ig(ai)> . af,...,0n €RT (3.29)
i=1

i=1

a za uopsteno pseudosabiranje uopstenih pseudoproizvoda o; ©, fi, ¢ =
1,...,n elemenata a; i B;, 1 =1,...,n vazi

s(ai @fy /81) = 9_1 (Z 5n_ig(ai)’yg(ﬂi)> y  O1,...,0np, Bla ceey ﬁn S R+-
B = (3.30)

=1
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Lema 3.5 Za uopsteno pseudosabiranje i o, ..., o, € RY vaZi
s+k k )
@eai =g ! (Z sk_zg(asﬂ»)) , k>1.
=5 =0

Dokaz. Za k = 1 vazi s @ ast1 = g *(eg(as) + g(ast1)).
Neka tvrdenje vazi za neko k € N, tj. neka je

s+k k )
@sai = 9_1 (Z Ek_zg(as+i)> .
i=s 1=0
Tada je
s+k+1 s+k
B - (@Eai) B curint
=5 1=s
1 k k—1
= g ,Zos T'g(asti) | De aspri
1=
T
= g 2205 + _lg(as-‘ri) +g(as+k+1)
1=
k .
—_ g—l Z%)gk—&-l—zg(asﬂ,)+€k+l—(k+1)g(as+k+l)>
1=
k+1 .
= g2 5k+1_29(0‘8+i)>7
i=0
¢ime je dokaz zavrsen. ]

3.3.2 Generalizovana pseudoverovatnoca

Generalizovana pseudoverovatnoca je jedno uopstenje @-mere date defini-
cijom 1.5.

Konstrukcija generalizovane pseudoverovatnocée date u nastavku je deo
originalnog rezultata iz [53].

Za zatvoren interval [c,d] C RY, ¢ < d, skup

Pn ={zo,21,...,xn},gdejec =z <z1 <--- <z, = d,

je m-particija intervala [c, d).
Neka je

CE;nd] = {[x()axl]a (.’El,.’[‘Q], ey (xn—lyan [07 d]}
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Neka je X slucajna promenljiva na prostoru verovatnoce (2, F,P).
Funkcija raspodele F : R — [0, 1] slu¢ajne promenljive X je definisana sa

Fz)=P{weQ: X(w) <z}).
Za funkciju raspodele F' vazi
Pla< X <b)=F(b)—F(a) i Pla<X <b)=F(b)—F(a),
za svako a,b € R, a < b, pri ¢emu je F(a™) = F(a) — P(X = a).

Slucajna promenljiva X indukuje verovatnoéu Px na prostoru (R, B(R)),
gde je B(R) Borelova o-algebra podskupova od R. Za verovatno¢u Px vazi
Px((a,b]) = F(b) = F(a) i Px([a,b]) = F(b) = F(a™),

za svako (a,b], [a,b] € B(R) (videti [12]).
Definicija 3.9 Preslikavanje m,, : 6[7221} — [0, 0] dato sa:
L mu(le,d]) = g~'(F(d) — F(c7)),

2. ma(fzo, 1)) = g (W)

1 (F(zit1) — F(zy) ,
. _ 1 +1 .
3. mn((xza-fl—‘rl]) =g ( en—(i+1) >, za 1 € {1,...,’]7, 1}

se naziva g(pp,)-generalizovana pseudoverovatnoca.

Ako je X sludajna promenljiva sa uniformnom raspodelom na intervalu
[0, 1], tada se @-mera iz definicije 3.9 poklapa sa @-merom iz rada [74] za
datu n-particiju.

Trebalo bi naglasiti da g(r p,)-generalizovana psudoverovatnoca zavisi od
n € N i n-particije P, intervala [c,d]. Ukoliko je o¢igledno koja je particija
intervala [c, d] posmatrana, umesto termina gpp, )-generalizovana pseudove-
rovatnoca ¢e biti koriséen termin generalizovana pseudoverovatnoca.

3.3.3 Osobine generalizovane pseudoverovatnoce

Neke osobine g(r, p,)-generalizovane pseudoverovatnoce su date u nastavku
i deo su originalnog rezultata iz [53].
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3.8 Generalizovana pseudoverovatnoca

Dodavanje tacke n-particiji P, = {zo,x1,...,Zn}

Neka je Ppi1 = Pn U{y} (n + 1)-particija intervala [c,d], gde je z; <
y < x;41 za neko i € {0,1,...,n — 1}. Neka je my41 : clmer [0, o]

[c,d]
9(F P, )-generalizovana pseudoverovatnoca, gde je C[Z’Zl}“ klasa podintervala

intervala [c, d] odredena (n + 1)-particijom Pp41.
Ako je xg < y < x1, tada je

s (20, 3]) = 9! (W) (3.31)

M1 ((y, 21]) = g7 (W) : (3.32)

Ako je x; <y < x;y1 zanekoi € {1,...,n — 1} tada je

_1 (Fly) — F(xi)
, |
mn-i—l((‘rla y]) =g ( 6(n+1),(i+1) ) (333)
i
1 (F(xit1) — F(y)
mn_g-l((y,l'i_i,-l]) =g ! ( (nil)—(i—i—Q) ) . (334)
€

Lema 3.6 Neka je P, = {xo,x1,...,xn} n-particija intervala [c,d] i x; <
y < wiy1 za neko i € {0,1,...,n — 1}. Ako je v; < y < wmiy1 za neko

ie{l,...,n—1} tada je
M (24, Zit1]) = Mns1 (20, 9]) Se ma1 (Y, wiga]),
1 ako je xg <y < x1 tada je
mn ([0, #1]) = mnt1 ([0, y]) Be mata ((y, 21]),

gde je my41 : CFZ’;T — [0, 0] 9(F,Pnyr)-g€neralizovana pseudoverovatnoca i

P

My C[cfd} — [0, 0] 9(F,p,)-generalizovana pseudoverovatnoca.

Dokaz. Neka je z; < y < x;41 za neko i € {1,...,n — 1}. Tada na osnovu

71



Glava 3. Pseudoverovatnoca i generalizovana pseudoverovatnoca

jednakosti (3.27), jednakosti (3.33), jednakosti (3.34) i definicije 3.9 sledi

mn+1<(1'z‘7 y]) De mn—l-l((y: mi-&-l])
F() F($z) (mz )_ ()
:gl(fmum o0 ()
-1 _|_ F(wiv1) — F(Q))

gn i En—i—l

F 377,-1—1 z)
en— z+1

F xz—l—l z)
z—l—l

6

-1

-1

|
T N N N

= mn( $Z,$Z+1])
Ako je g < y < w1, sliénim postupkom na osnovu jednakosti (3.27), jedna-
kosti (3.31), jednakosti (3.32) i definicije 3.9 sledi jednakost my,([zo, z1]) =
mn+1([70, Y]) e mp+1((y, 21]). o

Ako z; < y < x;41 za neko i € {1,...,n — 1} veza izmedu mere m,, :

C[?Zl] [0, 00] i mere myp41 : C[ttl]ﬂ — [0, 00] je data sa

Mp+1([zo, z1]) = g—l M) :g—l (W)

€n+1—1

Za intervale (x, xp41], 1 < k < i vazi

M1 (e, 2e1]) = 97" F(z]j:l)—;cigxk)) =g (F(:th?)z_kF(xk))
4 (F(z — F(z 1
- Y 1( : k;zl—)(kﬂ)( 2 '5)
= o (gomal(arna)) - 7).

a za intervale (xg, xg41], 1 +1 < k < n vazi

musr(ranal) = gt (P EE0) o (Pl Hew)

= mn((Tk, Thy1])-

Ako je xy <y < x1, za intervale (zk, zy1], 1 < k < n vazi

Mn1((Tk, Thr1]) = mn((Tr, Trs1])-
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Uklanjanje tacke n-particije P, = {zo,z1,...,2Zn}

Neka je (n — 1)-particija P,—1 dobijena od n-particije P, izostavljanjem
tacke x;, tj. Pn—1 = Pn \ {x:i}, zanekoi € {1,...,n —1}.
Ako je tacka z1 uklonjena iz n-particije Py, tada za interval [z, xo] vazi

mn,l([ﬂso,xﬂ) _ g—l (F(l‘g) - F(x0)> ’ (335)

€n72
gde je my_1 : C[ ] — [0, o0] 9(F,p,_,)-generalizovana pseudoverovatnoca.
Ako je tacka z; za neko i € {2,...,n — 1} uklonjena iz n-particije P,

tada za intervale (x;_1,zi11], 2 <i <n —1 vazi

1 (F(x; — F(x,;—
M1 ((zi1, zig1]) = g7 ( ( Z“(l_n_f : 1)> ) (3.36)
€
gde je my_1: C[c’:i] ' — 10, 00] 9(F,p,_,)-generalizovana pseudoverovatnoca.
Lema 3.7 Neka je P,, = {xo,x1, ..., Ty} n-particija intervala [c, d] Z'Pn 1=

Po\{z:}, i€ {1,...,n—1}. Neka su m,, : C[Z‘i] — [0,00] @ Myp_1 : C[CT&] !
[0, 00] generalizovane pseudoverovatnoce.

Ako je tacka x; za neko i € {2,...,n — 1} uklonjena iz n-particije P,
tada je

M1 (i1, Tir1]) = ma((Tio1, 23]) Be ma (i, ig1])-
Ako je tacka x1 uklonjena iz n-particije P,, tada je
Mp—1([7o, 22]) = M ([0, 21]) Be M ((21, 22)).

Dokaz. Ako je tacka z; za neko i € {2,...,n — 1} uklonjena iz n-particije
Pn, tada iz jednakosti (3.27) i jednakosti (3.36) sledi

((zi- 1’%]) @e mp((2i, Tiv1])
1<F — F@ia) ——— F($z’+1)—F(9€z‘)>

en— (i4+1)

_ 1E€F — F(xi- 1)+F($i+1)—F($i)>

en— 7 En—i—l
F xz—l—l $1—1)
en— i—1

1

= Mnp-— 1 xz 17xz+1])
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U slucaju kada je tacka x; uklonjena iz n-particije P,,, dokaz jednakosti
Mp—1([zo, z2]) = mu([xo,x1]) ®e mp((z1,22]) sledi iz jednakosti (3.35) i
definicije uopstenog pseudosabiranja. O

Ako je tacka x; za neko ¢ € {2,...,n — 1} uklonjena iz n-particije Py,
veza izmedu generalizovanih pseudoverovatnoca m,, : C[?:i} — [0,00] i myp_1 :
CFZT&]_I — [0, 0] je data na sledeéi nadin.

Za interval [zg, z1] vazi

moi(fro,m]) = g (T TE)) <F<>—F<o>>

= g ' (g(ma(lzo,21])) - €) .

Za intervale (zg,xg41], 1 <k <i—1 vaz

mn—l(($k,1’k+1]) = 1( a;]j:rll k+1§xk)
_ 1( wk; - (Cﬂk))
= o (P )
= g (g(mn((@r, 2k11])) - €),

a za intervale (xp, xp41], 1+ 1 < k < n vazi

F(x — F(z
g_1< ( k;)lk (z1)

g (F(»’Ukﬂ) - F(%))

n—(k+1)
= mn(($k7$k+1])-

Mp—1((Tg, Tht1]) =

Ako je tacka x; uklonjena iz n-particije P,, tada za intervale (zx, zxy1],
2 <k < nvazi
M1 ((Th; Trp1]) = mn (e, Thoy1])-
U nastavku je uopsten rezultat uklanjanja jedne tacke n-particije P, i
prikazan je postupak uklanjanja dve ili vise uzastopnih tacaka posmatrane
n-particije P,.

Uklanjanje dve uzastopne tacke n-particije P, = {zo,z1,..., 2}

Neka je Py, n-particija intervala [c,d] i Pp—2 = Pp \ {xi, xit1}, za neko i €
{1,...,n — 2}. Kako uopsteno pseudosabiranje nije asocijativno, neophodno
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je razmotriti dva slucaja u zavisnosti od toga koja je tacka prva uklonjena iz
n-particije P,,.

U nastavku je posmatran slucaj kada je prvo uklonjena tacka z;, a zatim
tacka z;y1. Slucaj kada je prvo uklonjena tacka z;y1, a zatim tacka x; je
slican, te je izostavljen.

/ Neka je my,—o : C[Z':i]_z — [0, 00] g(F,p,_,)-generalizovana pseudoverovatno-
¢a.

Ako su tacke z; i x;41 za neko i € {2,...,n — 2} redom uklonjene iz
n-particije Py, tada za intervale (x;—1,x;y2], 2 < i <n — 1 vazi

My—o((zi_1, Tiro]) = g (F(mlJLizL;ffxl—l)) '

Ako su tacke 1 i x3 redom uklonjene iz n-particije P, tada za interval

[0, 3] vazi B
mn72([x07x3}) _ g—l (F(xfi)gn__f(xo )) )

Lema 3.8 Neka je Pn—o = Pp \ {zi,xiz1}, gdei € {1,...,n =2} i P, =

. P

{zo,x1,...,2n}. Neka su my : C&ﬂ — [0,00] @ mp_g : C[C’d]2 — [0, 0]
generalizovane pseudoverovatnoce.

Ako su tacke x; i xi41 za neko i € {2,...,n — 2} uklonjene iz n-particije

Pn, tada za intervale (xi—1,2iy2], 2 <i<n—1 vazZi

Mp—2((Ti—1, Tita]) = mp((Ti=1, i) Be mn (i, Tit1]) Be mn((Tit1, Tita)])-
Ako su tacke x1 © xo uklonjene iz n-particije Py, tada za interval [xg, x3)
vazi
mp—2([T0, 23]) = M ([T0, 21]) e mn((21, 22]) e mn((22, 23)).
Dokaz. Za intervale (z;—1,zit2] gde je 1 <i <n —1,1iza gz p,)-generali-
zovanu pseudoverovatnocéu m,, vazi
My ((Ti—1, i]) B Mp (T4, Tig1]) Be M ((Tig1, Tit2))
= g (529(7%((%'717 ;1)) + eg(mn((zi, 2iv1])) + g(mn((Tit1, fvz'+2])))
1 (2 F(@i) = Fxic1) | Flxiy) — F(zi) | F(@ive) — F(ziq)
1 2 1 7 1+ 7 i+ i+
= 9 (¢ on—i +e cn—(it1) + on—(i+2) )

1 (F(@it1) — F(wi-1)
9 on—2—i

= mp2((Ti-1,Tiy2]).

Jednakost my,,_a([xo, x3]) = mn([x0, 1)) Be mn((x1, 2]) Be mn((x2, 23]),
gde su tacke x1 i x9 uklonjene iz n-particije, se slicno dokazuje. a
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Uklanjanje k, 1 < k < n — 1 uzastopnih tacaka n-particije P, =
{zo,z1,..., 20}

Neka je P, n-particija intervala [c, d] i neka je P,,_j (n — k)-particija inte-

rvala [c, d] dobijena od n-particije P,, uklanjanjem tacaka z;, 11, ..., Titk—1
za neko i € {1,...,n — k} rastu¢im poretkom (prvo je uklonjena tacka x;,
zatim tacka x;y1,... 1 poslednja je uklonjena tacka x;yp_1).

Za intervale (x;_1,z;1x], gde 2 <1i < n — k vazi

Mo (i1, i48]) = g1 (F%;{ _—kiwi_l)) |

a za interval [zg, 11| vazi

Mk ([0, Ths1]) = g (F(%rl) — F(x0)> ;

5n7k71

gde je my,_p : C[Z’Zl]*k — [0, o0] generalizovana pseudoverovatnoda.

Lema 3.9 Neka je P = Pn \ {xi, Tit1,. - Tivk—1}, 1 € {1 ,n—2}
Pn ={x0,21,...,2n}. Neka sum,, : C[ﬁd} [0, 00] 7 my_j : C[c ) — [0, 0]
generalizovane pseudoverovatnoce.

Za intervale (x;—1,Ti1k), gde 2 <i<mn—k vazi

i+k
My (Tim1, Tiyk]) = @ eMp((Ts-1,7s)),
s=1
a za interval [xg, Try1] vaZi
k+1
mp—k([T0, Tp+1]) = ma([zo, 21]) @ e M ((Ts5-1,2]).
s=2

Dokaz. Za 2 <i<n—k vazi

itk k
@Emn(($8—17$s]) = ka fg(mp (w545 1753%-&-8])))
5=t s=0

M?r

ke s F(@its) — F(@iys—1)
‘ en—(i+s)

=1l

Fl’z+s _F("EiJrsfl)
en— k—i

M

s=0
a1 (F m7,-‘1-k’ $1—1)
en— k—i

ol
-l
>
)

= Mn— k: xz 17xz+k
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Sli¢no se moze pokazati i jednakost
k+1

Mp—k([%0, Tr41]) = man([20, 21]) @6 mp((s-1,2s]). =
s=2

Svaka @-mera p iz definicije 1.5 zadovoljava uslov o-@-aditivnosti, tj. za

o
svaki niz {A4; : i € N} u parovima disjunktnih skupova iz F vazi u < U Ai> =
i=1
o0
D 1(A;). Koristedi definiciju @-mere, pokazano je da ona zadovoljava i uslov
i=1

n n
@-aditivnosti, tj. p ( U AZ) = @ u(A4;) za u parovima disjunktne skupove
i=1 i=1

1=
A1, Ag, ..o Ay iz F (videti [69])

U nastavku su razmatrana jos neka svojstva generalizovane pseudovero-
vatnoce. Rezultati su originalni i publikovani u [53].

Teorema 3.6 Neka je P, = {zo,x1,...,zn} n-particija intervala [c,d] C
R*. Tada je:
(i) mn(D) =01, n =2,

n—1

(@) mn([c,d]) = mn([zo, 21]) e @6 mn (i, Tit1]),
=1

~

gde je my, : C[Z’&] — [0, 00] generalizovana pseudoverovatnoca.

Dokaz. (i) Neka je P,, n > 2 n-particija intervala [c,d], i neka postoji
ie{l,...,n—1} takvo da je z; = Tj41.
Tada je, (x4, 2i41] =0 i

M (i, zi41]) = g~ <F(xl;1_)(;§<%)) =g7'(0) =0,

Ako postoji i € {1,...,n — 1} takvo da je z; # x;11, neka je Ppy1 =
Pn U {y} (n + 1)-particija intervala [c,d], gde je y € (z;,x;+1] za neko
ie{l,...,n—1}.

Tada za generalizovane pseudoverovatnoce m, : C[?Zl] — [0,00] i mp41 :
C[?fﬂ“ — [0, 00] vazi

M (2, Tig1]) = Mus1 (2, y]) Be Mny1 (Y, Tiy1])-
Ako je y = w41, onda je Ppi1 = P, i interval (y,z;4+1] je prazan skup.

Dakle, () € ng’jﬁl i vazi

maa(0) = g (PP ZEEE)) - ) < o,

ent1—(i+1)
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. Pn « APn n
gde je My : C[QdJ]rl — [0, 00] i C'[c’d}+1 C[fd] u {0}.

Ako je n =1, pocetna 1-particija Py = {xg,z1} je prosirena dodavanjem
tacke y, gde je g < y < 1. Za y = x1 slino se dobija da je ma(0) = 0;.

Kako jednakost m,41(0) = 0; vazi za svako n € N, za n > 2 se dobija
mn((l)) = Ol.

Moze se primetiti da za n =1 i interval [¢,d], ¢ < d vazi c = xo < 1 =d
i C[Zld] = {[e,d]}. Kako 0 ¢ C[Zld], m1(0) se ne moze izracunati.

(i) Na osnovu definicije 3.9 sledi m,([c,d]) = g~ (F(d) — F(c™)).

S druge strane, koristeéi definiciju 3.9 i jednakost (3.29) dobija se

n—1
mp 1'0,1’1 @5@57”71, x27$i+1]):

=1
n—1
_ g ( "1 g (mn ([0, 21])) + Za"‘l"'g(mn((%xiﬂ])))

=1

L F(z1) — — F(zy) +Z§:1€n 1-ig <gl (F(ﬂfz;ll):lF(%)>)>

o
(

F(x 25) + Y (F(wip) — F($i))>

i=1
T (Fla a))
hea ( 7))
O
Mera intervala (e, f] C [c, d]
Neka je P, = {zo,21,...,%,} n-particija intervala [c,d] C RT i neka je

[0, 00] generalizovana pseudoverovatnoca. U nastavku je izracu-

My, - CFZ’&] —
C [e,d]. Razmatrana

nata generalizovana pseudoverovatnoca intervala (e, f]
su Cetiri moguca slucaja.
a) (e, f] = (xi—1,2iyk], zanekoi e {1,...,n—1} 1k € {0,...,n—i}:
Ako je k =0, tada je (e, f] = (zi—1, 2] € C[Z"d] pa iz definicije 3.9 sledi
1 (F(xz‘) - F($z’—l)>

gn—i

mp((Ti—1,74]) = g

Ako je k # 0, tada je (e, f] = (i1, ) U ... U (Xjgk—1, Tipx) 1 svi
intervali (x;—1, %, ..., (Tizk—1, i+x) pripadaju familiji C[C’Zl].
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Na osnovu leme 3.9 sledi

i+k
M- (@1, Tigk)) = @D e M ((@5-1, 24)), (3.37)
S=1
gde je Pp—i = Pn \{Zi, Tit1, .-, Tith—1} 1 Mp_p : C[Z’zl]*k — [0, 00] je

generalizovana pseudoverovatnoca.

e € (i—1,m) 1 f = g6 € Ppy,zanekoi € {1,....n—1} ik €
{0,...,n—i}:

Neka je P11 = PoU{e} = {xo,...,zi—1,€,24, ..., 2} (n+1)-particija
dobijena dodavanjem tacke e n-particiji P, i neka je myy1 : CE’;‘;}” —
[0, 00| generalizovana pseudoverovatnoca, gde je

CFZ:Z;]A - {[1‘0, 1;1]7 ey (l‘i—la 6]) (6) xi-ﬁ-l]) ey (xn—lvxn]u [cv d]}

Primenom jednakosti (3.37) na interval (e, f] dobija se

mn+1—k((e7 f])

= Mmp41((e, z5]) Be Mp1 (x4, Tit1]) Be -+ - Be Mng1 (Tigr—1, f1),

,Pn+17k

gde je Pry1-k = Prri \{zi; Tig1, -, Tigho1} 1 Mingrp : C ™" =
[0, oo] generalizovana pseudoverovatnoca.
e =xi-1 € Ppif € (Tigp—1,%ivk], za neko i € {1,...,n — 1} i
ke{0,...,n—i}:
Tada je
7)n-l—l - Pn U {f} = {l‘[), ey Lj—1,Tqy ooy Tik—1, f7 Litky- - 71"71})

Pn
C[qu]rl ={[xo,z1], .., (@ivk_1, f], (s xizk), - - -y (@n—1,20], [c,d]}

Prt1

iMp41: C[C q [0, oo] posmatrana generalizovana pseudoverovatno-
¢a.

Na osnovu jednakosti (3.37) za interval (e, f] vazi

Mpt1-k((€; f]) = mny1((e; x4])

De -+ - De mn+1((xi+k—2a xi-{—k—l]) De mn+1(($i+k—1a f])a
. . Pri1—
gde je Pry1-k = Pt \ {i, Tit1, - Tigh—1} 1 Mnga—k = C " —
[0, 00] je generalizovana pseudoverovatnoda.
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d) e € (vim1,mi] i f € (Tyqyp—1,%ivk), zaneko i € {1,...,n -1} i k €
{0,...,n—i}:

Neka je P41 = PoU{e} = {xo,...,zi—1,€,24, ..., 2y} (n+1)-particija
impgr: CEZE]” — [0, 00] generalizovana pseudoverovatnoca na skupu

Pn
C[c,c;]—l = {[.1‘0, :Ul]’ s (:Ui*lv e]v (ea xiJrl]a SRR (wn*b an [07 d}}
Neka je Pn+2 - n+1 U {f} - {330, ey Li—1,6, T4y - o s Tjtk—1, f7
Titks--->Tn} (n + 2)-particija i mp4o : CF;’;]FQ — [0, 00] generalizo-

vana pseudoverovatnoca.

Posto se izmedu tacaka e i f nalazi k tacaka, iz jednakosti (3.37) sledi

Mny2-k((e; f1) = mni2((e, 2i]) @ mpt2((24, Tit1])
e+ De Mpt2((Tig k-2, Titr—1]) Be Mnr2(Titr—1, f1),

,Pn+27k

gde je Pnio—k = P2 \{Zi, Tig1, -, Tigp1} 1 Mingop - C L7 " =
[0, oc].
Mera skupa {z¢} i intervala (z¢,z1]
Neka je P, = {zo,21,...,7,} n-particija intervala [c,d] C RT i neka je

AP . .
My, C[c:}} — [0, o0] generalizovana pseudoverovatnoca.

Posmatra se (n + 1)-particija Pp+1 = Pp U {y}, gde je 29 <y < 7 i
generalizovana pseudoverovatnocéa my1 : C[?:ﬂ“ — [0, 00].

Za y = xq skup {zo} = [zo, z0] € C[ZT&]“. Na osnovu definicije 3.9 sledi

i ({0}) = g1 (F(”UO) — Flzg )> . (3.38)

E’I’L

. , P :
Za generalizovane pseudoverovatnoée mp4q : C[C:Lﬂ“ — [0,00] i my, :
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CFZT&} — [0, 00] iz jednakosti (3.27), jednakosti (3.38) i leme 3.6 se dobija

mn+1([20, Zo]) Be Mn41((wo, 71]) = M ([0, 21])

3

97" (eg(mn+1([z0, 20])) + g(mns1 (w0, 21]))) = g~
F(a) - F(xg)

gn—l

1<F(w1)—F(«’L’5)>

& eg(mps1([zo, o)) + g(mpt1((zo, 1)) = =
< 90mn((@o,m])) = W — eg(mn+1([z0, z0]))
& glmns (o, 21))) = F(x1) n—_f(%) B gF(OCo) ;nF(xO)
< glmpt1((xo,x1])) = F(z1) — F(zg) — F(xo0) + F(zq)

" ’ En—l
= mn+1(<3§'07$1]) — g—l (F(cxl)glﬁ(lio))) .

3.3.4 Primeri generalizovane pseudoverovatnocée

Primer 3.6 Neka je X : Q — R slucajna promenljiva diskretnog tipa sa

skupom vrednosti Rx = {0,1,...,n}. Neka je raspodela verovatnoéa od X
data sa p(i) = P(X =1i) = n}rl. Funkcija raspodele slu¢ajne promenljive X
0, x € (—0,0)
je Flz)={ =24, zelii+1), i=0,1,...,n .
1, x € [n,00)
Za n-particiju P, = {0, 1,...,n} intervala [0, n] i familiju intervala C[ETL”} =

{[0,1],(1,2],...,(n—1,n],[0,n]}, na osnovu definicije 3.9 sledi
ma((0,n]) = gL (F(n) = F(07)) = g~}(1 - 0) = 1,

= () (2) - ().

Zal<i<n-—1je

i

mn((lvl'i_l]) = gil n—(i+1)

€
L (p+1)N 1
=9 en—(i+1) | g (n—i— 1)€n—(i+1) :

Za strogo monotono rastucu funkciju g i 0 < € < 1 se dobija

mn([0,1]) > m,((1,2]) > ... > my((n — 1,n]),
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azae > 1 vaii
mn([0,1]) < mp((1,2]) < ... <mup((n—1,n]).

Sli¢no, za strogo monotono opadajucu funkciju g i 0 < € < 1 se dobija
mn([0,1]) < mp((1,2]) < ... <mup((n—1,n)),

a za e > 1 vazi
mn([0,1]) > mp((1,2]) > ... > m,((n — 1,n]).

Ako je e = 1 a g strogo monotono rastuca ili strogo monotono opadajuca
funkcija, u oba slucaja je

mn((3,5+1]) = g~ (nil) i€ {0,1,...,n—1}
mn([0,1]) = myp((1,2]) = ... = myp((n — 1,n)). o

Neka je X nenegativna slu¢ajna promenljiva (X (w) > 0, za svako w € Q)
na prostoru verovatnoce (€2, F, P) sa matematickim ocekivanjem F(X) i
disperzijom D(X).

Ako je skup vrednosti R x slucajne promenljive X ogranicen skup, proizvo-
ljan zatvoren podskup skupa RT koji sadrzi Rx se moze uzeti za interval
[c,d] (videti primer 3.6).

Ako skup R x nije ograni¢en, primenom nejednakosti CebiSeva, za unapred
zadat parametar o > 0, moze se pokazati da je

P <E(X) —a/D(X) < X < B(X) + a,/D(X)> >1- %
tj. interval {E(X) —ay/D(X),E(X) + Oz\/D(X)} sadrzi (1 — ;) - 100%

vrednosti slu¢ajne promenljive X.
U zavisnosti od Zeljene preciznosti, bira se interval [c, d] i parametar «,

tako da je
[E(X)—ay/D(X),E(X)+ ay/D(X)] C[ed].

Za parametar « se najcesée uzimaju vrednosti « = 3, a = 4, a = 5, itd.
(videti [89]).

82



3.8 Generalizovana pseudoverovatnoca

Primer 3.7 Poasonova raspodela sa parametrom A > 0 je diskretna ra-

spodela sa prebrojivim skupom vrednosti Rx = {0,1,2,...} i raspodelom
i

verovatnoca datom sa p(i) = P(X =1) = /\_—'e*)‘. Matematicko ocekivanje i
disperzija Poasonove raspodele su jednaki parametru .

Poznato je da je P(A—3v A < X < A+3V\) = 0.997, tj. 99.7% podataka
je sadrzano u opsegu od tri standardne devijacije od srednje vrednosti. Na
primer, za A = 4 je P(—2 < X < 10) = 0.997. Kako je X > 0 sledi da je
P(X €]0,10]) = 0.997, pa se interval [0, 10] moze uzeti za [c, d].

Za 5-particiju Ps = {0,2,4,6,8,10} odgovarajuéa familija intervala je
Ciooy = 12k, 2(k + )] : k = 1,2,3,4} U {[0,2],[0,10]}.

10 4
47
Sada je m5([0,10]) = g~! (64 E ,,) , a kako je fukcija g bijekcija i
— 4l
7=0

10
et ‘Zo % # 1, sledi da je ms([0,10]) # 1;.
]:

Za interval [0, 2] je

ms([0,2]) = g~ ( 2 ‘”) 7

il
=0 7"
a za intervale (2¢,2(: +1)], i =1,2,3,4 vazi

o B 4264 4241
ms((2i,2(i +1)]) = g~ <(2(i—|—1))!€ 14 me 4) .

Za racunanje generalizovane pseudoverovatnoce intervala (2, 6], potrebno
je ukloniti tacku 4 iz 5-particije P5s = {0,2,4,6,8,10}.
Na osnovu jednakosti (3.36) sledi
ma((2,6]) = ms((2,4]) ® ms((4,6]) = g~ (F(6) — (¢ — 1) F(4) — eF(2)).

Sada, za interval [0, 2] sledi

,
m4(0,2]) = g~ " (9(m5([0,2])) &) =g~ ! (6‘4 43-6) :

iza k=3,4, sledi
ma((2k, 2(k + 1)]) = ms((2k, 2(k + 1)]).
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Za racunanje generalizovane pseudoverovatnoce intervala (2, 5], potrebno
je dodati tacku 5 5-particiji P = {0,2,4,6,8,10}.
Tada je
m6((2a 5]) = mG((2v 4]) @ m6((4a 5})7

pri ¢emu je

gd—2 €

mel(24) = o7 (gtms(an) 1) =7 (P2

i me((4,5)) = ms((4,5]). o

Primer 3.8 Neka je X sluc¢ajna promenljiva sa uniformnom raspodelom
na intervalu [0,4] i neka je Py = {0,1,2,3,4} 4-particija intervala [0, 4]. Za
elemente familije intervala C[7344] = {[0,1],(1,2],(2,3],(3,4],]0,4]} vazi:

ma([0,4]) =g~ (F(4) -~ F(07)) =g~ () = 1,,

my([0,1]) =g " <F(1)€Zlf(0)_> =g <4€il>

. 4 (F(E+1)—-F( _ 1
ma((i,i+1]) =g ! ( ( 54_()i+1) ( >) =g <4€4_(l+1)> )
gde je 1 =1,2,3.

Da bi se izracunala generalizovana pseudoverovatnoca intervala (1.5,2.5],
potrebno je pocéetnoj 4-particiji P4 dodati tacke 1.5 i 2.5, tj. posmatra se
6-particija Ps = {0,1,1.5,2,2.5,3,4} i generalizovana pseudoverovatnoca
me : CES% — [0, 00].

Izmedu tacaka 1.5 1 2.5 se nalazi jedna tacka 4-particije Py, pa je

ms((1.5,2.5]) = mg((1.5,2]) @ me((2,2.5]).

Vrednosti mg((1.5,2]) 1 me((2,2.5]) se mogu izracunati pomoc¢u definicije 3.9
na uobicajen nacin. o

Za slucajnu promenljivu X diskretnog tipa, sa skupom vrednosti Rx =
{zo,z1,...} i verovatnoéama p(z;) = P(X =z;), zae =11 g(x) = z vaz

mn([z0, 21]) = p(21) + p(0)
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ma((2i,7i41]) = p(eip), (@i, zi1] € CPYy,

gde je [c,d] interval koji sadrzi skoro sve vrednosti slu¢ajne promenljive X.
Ako je X slucajna promenljiva i e = 1, vazi

mn([zo, 1)) = g~ o Px([xo, 1])

ma((@i, 1)) = g7 o Px((@i,zin])  (wisxin] € Cly,
pa je generalizovana pseudoverovatnoéa m,, restrikcija pseudoverovatnoce
definisane u odeljku 3.1 na familiji C[Zz,xn]‘
Uopstena pseudoaritmeticka sredina slucajnih promenljivih X, Xo, ..., X,
je
n
Sp=n" Oy @EX](H
k=1

—_

1
gde je n* = g1 ((n)”)
Iz jednakosti (3.29) sledi da je

Na osnovu jednakosti (3.28) dobija se

Sp=g" <1 zn: €n_k9(Xk)> -

=

3.3.5 Uopsteno matematicko ocekivanje u odnosu na genera-
lizovanu pseudoverovatnodéu

Neka je X slucajna promenljiva sa konaénim skupom vrednosti Rx =

{zo,21,...,2n}, 0 < zp <21 < ... < Tpy 1 Mg : C[ﬁil]ﬂ — [0, 0], generali-
zovana pseudoverovatnoda, gde je CE’E}” = {[x0, zo], [0, 1], - - -, (Tn—1, Tn],

[c,d]}.

Definicija 3.10 Uopsteno matematicko ocekivanje slucajne promenljive X
u odnosu na generalizovanu pseudoverovatnoéu my, 11, u oznaci GE(X), je

n

GE(X) = @ e T, Oy Mnt1(Ag), (3.39)
k=0

1
gde je Ag = [z, xo], Ak = (xp_1, k] 12}, = g ! ((g(azk))V) ke {0,1,...,n}.
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Na osnovu jednakosti (3.30) i definicije 3.9 sledi

GE(X) = (i: e" kg mn(Ak))>

k=1

gde je F' funkcija raspodele slucajne promenljive X.

Neka je X nenegativna slucajna promenljiva diskretnog tipa sa prebrojivim
skupom vrednosti tako da su skoro sve vrednosti ! slu¢ajne promenljive
sadrzane u intervalu [c, d|. Neka su xq, x1, ..., x, razli¢ite vrednosti sluc¢ajne
promenljive X iz intervala [c, d]. Tada je uops$teno matematicko ocekivanje
slucajne promenljive X u odnosu na generalizovanu pseudoverovatnoéu my 41 :
C[Z’Zl]“ — [0, 00] dato sa (3.39).

Neka je X sluc¢ajna promenljiva neprekidnog tipa sa konacénom dispe-

rzijom, za koju (1— —; ) -100% vrednosti pripada intervalu [c,d]. Neka
a

je Pn = {xo,1,...,x,} n-particija intervala [c,d]. Tada je uopSteno ma-
tematicko ocekivanje slucajne promenljive X u odnosu na generalizovanu
pseudoverovatnoéu m,, dato sa (3.39) i vazi

o + Xo

GE(X) = g7 (g (2) (P(a0) — F(ap))
+Z (Pt (F(scm)—F(:ck))).

Kako je X slucajna promenljiva neprekidnog tipa, vazi F(x¢) = F(z )
pa sledi

n—1
GB(X) =g (z g () (Flan) - F(xk») .

k=0 2

U statistickim istrazivanjima se obi¢no uzima da je procenat vrednosti koje su sadrzane
u trazenom intervalu 95% ili 99% svih vrednosti.
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Tp+Tht1

1
U ovom sluéaju je 2} = g+ ((g (#)) ”) i uopsteno matematicko

ocekivanje slucajne promenljive neprekidnog tipa u odnosu na generalizovanu
pseudoverovatnocu je predstavljeno sredinama intervala (xy, Zg41].
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Glava 4

Intervalno-vrednosna
pseudoverovatnoca

Intervalno-vrednosna verovatnoca predstavlja koristan alat prilikom rada
sa mernim instrumentima kada se javlja tzv. merna nesigurnost ([90]). U
prakti¢nim primenama procene se rade na osnovu konac¢nih uzoraka. Kako
odabir jedne raspodele za procenu ne daje uvek najbolje rezultate, koriséenjem
intervalno-vrednosnih verovatnoca dobija se Siri opseg za rad, pa tako i bolji
rezultati. U literaturi se moze naéi viSe pristupa definisanju intervalno-
vrednosnih verovatnoca.

U [22] je uveden pojam donje i gornje verovatnoée pomocu visevredno-
snih preslikavanja. Ako je (X, F, 1) prostor verovatnoée i I' viSevrednosno
preslikavanje skupa X u neprazan prostor S, na osnovu verovatnosne mere
(verovatnoce) p i preslikavanja I'; definisu se donja Py i gornja P* verovatnoca
na podskupovima od S i klasa verovatnosnih mera P za koje je

P.(T) < P(T) < P*(T),

za specijalne podskupove T od S. Kod ovakvog pristupa nedostak je sto
donja i gornja verovatnoca ne zadovoljavaju uslov o-aditivnosti, tj. P, i P*
nisu verovatnosne mere.

Slican pristup definisanju i aproksimiranju donje i gornje verovatnoce
pomoc¢u merljivih selektora se moze naéi u [59]. Visevrednosno preslikavanje
I': Q — P(X) se naziva slucajan skup, gde je X neprazan skup i (Q, F,P)
prostor verovatnoce. Merljivo preslikavanje f : Q — X je selektor slu¢ajnog
skupa T ako za svako w € Q vazi f(w) € T'(Q). Ako je (X, F’) merljiv prostor,
za A € F', slucajan skup I' generise skupovno-vrednosnu skupovnu funkciju

Pr(A) = {Ps(A) : f je merljivi selektor slucajnog skupa I'}.
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Za donju i gornju verovatnoéu P*(A) i P,(A) definisanu na isti nac¢in kao u
[22] ispitivani su uslovi pod kojima vazi jednakost

Pr(4) = [P.(A4), P*(A)].

Jos jedan koncept donje i gornje verovatnoée je izucavan u [19]. Na
prostoru (£, F), skupovne funkcije P, P : F — [0, 1] sa osobinom da obe
preslikavaju prazan skup u 0 i skup ©Q u 1, pri ¢emu P zadovoljava uslov
super-aditivnosti a P zadovoljava uslov sub-aditivnosti i vazi

PA)+PQ\A) =1, A€F,

se nazivaju redom donja i gornja verovatnosna funkcija. Jasno je da je
P(A) < P(A), za svako A € F.

U [93] su na merljivom prostoru (2, F) definisane R-verovatnoca i F-vero-
vatnoca. R-verovatnoca je intervalno-vrednosna skupovna funkcija definisana
kao interval [L(A),U(A)], gde su L i U neaditivne skupovne funkcije i
0 < L(A) <U(A) <1, za svako A € F. Skup M verovatnosnih mera P
takvih da je L(A) < P(A) < U(A), A € F je neprazan. R-verovatnoca je

F-verovatnoca ako su funkcije L i U definisane sa

L(A) :pig/fMP(A) i U(A) :;2/1\)473(14).

R-verovatnoda i F-verovatnoca su neaditivne intervalno-vrednosne funkcije
za koje vazi [L(0),U(0)] =[0,0] i [L(),U()] = [1,1].

Na osnovu rezultata iz [93], u [43] i [52] je uvedena opstija intervalno-
vrednosna verovatnosna mera, u oznaci i,,, koja omoguc¢ava definisanje
intervalno-vrednosnih integrala i diferencijala i predstavlja zac¢etak intervalne
teorije mere. Na merljivom prostoru (X, F) definise se funkcija i, : F —
Intpg 1), gde je Intyq) = {[a,b] : 0 < a < b < 1} koja zadovoljava uslove:

. Zm(®) = [070]7
2. im(X) = [1,1],

—

3. im(A) = [Al, A¥] C [0,1], za svako A € F,

4. za svaku particiju {4y : k € K} U{B; : j € J} skupa X gde je
A=Uper Ak i AY =Ujes Bj,

max{l—ZBy,zAz}mm{l—zB;,zAz}

jeJ keK jeJ k€K

im(A) C
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Za ovako definisanu intervalno-vrednosnu verovatnosnu meru je pokazana
veza sa merom mogucénosti i merom neophodnosti, merom verovanja, fazi
intervalima, sluéajnim skupovima, i drugim pojmovima teorije neodredenosti.

U [27] je u okvirima pseudoanalize izu¢avana intervalno-vrednosna sku-
povna funkcija nazvana intervalno-vrednosna pseudoverovatnocéa kao jedan
oblik intervalno-vrednosne @-mere definisane u odeljku 1.6. Cilj istrazivanja
je definisanje intervalno-vrednosne skupovne funkcije oblika [py, p.| (ili [pr, p1],
u zavisnosti od totalnog uredenja na posmatranom poluprstenu), gde su
krajevi intervala pseudoverovatnoce definisane u odeljku 3.1.

Svi rezultati rada [27] su originalni i predstavljeni su u nastavku.

4.1 Definicija intervalno-vrednosne pseudoverova-
tnoce

Pojam intervalno-vrednosne pseudoverovatnodée se uvodi na sledeéi nacin.

Neka je B(R) Borelova o-algebra podskupova od R, (£, F,P) prostor
verovatnoce i [a, b1 = {z € [a,b] | 0 = z}.

Posmatraju se pseudoverovatnoée p : B(R) — [a, b+ takve da je

p=g loPx=gloPoX ",

gde je X slucajna promenljiva na prostoru verovatnoée (2, F,P).

Neka je Rx skup vrednosti slucajne promenljive X i B(Rx) Borelova
o-algebra podskupova od Rx.

Neka je My neprazna familija pseudoverovatnoéa p = g o P o X1
takvih da je (Mg, <) gusto linearno uredenje sa krajevima p;, p, € My.

Neka je B(R) presek o-algebri B(Rx), gde je X slucajna promenljiva za
kojujep=g toPoX !zapec M,.

Za svako p € My i svako A € B(R) vazi

pi(A) X p(4) =X pr(A).

Kako je (Mg, <) gusto linearno uredenje sa krajevima py, p, € My, gde
je Mg neprazna familija pseudoverovatnoca, za svako A € B(R) vazi:

i) p1(A) < pa(A) ili p2(A) < p1(A), za svako p1,p2 € My,

ii) za svako p1,p2,ps € My tako da je p1(A) <X pa(A) i p2(A) < p3(A)
vazi p1(A) = p3(4),

iii) za svako p1,p2 € My tako da je p1(A) =< p2(A) postoji p3 € Mg tako
da je p1(A) < p3(A) = p2(A),
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iv) ne postoje mere p,,p* € Mg\ {p;,pr} takve da je p.(A) < p(A) i
pr(A) 2 p*(A).

Neka je ([a,b],®,®) g-poluprsten.

Definicija 4.1 Intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca p : B(R) — Z odre-
dena familijom M, pseudoverovatnoca i generatorom g je:

1. intervalno-vrednosna @-mera p = [p;, pr|, ako je generator g strogo
monotono rastuca funkcija,

2. intervalno-vrednosna @-mera p = [p,, pi], ako je generator g strogo
monotono opadajuca funkcija.

Svaka intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca p je intervalno-vrednosna
@-mera i, pa vazi:

L. Tj(@) = [070]1

2.p (Ej Ai) = é?(ﬁl@'),
i=1 i=1

za niz {4; : i € N} u parovima disjunktnih skupova iz B(R).
U nastavku su data dva primera intervalno-vrednosne pseudoverovatnoce.

Primer 4.1 Neka je X slucajna promenljiva sa uniformnom raspodelom na
intervalu (0, 1) i neka je X,, = (1 + %) X, n € N niz slu¢ajnih promenljivih.
Sluc¢ajna promenljiva X,, ima uniformnu raspodelu na intervalu (0, 1+ ﬁ} ,
ti. Xn :u(o,1+ ﬁ)

Za interval (a,b] C (0, 1] vazi

Px,,((a,b]) = P(X; " ((a,b])) =

Px((a,b]) = P(X"!((a,b])) = b —a.
Za svako n € N i (a,b] C (0, 1] sledi da je
Px,((a,b]) < Px,,,((a,b]) 1 Px,((a,b]) < Px((a,b]).

Neka je g strogo monotono rastuéi generator i My = {p,p1,p2,...}
familija pseudoverovatnoéa, gde je p =g 'o Px ip, =g ' o Px,.
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Tada, za p; = p1 i pr = p, funkcija

p = [p1,7]

je intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca.

U nastavku se posmatra @-mera p,, na prostoru ((0, 1], B(R)).
Za skup (0, 1] vazi

p(01) = r((0. 1) w01 = |7 (5) o] = o (5) 1

Sliéno, za X : U (0,1), X, = (14 55)X, neNiY, =(1+1)X, neNi
strogo monotono rastuéi generator g vazi

o= () ()]

Moze se primetiti da pseudoverovatnoce iz familije My ne moraju da budu
pseudoverovatnoée na prostoru ((0,1], B(R)), iako su @-mere na prostoru
((0,1], B(R)).

Vazi da je p,, pseudoverovatnoéa na prostoru ((0,1+ 5-], B(Rx,)) i da je
p pseudoverovatnoca na prostoru ((0,1], B(Rx)). o

Primer 4.2 Neka je (€2, F,P) prostor verovatnoce, Z familija data sa (1.4)
i F:Q — (Z,%(Z)) merljiva intervalno-vrednosna funkcija, gde je X(Z)
o-algebra na skupu Z.

Moze se primetiti da je F' specijalan slucaj zatvorenog slucajnog skupa,
tj. F' je zatvoren slucajan skup sa vrednostima u Z. Na osnovu rezultata iz
[24], sledi F' = [f;, fr].

Familija M, je data sa

Ma={goPof: fu,n €N, sumerljivi selektori funkcije F}.

Neka je B(R) presek o-algebri B(Ry, ), gde su f,,, n € N, merljivi selektori
intervalno-vrednosne funkcije F'.
Za svako x > 0, posmatraju se skupovi

Ay ={weQ: filw) <z} i A,={weQ: fi(w) <z}
Kako je fl(w) < fr(w)a sledi Ar,x - Al,z pa je P(Ar,x) < P(Al,m)a tj.

PofifweQ: fiw) <z} <Pofi{weQ: fi(w) < a}.
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Ako je g strogo montono rastuéi generator, tada je
g™ oPoft g oPo i)

intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca.
Sli¢no, ako je g strogo monotono opadajuéi generator, tada je

g7 oPof gt oPo £

intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca. o

4.2 Slaba konvergencija niza intervalno-vrednosnih
pseudoverovatnoca

U ovom odeljku je prikazan originalni rezultat rada [27]. Data je defi-
nicija g-slabe konvergencije niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoca
kao i ekvivalentni uslovi g-slabe konvergencije niza intervalno-vrednosnih
pseudoverovatnoca.

Neka je ([a,b],®,®) g-poluprsten.

Definicija 4.2 Niz intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoéa {p,, : n € N},
g-slabo konvergira ka intervalno-vrednosnoj pseudoverovatnoéi p, u oznaci

_ gW _ . . .
P, = P, ako i samo ako za svaku ograni¢enu (u smislu posmatranog g-
poluprstena) neprekidnu funkciju f : R — [0, 00| vazi

(&) (&)
D /deﬁm/f@dﬁ 50, n— oo,
R R

gde je D metrika data sa (1.9).

Ako je generator g strogo monotono rastuca funkcija, p,, = [P, Pn.r]
ip = [p,pr], a ako je generator g strogo monotono opadajuca funkcija,

Pn = [P, Pnit) 1D = [pr,pi].

o o
Moze se primetiti da D /f ® dﬁn,/f ®dp| — 0,n — oo ako i samo
R R

@ @ @ 3
ako d /f@dpn,l,/depl —0,n—oo0id /f@dpmr,/f@dpr —
R R R R
0,n — oo, tj. ako i samo ako
g-w

g-w .
Pni —>Di 1 DPnr — Dr.
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4.2 Slaba konvergencija niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoca

Dakle, ispitivanje slabe konvergencije niza {p,, : n € N} intervalno-
vrednosnih pseudoverovatnocéa svodi se na ispitivanje slabe konvergencije dva
niza pseudoverovatnoca, {p,;:n € N} i {p,, : n € N}.

Definicija 4.3 Neka je p intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca. Skup A
je p-neprekidan skup ako za rub dA skupa A vazi p(0A) = {0}.

Uslov p(0A) = [pi1(0A), pr(0A)] = {0} u prethodnoj definiciji je ekviva-
lentan uslovima

p(0A)=0 i p.(0A) =0,

tj. skup A je p-neprekidan skup ako i samo ako je skup A p;-neprekidan i
pr-neprekidan skup.

Dalje se posmatra g-poluprsten kod kog je generator g strogo monotono
rastuca funkcija.

U radu [34] pokazano je da je, u slu¢aju poluprstena sa strogo monotono
rastuéim generatorom g, g-slaba konvergencija niza pseudoverovatnoca {p,, :
n € N} ka pseudoverovatnoéi p ekvivalentna sa

limsupp,(F) < p(F) i p(G) < liminf p,(G),

n—oo n—oo

za svaki zatvoren skup F' i svaki otvoren skup G.

Za intervalno-vrednosne pseudoverovatnoce p,, = [Pn1, Pn,r] Posmatrane u
ovom delu rada pretpostavlja se da ako niz pseudoverovatnoca {p,; : n € N}
g-slabo ne konvergira ka pseudoverovatnod¢i p;. onda nijedan njegov podniz
{Pm(F) :m € M} g-slabo ne konvergira ka pseudoverovatnoéi py, tj. da ako
postoji zatvoren skup F' takav da je p;(F) < limsup p, ;(F'), tada i za svaki

n—oo
podniz {p, (F) : m € M} niza {p,;(F) : n € N}, gde je M beskonacan
(ureden) podskup skupa N, vazi p;(F') < limsup py,;(F), tj.
meM

pi(F) <limsup pp(F) = pi(F) < limsup pp,i(F), (4.1)
n—00 meM
za svaki podniz {py,; :m € M} C {pn; :n € N}.
Takode, pretpostavlja se da ako niz pseudoverovatnoéa {p,; : n € N}
g-slabo ne konvergira ka pseudoverovatnodi p;, tj. ako postoji otvoren skup
G takav da je linnl)icgfpn’l(G) < pi(G), tada vazi l%g‘}f[pn,l(G),pn,r(G)] N

[hnIglolgfpn,l(G)7pl(G)] 7é 0. tj.

lim inf pp, 1 (G) < pi(G)

n—

= hnrggf[pn,l(G)vpn,r(G)] N [hm L%fpn,l(G)apl(G)] 7é 0.

n—

(4.2)
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Glava 4. Intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca

U daljem radu je pretpostavljeno i da je limsupp, (F) # 0, za svaki
n—oo

zatvoren skup F, kao i da je lirr_l> inf p,, (G) # 0, za svaki otvoren skup G.
n—oo

Lema 4.1 Neka je ([a,b],®,®) g-poluprsten, gde je g strogo monotono
rastuci generator i neka je {p, : n € N}, b, = [pn 1, Pnr], niz intervalno-
vrednosnih pseudoverovatnoca. Za svaki zatvoren skup F vaZi:

(¢) limsup py,(F) € imsup(py, i(F), pnr(F)],

n—oo n—oo

(1) limsup py(F) € limsup[py i (F), pnr(F)).
n—oo

n—oo

Dokaz. (i) Neka je x = limsup p,, ;(F'). Tada postoji podniz {py, (F):m €
n—oo
M} niza {p,(F) : n € N} takav da je

= i F
x mle%pm,z( )s

gde je M beskonacan (ureden) podskup skupa N.
Kako je pm i(F') € [pmi(F), Pmr(F)] na osnovu (1.6) sledi

T € lim Sup[pn,l(F)’pn,r(F)L
n—oo

t.
lim sup pp, ;(F) € limsup[py, ;(F), ppr(F)].

n—oo n—0o0

(i7) Dokaz tvrdenja je slican dokazu (). O

Lema 4.2 Neka je ([a,b],®,®) g-poluprsten, gde je g strogo monotono

rastuci generator. Neka je {p, : n € N}, b, = [pni1,Pnr], niz intervalno-

vrednosnih pseudoverovatnoca. Tada za svako x € limsup[py (F'), pn,(F')]
n—oo

postoji beskonacan (ureden) podskup M, skupa N takav da

© € [lim sup py (F), lim sup p - (F)],
me Mz me Mz

za svaki zatvoren skup F.

Dokaz. Za x € limsup[p,, ;(F), pn»(F)] na osnovu (1.6) sledi

n—oo

= i F
x mg]\r}mpm( )s
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4.2 Slaba konvergencija niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoca

gde je pm(F) € [pmi(F),pmr(F)] i M, je beskonacan (ureden) podskup
skupa N. Kako je

pm,l(F) < pm(F) < pm,r(F)a

sledi

lim sup py, 1 (F') < limsup py, (F') < limsup pp, »(F).
meMy meMy meMy

Niz {pm(F) : m € M} je konvergentan niz, te je

limsup pp, (F) = lim p,,(F) =z,

meMy meMy
pa je
lim sup py, 1 (F) < = < limsup py, »(F),
meMy, meM,
tj. « € [imsup pp, i (F), lim sup py, » (F)]. O
meMy meMy

Posledica 4.1 Neka je ([a,b], ®,®) g-poluprsten, gde je g strogo monotono
rastuci generator. Neka je {p, : n € N}, b, = [pn1,Pnr] niz intervalno-
vrednosnih pseudoverovatnoca. Za svaki zatvoren skup F vazi

lim Sup[pn,l(F)vpn,r(F)]
n—oo
C U [lim sup pyy, 1 (F), lim sup pp, - (F)],
zelimsup(py, i (F),pn,r(F)] meMz meMy

gde je za svako x € limsup[p, ;(F), pnr(F)] skup M, beskonacan (ureden)
n—oo
podskup skupa N odreden u lemi 4.2.

Za svaki beskonacan (ureden) podskup M skupa N vazi lim sup py, »(F) <
meM

lim sup py, - (F'), pa sledi

n—oo

[lim Sup Py (F), lim sup pi s (F)] € [lim sup py(F), lim sup py - (F)].
meM meM meM n—00

Ako vaze sve pretpostavke iz posledice 4.1, onda je

lim Sup[pn,l(F)vpn,r(F)]
n—oo
- U [lim SuppmJ(F),lim Suppn,r(F)]'
z€limsup(py,i (F),pn,r(F)] mEMe n—00

n— o0
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Glava 4. Intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca

Lema 4.3 Neka je ([a,b],®,®) g-poluprsten, gde je g strogo monotono
rastuci generator. Neka je {p, : n € N}, p, = [pni,Pnr] niz intervalno-
vrednosnih pseudoverovatnoca. Za svaki otvoren skup G vazi

hnnl)io%f[pn,l(G)apn,r(G)] - [hnn_l)gfpn,l(G%l%g.}fpn,r(G)]
Dokaz. Za x € I%gf[pnl((;),pnm(G)] na osnovu (1.5) sledi

z = lim py(G),

n—oo
gde je pn(G) € [pni(G), pnr(G)]. 1z
pn,l(G) < pn(G) < pn,r(G)7
sledi
lim inf p, (&) < liminf p,(G) < lim inf p,, . (G).

Niz {p,(G) : n € N} je konvergentan niz, te je

liminf p,(G) = lim p,(G) =,

n—00 n—00
pa je

linrr_1>i£fpn,l(G) <z< l%rr_l}i()réfpmr(G),
tj. x € [l%gfpn7l(G), I%Lrgi(gfpn,r(G)]. O

Lema 4.4 Neka je ([a,b],®,®) g-poluprsten, gde je g strogo monotono
rastuci generator. Neka je {p, : n € N} niz pseudoverovatnoca i ¢ element
g-poluprstena. Za svaki otvoren skup G vazi

lim inf[c, p, (G)] = [¢, lim inf p, (G)].

n—oo n—o0

Dokaz. Direktno iz leme 4.3 sledi da je

lim inflc, p,(G)] C [¢, lim inf p, (G)].

n—oo n—oo

Neka je {pn(G) : m € M}, gde je M beskonacan (ureden) podskup skupa
N, podniz niza {p,(G) : n € N}, takav da je linrr_1>ioréfpn(G) = lierg\l/[pm(G).

Tada, koriSéenjem jednakosti (1.8) i jednakosti (1.7) se dobija

[, liminf pn (G)] = [¢, lim pm(G)] = lim [, pm(G)] = lim inffe, pr (G)].
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4.2 Slaba konvergencija niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoca

Kako je M C N, vazi hmmeiﬁf[c’ pm(G)] C lmgf[c,pn(G)], odakle sledi

[, lim inf p, (G)] € lim inf[e, p (G))].
O

U nastavku je pokazana teorema koja daje ekvivalentne uslove g-slabe
konvergencije niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoca, sto je deo origi-
nalnog rezultata iz [27].

Posmatra se niz intervalno-vrednosnih pseudoverovatnocéa za koje vaze
veze (4.1) i (4.2).

Teorema 4.1 Neka je ([a,b],®,®) g-poluprsten, gde je g strogo monotono
rastuci generator. Neka je P intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca i {p,, :
n € N} niz intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoéa za koje vazi (4.1) i
(4.2). Sledeci uslovi su ekvivalentni:

D D
(i)D< f ©dp,, f@dp>—>0,n—>oo,
[rom. |

R

(i) limsupp, (F) =5 D(F), za svaki zatvoren skup F,

n—o0

(7i7) p(G) =g linrgior.}ff?n(G), za svaki otvoren skup G,
(iv) nlLrgoﬁn(A) =p(A), za svaki p-neprekidan skup A.

Dokaz. U sluc¢aju poluprstena sa strogo monotono rastué¢im generatorom
g, totalni poredak je jednak uobic¢ajenom poretku pa je p = [p, pr], a D,, =
[pn,lvpn,r‘]a n € N.
. . N . . g-w . g-w
(i) = (i1): Uslov (%) je ekvivalentan uslovima p,,; == p; i pp,» = pr, pa
za svaki zatvoren skup F' i strogo monotono rastuci generator g, koristeci
teoremu 3.4, dobija se

lims sup pni(F) < pi(F) (4.3)
1
lim Suppn,r(F) < pr(F). (4.4)
n—oo

Neka je x € limsup[py, i(F), pnr(F)]. Tada, iz (1.6) sledi da je
n— oo
x = lim Pm, DPm € [pm,l(F)apm,r(F)}a
meM
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Glava 4. Intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca

gde je M beskonacan (ureden) podskup skupa N.
Kako je py, < pmr(F) sledi

lim sup py, < limsup py, »(F).
meM meM

Niz {pm : m € M} je konvergentan, tj. limsup p,, = hm 0 Pm =T pa je
meM

x < limsup pp, - (F). (4.5)

meM
Koristeéi nejednakost (4.5), ¢injenicu da za svaki podniz {py, ,(F) : m €
M} C {pnr(F) : n € N} vazi lim sup py, »(F) < limsup py, »(F) i nejednakost
meM n—00
(4.4) dobija se
x < limsup pp,r(F) < limsup py ,(F) < pp(F).

Dakle, za svako x € limsup[p,(F),pnr(F)], za y = p.(F), vazi y €
n—oo

Di(F),pr(F)] iz <y.
Neka je y € [pi(F),pr(F)]. 1z B, = [P, Pnr] jasno sledi

lim sup py, ;(F') < limsup py, ,(F). (4.6)

n—oo n—oo

Koristeéi nejednakost (4.3), nejednakost (4.4) i nejednakost (4.6), dobijaju
se dva moguca slucaja:

lim sup p, ;(F) < pi(F) < limsup pp»(F) < p,(F)

n—00 Nn—00

ili
lim sup py, 1 (F) < limsup pp, ,(F) < pi(F) < pr(F).

n—oo n—oo

Na osnovu leme 4.1, vazi da limsuppy, (F) € limsup[p, (F), pnr(F)], za
n—oo n—oo
svaki zatvoren skup F. U oba posmatrana slucaja vazi 1im sup Pt (F) < pi(F)
pa za svako y € [pi(F),p,(F)] vazi da je z <y, gde j Je T = hmsuppnl( ).
(7i) = (i): Neka za svaki zatvoren skup F' vazi lim suppn(F) =s D(F).

n—oo
Ako se za svaki zatvoren skup F' pokazu nejednakosti

limsup py (F) < pi(F) 1 limsuppy,.(F) < pr(F),
n—00 n—00
g-w g-w
koje su redom ekvivalentne uslovima p,; = p; i pnr = pr, sledi tvrdenje.
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4.2 Slaba konvergencija niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoca

Za svako x € hmsup[pnl(F),pn,l(F)] postoji y € [pi(F),pr(F)] tako
da je x < y. Neka je * = limsuppy,,(F). Na osnovu leme 4.1 sledi da
hm suppnr( ) € hm sup[pnl(}?yzonl(F)] pa postoji y € [pi(F), pr(F)] tako
da je hrn suppnr(F) < y. Dalje, iz y < p,(F) sledi da je lim_}suppn,T(F) <

n—oo

pr(F).
Ako se pretpostavi da je p;(F') < limsup p,,;(F), za neki zatvoren skup
n—oo

F, tada je

pi(F) < limsup p,(F) < limsup py - (F) < pp(F).

n—o0 n—oo

Na osnovu leme 4.2, za svako x € hm Sup[pn 1(F), pnr(F)] postoji beskonacan

(ureden) podskup M, skupa N takav da x € [lim sup py, (F), lim sup py, » (F)].
meMy meMg
Kako niz pseudoverovatnoca {p,; : n € N} g-slabo ne konvergira ka

pseudoverovatno¢i py, tj. pi(F) < limsuppy(F), primenom (4.1) sledi
n—o0
pi(F) < limsup py, (F). Dakle, za posmatrano x € limsup[py, ;(F), pnr(F)]
meMy n—00

vazi

pi(F) < Hmsup pp, (F) < limsup py,(F) < limsup pp,(F) < pr(F).

meM, n—00 n—oo N
Prema tome, za posmatrano x € limsup([py, i(F), pn(F)] je pi(F) < .
Kako je z € lim sup[pml(F),pn’:L(}o)c]) proizvoljno, za y = p;(F') ne postoji
nijedno z € lim sﬁg[§n7l(F),pn7T(F)] tako da je x < y, Sto je u kontradikciji
sa pretpostavﬁgrilo limsupp,, (F) <s p(F).
n—00

(i) = (4i1): Uslov (i) je ekvivalentan uslovima p, Y DLl pnr I pr. Za
poluprsten kod kog je generator strogo monotono rastuca funkcija na osnovu
teoreme 3.4 za svaki otvoren skup G vazi

n(G) < liminf pi(G) (4.7

pr(G) < limin o, (G) (43)

Da bi se pokazalo da vazi (iii), treba pokazati da za svako x € [p;(G), pr(G)]
postoji y € 1innl>i£f[pn,l(G)7Pn,r(G)] takvo da je < y i da za svako y €

lim inf[p,1(G). pr.r(G)] DOStoji & € [pi(G). pr(G)] takvo da je o < .

101



Glava 4. Intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca

Prvo ¢e biti pokazano da za svako = € [p;(G), pr(G)] postoji neko y €
lilnl)g.}f[Pn,l(G%pnm(G)] takvo da je z < y.

Ocigledno je da za svako x € [p;(G), pr(G)] vazi = < p,(G), pa je dovoljno
pokazati da postoji y € lmgf[pn’l(G),pmr(G)] takvo da je p(G) < y.
Pokazuje se da 1inrgi£fpn7r(G) € 1inniioréf[pn,l(G),pn7T(G)] te da se za trazeno
y moze uzeti 1inﬂii£fpn,r(G)-

Kako je lim inf[py i(G), pn,r(G)] # 0, postoji ¢ € im inf[py 1(G), pnr(G)]-
Na osnovu (1.5), ¢ = nli_)ngopn(G), Pni(G) < pn(G) < pnr(G). Dalje je

lim inf p,, (&) < liminf p,(G) < lim inf pp, (G).

Kako je niz {p,(G) : n € N} konvergentan, tj. linxggfpn(G) = lim p,(G) =

n—oo
¢, sledi

¢ < I%Hl)g.}fpn,r(G) (49)

Posmatra se skup {n € N: ¢ < p, »(G)}.

Ako skup {n € N : ¢ < p,»(G)} nije kokonacan ! postoji beskona¢no
mnogo elemenata niza {p, ,(G) : n € N} takvih da je p, (G) < c. Koriste¢i
osobine limesa inferiora niza, dalje sledi

liminf p, ,(G) < c. (4.10)

n—oo

Dalje, iz nejednakosti (4.9) i nejednakosti (4.10) sledi
c= hnrr_1>1£fpn7r(G).

Dakle, lirlrggfpn,T(G) € 1inH_l>iO%f[pn,z(G),pn,r(G)], a kako vazi i nejednakost
(4.8), za trazeno y € I%Hl)g.}f[pn,l(G))pn,r(G)] moze se uzeti y = liggioréfpnm(G)
=c.

Ako je skup {n € N: ¢ < py,(G)} kokonacan, dovoljno je pokazati da
za p,(G) postoji y € linrggéf[c,pn,r(G)] takvo da je p,.(G) < y. Ocigledno
je da lig_l}iolgfpn,r(G) € [c,ligr_ligfpn,r(G)], pa na osnovu leme 4.4 sledi da
lim inf p,, »(G) € lim inflc, p, »(G)].

Dakle, 1inrgi£fpn,r(G) € liégioréf[c,pn’r(G)], a kako vazi i nejednakost (4.8),
za trazeno y € linrrigf[c,pnm(G)] moze se uzeti y = linn_l)ioréfpn,,,(G).

Pokazuje se jos da za svako y € lglnl}icgf[pn’l(G),pn,T(G)] postoji neko
z € [pi(G), pr(G)] takvo da je x < y.

'Skup A C B je kokonacan skup ako mu je komplement (u odnosu na B) konadan skup.
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Zay € I%erl}gf[pn,l(G),pmr(G)] na osnovu (1.5) sledi y = TLli_{gopn(G),
Pni(G) < pn(G) < pnr(G). Iz osobina limesa inferiora sledi lini)infpn,l(G) <
n—oo
linrgicgfpn(G). Kako je niz {p, : n € N} konvergentan niz, tj. linniicgfpn(G) =
Jim p,(G) =y, to je liminf p, (G) < y.
Primenom nejednakosti (4.7) sledi

pi(G) < liminfp,(G) <y,

pa se za trazeno x moze uzeti p;(G).

(7i1) = (i): Neka za svaki otvoren skup G vazi p(G) =g 1%ngi£f;bn(G).
Treba pokazati da za svaki otvoren skup G vaze nejednakosti p;(G) <
liminf p,,i(G) i p,(G) < liminf py, - (G).

1z (iii), za svako = € [pi(G), pr(G)] postoji y € linrr_l)gf[pn,l(G),pmr(G)]
takvo da je z <y, gde je y = lim p,(G), pni(G) < pn(G) < pnr(G).

Iz nejednakosti p,(G) < pp,(G) sledi linnl)io%an(G) < I%Iggfpn,r(G). Niz
{pn(G) : n € N} je konvergentan niz, tj. hnrggfpn(G) = JLIrolopn(G) =y pa
dalje sledi da je y < linrr_1>ioréfpn,¢(G). Izx<yiy< linrr_1>i£fpn7,~(G) sledi da je

x < I%&}f P (G),

za svako z € [p;(G), pr(G)]. Dakle, uzimajuéi da je x = p,(G) vazi p,(G) <
lim inf p,, ,(G).
n—oo
Pokazuje se jos da za svaki otvoren skup G vazi nejednakost p;(G) <
lim inf p,, ;(G).
n—oo
Ako se pretpostavi da vazi suprotno, tj. da postoji otvoren skup G takav da
je hnni}g.}fp”vl(G) < pi(G), na osnovu (4.2) postoji y € hnrggf[pn,l((;),pnw(G)]
takvo da je
lim inf pp, 1 (G) <y < pi(G).

Za to y i za svako x € [p(G),p,(G)] vazi y < z, Sto je u kontradikciji sa
pretpostavkom p(G) =g liginf n(G).
n—oo
(i) = (iv): Neka je skup A p-neprekidan skup. Tada vazi da je A p;-

-W
neprekidan i p,-neprekidan skup. Uslov (i) je ekvivalentan uslovima p,, v

-W
Diipnr v Pr, pa se za svaki pj-neprekidan i p,-neprekidan skup A, koristeéi
teoremu 3.4, dobija

lim pn,l(A) =p(4) i lim pn,r(A) = pr(A).

n—o0 n—oo
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Na osnovu (1.8) sledi

lim ﬁn(A) = JLH(}O[Pn,Z(A)an,r(A)]

= [t puaCA). s o (4)]
= [p(A), pr(A)]
= p(A).

(iv) = (7): Neka vazi uslov (iv). Tada, za svaki p-neprekidan skup A, vazi
15 [P (A), P (A)] = [pr(A), pr(A)

Na osnovu (1.8) je
Tim [pyg(A), puy(A)] = | Hm_p,g(A), lim pnp(4)]

pa je
Jim ppi(A) =pi(A) 1 lim pn,(A) = pr(A).
Kako je skup A p;-neprekidan i p.-neprekidan skup, na osnovu teoreme 3.4

Pn,l I DL i Py I pr, odakle sledi tvrdenje, ¢ime je dokaz zavrsen. O

U slede¢im primerima je ilustrovana g-slaba konvergencija niza intervalno-
vrednosnih pseudoverovatnoca.

Primer 4.3 Neka je X : U(0,1) slucajna promenljiva sa uniformnom raspo-
delom i X, : U (0, 1+ %), n > 1 niz slucajnih promenljivih sa uniformnom
raspodelom.

Kao u primeru 4.1, za svako n € N posmatra se neprazna familija Mg, =
{D, Pns Pn+1, - - - } pseudoverovatnoca, gde je

p=g 'oPx i p,=g 'oPx,.

Familija (Mg, =) je gusto linearno uredenje sa krajevima py i p.

Za svako n € N, intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca je data sa
P, = [pn,lapn,r]7
gde je Pn,l = Pn i Pnr = D-
Na ovaj nac¢in se dobija niz intervalno-vrednosnih pseudoverovatnocéa
{P,, : n € N}, takvih da za (a,b] € B(R) vazi
Pn((a,b]) = [pni((a,b]), pnr((a,b])].
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4.2 Slaba konvergencija niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoca

Jasno je da je
Timp,((a,b]) = pl(a. b)), (4.11)

pa na osnovu jednakosti (1.8) i jednakosti (4.11) sledi da za svaki p-neprekidan
skup (a, b] vazi

lim pn((a’ b]) = | lim pn((avb])vnlggop((avb])} = {p((a, b])}v

n—oo |:’Il*)OO

tj. niz intervalno-vrednosnih pseudoverovatnocéa p,, g-slabo konvergira ka
intervalno-vrednosnoj pseudoverovatnodi p. o

Primer 4.4 Nekasu{X, :n € N}i{Y, : n € N} nizovi nezavisnih sluc¢ajnih
promenljivih sa istom raspodelom na prostoru verovatnoée (2, F,P) sa
matematickim ocekivanjima F(X,) =0, E(Y,,) = a i disperzijama D(X,,) =
1, D(Y,) = o2 B
Neka je P,(A) < P,(A), za svako A € F, gde su P, = Po S;1 i
~ ~ n
P, =P oS, ! verovatnoée indukovane sluéajnim promenljivim S,, = > X; i
i=1
~ n
S, = >.Y;, redom.
i=1
Za slu¢ajnu promenljivu S, vazi E(S,) = 01 D(S,) = n. Iz centralne
grani¢ne teoreme sledi

Tlim P (i’% < x) —P(Z<uw), (4.12)

gde je Z slucajna promenljiva sa normalnom raspodelom i matematickim oce-
kivanjem F(Z) = 0 i disperzijom D(Z) = 1. Jednacina (4.12) je ekvivalentna

Sa
lim. / fdP, = / fap,
R R

gde je P =P o Z~!, tj. niz verovatnoéa P, slabo konvergira ka verovatnodi
P. B N B
Sli¢no, za slu¢ajnu promenljivu S, vazi E(S,) = na i D(S,) = no? i

Jim P (%azme <y) =P (Z<y) & lim Fu(y) = Fs(y)
o lim / fdbB, = / fap,

n—oo
R R

~ S, —na
gde je F), funkcija raspodele slu¢ajne promenljive —

oyn
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Glava 4. Intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca

Dakle, niz verovatnoca P, slabo konvergira ka verovatnoéi P.

Na osnovu rezultata iz odeljka 3.2.1, iz ekvivalencije slabe konvergencije
niza verovatnoca sa g-slabom konvergencijom odgovarajuceg niza pseudove-
rovatnoda, sledi

g-w .o~ W
Pn——>p 1 pPn—D,
gdejepn:g_loPn,ﬁn:g_lof’n ip:g_loP,
Sliéno kao u primeru 4.3, za poluprsten sa strogo monotono rastuéim
generatorom g moze se konstruisati niz intervalno-vrednosnih pseudoverovat-
noéa p,, = [pn, Pn) pa vazi

lim [pn, pn] = [p, D). o

n—oo
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Zakljucak

U osnovi istrazivanja disertacije je poznat pojam teorije verovatnode:
slaba konvergencija, koja predstavlja sponu izmedu verovatnoce kao teorijske
nauke i statistike kao primenjene nauke.

U okviru pseudoanalize, kao prva grupa rezultata, u disertaciji je definisana
nova mera, pseudoverovatnoca p, koja predstavlja analogon pojmu klasi¢ne
verovatnoce. Ovako definisana mera je za razliku od klasi¢ne verovatnoce
neaditivna mera, ali zadrzava osobine p()) = 0 i p(Q2) = 1. Neaditivne mere
su korisne kada je u modelovanju realnih pojava osobina aditivnosti narusena.

Jedan od glavnih rezutata istrazivanja vezanog za ovako definisanu pseu-
doverovatnoc¢u je teorema koja daje ekvivalentne uslove slabe konvergencije
niza pseudoverovatnoca. Takode, jos jedan rezultat je niz ekvivalencija ko-
jima se dobija praktican alat za ispitivanje raznih vrsta konvergencija u
teoriji verovatnocée i mere, za koje je pokazano da su ekvivalentne slaboj
konvergenciji niza pseudoverovatnoca.

Prirodno uopstenje realnih funkcija su skupovno-vrednosne funkcije, ¢iji
je specijalan slucaj intervalno-vrednosna funkcija. Kako se u prakti¢nim
primenama prilikom merenja éesto dobijaju priblizne vrednosti posmatranih
veli¢ina, intervalno-vrednosne funkcije i mere, pa samim tim i intervalno-
vrednosna verovatnocéa predstavljaju prirodan matematicki okvir za izucava-
nje i modelovanje neodredenosti. Druga grupa originalnih rezultata disertacije
se odnosi na inervalno-vrednosne mere.

U disertaciji je definisana intervalno-vrednosna pseudoverovatnoca p kao
jedno uopstenje intervalno-vrednosne mere. Ovako definisana intervalno-
vrednosna mera je neaditivna skupovna funkcija koja zadovoljava uslov
p(0) = [0,0].

Glavni rezutat istrazivanja vezanog za ovako definisanu intervalno-vre-
dnosnu pseudoverovatnocu je teorema koja daje ekvivalentne uslove slabe
konvergencije niza intervalno-vrednosnih pseudoverovatnoca.

Treéa grupa originalnih rezultata dobijenih u okviru istrazivanja, je novi
pristup definisanju neaditivnih mera preko tzv. generalizovane pseudoverova-
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tnoce. Prednost ovakvog pristupa se ogleda u tome sto je omoguéeno ,,merenje”
skupova koji nisu elementi familije na kojoj se generalizovana pseudovero-
vatnoca definiSe. Pokazane su osobine generalizovane pseudoverovatnoce i
definisano je uopsteno matematicko ocekivanje u odnosu na generalizovanu
pseudoverovatnodu.

Osim navedenih rezultata u teoriji neaditivnih mera, originalni doprinos
disertaciji jos ¢ine i neke primene pseudointegrala date u odeljcima 2.2, 2.4,
2.6 1 3.3, koje su cetvrta grupa originalnih rezultata disertacije.

U odeljku 2.2 je na osnovu poznate definicije g-integrala definisana g-Me-
linova transformacija i pokazana je primena u teoriji verovatnoce, kao i veza
sa slabom konvergencijom niza pseudoverovatnoca.

U odeljku 2.4 je definisan pseudopolinom sa intervalnim koeficijentima
kao jedan primer intervalno-vrednosne funkcije i pokazana je njegova pseu-
dointegracija.

U odeljku 2.6 je definisana pseudometrika u odnosu na intervalno-vre-
dnosnu @-meru, tj. intervalno-vrednosno rastojanje izmedu dve merljive
funkcije.
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neodredenosti.

Trenutno istraZivanje se bazira na izucavanju slabe
konvergencije u okvirima pseudoanalize.



Osaj Obpazay u4uHu cacmasHu 0eo OOKmMOpCKe oucepmayuje, OOHOCHO
O00KMOPCKO2 YMEeMHU4K02 npojekma Koju ce opanu Ha Ynusepzumemy y Hosom
Caoy. Ilonywen Obpaszay yxopuuumu uza mexcma OOKMopcKe oucepmayuje,
0OHOCHO OOKMOPCKO2 YMEMHUUKO2 NPOjeKma.

[Inan TperMana nojaraka

Ha3uB npojekTa/mcTpaxknBama

Criabe KOHBepreHIyje rnceyaoBepoBaTHoha 1 HHTEpPBaIHO-BPEHOCHHX TceyI0BepoBaTHONhA

Ha3uB nHCTHUTYLMje/MHCTUTYIMja Y OKBHPY KOjHX ce CIIPOBOIH MCTPAKMBaIbe

a) Yuusepsuret y HoBom Cajy, @akynTer TeXHUUKUX HayKa

6)

1. Onuc nmogaraka

B)
Ha3uB nporpama y oKBHPY KOT Ce peajiu3yje HCTPaKNBaHh€

1.1 Bpcra cryauje

Yxpamko onucamu mun cmyouje y okeupy Koje ce nooayu npuxynvajy

Y oB0j cTyAuju HUCY NPUKYIJbAHU NOJALH.

1.2 Bpcre nonataka
a) KBAHTUTATUBHU

0) KBAJIMTATUBHH

1.3. Haynn npukympama nojaTaka
a) aHKeTe, YITUTHULH, TECTOBU

6) KIIMHUYKE NPOLCHE, MCAUITMHCKHU 3aIllUCH, CIICKTPOHCKHU 3APABCTBCHU 3aIllUCHU
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B) TCHOTHUIIOBU: HABCCTU BPCTY

l") AIMUHUCTPATUBHU MMOJAIN: HABECCTU BPCTY

) Y30pILIK TKUBA: HABECTH BPCTY

b)) caumrm, hotorpaduje: HaBecTH BPCTY

€) TEKCT, HAaBECTH BPCTY

’K) Maria, HaBeCTH BPCTY

3) OCTaJIO: OIUCATH

1.3 ®opmar nogaTaka, ynorpedspeHe ckaje, KOJIHINHA IT01aTaka

1.3.1 YnorpeOsbeHu copTBEep U PopMaT JaTOTEKE:

a) Excel dajn, narorexa

b) SPSS ¢aji, marorexa

c) PDF o¢ajn, natoteka

d) Tekcr dajn, naroTexa

e) JPG oajn, marorexa

f) Ocrano, natoreka

1.3.2. bpoj 3ammca (ko KBAHTUTATUBHUX MO/1AaTaKa)

a) Opoj BapujadIu

0) Opoj Mepema (MCTUTaHWKA, TIPOIIEHa, CHUMaKa U CII.)

1.3.3. IloHoBIbEHA MEpPEHA
a) ma

0) He

YKOJIHKO je OATOBOp J1a, OArOBOPUTH Ha ciieAeha nurama:

a) BPEMEHCKH pa3Mak W3MeJljy IOHOB/BEHUX Mepa je

0) Bapujablie Koje ce BUIIE ITyTa Mepe OHOCE ce Ha

B) HOBe Bep3uje (ajioBa Koju capike MOHOBJLEHA MEPEha Cy MIMEHOBaHE Kao
Hamomene:
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Ja nu ghopmamu u cogpmeep omozyhasajy oemerve u 0y20pouHy 6aiuOHOCHm nooamaxa?
a) Ha
0) He

Axo je 00e080p He, 0bpaznodcumu

2. [Ipukymbame NogaTaka

2.1 Metoposnoryja 3a NpUKyIJbamke/TCHEPUCAhE [T0JaTaKa

2.1.1. Y okBHpPY KOT UCTPAKHUBAYKOT HAIPTA Cy MOAAIM NPUKYILJbeHU?

a) CKCIIEPUMEHT, HABECTU THUII

0) KOpenarroHO NCTPaKUBAE, HABECTH TUIT

II) aHaJIn3a TCKCTa, HaBECTU THUIL

1) OCTaJI0, HABECTH 1T

2.1.2 Hagecmu 8pcme MepHUX UHCMPYMEHAMA Uil CManoapoe nooamaxka cneyupuuHux 3a oopeheny
HAY4Hy OUCYUNIUHY (aKo nocmoje).

2.2 KBanurer nojaraka u CTaHIapIu

2.2.1. Tperman HepocTajyhux nojgaTaka

a) Jla nmu matpuna caapxu Hegocrajyhe nogarke? Ia He

AKO je 0aroBOp Ja, OArOBOPUTH Ha cieneha nurama:

a) Konuku je 6poj Hemoctajyhux nmonataxa?
0) Jla i1 ce KOPHCHUKY MaTpHIIe ITpernopy4yje 3aMmeHa HepocTajyhux nogaraka? Jla He
B) AKO je 0JroBOp J1a, HABECTH CYI'eCTHje 3a TpeTMaH 3aMeHe HeaocTajyhux mojaaraka
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2.2.2. Ha Koju Ha41H je KOHTPOJIMCAaH KBaIUTET nofaraka? Onucatu

2.2.3. Ha koju Ha4¥H je u3BpIIcHa KOHTPOJIa YHOCA MTOJ]aTaKa y MaTpHILy?

3. TpermaH noxataka u npateha fokyMeHTanuja

3.1. TpermaH 1 gyBame MoaTaKa

3.1.1. llooayu he 6umu denonosanu y PENnO3UmMoOpUjyMm.

3.1.2. URL aopeca

3.1.3. DOI

3.1.4. Jla nu he nodayu bumu y omeopeHom npucmyny?

a) Ha
0) a, anu nocne embapea xoju he mpajamu 0o
8) He

Axo je 002060p He, Hagecmu pazioe

3.1.5. llooayu nehlie bumu denonosanu y penozumopujym, aiu fie oumu yyeanu.

Obpasnooicerve
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3.2 MeTamnojany 1 JOKyMEHTalMja oAaTaka

3.2.1. Koju crannapn 3a Meranoaatke he Outu nmpuMemeH?

3.2.1. HaBectn MeTamnomaTke Ha OCHOBY KOjUX Cy MOJAIH JENOHOBAHH Y PEMO3ZUTOPHjYM.

Axko je nompebno, nasecmu memooe Koje ce Kopucme 3a npey3umaroe no0amaxd, aHarumuyKe u
npoyedypanne uHghopmayuje, pUxo80o Koouparse, OemabHe onuce 8apujabiu, 3anuca umo.

3.3 Crpareryja u CTaHIap/u 3a YyBame IojaTaKa

3.3.1. o xor nepuoaa he nogauy OWUTH YyBaHH y PENIOZUTOPHjyMY?

3.3.2. Jla 1 he monmaru Outk nenonoBanu mox mudpom? la He

3.3.3. Jla iu he mudpa 6utu noctynHa oapehenom kpyry ucrpaxkusaua? Jla He

3.3.4. Jla i1 ce moaany Mopajy yKJIOHUTH U3 OTBOPEHOT MIPHUCTYIIA MOCIIE M3BECHOT BpeMeHa?
Ha He

O0pa3noxuTi

4. Be30eqHOCT MoOAATAKA U 3aIUTUTA MOBeP/LUBHUX MH(pOPMalHja

OBgaj oxesrak MOPA OuTH nONymeH ako Bally NMoJaly YKIJbY4yjy JHYHE MOJAaTKe KOjU ce OHOCE Ha

YUECHHKE y UCTpaKMBamYy. 3a Apyra UCTpaKuBamba Tpeda Takohe pa3MOTPHUTH 3aIUTUTY U CUTYPHOCT
nojartaka.
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4.1 dopmaHu cTaHAapAM 32 CUTYPHOCT WH(pOpMAaIHja/moaTaka

HcTpaxknBaun Koju CIIPOBOJIE UCIIMTHBAKA C JbYJMMa MOPajy Ja ce MPHUIpKaBajy 3aKoHa O 3aIUTUTH
nonaraka o smu”octu (https://www.paragraf.rs/propisi/zakon o zastiti podataka o licnosti.html) u
OI[FOBapajyhel“ I/IHCTI/ITyI_[I/IOHaJ'IHOF KOACKCa 0 aKaAEMCKOM I/IHTerI/ITeTy.

4.1.2. la nm je uctpakuBame 0100peHo of cTpaHe eTruke komucuje? [la He

Ako je oarosop /la, HaBecTH 1aTyM U Ha3WB €THYKE KOMICH]j€ KOja je 0100pHiIa HCTPaKUBabEe

4.1.2. Jla v mojiaIy yKJbY4yjy JIMYHE TIOJaTKEe YYSCHUKA y ucTpaxuBamy? Jla He

AKO je oAroBOp /1a, HaBeIUTe Ha KOjU HAYMH CTE OCUTYPAJIH MMOBEPJEUBOCT U CUTYPHOCT WH(OpMaIja
BE3aHMX 32 UCIUTAHUKE:

a) IMopauym HUCY Y OTBOPEHOM MPUCTYILY
0) [Monmanm cy aHOHUMHU3UPAHH
1) OcraJio, HaBeCTH IITa

5. IocTynmHOCT mMoAaTaKa

5.1. Ilooayu he bumu
a) jaeno docmynhu
6) 0oCmynHU CAMO YCKOM Kpyey ucmpaxcusaya y oopehenoj Hayunoj ooiacmu

y) 3ameopenu

Axo cy nooayu docmynHu camo yCKOM Kpy2y UCHPAdiCUueaid, Hagecmu noo KOjum YCio8Uuma Moy 0a ux
Kopucme:

AKo ¢y nooayu 0OCmynHu camo YCKOM Kpy2y UCMpajcusaid, Ha8ecmu Ha KOju Ha4uH Mo2y
npUCMynumu no0ayumMa:
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5.4. Hasecmu nuyenyy noo kojom he npukynmwenu nooayu 6umu apxusupaHu.

6. Yiore u 0IrOBOPHOCT

6.1. Hagecmu ume u npesume u meji aopecy 61acHUKa (aymopa) nooamaxa

6.2. Hasecmu ume u npesume u mejn aopecy ocobe koja oopaicasa mampuyy ¢ nooayuma

6.3. Hasecmu ume u npesume u mejn aopecy ocobe xoja omocyhyje npucmyn nooayuma Opyeum
ucmpasxcueauuma
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