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PREDGOVOR

Proucavanje topologije na proizvodu familije topoloSkih prostora zapocinje
1910. godine Frechet u radu [19]. U pomenutom radu razmatra se samo
proizvod konacne familije prostora.

1923. godine u radu [42] Tietze posmatra proizvoljnu familiju topoloskih
prostora {Xt \i E /}, gde je X, = (A',,C\), i na skupu Il,e/A™ definise
topologiju ”punog boks - proizvoda” (full box - product). Bazu ove topologije
¢ine " puni boksovi”, to jest skupovi oblika Ilie/0,, gde OXE Otzasvei E/.
Ovakav proizvod oznati¢emo sa O (ili OXt, ako je jasno o kom skupu
indeksa je ref). PoSto se pokazalo da se na ovakav proizvod ne prenose
vazne osobine prostora Xx (kao Sto su kompaktnost, povezanost, tezina
itd.) puni boks - proizvod ostaje gotovo zaboravljen tokom sledece Cetiri
decenije.

ProuCavanje proizvoda topoloSkih prostora tokom 20-tih godina je u
znaku ispitivanja konacnih i prebrojivih proizvoda metrickih prostora.

1930. godine, u ¢lanku [43], Tihonov na skupu definiSe topologiju
koja dobija ime "topologija Tihonova”. Bazu ove topologije Cine skupovi
oblika fl.,eA' ~1(0,), gde je K C / konatan skup a 0, s O, zasve i E K.
{iTj : PLY, — X]j su kanonske projekcije). Kada se danas kaze "proizvod
familije topoloSkih prostora” najceSce se misli baS na proizvod Tihonova.
Popularnost i prihvacenost ovog proizvoda je posledica njegovog "lepog
ponaSanja”. Teorema Tihonova o kompaktnosti proizvoda kompaktnih
prostora pojavila se u [44] mada se delimi¢no nalazi i u [43]. Osim kom-
paktnosti i mnoga druga vaZna topoloSka svojstva kao S$to su povezanost,



nize aksiome separacije i druge prenose se sa prostora Xx na Tihonovski
proizvod HXt. Dalje, u [43] Tihonov daje Cuveni rezultat: svaki T3j. prostor
tezine k moZze se potopiti u [0,1]*. Danas je poznato mnogo sli¢nih teorema
0 univerzalnim prostorima koje koriste proizvod Tihonova. Ovo takodje
potvrdjuje njegovu vaznost.

U monografijama 1951. Bourbaki ([5]) i 1955. Kelley ([26]) vraéaju se
"neposluSsnom” punom boks - proizvodu, ali samo kroz kratke veZbe.

Clanak [27] Knighta iz 1964. godine je prva detaljnija studija boks
- proizvoda odnosno redukovanih boks - proizvoda. Preciznije, Knight
na skupu TIXt posmatra prvo topologiju Ciju bazu Cine skupovi oblika
D,ej #k 1(Ot) gde je |J I< ki k <] | } fiksiran kardinal. Ovakav proizvod
oznat¢imo sa OW 1 Ako za A< k na ILA, uvedemo relaciju ekvivalencije

/] ~9 akko [fEI |fi ~ 9} <A

onda faktor prostor &KXJ ~ oznafavamo sa O'[A,. To je boks - proizvod
u smislu Knighta.

Razvojem skup - teoretske topologije boks - proizvodi ponovo izazivaju
interesovanje. Oni omogucavaju konstrukciju primera i kontraprimera za
mnoge pretpostavke. (Na primer radovi Kunena [28] o parakompaktnosti,
van Douwena o normalnosti boks - proizvoda itd.).

Konstrukcije razvijene u teoriji modela primenjuju se i u topologiji. U
svojoj tezi 1975. godine Bankston ([1]) proucava ultraproizvod topolosSkih
prostora.’ Ovo je u stvari redukovani puni boks - proizvod BXJ gde je
~ relacija ekvivalencije na skupu ILA- data sa

f~9 akko {i £l J/e=gi} gU

a U je slobodan ultrafilter na 7. U radovima [3] i [2] Bankston daje detaljnu
studiju ove strukture.

U prvom delu ove disertacije konstruisana je struktura koja obuhvata
sve dosada pomenute strukture vezane za proizvod familije topoloSkih pros-
tora: puni boks - proizvod OA,, proizvod Tihonova [] Xt, boks - proizvod u
smislu Knighta O*A'li ultraproizvod O;/A’,. Ovu opStu strukturu odredjuju
ideal A i filter 'f (na indeksnom skupu /) koji zadovoljavaju uslov (A'P).
Taj uslov je proiziSao iz zahteva da aksiome separacije 7b,Ti,X2,X3i T3i,
koje ostaju oCuvane u Cetiri poznate strukture, budu ofuvane i u novoj.



U drugom delu rada se pokazuje da se i druge topoloSke osobine, koje
se sa prostora prenose na Cetiri poznata proizvoda (kao na primer ho-
mogenost, nula - dimenzionalnost itd.) takodje prenose na novouvedeni
proizvod.

Na kraju teze dokazana je verzija teoreme Feferman - Vaughta za r.i.p.
Ovim je problematika izlozena u ovom radu dovedena u vezu sa topoloSkom
teorijom modela, Sto predstavlja smernicu za dalja istraZivanja.

Inicijalna ideja disertacije poti¢e od prof. dr Milana Gruloviéa, speci-
jaliste za matematicku logiku, koji mi je ukazao na redukovane proizvode i
ultraproizvode - fundamentalne konstrukcije u teoriji modela. Saradnja sa
prof. Grulovicem je rezultovala radom [21] koji je sadrZzan u drugoj glave
ove teze, dok je poslednja glava uvod u novu saradnju jer se njen sadrzaj
nalazi u preseku teorije modela i topologije.

Korisne sugestije i znanje iz topologije i teorije skupova koje su mi
tokom studija preneli akademik prof. dr Bogoljub Stankovi¢, akademik
prof. dr Olga HadZi¢, prof. dr Stevan Pilipovi¢, prof. dr Endre Pap, prof.
dr Ljiljana Gaji¢ i prof. dr Milan Grulovi¢ ugradjeni su u ovaj rad.

Prof. dr Mila MrSevi¢ je sa izuzetnom paznjom procitala prvu verziju
teze i ukazala mi je na viSe sustinskih pitanja.

Kolege sa Instituta za matematiku PMF-a u Novom Sadu su mi, stvaran-
jem kreativne atmosfere, po$'*no pomogli da istrajem u lepom ali iscr-
pljuju¢em pisanju ove disertacije.

Merima Marcicev je, kao i uvek, dala sve od sebe pri kompjuterskom
uobli¢avanju graficki jako sloZenog teksta koji predstoji.

Svima se najsrdacnije zahvaljujem.

Autor



PREGLED SADRZAJA |
UVODNE NAPOMENE

SadrZaj disertacije je podeljen na sedam poglavlja, pri ¢emu se poglavlja
sastoje od viSe tacaka.

U prvoj glavi se navode osnovne definicije i poznati rezultati vezani za

Tihonovski proizvod, box - proizvod i ultraproizvod familije topoloskih pros-
tora.

Glavni rezultat druge glave je definisanje opSte strukture, redukovanog
ideal - proizvoda (r.i.p.j, koja uopStava i objedinjuje pomenute proizvode a
kod koje aksiome separacije Tg T\, Ti, T i T3i ostaju oCuvane.

U prvoj tacki se precizno formuliSu pitanja koja ¢e biti razmatrana u
ovoj glavi.

Druga tacka sadrZi uglavhom poznate leme vezane za skupovne o0s-
obine redukovanog proizvoda proizvoljne familije skupova.

Sadrzaj trece tatke odnosi se na ideal - proizvod I1AA', familije topoloskih
prostora {(Xi,Oi) |i £ 1}. Bazu topologije ovog prostora ¢ine skupovi ob-
lika gde 0, £ O, i L £ A, pri ¢emu je A neki ideal na skupu
indeksa /. Zatim se definiSe r.i.p. n™A’, = IPA’// ~ gde relaciju ~ odred-
juje filter 'P na indeksnom skupu. Takodje, dokazuju se neke tehnicke leme
neophodne za dalji rad.



U Cetvrtoj tacki je dokazano da je r.i.p. familije topoloSkih prostora
homeomorfan svojoj ”restrikciji” na skup indeksa A C | koji je elemenat
filtra

U petoj tacki se formuliSe uslov "spregnutosti” ideala A i filtra »
(uslov (AH/)) koji glasi:

VAES$ V53% 3LEA(I CA\BA Lcf W)

Dokazano je da je ovaj uslov potreban za prenoSenje navedenih aksioma
separacije sa prostora At,i £/ na r.i.p. 11$A}.

Dovoljnost uslova (AH/) za oCuvanje osobina To,TI,T: i Tz dokazana je
u Sestoj tacki. ~

Sedma tacka se bavi r.i.p.-om uniformizabilnih prostora. Pokazuje se
da je proizvoljan r.i.p. uniformizabilnih prostora uniformizabilan. Takodje
je dokazano da je uslov (A'J) dovoljan za prenoSenje osobine T3i na r.i.p.

U osmoj tacki dat je odgovor na obratno pitanje: ako je 11$A, Tk—
prostor, da li su "skoro svi- prostori A} sa ovom osobinom (gde k £
{0,1, 2, 3. 3]}. Odgovor je potvrdan za proizvoljne Ai H, akoje k £ {0,1,2}.
Za k = 3. odgovor je potvrdan ako vazi (A'k). Na kraju, za k —3] odgovor
moZe biti odreCan Cak iako je uslov (A'k) ispunjen. U ovoj tacki je takodje
pokazano da diskretnost povlali diskretnost A} za "skoro sve” i £ 1.

U treéoj glavi je izvrSena delimina diskusija uslova (A'kK). lzdvojeni su
specijalni slucajevi (A'k) r.i.p.

U prvoj tacki dati su uslovi ekvivalentni uslovu (A'k) za slucaj kada
je A glavni ideal, odnosno $ glavni filter. Proizvod Tihonova, puni boks -
proizvod i ultraproizvod su obuhvaceni ovim slucajem.

Druga tatka daje neke dovoljne uslove da uslov (A'P) bude zadovoljen
ako su pri tom A i $ neglavni. Kao specijalan slucaj dobijen je boks -
proizvod u smislu Knighta.

Neki ekvivalenti uslova (A'k) dati su u treéoj tacki. Ako je B =

-P(I'k (faktor algebra Booleove algebre P(1)) i A C B slika ideala A,
onda vaZi:

(A'P) akko A\{0} jegustu B \{0}.

Cetvrta glava sadrzi rezultate o preslikavanjima i homogenosti r.i.p.



U prvoj tacki se, na prirodan nacin, polazeéi od familije preslikavanja
{ifii mX{ —»Yi |i € /}, definiSe preslikavanje (¢4 : II"Aj —»flIPokazuje
se da ako su " skoro sva” preslikavanja 3 neprekidna (otvorena, ” 1-1”, ”na”)
onda je takvo i preslikavanje <4 . Takodje se dokazuje da homogenost " skoro
svih” prostora Aj povlali homogenost r.i.p. IMA].

U drugoj tacki se pokazuje da je r.i.p. r.i.p-ova opet r.i.p. (Radi
se 0 prostoru oblika ElINdlip), «¢m). Uslov (A'i') ostaje oCuvan pri ovakvoj
iteraciji.

Peta glava je posvetena redukovanom ideal - proizvodu topoloskih alge-
bri.

U prvoj tacki je dokazano daje ideal - proizvod ITAAj topoloSkih grupa
ponovo topoloSka grupa.

U drugoj tacki je dat odgovarajuéi rezultat za r.i.p. Ako (Sto je
uobi¢ajeno) u definiciju topoloSke grupe uklju¢imo i Tj— aksiomu sepa-
racije, onda je za njeno prenoSenje dovoljan uslov (A'5).

Treca tacka sadrzi odgovarajuée rezultate za topoloSke prstene. Pri-

menjene metode se mogu Kkoristiti u verifikaciji neprekidnosti bilo koje op-
eracije.

U Sestoj glavi se prouCava otvorenost r.i.p.

U prvoj tacki je dokazano da p— otvorenost prostora Aj i k— kom-
pletnost ideala A povlaci A—otvorenost r.i.p. n™A’,, gde je A= min{«:/i}.
Specijalno, ako je k regularan kardinal a A;-, i e /, P - prostori, onda je
Knight-ov boks - proizvod O((Aj takodje P — prostor.

Glavni rezultat druge tacke glasi: ako su prostori Aj p— otvoreni,
ideal A k+— kompletan i (p,n)—regularan filter, gde k,X> u, onda
je n$Aj k+—otvoren prostor.

U trecoj tacki se navode neki specijalni slucajevi i ilustracije poslednje
teoreme.

Rezultati koji se odnose na nepovezanost r.i.p. izloZzeni su u sedmoj
glavi.

U prvoj tacki je dokazano da je uslov (AIP) dovoljan za prenodnje
totalne nepovezanosti prostora Aj, i £/ na II*Aj.

Druga tacka sadrzi odgovarajuci rezultat koji se odnosi na nuladimen-
zionalnost r.i.p. No, ovde se dokazuje mnogo viSe: ako je ™ u—regularan



filter a X, 13— prostori i ako pritom vaZi (A'P), onda je nuladimen-
zionalan prostor.

U trecoj tacki dati su neki rezultati o jakoj nuladimenzionalnosti r.i.p.
kao i odredjeni primeri.

U osmoj glavi dati su neki rezultati o r.i.p koji pripadaju topoloskoj
teoriji modela.

Prva tacka je uvodna i sadrzi osnovne definicije ove teorije. Definisane
su Lt—formule i njihova interpretacija.

U drugoj tacki je dokazana teorema Feferman - Vaughta za r.i.p. Na
svakom kraju je neki pocetak. Takav je slucaj i sa ovom tezom. Teorema
Feferman - Vaughta omogucava "prevodjenje” mnogih rezultata klasi¢ne
teorije modela na rezultate o r.i.p. To bi verovatno mogla biti tema jo$
jedne ovakve teze. To ¢e sigurno biti tema za razmisljanje ovog autora.

Na kraju svake glave (sem glava 1 i 3) date su istorijske i bibli-
ografske napomene. One se uglavhom odnose na teoreme 0 r.i.p. i
njihove analogone vezane za klasi¢ne proizvode.

Spisak literature, dat na kraju teze, obuhvata dve vrste referenci.
Jednu cine ¢lanci i monografije koje je autor neposredno koristio. Druga
grupa referenci sadrzi radove koji su zanimljivi iz istorijskih razloga.

Notacija je u ¢elom tekstu standardna. Novouvedene oznake se svugde
detaljno objaSnjavaju. Ipak, zbog preglednosti, na sledecoj strani dajemo
spisak oznaka.

Posle tablice oznaka dat je spisak definicija osnovnih klasa topoloSkih
prostora. Ove definicije su sigurno dobro poznate Citaocu ali ih navodimo
zbog postojec¢ih odstupanja u literaturi.



OZNAKE

N skup prirodnih brojeva

A skup celih brojeva

Q skup racionalnih brojeva
R skup realnih brojeva

C skup kompleksnih brojeva
<x,p.; ordinali

«, AJi kardinali

w prvi beskonacni kardinal (ordinal)
Ui prvi neprebrojivi kardinal (ordinal)
Kt najmanji kardinal veéi od t
P(X) partitivni skup skupa X
IX 1 kardinalni broj skupa X
[A]<" = {A C X ]A je konacan }
[AT* ={ACX JA [k}
0 topologija (familija otvorenih skupova)
T familija zatvorenih skupova
B baza topologije
B(x) baza okolina tactke x
1 skup indeksa
ILYt = UtelXt (proizvod familije skupova)
f,9, h  elementi 11X{
nj kanonske projekcije (€ : ILY, —X]j)
A ideal na |
A ={ni6i T 1(0D]Ze A,0, e0,}
Q\ ideal topologija na ILY,
uAxt = (ILYt,e>A) ideal proizvod
filter na |
relacija na ILY,- odredjena sa 'k (tatka 2.1)
N klasa ekvivalencije elementa /
9 prirodna projekcija q : ILY, —®lIA*7 ~
A* =

s~liq(A)) gde A C ILY,

n$*t nAY,/ ~ redukovani ideal proizvod



0%
f\lJ
Vj
Aj
AX

Ou
$$

OA’,

nuxXi
n x{

(0,0)

x~I1

n AGt
n$G,-
<A 4

topologija r.i.p

restrikcija funkcije / na skup J

= {/InJd ] A£'k} restrikcija filtera
= {L o J\L € A} restrikcija ideala
= {(x,x) |x 6 X} dijagonala X
uniformna struktura

baza uniformne strukture
topologija generisana unif. strukturom U
videti definiciju u teoremi 2.7.4
uniformna struktura Cija je baza
puni boks-proizvod

boks-proizvod u smislu Knighta
ultraproizvod

Tihonovski proizvod

grupa

neutralni element grupe

inverzni element za x £ G

ideal - proizvod grupa

r.i.p grupa

videti definicije na str. 53 i 54.
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OSNOVNE KLASE TOPOLOSKIH PROSTORA

Topoloski prostor (A, O) je:

- TO— prostor akko za svake dve razliCite taCke x iy postoji otvoren
skup Odax£o "YWNX"o 3y

- T\— prostor akko za svake dve razliCite taCke x iy postoji otvoren
skup Udax £ U"™y.

- HausdorfFov (ili T?— prostor) akko za svake dve razliCite tacke x iy
postoje disjunktni, otvoreni skupovi UiV dajex€ Uiy £V

- regularan akko za svaki zatvoren skup F i tacku x koja mu ne pripada
postoje disjunktni otvoreni skupovi UiV dax £ U\F CV

- kompletno - regularan akko za svaki zatvoren skup F i svaku tacku
x koja mu ne pripada postoji neprekidna funkcija / : X —[0,1] da je
f(x) = 0if(F) = {1}

- normalan akko za svaka dva disjunktna zatvorena skupa F i G pos-
toje disjunktni otvoreni skupovi UiV dalJe F C U\G C V

- T3— prostor akko je regularan, T2— prostor

- T31— prostor akko je kompletno - regularan T.— prostor

- ta— prostor akko je normalan, T2— prostor

- T5— prostor akko je svaki njegov potprostor T4,

-Tg—prostor akko je T4i ako je svaki otvoren skup Fa— skup

- prostor Frechet - Urisona akko za svako A C X isvako x £ A
postoji niz < xn |[n £ N > u A daje lim”~oo xn= x

- sekvencijalan prostor akko za svako A C X vazi A £ T m>m za
svaki niz < xn\n £ N > tacdaka iz A, lim,™,*, xnC A

- kompaktan akko svaki otvoren pokrivat X sadrZi konatan pot-
pokrivac

- lokalno kompaktan akko svaka tatka ima kompaktnu okolinu

- k— prostor akko je T2— prostor i pritom je faktor-prostor nekog
lokalno kompaktnog T2— prostora

- prebrojivo kompaktan akko svaki prebrojivi otvoreni pokriva¢ X
sadrzi konacan potpokrival
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- pseudokompaktan akko je T3i— prostor i ako je svaka neprekidna
realna funkcija na X ogranitena

- sekvencijalno kompaktan akko svaki niz tataka iz X sadrzi kon-
vergentan podniz

- Cech - kompletan akko postoji kompaktifikacija cX prostora X da
je ostatak ¢X \c¢(X) Fa—skup ucX

- Lindelofov akko je T3— prostor i ako svaki otvoreni pokriva¢ X
sadrzi prebrojiv potpokrivac

- realno - kompletan (R— kompletan, kompletan po He\vittu, engl:
realcompact) akko je X homeomorfan zatvorenom potprostoru topoloSkog
stepena RK gde je k neki kardinal

- topoloSki kompletan (kompletan po Dieudonneeu) akko je topologija
generisana nekom kompletnom uniformnom strukturom

- metrizabilan akko postoji metrika koja indukuje topologiju O
- povezan akko su jedini otvoreno - zatvoreni skupovi 0 i X

- lokalno povezan akko u svakoj tafki ima bazu okolina koja se sastoji
od povezanih skupova

- nasledno nepovezan akko su jedini povezani potprostori X jednoclani
podskupovi

- totalno nepovezan akko je kvazikomponenta svake tatke x 6 X
skup {z}

- nula - dimenzionalan akko je T: i ako ima bazu topologije koja se
sastoji od otvoreno - zatvorenih skupova

- jako nula - dimenzionalan akko je T3i —prostor i ako za svaka dva
funkcionalno razdvojena skupa ,4 i B postoji otvoreno - zatvoren skup U
da AC UCX\B

- ekstremno nepovezan akko VO € O, DE O

- parakompaktan akko se u svaki otvoren pokrival moze upisati
lokalno konacan otvoren pokrivac

- prebrojivo parakompaktan akko se u svaki prebrojiv otvoreni
pokriva¢ moze upisati lokalno konacan otvoreni pokrivac

- slabo parakompaktan akko se u svaki otvoreni pokrivat moZe up-
isati tackasto konacan otvoreni pokrivac
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- kolektivno normalan akko je T2— prostor i ako za svaku diskretnu
familiju |li 6 /} zatvorenih skupova postoji diskretna familija {Vt \i £
1} otvorenih skupova da zasve i € | vaZi F, C V,

- jako parakompaktan akko se u svaki otvoreni pokriva¢ prostora X
moZe upisati zvezdasto konacan otvoreni pokrivac.

- homogen akko za svake dve tacke x,y 6 X postoji automorfizam
f-X =X dajef(x) =y

- k - otvoren akko je presek < k otvorenih skupova otvoren skup

- P— prostor akko je iUj—otvoren (tj. G$ skupovi su otvoreni)

- rasprSen (engl. scattered) akko svaki neprazan potprostor A C X
ima izolovanu tacku (u A)

- ccc - prostor akko ne postoji disjunktna familija nepraznih otvorenih
skupova kardinalnosti vece od w.

Dalje, ako je (X, O) topolosSki prostor onda

tezina prostora X, u oznaci w(X) je kardinal

w(X) = min{] B \\B je baza topologije 0}

karakter prostora X u tacki x je kardinal

xX(£,20 = min{] B(x) |IB(x) je baza okolina tatle a}

karakter prostora X je kardinal
X(.Y) = sup{x(z, X) | x 6 X}
- gustina prostora X je kardinal

d(X) = min{] D \\D je gust u X}.



Glava 1

Uvod

1.1 Ideali, filtri, ultrafiltri

Ideali, filtri i ultrafiltri su opStepoznati matematicki pojmovi. No ipak,
zbog kompletnosti teksta, navodimo neke osnovne definicije i Cinjenice
vezane za ove objekte. Detaljne informacije vezane za ovu temu mogu
se naci u [7]. U ovoj disertaciji koristicemo samo Cinjenice koje slede.

Definicija 1.1.1. Neka je | neprazan skup. Neprazna familija A pod-
skupova skupa | je ideal na | akko vaZi:

() LiUL: € A, zasve Li,L: £ A

(ilako LEAITACL, ondaA £ A

A je pravi ideal akko je A ™ P (/). A je glavni ideal akko je A = {L \
LCJ} zanekoJd C I.

Definicija 1.1.2. Neka je | neprazan skup. Neprazna familija $ pod-
skupova skupa | je filter na | akko vazi:

() Ai fl A2 £ 4a za sve Ai,A: G'P;

(i) ako AE'5IACBC/, ondab5 6.

$ je pravifilter akkoje $ P(l). $ je glavni filter akko je 'k = {A \
JCACI1} zaneko J C I.

Pojam ideala je u odredjenom smislu dualan pojmu filtra, Sto tvrdi
sledeéa teorema koja se lako dokazuje.

15
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Teorema 1.1.1. Nekoje | neprazan skup. Tada vaZi:
a) Ako je A ideal na I, onda je 'i = {I \L |JL € A) filter na I.
b) Ako je 'Pfilter na I, ondajeA = {/\A]JAE£'l'} ideal nal. O

Primeri 1. A= {0} je oCigledno ideal. Odgovarajuci filter je = {/}.

2. P(I) je i ideal i filter , pritom nepravi.

3. Neka je | neprazan , beskonafan skup i neka je u < k <\ | \
kardinal. Tada je A = [I]<K ideal (skupova kardinalnosti manje od k).
Odgovarajudi filter je ~ = {A C/ JII\A |</c}. Aje pravi, neglavni ideal
a 'P pravi, neglavni filter. Posebno, za k = u, A = [/] je ideal konalnih
podskupova I. Ovaj ideal zovemo Frechetov ideal a odgovarajuci filter -
Frechetov filter na I.

4. Neka je (X, O) topolosSki prostor. Tada je familija nigde gustih
podskupova prostora X ideal na X. Isto vazi za familiju podskupova X
koji su prve kategorije. Takodje, familija podskupova L skupa X, takvih
da postoji kompaktan skup K C X daje L C K, ¢Cini ideal na X. Ovim
idealima moZemo pridruziti odgovarajuce filtre, u skladu sa teoremom 1.1.1.

5. Neka je (X,d) metricki prostor. Tada familija ogranicenih pod-
skupova prostora X ¢ini ideal na X. Isto vazi za familiju svih totalno
ogranitenih podskupova prostora X.

6. Neka je (X,V,p) prostor mere. Tada familija svih skupova mere
nula ¢ini ideal na X.

Prelazimo dalje na izdvajanje posebnih filtera - ultrafiltera. Ovakuvi filtri
imaju posebnu ulogu u teoriji modela.

Definicija 1.1.3. Filter ~ na | je ultrafilter akko vaZi:

VAC/(Ae$o INAO'T)

Teorema 1.1.2. Nekaje | neprazan skup i ‘i filter na I. Tada su ekviva-
lentni sledeci uslovi:

(i) $ je ultrafilter na /;
(ii) $ je maksimalan (obzirom na inkluziju) pravi filter;
(iii)  je pravi filter i vaZi:

va,bci (Ausei”™ Ae$SvBe$) O
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Teorema 1.1.3. Svaki pravi filter na | je sadrzan u nekom ultrafilteru.
O

Teorema 1.1.4. Neka je | neprazan skup. Tada vaZi:
a) Ako je  glavni ultrafilter, onda postoji a E | da je

$={A Ja6 AC/}
b Ako je I beskonafan skup, onda postoji neglavni ultrafilter na I. O

Neglavni ultrafilter zove se joS i slobodan ultrafilter.

Definicija 1.1.4. Ultrafilter U na | je k—kompletan (gde je k > u kardi-
nal) akko je presek k elementa U element U. Inace, U je k— nekompletan.

Jasno, svaki glavni ultrafilter je k—kompletan za proizvoljan kardinal k.
Takodje, svaki slobodan ultrafilter na o; je w- nekompletan. Egzistencija
u— kompletnog slobodnog ultrafiltra na neprebrojivom skupu je poznat
problem u teoriji skupova.

Definicija 1.1.5. Kardinal k je merljiv akko postoji slobodan ultrafilter na
k koji je p— kompletan za sve p < k. Dalje, k je u— merljiv kardinal ako
na k postoji u— kompletan, slobodan ultrafilter.

Interesantno je da su egzistencija merljivog i u— merljivog kardinala
ekvivalentne.

1961. godine Scott je pokazao da ako vaZzi Godelova aksiomaa konstruk-
tibilnosti [V = L) onda merljiv kardinal ne postoji.

OpSirne informacije iz ove oblasti mogu se naci u knjizi Drakea [13] ili
Changa i Keislera [6].

1.2 Proizvod Tihonova

Neka je {(A't,O,) |i € 1} familija topolosSkih prostora. Sa t; oznaimo
projekcije @, : fl.e/ A", -> Xj, gde je (< fi \i e | >) = fr Bazu
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topologije Tihonova na skupu flig/ A', Cine skupovi oblika flie/v ¥~1(0,),
gde je K C | konatan skup, a Ot £ Oi za sve i £ K. Ova topologija
je uvedena 1930. godine u ¢lanku Tihonova [43]. Ako uvedemo oznaku
Xi — (A\, Ot), tihonovski proizvod ¢emo oznaditi sa FLe/A, ™ krade sa
n*.

TopoloSko svojstvo P je multiplikativho ako za proizvoljnu familiju
topolosSkih prostora {A) |i £ :} vazi: ako A, ima P,zasvei £ |, onda n X,
ima P. U nastavku dajemo pregled poznatih rezultata vezanih za multip-
likativnost osnovnih topoloSkih osobina.

1. Biti Tk— prostor, gde k £ {0,1,2,3,3]} je multiplikativna osobina.
Ovo je deo folklora i moze se naci u [14] str. 131.

2. Osobine TAT$ i Te nisu multiplikativhe. Prava Sorgenfreya je Te—
prostor ([14] str. 82) ali njen kvadrat nije ni T4— prostor ([14] str. 132).
Ovaj prostor uveo je Sorgenfrey u [41].

3. Karakter, teZina i gustina prostora nisu multiplikativne osobine.
Medjutim, proizvod < k prostora karaktera (tezine) < k je karaktera
(teZine) < k ([14] str. 133). Takodje, proizvod < 2* prostora gustine < k
je gustine < k ([14] str. 133). Poslednju teoremu su nezavisno dokazali
Hewitt [22], Marczewski [32] i Pondiczery [38].

4. Biti prostor Frechet-Urisona i biti sekvencijalan prostor su osobine
koje nisu oCuvane veé¢ u proizvodu dva prostora ([14] str. 146). Ovo
pokazuje Franklin u [17] i [18].

5. Kompaktnost je multiplikativno svojstvo ([14] str. 217). Ovo je
poznata teorema Tihonova (videti [43] i [44]).

6. Lokalna kompaktnost nije multiplikativna. Preciznije, proizvod
ii*/ X Jlokalno kompaktan akko su kompaktni svi prostori Xxsem kona¢no
mnogo koji su lokalno kompaktni ([14] str. 234).

7. Svojstvo biti k—prostor nije oCuvano ve¢ u proizvodu dva prostora
([14], str. 240). Prvi primer dao je Dowker u [12].

8. Prebrojiva kompaktnost i pseudokompaktnost nisu ouvane u proizvodu
dva prostora ([14] str. 309). Originalan rezultat pripada Novaku (videti
[37]).

9. Sekvencijalna kompaktnost nije o€uvana u proizvodu proizvoljnog
broja faktora. Folklorna teorema ([14] str. 315) kaZe da je ova osobina
oCuvana u proizvodu < No faktora. Ako sa D oznaimo dvoelementni
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diskretan prostor, onda Dc nije sekvencijalno kompaktan prostor ([14] str.
316) pa se gornji rezultat ne mozZe poboljSati.

10. Cech-kompletnost nije multiplikativna jer stepen iV/M nije ni k—
prostor (videti: Kelley [26]). Ova osobina je ofuvana u proizvodu < f\O
prostora ([14] str. 300).

11. R—kompletnost (to jest kompletnost po Hewittu) je multiplikativna
([14] str. 322). Rezultat pripada Shiroti [40].

12. Osobina biti prostor Lindelofa nije o€uvana ve¢ kod proizvoda dva
prostora. Kontraprimer je kvadrat prave Sorgenfreya ([14] str. 293).

13. Parakompaktnost, prebrojiva parakompaktnost i slaba parakom-
paktnost nisu ni konacno multiplikativne osobine. Jedinstveni kontraprimer
je prava Sorgenfreya koja je parakompaktna a kvadrat nije ni prebrojivo ni
slabo parakompaktan ([14] str. 45S, 474, 485).

14. Jaka parakompaktnost takodje nije o€uvana u proizvodu dva pros-

tora ([14] str. 484). Naime, Lindelofov prostor je jako parakompaktan
(Morita [35]) pa je prava Sorgenfreya ponovo primer.

15. Metrizabilnost nije multiplikativha. Jednostavan primer je prostor
Dc koji ne zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti. Medjutim, proizvod
< KO metrizabilnih prostora je metrizabilan, Sto je opStepoznato ([14] str.
385).

16. Povezanost je multiplikativno svojstvo ([14] str. 521). Rezultat za
konalne proizvode pripada Van Dantzigu [8].

17. Nasledna nepovezanost i nuladimenzionalnost su multiplikativne
osobine ([14] str. 533).

18. Jaka nuladimenzionalnost nije o€uvana ve¢ u proizvodu dva faktora
([14] str. 533).

19. Ekstremna nepovezanost nije multiplikativna ([14] str. 541).

20. Uniformizabilnost je multiplikativna osobina. Ovo je deo folklora i
moze se naci u [14] str. 641.

21. Osobine biti P —prostor i biti diskretan prostor nisu multiplikativne.
Zajednicki primer je Cantorov kub D H.

22. Homogenost je multiplikativna osobina Sto je dobro poznato.

23. TopoloSka kompletnost je multiplikativha ([14] str. 676). Ovaj
rezultat pripada Dieudonneu i moZe se naéi u [9].
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24. Lokalna povezanost nije multiplikativha. Preciznije, proizvod n”«
je lokalno povezan akko su svi prostori A, lokalno povezani i svi sem konacno
mnogo povezani ([14] str. 548).

25. Pitanje multiplikativnosti osobine "biti ccc prostor” je nezavisno
od aksioma ZFC. Naime, CH daje nemultiplikativnost, dok ~'CH + MA
daje multiplikativnost ove osobine. Rezultati se mogu naci kod Kunena u
[29] i u Clanku Noblea i Ulmera [36].

1.3 Puni boks-proizvod

Neka je 1 neprazan skup i neka su A} = (X{, Oi) topoloSki prostori, gde je
i E I. Skup oblika ni6/ Ot, gde 0, E O, za sve i E /, zovemo puni otvoreni
boks. Familija svih punih otvorenih boksova €ini bazu topologije na skupu
rite/ koju zovemo boks - topologija. Odgovarajuci prostor je puni boks-
proizvod familije prostora {A™ \i E 1} i oznatavamo ga sa O,e/A't ili krace
sa OA';. Ako je A, = X zasvei E /, piSemo O/A".

Ako je / konacan skup, boks-topologija je jednaka topologiji Tihonova,
pa su interesantni samo beskonacni puni boks - proizvodi.

Detaljnije preglede poznatih rezultata o punom boks - proizvodu daju
Williams u [45] i Rudin u [39]. Pre iznoSenja rezultata o ouvanju topoloSkih
osobina, isticemo neke Cinjenice koje ¢emo Kkoristiti.

(A) Van Douwen u [10] daje primer prebrojive familije {Ath |n E u]
separabilnih kompletnih metrickih prostora, takve da prostor OAn nije T4—
prostor. Ovaj primer moZe se naci u [45] str. 180.

(B) nu[0,1] nije k— prostor (gde je [0,1] C R jedini¢ni interval sa
uobi¢ajenom topologijom). Dajemo kratak dokaz. Relacija ~ na skupu
[0, 1] data sa: / ~ g akko je /m”™ gi za najviSe konacno i E  je relacija ek-
vivalencije. Faktor prostor 0,[(),1]/ ~ oznafava se sa Vw[0,1] i zove "nabla
proizvod”. Prema [45] str. 181, VWO0,]] je P— prostor (G$— skupovi su
otvoreni) i pritom je Hausdorffov. Lako se dokazuje da je T\,P— pros-
tor totalno nekompaktan (Sto znaci da su jedini kompaktni podskupovi

tog prostora konacni podskupovi) (videti u [2]). Zato je VWO, I] totalno
nekompaktan prostor.

Lema 1.3.1. Totalno nekompaktan k— prostor je diskretan.
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Dokaz. Nekaje A C X proizvoljan skup, i neka je K C X kompaktan.
Tada je K, pa i K fl A konatan skup a time i zatvoren (k— prostori su
T:). PoSto je X k— prostor, A je zatvoren skup. No, A je proizvoljan pa
jef=0 =P(X). O

Dakle, kada bi VwO0,1] bio k— prostor, prema prethodnoj lemi bio bi
diskretan, Sto nije tacno (videti [45] ili [39]). Znaci VW[0,1] nije k— pros-
tor. Prema [14] str. 238, osobina "biti k— prostor” je invarijanta faktor
preslikavanja, pa kada bi OwW0, 1] bio k— prostor to bi bio i VAfO, 1].

© je diskretan prostor kardinalnosti ¢ (gde je D = {0,1} sa
ddiskretnom topologijom). Ovo je evidentno.

Konacno prelazimo na rezultate o oCuvanju topolosSkih osobina u punom
boks - proizvodu.

1. Osobine To,Ti,T2,Ts i T3i su ofuvane, Sto je dobro poznato ([45]
str. 171, 175). Detaljan dokaz moZe se naci u radu Knighta [27].
2. Osobine T.,T$ i T6 nisu oCuvane, Sto pokazuje van Douwenov primer

(A).

3. Uniformizabilnost je oCuvana, Sto pokazuje Knight u [27] (dokaz se
moze naci u [45] str. 175).

4. Kardinalne invarijante: teZina, karakter i gustina nisu oCuvane Sto
pokazuje primer (C). Isti primer pokazuje da osobine "biti ccc-prostor” i
"biti prostor Lindelofa” nisu oCuvane u punom boks - proizvodu.

5. Osobine: kompaktnost, lokalna kompaktnost, Cech - kompletnost,
metrizabilnost, biti sekvencijalan prostor, prostor Frechet - Urisona i biti
k— prostor nisu ofuvane. Naime, sve ove osobine impliciraju da je prostor
k— prostor. Kako prostor [0,1] ima sve ove osobine, iz primera (B) sledi
tvrdjenje.

6. Prebrojiva, pseudo - i sekvencijalne kompaktnost nisu ofuvane, Sto
pokazuje primer (D).

7. R— kompletnost. Ovde je situacija, komplikovanija. Vazi: ako su
prostori Xi R—kompletni, onda je Oie[X, R— kompletan akko |l [|ne
sadrzi merljive kardinale ([45] str. 176). Ovu teoremu je dokazao Kato u
[25]. U ZFC nije mogudée dokazati egzistenciju merljivih kardinala.

8. TopoloSska kompletnost (to jest kompletnost po Dieudonneu) je
ofuvana, 5to je dokazao Kato u [25]. Dokaz postoji i u [45] str. 175.
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9. Jaka parakompaktnost, parakompaktnost i kolektivha normalnost
nisu ofuvane. Naime, vazi rezultat Kaplana (iz [24]): separabilan metricki
prostor je jako parakompaktan (pa je zato parakompaktan i kolektivno
normalan) (videti [14] str. 4S4). Sve ove osobine impliciraju normalnost
pa tvrdjenje sledi iz van Douvvenovog primera (A).

10. Povezanost i lokalna povezanost nisu oCuvane. (Videti [45] str. 172
ili u [27]).

11. Nuladimenzionalnost i totalna nepovezanost je ouvana. Za ovo u
literatuti koju je imao na raspolaganju autor nije naSao eksplicitno tvrdjenje
ni dokaz. Medjutim, u ovoj tezi dokaz je dat za opSti - redukovani ideal
proizvod (videti glavu 7).

12. Ekstremna nepovezanost nije ofuvana. Naime, ova osobina je in-
varijanta otvorenih preslikavanja ([14] str. 545), pa kada bi se prenosila na
puni boks - proizvod, prenosila bi se i na njegovu otvorenu sliku - ultra-
proizvod, Sto nije tacno (videti u [2]).

13. Puni boks - proizvod (Ti—) topoloSkih grupa je (7\—) topoloSka
grupa (van Domven [11]). Rezultat je dat i u [45] str. 175).

14. Homogenost je ofuvana. Komentar je isti kao za tacku 11.

15. k— otvorenost je ofuvana (n > w je proizvoljan kardinal). Ovo
sledi iz n«<A(n,-e/On = ni6/(Da<AOf) >Cinjenice da je prostor X re
otvoren akko je presek < k baznih otvorenih skupova otvoren skup.

16. RasprSen (scattered) prostor. Ova osobina nije o€uvana. Argument
je isti kao u 12.

1.4  Knightov boks-proizvod

Neka je {A, | i £ 1} beskonatna familija topoloSkih prostora. Ako je
K kardinal, takav da je u < k <] | } lako se pokazuje da je familija
podskupova skupa oblika fligA' #,_1(Ot), gde O, E O, igde I\ €
[I]< baza neke topologije na n~/Ah. Ovaj prostor oznafimo sa DM,
Primetimo da za u =] / [ ovo predstavlja puni boks - proizvod. Ako za
A < rena skupu [] Auvedemo relaciju ekvivalencije ~ sa

f~9 Ckko I{iel |/, £gt} <A
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onda faktor prostor O"A',/ ~ oznafavamo sa OJA'- To je boks - proizvod u
smislu Knighta. (U literaturi se sreCu i nazivi: boks - proizvod i redukovani
boks - proizvod). Poseban slufaj ovakvog proizvoda (za | = u, k = Wi
i A= u) je "nabla - proizvod” spomenut u prethodnoj tacki. Lako se
dokazuje sledeéa Cinjenica:

(D) O,eu”'Z) je diskretan prostor kardinalnosti ¢ (gde je D = {0,1} sa
diskretnom topologijom).

Sada prelazimo na rezultate o oCuvanju topoloskih osobina u Ivnightovom
boks - proizvodu.

1. Aksiome separacije To,Ti, T2 T3 i T3t su ofuvane, Sto pokazuje
Knight u [27].

2. Uniformizabilnost je oCuvana (a time i kompletna regularnost).
Knight u [27] na O" A, konstruiSe odgovarajuc¢u uniformnu strukturu.

3. Aksiome separaacije T.,Ts i T6 nisu oCuvane.

4. Kardinalne invarijante: teZina, karakter i gustina nisu ofuvane, Sto
pokazuje primer (D). Isti primer pokazuje da osobine "biti ccc prostor” i
"biti prostor Lindelofa” nisu o¢uvane.

5. Kompaktnost, lokalna kompaktnost, Cech-kompletnost, metrizabil-
nost, te osobine " prostor Frechet - Urisona”, " sekvencijalan prostor”, "k -
prostor” nisu o€uvane. Naime, u prethodnoj tacki je pokazano da "nabla -
proizvod” VWO0,1] (koji je isto Sto i O"1][0, 1]) nije k— prostor. PoSto pros-
tor [0, 1] ima sve navedene osobine a s druge strane sve te osobine povlace
osobinu "biti k - prostor”, sledi tvrdjenje.

6. Prebrojiva kompaktnost, pseudokompaktnost i sekvencijalna kom-
paktnost nisu oCuvane. Ovo pokazuje primer (D).

7. Jaka parakompaktnost i parakompaktnost nisu ofuvane. Dajemo
kratak dokaz. Naime, Kunen daje primer familije {Xn |n G w] Hausdorf-
fovih, kompaktnih (a time i Lindelofovih pa ijako parakompaktnih (videti
u [14] str. 484)) prostora, takvih da OjJAN nije T4—prostor (videti u [39] str.
55). Kako su prostori Xn parakompaktni i lokalno kompaktni, vazi " Nabla
lema” ([45] str. 183) pa su parakompaktnost OuAn i VAV, ekvivalentne.
Zato VWAN nije parakompaktan prostor (jer OWAN nije ni T4). No, VWAN
je Knightov boks - proizvod O,eu” 1A'n.

8. Povezanost nije otuvana Sto pokazuje Knight u [27].
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9. Totalna nepovezanost i nuladimenzionalnost su o¢uvane u Knightovorn
boks - proizvodu. Dokaz za opStiju strukturu - redukovani ideal proizvod
moZe se naéi u ovoj tezi.

10. Homogenost je oCuvana. Komentar je isti kao u prethodnoj tacki.

11. Knightov boks - proizvod (Ti—) topoloskih grupa je (Ti—) topoloSka
grupa. Komentar je isti kao u tacki 9.

12. Diskretnost nije oCuvana. Primer je prostor U "D .

1.5 Ultraproizvod

Neka je {A't \i E 1} familija topoloSkih prostora i neka je U slobodan ul-
trafilter na skupu I. Ako na skupu Fle/  definiSemo relaciju ekvivalencije
~ sa

f~9 akko {z€ 1 \f, =gt) EU,

onda faktor prostor punog boks-proizvoda DA'/ ~ zovemo ultraproizvod
(familije topoloSkih prostora {A", |i E/}). Dakle, ultraproizvod je reduko-
vani puni boks-proizvod.

U nastavku dajemo pregled rezultata o ofuvanju osnovnih topoloskih
osobina u ultraproizvodu. Osnovna referenca bi¢e ¢lanak Bankstona [2].

1. Aksiome separacije TO,Ti, T2 T3 i T3i su ofuvane u ultraproizvodu
([2] primeri 1.1 i 1.2). >

2. Aksiome separacije T4, T5i T6 nisu oCuvane ([2] teorema 8.2).
3. Diskretnost i nediskretnost su ouvane ([2] primer 1.1).

4. Kardinalne invarijante: teZina, karakter i gustina nisu ofuvane ([2]
teorema 4.5).

5. Kompaktnost, lokalna kompaktnost, Cech - kompletnost, metriz-
abilnost te osobine: ”biti prostor Frechet - Urisona”, "biti sekvencijalan
prostor” i "biti k— prostor” nisu ofuvane. Dajemo kratak dokaz. Neka je
A'n = [0,1] za sve n E v i neka je U prebrojivo nekompletan ultrafilter na
u. Tada je 0O0,[0,1] prostor koji je T3i (zbog 1) i P - prostor ([2] teorema
4.1), pa je totalno nekompaktan ([2] lema 4.4). Kada bi O,[0,1] bio k-
prostor, onda bi morao biti diskretan (lema 1.3.1 iz prethodne tacke), Sto
je u suprotnosti sa 3. Zato 0O,[0,1] nije k— prostor, pa kako sve navedene
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osobine impliciraju osobinu ”biti k— prostor”, sledi tvrdjenje.

6. Prebrojiva kompaktnost, pseudokompaktnost, sekvencijalna kom-
paktnost te osobina ”biti prostor Lindelofa” nisu ofuvane. Primer: ako
je Xn = D(= {0,1} sa diskretnom topologijom) za sve n £ u, i ako je U
slobodan ultrafilter na u, onda je 0O,E> diskretan prostor kardinalnosti c
koji nema ni jednu od navedenih osobina.

7. Parakompaktnost i kolektivha normalnost nisu oCuvane ([2] posledica
8.3).

8. Osobina "biti ccc - prostor” nije oCuvana ([2] teorema 4.6 ili primer
dat u 6).

9. Povezanost i lokalna povezanost nisu ofuvane. Naime, prostor
Ou[0,]] iz taCke 5. je T3l i P —prostor pa je jako nuladimenzionalan tako
da bi lokalna povezanost dala diskretnost ovog prostora, Sto nije tacno.

10. Totalna nepovezanost i nuladimenzionalnost su oCuvane ([2] primer
16).

11. Za jaku nuladimenzionalnost dajemo parcijalan odgovor. Ako
ne postoje merljivi kardinali, onda su svi slobodni ultrafiltri (prebrojivo)
nekompletni pa su svi ultraproizvodi P —prostori. Tada je jaka nuladimen-
zionalnost oCuvana. Naime, ako je {A- |i 6 1} familija jako nuladimen-
zionalnih prostora, ti prostori su T3i pa je DuX{ T:i, P—prostor za time
i jako nuladimenzionalan. ([2] teorema 5.8).

12. Ekstremna nepovezanost nije oCuvana ([2] posledica 4.8).

13. Osobina "biti P —prostor” je oCuvana ([2] posledica 4.2). OpsStije,
osobina "biti k— otvoren prostor” je ofuvana. Naime, ova osobina je
ouvana u punom boks - proizvodu i predstavlja invarijantu otvorenih pres-
likavanja (videti lemu 6.1.1 ove teze).

14. Uniformizabilnost je oCuvana. (Efektivna konstrukcija uniformne
strukture za opSti-redukovani ideal-proizvod, data je u drugoj glavi ove
teze).

15. Ultraproizvod {T\—) topoloSkih grupa je (Ti—) topoloSka grupa ([2]
primer 1.10).

16. Homogenost je ofuvana ([2] primer 1.3).
17. RasprSenost nije o€uvana ([2] problem 10.2).
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Glava 2

R.i1.p. 1 aksiome separacije

2.1 Formulacija problema

U ovoj glavi bavicemo se uvodjenjem topologije na faktor prostoru proizvoda
topoloskih prostora. Uslov koji traZzena struktura treba da zadovolji je
oCuvanje nizih aksioma separacije, to je uslov koji zadovoljavaju sve dosad
pomenute topologije (proizvod Tihonova, ultra - proizvod, puni boks -
proizvod i boks - proizvod).

Ocekujemo da novouvedena topologija bude generalizacija pomenutih,
to jest da se stare topologije pojave kao posebni slucajevi nove.

Sa ovim u vezi namecu se problemi koji slede.

Neka je | neprazan skup i {X; |i £ 1} familija nepraznih skupova. Za
'P C P{l) uvodimo na skupu f[ X binarnu relaciju ~ na sledeéi nacin: za
f,genxi

f~g akko {z <€l If(i) = g(i)} £ P.

Problem 1. Naci uslov za 'P da ~ bude relacija ekvivalencije na skupu
U Xt, za proizvoljnu familiju nepraznih skupova {X, |i £ 1}.

Nekaje {(A-+ Oi) |i £ 1} familija topoloSkih prostora. Za0 ™ A C P{l)
definiSemo familiju podskupova skupa 11X, :
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£A= |H X1Q)) ILEAO; £0iza if£Z
UeL

Problem 2.Nadi uslov za A da Z?A bude baza neke topologije na skupu
n A,, za svaku familiju topoloSkih prostora {(A-,0t) \i £ /}.

Problem 3. Ako *Pi A zadovoljavaju uslove trazene u prethodnim
problemima, naci uslov za A i 'P da za proizvoljnu familiju topolosSkih pros-
tora {(A,-,(9t) |i £ 1} i za svako k € {0,1,2, 3,31} vazi

{i 61 |Xtje Tk—prostor } £ = ({] Aj, (9A)/ ~ je Tk— prostor
gde je O A topologija generisana bazom Z?A.

Odgovor na prva dva pitanja je dobro poznat, pa ga ovde dajemo samo
zbog kompletnosti teksta. TeZiSte ove glave je reSavanje treceg problema.

2.2 Redukovani proizvod skupova

ReSenje prvog problema daje sledeca teorema.

Teorema 2.2.1 Nekaje I neprazan skup i P C P(7). Tada za svaku famil-
iju nepraznih skupova {A} |i £ /} vazi:

~ je relacija ekvivalencije na f] A', akko *Pje filter na I

%

Dokaz (=>) Neka je X, = {0,1,2} zasve i £ | i neka je ~ relacija ekviva-
lencije na A,.

(i) Neka je / £ X, proizvoljno. Zbog refleksivnosti je / ~ [/ pa
1=/} =1e

(ii) Neka je AT?A2 £ '5. DefiniSimo f,g,h £ []A; sa/; = 0zasvei £/,

. . 0, a i£I/1j0A2
a 1 £/ \y2,

Sada {* |/, = €} = AXE 'Ppa/ ~ g. Takodje {i \gt = ht} = A: £ 'P.
pa g ~ A Zbog tranzitivnosti ~ imamo / ~ Apa {« J/le= A} = Aifl A2£
'P.
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(iii) Neka A £ 'ki A C A\. DefiniSemo/ ig kao u (ii). DefiniSemo ht= 0
zai£E Aihi=2 zai £ | \A Sada {z ==V} = {h, =g¢g,} = A £ 'k,
pa/ ~hih~g. Zato/ ~ g pa {z | [, = 4} = A\ £ *k *je filter na L

(<i=) Neka je *5 filter na / i {A", |i £ 1} proizvoljna familija nepraznih
skupova.

(RYNekaf £EnA- Tada {z |/; =/} =1 £k, pal ~ [

(S) Neka/ ~ g. Tada {z |/,-=9gt} = {z Jot=/,} 6 K pag ~ /.

(T) Nekaf ~ gig~ h Tada {z |/, =gt} = A, {z]g, = /i,} =5 6 $.

Posto je X filter, 3Lfl 5 G 'k. No 4 flBC {z |/==ht} = C paC £ 'k
Zato/ ~ h. O

Neka je sada 'k filter na I. Zbog pojednostavljenja notacije uvodimo
neke oznake. Sa [/] ¢emo oznaciti klasu ekvivalencije elementa / £ Il A,,
t- [/1 = {9¢ TIA |Jg~ /}. Dalje, g: nA -> n AV ~ je kanonsko
preslikavanje koje odgovara relaciji ~, dato sa q(f) = [/]. Na kraju za
A C riAtdefiniSemo A* =  1(<y(™.).

Lema 2.2.1. Nekasu A,B Cn -A z CnA zap£ M i 0 Tada:
(20*=0 (z2AC A* (zzz) CB = AmC B* (iv)A'~= A*
(UHLU.v/'U* = =U/MN[/T(mz)i(AY) = ?2(A).

Dokaz. Prva tri tvrdjenja su o€igledna na osnovu definicije.

@v>P= = 9- 1L 1(<?(M)) = g~:(a(A)) = A* jer je g "na”, pa je
g(g~:(B)) = B zasve B C [[A,/ Isti argument vazi i za (uzz).

00(lU&4*) =9-1(?(IUa ™ m) = = UMA/9_1
(?(A*)) = UMA/ AL

(V)A* = a~\q(A)) = g-"({a(f) \f £ A}) = Uj~* M )) =
U6.4[/] = D

Lema 2.2.2 (z) zasve B C fl A,-/ ~ vaZi g~ (B) —(g~:1(B))*
(ii) ako A C g-:(B), onda A*C g~I(B)

Dokaz (2 (r IM))* = <TI<KI(<TUE))) = r 1), jerEk N (S )) = #
(9je "na”).

(zz2) Prema lemi 2.2.1 (iii), A C < 1(5) implicira A*C (& _1(”))’ - Sada
primenimo (z) ove leme. O
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Lema 2.2.3 Nekaje A-, Bi C Xi zasve i GI|. Tada vazi:
(ooi™r c (n-St)* akk®> o iAic 5,} ev.
(5)01 A)* = 015.)* akko {i 1Ai= B} G
(m)(n A)* = UX, akko {i \A, = A"} G'K
{iv)f e (nA,)* akko {i 1/mGA,} G
OOOMi)* n 015,)* / 0 akko {i IAin5,/ 0} G#.

Dokaz (z)(=>) Neka 01 A)* C (ii 5,)*. Pretpostavimo da D = {i |
A{C5j}”"i. Tadazai GI\D vazi A\B, ™ 0. Ako izaberemo /, G A,\B,
zai G/ \Di/l*GA zai G5, onda/ Gn A,C (IJA)* C OI5))*, pa
postoji g G II5, daje/ ~ gtojestda E = {i |/, = g¥ G '> Kako
5 £ to nije E C 5 pa postoji i0G £\B. No tada 50= /,0£ B,0sto je
u suprotnosti sa # G Il 5,-. Dakle D g $.

(*t=) Neka D G $i/ G 01A)* Tada postoji g G HA, daje/ ~ g,
tojestda H={i |/, =5} G Naravho Hn5 G $. Neka je /i, = /,
zai GHfl5 ifi, G5, proizvoljno zai e IN(H fl£). ZazGH fl £ je
5 =/.=¢gi € A C5;paliGI]5, Takodje HfID C {i \fi = /i,} = G,

pa G G Zato /| ~ £ pa/ G (El5))*.

00(=>) Neka 0] A)* = (n 5,)*. Tada prema (¢)/Z = {i |[A-C5,} G$
iA'={i |[AACAiIi} G NotadaHDN={i |A, =B} G't.

(<=) Neka J = {Z |JA, = B,} G'’KTadaJ C {i JA, C B,} G'i pa zbog
0) vazi (11 A)* C 015,)*. Analogno se pokazuje i druga inkluzija.

(m) Ovo je specijalan slucaj tvrdjenja (ii) za B, = A",

M Kako/ G 01 A)* akko {/} - n{/.} C 01 A)* akko OI{/.})* C
01 A))* to primenom (?) imamo / G 01 A)* akko {i |[{/,} CA,} G

(u)(=>) Neka / G 01 A)* D (fl B,)*. Tada postoje g Gn A, i h Gn 5,
da/ ~gil/ ~ h, pa zato g ~ htojest A'= {i |(= ht} G Kako je
A C {i |A-n Bi = 0}, sledi tvrdjenje.

(™) Neka J —i \A{fl B, ~ 0} G 'K lzaberemo /, = gt G A, fl B,
zai GJil, G A- <G B, proizvoljno, zai G7\J. Sada/ GflA, 7 G
Nsti/ ~ gjerdc {i 1/, =7} € 'K zato / G [g] C (115,)* pa
/ g (nA))*noiB,)*. O

Lema 2.2.4 Nekaje AG$,LC/ iB, CA, rai GA Tadk
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(0] = (N\zLnA*r (B t)r.
™™ 2 ( f 1 = qgff)ietnA'rfl(B))).

Dokaz (i) Oznacimo fl,6L™ HB-) = n C, i fl,eLn4”™ U5,) = FIA-
ZazGAflLje C, = B, = Biazai GA\Z je C, = D%= Xt pa
je AC {? |Ci = D{) £ 'P odakle primenom (ii) prethodne leme sledi
tvrdjenje.

(ti) Sledi iz A* —B' = Z-1(<2(A) = g~1(q(B)) = q(A) —a(B), jer
jeq”na”. O

2.3 Redukovani ideal-proizvod prostora

Odgovor na drugo pitanje daje sledeca teorema.

Teorema 2.3.1 Neka je | neprazan skup i A C P(7). Tada vazi: za svaku
familiju toploskih prostora {(Xi,Ot) \i G 7},BAje baza neke topologije na
n x t akko za svako Ls,L. £ A postoji Ls GA dal, U C ¢3 (tj akko je
(A, C) usmeren skup).

Dokaz (=) Neka je PA baza za svaku familiju topolodkih prostora.
Pretpostavimo da postoje L:,L: G A zasve Ls G A vazi (ZxUL:)\Ls %
0. Neka je za sve i G 7, X{ = {0,1} sa diskretnom topologijom. Za
bazne skupove Bi = T.1({0}) i B2 = ~N({O}) mora postojati
B3 = n.eLs'rr*0O,) da B3 C Bi 0 B2 = 0" ,uE2d 1({0}). Neka / G B:
ilo £ (7<i UL:)\LS3. Tada za g dato sa gi = fxza i ™ tois=o = 1 vaZi :
g € B3\ (Bi D B2) Sto je nemogucée. Pretpostavka je pogreSna pa uslov
vazi.

(<=) Neka vaZi uslov i neka je {(XxOx \i G 1} proizvoljna familija
topoloskih prostora.

(*) Ako je A — {0}, tada je Hiefl Ti "(Ah) = Il A, G BA. Ako postoji
L GAda L + Oonda je opet f\teL # 1(AM) = UXte PA

(i) Nekaje Bi = DigLi vi 1(Bi) i B2 = flieL2zr*1(Vj). Defini&imo

Ut za 1G¢l\I2
B,flM za iGLINnT2
V za 1 GZ2\Li.
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Sada je Bxfl B = n,€L ,u 1(Wi)- Neka ¢(3 G A da LxU L. C L3
Definisimo IVx= A, za i £ Z3\(Ai UZ2)- Sadaje BXC\B: = T~1(X )=
B: E BA. Dakle, BAje baza. O

Lema 2.3.1 Neka A C P(l) zadovoljava uslov iz prethodne teoreme i neka
je Ai = {A'C I |BA £ A A°C 1} (Ai je ideal generisan sa A). Tada je
Ba = BAV

Dokaz, (c) Kako je A C Ai toje BAC BAI

(D) Neka B —fj,eA XJ1(0«) G BA gde K £ Ax. Tada postoji A £ A da
je \ C L. Definisimo 0, = X, za i £ L\I\. Sada je B = D<eL £
BA. DO

Poslednja lema govori da bez ogranienja opStosti moZzemo posmatrati
samo topologije na fj Xt koje su definisane idealima na |I. Usmereni skupovi
koji nisu ideali ne daju nikakve nove topologije.

Definicija 2.3.1 Neka je | neprazan skup, {(AA,Oj) |z £ /} familija
topolosSkih prostora, A ideal na | i 'Vfilter na I.

Topologiju na [] A't definisanu bazom BA oznaficemo sa 0 A, a prostor
(iiXi,0A) sa nA*,

Faktor prostor prostora HAA' s obzirom na relaciju ~ oznaci¢emo sa
n ™, (tojest nicA, & ]N\AXil ~). Odgovarajuéu topologiju oznacicemo
sa 08. Prostor A} je redukovani ideal proizvod (r.i.p) familije prostora
{A) |i £ 1) odredjen idealom A i filtrom T.

Dokazimo joS neke leme koje ¢e nam biti potrebne u daljem radu.
Lema 2.3.2 (i) Ako je 0 £ Oa, onda 0" £ Oa

(i) q: n AA’, —»f]i[r A’ je otvorena sirjekcija.

Dokaz (i) DokaZzimo prvo tvrdjenje za elemente BA. Neka B = fi,eAB X0
BAineka/ £ B". Tada postoji g £ B daje/ ~gtojestda A= {i |/, =

gt} £ T. Sada / £ flielLn44t 1(0!) = Bxe BA. No prema lemi 2.2.4 imamo
[ £ Bx C Bi —B". Dakle B* je okolina / pa je otvoren. Ako 0 £ Oa
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onda je 0 = U~/vi gde BME BA za sve p 6 M. Primena leme 2.2.1 (v)
daje 0’ = U”gm-5*pa 0” E CA.

(ii) Prema [14] teorema 2.4.10. preslikavanje qje otvoreno akko za svako
0 EO AvaZi g 1(g(0)) EOa. No 9_1(7(0)) = 0* pa tvrdjenje sledi iz (i).
Inale, faktor preslikavanje je uvek neprekidno i "na”. O

Lema 2.3.3. Nekasu (X,0x) i(Y, Oy) topoloski prostori i Bx baza topologije
OxeAko je g: X —Y otvorena sirjekcija, onda je By = {q{B) \B E £*}
baza topologije Oy.

Dokaz. Neka 0 E Oy. Neprekidnost q daje g~:(0) E OXx, pa kako
je Bx baza to je g 1(0) = U BN gde B E Bx za /z E M. Kako je q

"na” to je 0 = g{g~:(0)) = Skupovi g{Bil) su otvoreni zbog
otvorenosti q. O

Teorema 2.3.2. Baza topologije je B8 = {q(B) |B E BA}L

Dokaz. Prema lemi 3.4 q : [JAAX — je otvorena sirjekcija pa
tvrdjenje sledi primenom poslednje leme. O

Lema 2.3.4. Neka su Bi, i E | baze topologija Oi na X{. Tada je i BA =
{n*L*rI(Bt)\L€A, Bi EBi zai EL} takodje baza topologije 0 A.

Dokaz. Pokazaéemo da se elementi BA mogu prikazati kao unije el- *
emenata BA. Neka B = Higl (Ck) £ BAi neka / E B. Tada za sve
16 1 fi E O- pa postoje B- E Bi da/m E B- C 0t. No, tada / E
Bj = (\eL*TI(Bi) C B gde Bj E Sada je £ = Ul/es Bj Sto dokazuje

tvrdjenje. O

24 Teorema o restrikciji r. i. p.

Za dalji rad bice nam korisna sledeéa teorema iz opSte toplogije.

Lema 2.4.1 Neka su (X,0x),{Y,0y) i (Z,0z) topoloSki prostori i neka

je g : X — »Y neprekidno, otvoreno i "na”. Tada za proizvoljno preslika-
vanje 9:Y — >Z vaii:
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(i) p je neprekidno & p o gje neprekidno.
(ii) p je otvoreno & tpo g je otvoreno.

Dokaz Smer (=>) je elementaran. Dokazimo (<i=).

(i) Neka O E Oz- Neprekidnost pog daje (v?09)_1(0) = g~i(p~:1(0)) G
Ox mOtvorenost qdaje g</- 1(<* 1(0))) G Oy akako je 9" na” to je g<r_1(s"™ 1(0)))
P~X0), pa p~"~(0) EOY.

(ii) Neka O E Oy.Tada g~:(0) E Ox, zbog neprekidnosti g. Otvorenost

<poq daje (tpog)(g~'i(0)) G0 2. No (poq)(q~:(0)) = p(q(a~:(0))) = p(0),
pa p(0) G Oz- Dakle, p je otvoreno . O

Lema 2.4.2 Neka je {(Xi,0t) |i G 1} familija topoloSkih prostora, A C
P(l) ideal $ C P(I) filter na | i neka J G 4'. Tada

(i) = {y4flJ |A G5} je filter na Ji ~j C*
(i) Aj = {L flJ JL GA} je ideal naJ, iAj CA

(ni) preslikavanje r : flig/ ™ -> nf<jK dato sar(f) = f \J zaf €
n.g/A',- je neprekidno, otvoreno i "na”.

Dokaz (i) Kako / G'Pto/nJ =JG 'Pj. Za A, = Af)J,Bi = BnJG

'Pj gde A, B G*P, imamo A, n =(AnB)flJ G jer AH B € 'P- Neka
Ai C C C 4. Kako = Afld GVPtoiCG'P pazato C=COi/G'Pj- ~
(i) Kako 0 GA, to 0DJ = 0GAj. Za Zg=L nJ,A\=K 0 J GAj

gde A A G A, imamo Ai U Ki = (LUA) O AG Ajjer L UA GA
Neka M C Lx= L0OJ Tada M C L pa M G A Takodje M C J pa
M =M rn\J GAj.

(iii) Neka su w, : ILe/*. — i P mll.gj -V, “m X, projekcije,
a) neprekidnost r. DokaZimo najpre
! —_
n | pt(a))N W
ieLnJ I£LnJ

Imamo: / Gr-1(n,eLnjPrl(0Y)) akko / |J G (A~nJdpjl(0,) akko za
svei GAflJ,/, GO, akko/ En,gLnj #i 1(0,). Sadakako A E A i AflJ C I
imamo LOJ GA paje D.einfK \0X G£a C Ca. Dakle r je neprekidno.
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b) otvorenost r. DokaZzimo

=r( H ~{0))) (**)
tEL ieLnJ

Inkluzija (c) je ocigledna jer n,eL#f 1(0.) C C\elLnj~(0O,). Neka
9 € r(D.€LnJ*~X0i)). Tada postoji / £ ClieLnJ dag = f \J
DefiniSemo li 6 fINi

h _ f fi za i € JU(I\L)
[ £0{ za i£ L\J

Sadag —f |]J = h\XJpag = r(h)ih £ fligL« 1(Ot). Zato g E
r(fl,gL ~-'(0,)) Cime je dokazana druga inkluzija.

Kakojer "na” to prema (*) i (**) imamo r(n,€L = r(n,eLnj 1,'I ("'

V\xzLnjPil{Oi), pa je r otvoreno. O

Teorema 2.4.1 (0 restrikciji r.i.p.) Neka vaZe uslovi leme 2.4-2. Tada je
preslikavanje

<o it e eV

homeomorfizam.

Dokaz, (i) <£je dobro definisano. Neka je / ~ g Tada A = {i \fi =
5} ENpaiAfld = {Z€ J |(/ |1J), = (@ |d)i} € $./paje[/ |J =M ]
to jest y>([]) = ¥($D=

(i) pje "1-1". Nekaje <A[/]) = WIAM)- Tada je [/ 1J] = [9 | A Pa
A={€J|(/ 13i=1{g13)} £ ki-No$; Ci pa3 £ $ a zbog
ACfi={i6/ |, =9}imamo5 £ Ptojest/ ~ g

(i) ipje "na”. Neka [h] £ AT DefiniSimo / £ Il A, sa /> =
iGJifi GA, proizvoljno zai EIN\J. Tadaje/ |J = hpaje <[/ = [M

(iv) v je homomorfizam. Posmatrajmo dijagram

N1 Nvxx

?27T Tu

za
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Kako za / 6 I11AX, vazi *.(,(/)) = v>()) = [/ MI = IAf 1J) =
gj{r{f)), to dijagram komutira. Dakle ipog=qgjor

Dalje, leme 2.4.2 (iii) i 2.3.2. (ii) daju nam neprekidnost i otvorenost
preslikavanja gj i r. Zato je qjor pa time i <pog otvoreno i neprekidno. Kako
je i q neprekidno, otvoreno i "na” to prema Lemi 4.1 imamo otvorenost i
neprekidnost p> O

2.5 Uslov (A”?). Potrebnost uslova

U sledeée tri tacke baviéemo se tre¢im pitanjem, to jest dokazaéemo teo-
remu:

Teorema 2.5.1 Neka je | neprazan skup, A ideal i 'L filter na I. Tada
vazi: za svaku familiju topoloSkih prostora {(A~¢?,) |i £ 1}, za svako
k £ {0,1,2, 3,37}, uslov {z |Xi je —prostor} £ $ poviali ni A-je 7*
prostor akko

VAEVVEQgS$3LEA(LCANB ALc$«) (AL)

Dokaz (=») Pretpostavimo da (A”) ne vaZi. Tada postoje A £ $ i
B $$dazasvelL £ Avazii L C A\B SmLc£ 'S Nekaje D: prostor
{0,1} sa diskretnom i A: sa antidiskretnom topologijom. Neka je X, = D:
zai £ AiX{=A:zai £ | \A Tadaje {z |A-je T$- prostor } = AE£ T

a dokazaéemo da A, nije ni Tx - prostor. Nekaje /, = lzasvei £ Il i
neka je

) 1 zaif B,

A= 0 zaif£lI\B
Tada {i \f, = g} = B €V pa [/] ™ [d, Neka [d £ q(V) gde je V =
fl,eL M 1(Oi) = iiM £ BA Tada g £ V" pa, prema lemi 2.2.3 (iv),E =

* 1494 £ Vi) €'l Dalle, LDAf)Bc C A\B pa zbog I(A'f) imamo
(LnADBc)c= LQUAQJB £  Zatoi (Lc{JAc\jB)nA = (LcUB)H)A £ $
pai (LcUB)r\Ar\EE£”~>. Prema lemi 2.2.4 tada je q(V) = q(W) gde
W = n,6il *.-'(0.) igdeje Lx= Lf][(LcUB)nAnE = LnBDANE. Sada



2.6. Aksiome sepa.ra.cije TO, Ti, Ti i T3 37

zai £ Livazi/, = 1=9;£ Vi=0, pa/ £ W ,tojest [/] £ QW) = ?2(")-
Prema teoremi 3.6 u svakoj baznoj okolini tacke [g] £ []* nalazi se [/],
pa n* nije T\ - prostor. O

2.6 AKsiome separacije tq, 7\, 72 1 T3
Za dalji rad bi¢e nam potrebna sledeéa lema.

Lema 2.6.1 Neka A i 4 zadovoljavaju uslov (A'k) i neka Fi C X. zai £ 1.
Tada vaZi:

(i) Ako A={i [FI£ETj}£ ondaOlF)* GFAiidiTi G
fi) 2(n~.-) = g(nTi).

Dokaz (i) Neka / ™~ 01F,)*. Prema lemi 2.2.3 (iv) tada {i \fi 6 F,} =
B £ 4/ pa zbog (A4>) postoji L £ AdaL CA\BiLcf 4. Zai £ L je
F£Tiifi (fFipa/, £Xt\Fi £ Oi. DefiniSimo fligi \Ti) = Tit-.-
Tada {i |/TmHF-/ 0} =T ~ i palema 2.2.3 (v) daje U*fl (fi F))* = 0.
No/ £ UC Irpa/ £ UiUnO01Ti* = 0. Kako U £ £A01F)*
je zatvoren. Dokazimo zatvorenost iOIF,). Neka [/] = q(f) &<n m
Tada f i g-1(q(U Fi)) = 01F)* pa prema gornjem razmatranju postoji
UE £Ada/ £ uiO= 17n (nTi)* = g~ (q(U)) n g-:(q(I\F)) =
?2 " (# )n9(nPt)). Odavde je g7 Di(fl Fi) = 0 (jer je q "na”). Takodje
[/1 = q(f) Gq(U) i q(U) £ 08 (zbog otvorenosti g) pa je iOI-F) zatvoren.
__ (ilL(C) Zbog (i) je iIOIF) € F§ pa kako q(UF) C i(lIlIF) imamo
?01F)C 9(1171).

(D) Neka [/]_£ ofY[T\). Tada / £ 01 Fi)" pa prema lemi 2.4 vaZi
c = {l1/-GF} £ 4 Nekaje q(B) £ 85 gde B = agi~0.) =
1S £ B , bazni otvoren skup (vidi teoremu 2.3.2), da vaZi [/] £ q{B).
Tadaje D = {z |/=£ St) £ & Zai £ CnDijel/, £EF i/, £5 £ &
paje SSOFi £+ 0. ZatoCnD C {i |5 0F = 0} pakakoCnD £ %
t° 1i* 15«n Fi i 0} G 4. Prema lemi 2.2.3 tada (115,)* O (Il 7p)* =
g--(a(B)) ng-"(a(n F)) = g~:(q(B) n9(n F)) = O0Pa9(S) n9(n Ti) ~ 0.
Dakle, svaka okolina [/] sete 9(n F) pa[/] £ 9(n(F). O

Primer 2.6.1. Prethodna lema ne vazi ako uslov (A4*) nije zadovoljen.
Neka je / = N, A ideal konacnih skupova a 4* filter Ciji elementi imaju
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konatan komplement. Kako tada za sve L £ A vazi Lc £ 'P, uslov (A'P)
nije zadovoljen. Nekaje zasvei £/, X, = R sa uobiajenom topologijom.
Sada za sve B = fl,€L~ (O .) ¢ BA vazi q{B) = q{f),eLnL'~"'(Oi)) =
InAN) = n N t(vidi lemu 2.2.4). Zato je n i A,; prostor sa antidiskret-
nom topologijom. Ako uzmemo Ti = [0,1] C A-, tada{i \Ft£EF } =/ € $
no, q{UF) Z n i Ai Pa$01”) nije zatvoren.

Prelazimo na dokaz da je uslov (A'P) dovoljan za ofuvanje aksioma Tk
zak=0,1,2;3.

Teorema 2.6.1 Neka vaZi uslov (A'P). Tada za svaku familiju topoloskih
prostora {(Xi,Oi) \i £ 1} i zasvako k £ {0,1,2,3} vaZi

A= {i\ je Tl £ P=n i A, je Tk—prostor.

Dokaz (k —0). Neka [/],[9] £ ni X, i neka je [/] ™ [9]. Tada B =
{i 1fi =i} &'5 pa zbog (A'P) postoji L £ AdaL C A\B ilLcO'P
Zai £ L vazi/, » gii X{je To pa postoji 0, £ O, daje/, $ 0{ 3 gtili
fi £ Oi $ gi. Nekaje Lj = {i £ L\30, £ Ot, /, £ O- gt} i ={z £
T 130,- £ 0,fi £ Oi 3 gi}. Sadaje L =L; ULgpa Lc- LEflLg$ P
Odavde L} £ 4 ili Lg”™'P. Neka L} c'P. KakoLj CLC AtoLj £ A, pa
U= a€Lfirr'ioi) = n u, 6 BAi/ £ U, odakle [/] = q(f) £ q(U). Takodje
H = {i\9ie Ui} = Lj £ 'P pa prema lemi 2.2.3 (iv) g £ U* = g~:(g{V)),
odakle g(g) = [9] ™~ ?(™)- Konatno, [/] £ q(U) K. za Lg $ ‘il slicno,
fi* A’ je To-prostor.

(k =) Neka [/] £ ni X,. Dokazimo da {[/]} £ F&8. Prvo uotimo da
J {[/1} = {?()} = ?2({/}) = 9(n{/<})- Dalje za i £ A, X, je Tapa je
{£} € Tx Zato}e AC B = {i\{/,} £Ti}, pakako A£ $ toiB £ 'P. No
tada je, prema lemi 6.1.1, g(n{/«}) £ T$.

(fc = 2) Neka je [/] £ [ff|- Tada B = {i |/, = gt} £ > pa zbog (A'P)
postoji L £ AdaL C A\B idaLc”™ *P. Zai £ T je X, Hausdorffov prostor
i fi 77 gi. Zato postoje Ui,M £ Oi daje U fl M= 0,/, £ Utig, £ Vi. Neka
je U= neLari(tfic) = n~f 1 V = nisL7r1(Vi) = UT,. Tada/ £ U,g £ K
pa [/] £ qU) i ] € q(V). Takodje U,V £ BA pa q{U),q(V) £ 0 A Na
kraju, H = {i |5-nT-~ 0} = Tc£ $ paje prema lemi 2.2.3 17 fl V* = 0
a odavde i q(U) fl q(V) = 0.

(fc = 3) Neka [/] £ O £ Tada / £ < 1(0) £ o A pa postoji
B eBAB = nieL*r\Oi) daje/ £ B C g~\0). Mogude je:
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a) LnA = 0. Tadaje AC{i |5-= A} G paje prema lemi 2.2.3 (iii)
B=nAA, Notadaje ni Aj = q(B) C q(g~I(0)) = O, paje O —fli A..
Zato [/[] GO CO0O C O.

b) LilA ™ 0. Nekaje Bi = fligLru #T 1(~,)=Za i G LnA je X, T3-prostor
i/i £0, Zato postoji Vi GO; daje/; G- C V C 0,. DefiniSemo V =
nez,ad'rr I(K) i -F = flLgLnA~r~*k”~Prema lemi 6.1.1 je ?(F) G pa
imamo V C F = ?(F) C ?(F) =» 4V) C q(F). S druge strane je F C Bi
paje F* C B\ = 5' (lema 2.2.4) Sto daje g(F) C C q(g~:1{0)) = 0(<?
je "na”). Sada/ GV pa [/] Gq{V) C q(V) C 0, gde je q(V) GO0$, pa je
fli % regularan prostor. O

2.7 Uniformizabilnost r.i.p.

Radi usaglaSavanja notacije navodimo neke osnovne definicije i tvrdjenja
vezana za uniformne prostore. Za detaljnije informacije videti na primer
[26],

Neka je A neprazan skup. Svaki potskup U C A'2je binama relacija
na skupu X. Relaciji A.y = {(z,a:) |x G A"} zvatemo dijagonala. U~I =
{ty,) 1{x,y) G U} je inverzna relacija za relaciju U. Uo V —{(z,?/) |
3t G X(x,t) G UA (t,y) G V} je kompozicija relacija U i V. Dalje, za
x G X definiSemo U < x >= {y \(x.y) G U}. Relacija U je simetricna
akko U = U-~I.

Definicija 2.7.1 Familija relacija U C P(X2) na skupu X je uniformna
struktura na X akko

1.w,v gu unv GU

2. Weu Ucvex2™veu

3 VUGU Ax C U

ivu eu u-1gu

5 VU€U 3VvGU VoV C U

Tada uredjeni par (X,U) zovemo uniformni prostor.

Definicija 2.7.2 Q¢ U je baza uniformne strukture U akko

VUGU 3G GG GC U
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Teorema 2.7.1 QC P (X2 je baza neke uniformne strukture na X akko
1- VGj,G2GG3*"3 GGG3C Gi HG2
2. VG GGXx CG.
5. VGGSBGa GM"Gi CG-1.
4-VGeG 3Gj G™ GxoGj C G.
Tada je ta strukturaU = {U C X: \3G G& G C (/}.O

Teorema 2.7.2 Nekaje [X,U) uniformni prostor. Tada je
Ou={OCX \WxeO 3UGU U<x>C 0}

topologija na X. (Za On kazemo daje generisana uniformnom strukturom
u).

Teorema 2.7.3 Familija svih otvorenih (u X 2), simetricnih elemenata U
¢ini bazu strukture U. O

Neka je sada / ™ 0, A ideal i $ filter na / a {{Xt,Ut) \i G 1} famil-
ija uniformnih prostora. Neka su Gi baze struktura U{ koje se sastoje od
otvorenih i simetri¢nih elemenata. Za L € Ai G, GG, i G L, definiSemo
binarnu relaciju na Y\XJ

n Gi= {([/],fo]) 13/1€ *ViGLnA (fxg,) GG,}.

Lema 2.7.1 ()V*GLG-CG"=fliGi CR1G"

(»KicL"n”~.cnlL, g,

*)E = ¢lUIn2a ng,2=o=>riiG,=n|.|GinU|,Gi

(V)UI1 G\ nrir. Gl = yl1{G\f G")

M nUG;nni2g; = g,5* g,=g;zaie (i\t2,g,= G'nG"
eemiciinlj iG, =G; 2olei, \Il,.

MauG )-1=riterl

M (n*Gf)O(nLGy) = rii(Gi 0g,)

Dokaz (z) Neka ([/],[#]) G HIi, G-. Tada postoji A 6 ™~ da zasvei G
ina (-<A)gg.,cg\Pa([l.[7Derug#
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(i) Neka ([/], [B]) £ [11 G-=Tada postoji /l £ 'I' dazasvei £ | n A pa
izasvei £ li H/l vazi (/,,5,) £ G,. Zato ([/], B]) £ Fl1, G,.

(m)(C) Kako li, 12C 1 to Fli G, C HL*G, za ~= 1,2 (zbog (u).

(D) Neka ([/], [#]) £ FI, G, fl Fl12G,. Tada postoje Ai, A2£ $ da za
i £1i fl Ai (fi,gi) £ G-iza | 2H A2 takodje (/;,<7) £ G,. T je filter pa
A=AiHA2£ 'R Zai £ Ani = (Anli)U(AnlI2) C (Ainli)U(A2n 12
vazi (/*,sr) GG, pa ([/], B]) £ 111 G,.

(zu)(d) Kako G\ n G" C G-, G" ova inkluzija sledi iz (z).

(©) . Neka ([/], [fif) G Fli G' n Fl1 G". Tada postoje Ai, A2 £ N da za
i£AIHI, (/i,Q) GG izai£ A2HI, (/i,) £ G”. Noza A= Ai HA2i
zai £ Anl je {m<?) £ G' n G| pa ([/], B]) £ FIi(G' n G']).

(v) Prema (iii) i (iv) imamo Fl1, G-n Fln2G" = Fli\12G- O FIL,nL2G- n
Fli,~ G"n Fli2\I, G" = F1i\I2g ; n nL,nL2(G' n G") n Fu2\1i G".

(uz) Neka ([/], []) G (Fit G,-)-1- Tada ([fir],[/]) G FI1 G, pa postoji A G
$ dazai Gl nA vazi (5,-/,) GG, tojest (/m</) G G"“1 Zato ([/], [<)) G
111 G-1. Obratno je analogno.

(ut*)(C) Neka ([/], B]) G (111 G,-)o(111 G,). Tada postoji [h] da ([/], [h]), ([/i], B]) G
FI1 G, pa postoje Ai, A2£ 'k dazasvei £ | nA\vaiZi (/,- /i) £ G, iza sve
i £1 nA2vaZi (hi,gi) £ G; Tadaza A= Ain A2£ $izasvei £l nA
vazi (/,-, /iv), (hi,gi) £ G- pa (/,=,£,) £ G, o Gt. Zato ([/], B]) £ Fl1 (G- O Gt).

(D) Neka ([/1.[<7) G AI(G- 0Gt). Tada postoji A G 'F da za sve i G
InA (fi,gi) G GioGtpaza z G InA postoji/i, GX, da (/¢, fi,-), (fi,-, 5,) G G,.
Neka je za i £ 7\(Z n A)i,- £ X, proizvoljno. Tada ([/], [P, ([/i], [d]) £
FI1 G, pa zato ([/], [B]) £ 111 G, OFl1 G.-D

Teorema 2.7.4 ={FI1G- |l £ A G, £EQ zasveif 1} je baza neke
uniformne strukture na HAF/ ~ .

Dokaz
1. Neka G' = Fl1, G(,G" = nL2G" £ ¢g$. Zai £ li n |2, kako je &
baza, postoji G™ £ & da G™ C G( n G". Sada je prema lemi 2.7.1 (i).
M. ni.M, G nru.ni,G"nnw Gt ntA
niAi,g"=ru,g;nntlg"
2. Neka G = FI1 G, £ Q§, i neka ([/],[/]) £ An.wv,/~. Za A =1 £ i
izasvei £E1 nA=1je (/,,],) £ Av, C G, pa ([/].[/]) £ G. Dakle
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An*,/~ C G za sve G G GS.

3. Po pretpostavci elementi Gi su simetri¢ni pa je prema lemi 2.7.1 (vi)
01i,GNA-"ULG-"ULGI.

4. Neka fli, G, G G$- Za svako i G L postoji G[ GG daje G\o G\ C G,.
Tada je, prema Lemi 2.7.1 (vii), (i) (H*G') o (nLG[) = 11L(G(o G\) C
nit G,.a

Oznacicemo sa U8 uniformnu strukturu generisanu bazom G§ iz prethodne
teoreme. Sada na skupu Y[Xif ~ imamo dve toplogije: toplogiju r.i.p.

i topologiju Oua definisanu uniformnom strukturom U§. U daljem radu
koristiéemo sledece tvrdjenje iz teorije uniformnih prostora, (vidi [26]).

Teorema 2.7.5 Neka je U uniformna struktura na skupu X i Q njena
baza. Tada je B(x) = {G < x >] G G Gj baza okalina tatke x G X.

Teorema 2.7.6 Topologija redukovanog ideal-proizvoda familije uniform-

nih prostora {(Xi,UX \i G 1} generisana je uniformnom strukturom US.
To jest

~ Gj.
Dokaz (c) Najpre dokazimo daje za G = fli, G- GG§ i [/] 6 Y[Xil ~

-G <[/]>)= U fl <*G. </,>) H
AgtisLona

Sledi hG 4 1(G <[/]>) akko [h] £ G < [/]] > akko ([/], [n]) G Hi, G, akko
3A G'IM G Lr\A(fi,hi) G Gi akko 3A G'iVi GLC\A, h{ GG, </, > akko
3A G'ih Gfligbn/i 1(Gi< fi >) akko h GUte'p HieLnATi 1(G ,</>).

Prema (*), kako je q "na” i koristeéi lemu 2.2.4, sledi: G < [/] >=
a(q LG < [/] »)) = 9(LUe>t DieLn/i n, {Gi < ft>)) = LUci o[GNELNAXi H{Gi
h >)) = LUe't g{C\ieL*~{GI < fi >)) paje

G<[f]>=gq{C\K2LGi</,>)). (**)
ieL
Neka O G QOua i neka [/] G 0. Prema teoremama 2.7.4 i 2.7.5 tada
postoji G — Y\IiGx G Gj, da [/] G G < [/] >C 0. Gxsu otvoreni u
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X?,Gi < fi > su otvoreni u A', pa je prema {**)G < [/] > otvoren u G§
(jer je g otvoreno). Zato [/] G int(O) u topologiji 0§8- Ovo vazi za sve
[/1 €0 paje 0 GOS.

(D) Prema teoremi 3.6 skupovi oblika q(B) gde B € BA Cine bazu
topologije Oq. Dokazimo da su otvoreni u Ou\. Neka B = flieL x," (o0 .) s
BAineka [/] Gg{B). Tada/ G B" pa A = {z |/, GBi} G 4. Zato za
i GLflA vazi fi G O, G Oi pa kako je O, = Oux postoji Gt G Qi da
fi GGi < ft >C Oi. Zato / G n.eLi-u #i",(0:! < /. >) C fl.eLn™ ","'(0.) pa
[7]1 6 q(r)ieLNAK-(G, < fi >)) Cgin"LnA”~m) = q(B).

Za i G L\A odaberimo G, G G proizvoljno. Tada za G = fli, Gt imamo
prema (**)[/] GG < [/] >C q{B). Prema teoremi 7.8, skup G < [/] >
je okolina tacke [/] pa je q(B) otvoren u Oua. Dakle i\l C Oua pa C
<v O

Radi uskladjivanja terminologije navodimo sledecu definiciju.

Definicija 2.7.3 Topoloski prostor (X, O) je:

- kompletno - regularan akko za svaku tacku x G X i svaki zatvoren skup
F C X gde x £ F, postoji neprekidna funkcija f : X —[0,1] takva da je
f(x) = 0if(F) = {I}.

- T31 - prostor akko je kompletno -regularan i T\.

- uniformizabilan akko postoji uniformna struktura U na X daje O —
Ou-

Teorema 2.7.7 (A, O) je uniformizabilan akko je kompletno regularan.

Dokaz Vidi na primer u [26].0 Teoremu 2.7.6 moZemo sada zapisati i
ovako:

Teorema 2.7.8 Nekaje I £ 0, A ideal i 4 filter na 1. Ako je {A- |i G 1}
familija uniformizabilnih (kompletno - regularnih) prostora, onda je nj A,
uniformizabilan (kompletno - regularan) prostor. O

Uslovi poslednje teoreme mogu se oslabiti:

Teorema 2.7.9 Ako je familija prostora {(A-, Ot) \i G 1} takva da A =
{i IX, je kompletno regularan } G 'V, onda je nj X, kompletno regularan.
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Dokaz Kako A G 'P, to je, prema teoremi 2.4.1, ni A, = nigl» "A', -
No za poslednji prostor vaZe uslovi teoreme 2.7.8 (svi faktori su kompletno
- regularni ). O

Napomena. Uofimo da u teoremi 2.7.9 uslov (A'P) nije potreban za
prenoSenje kompletne regularnosti. No za prenoSenje aksiome separacije
r3i ovaj uslov je potreban. Naime u dokazu teoreme 2.5.1 pod pret-
postavkom da (A'P) ne vaZzi, dat je primer familije topolosSkih prostora
{Xi, |i G/}, za koju A = {z |V, je T$} G 'P. Naravno, tada je i {z [X, je
T3]} G'Pnoni 'nijeni Ti. Uslov (A'P) je i dovoljan za prenoSenje T3]
Sto tvrdi sledeca teorema.

Teorema 2.7.10 Neka ideal A i filter 4 na skupu | zadovoljavaju uslov
(AM) i neka je {(XxOi) \i G 1} familija topoloskih prostora. Tada vaZi
A = {i \X{ je T3] prostor} G'P=ni ™ je T3~ - prostor.

Dokaz Prema teoremi 2.7.9 prostor ni A’ je kompletno - regularan.
Kako vazi (A'P), to su ispunjeni uslovi teoreme 2.6.1 paje ni A i -
prostor. O

2.8 Da li su xx ako je Tk ?

Pitanje Iz naslova prirodno se nameée. Pokazatemo da su za razliite k G
{0,1,2, 3, 3"} odgovori razli¢iti. Naime za k = 0,1,2 odgovor je potvrdan
i uslucaju kada uslov (A'P) nije zadovoljen. Ako je uslov (A'P) zadovoljen,
tada je odgovor potvrdan i za k = 3. Na kraju, za k = 3™ odgovor moze
biti negativan iako je uslov (A'P) zadovoljen.

Teorema 2.8.1. Nekaje | neprazan skup, A C P(Il) ideal, 'P C P{l) filter
i neka je {A\\i G 1} familija topoloSkih prostora. Tada za k G {0,1,2} vazi:

ako je 1l1iXi Tk-prostor,onda je {i\X, je X),} G'P.

Dokaz: U sva tri slu¢aja dokazujemo kontrapoziciju date implikacije.
Neka H = {z|/t, je Tk} 'P. Za i G H odaberimo /, = gt G X,.
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(k = 0) zai £ 1 \H A) nije To pa postoje f,xg, £ Xj da f, ~ g, i da

vaZi:
vogo, (/,eO&gte O). ™)

Tada {i\ft = g¢ = H £ $ pa [/] ™ [O]. Neka je q(B) £ £%$ gde je
B = ndé6LnrI(Ui) = nS,-ineka [/] Gg(B). Tada/ £ 9-1(9(115,)) pa prema
lemi 223 A= {(|/,E5} £4. Zai£ AC\Hjeg-= /- £ Si.Zai £ A\H je
fi £ Sipajezbog (*)i™ £ Si.ZatoAC {i\gtE5,} = DpaDE£ Odavde
g £ (115)* = g~(a(B)) pa [g] £ q(B). Dakle [/] G q(B) => [d £ a{B).
Obratna implikacija se analogno dokazuje. Kako [/] £ g{B) & [\ £ q(B)
za svaki bazni otvoren skup q(B) to II$A' nije TO.

(k=1)zai £ | \H odaberimo /,, gt£ Xi daje fi/ g, i
vo £0i (fi E0 =g, £ o). (**)

Tada {¢;|/, = gt} = H £ £ pa [/] £+ [B]. Neka [/] £ gq(B) gde je B =
fW #i"l(t/Q = nsf£ 5A Tada/ £ (115-)* pa A - { |/t G 5,} G V. Za
i£f AflH jegi=/-£ Siazai £ A\H imamo/,- G5- £ Oxpa je zbog (**)
i £ Si- Zato A C {i\gi E5,} = D pa D £ 'P. No tada, prema lemi 2.2.3,
g £ (115)* pa [9] £ 9(115,) = q(B). Dakle, u svakom baznom otvorenom
skupu u kome je [/] nalazi se i [9], pa 11$A) nije Ti.

(k=2)zai £ | \H Xi nije T pa postoje f,,gx£ Xi daje /, 79, i da
vazi

W,V £Offi EUAgGIEV =UOV £ 0 (* * %)

Ponovo {i\fi = gt] = H £ * pa [/] / [9]. Neka [/] G q(Bf) i [d £ q(Bg)
gde Bf = n,€t/ *r\Ui) = 115- Bg= a-eL~-~P,) = nr, i Bf,Bg £ B\
Tada Af = {i\fx£ 5J, As = {i\gx£ Tt} £ $, pa A = Af 0 Ag £ #.
Ako: GAOH tada/, = gix /- G5-19-GT paijeb5 fl T- ~ 0. Ako
i £ AAHonda/, £ 5-i19- G Ti pa zbog (* **) vazi 5-fl Ti £ 0. Zato
A C {¢i5,nr, £ 0} = DpaP G Premalemi 2.2.3je (n5,)*n(nr,)" £ 0.
No tadaje i q(Bf)f]q(Bg) / 0. Dakle, [/] i P] se ne mogu razdvojiti baznim
otvorenim skupovima pa I1$A, nije Hausdorffov. O

Za dokaz sledece teoreme bi¢e nam potrebno sledeée tvrdenje iz opSte
topologije.

Lema 2.8.1. Nekaje [X,0) topoloski prostor i B baza topologije O. Tada
su ekvivalentni sledeci uslovi:
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(i) (X, O) je regularan prostor;
(ii) Vx GX VOGO (x GO =BOQOj € 0(x GOiI AO\ C O));

(in) Vxe X VBgB(xgB =3BX e B(x g Bxab\c b)).

Dokaz: (i) <€ (n) je direktna posledica definicije regularnog prostora i
moZe se naci u [E].

(ii) = (iii) Nekax GX i BGB gde x GB. Tada B G O pazbog(ii)
postoji O\ GO dax GOi i C B. Kako je B baza, to postojiBi GB da
X GBi C Oi- Notada5} C (37C Sto dokazuje (zz2).

(zz2) = (27 Nekai 6 1 1O£ Ogdei 6 0. Tada postoji B G5 da
i GB C 0, pa zbog (zz) postoji i Bi GB da x GBi i Bi C B. No sada
Bi GO ir GBi te Bi C O sto dokazuje (ii). O

Teorema 2.8.2. Neka A i 4 zadovoljavaju (A4/). Tada

(i) ako je H(jJAt regularan, onda {z]A} je regularan} G 'i,

(ii) akoje IPMA} T~—prostor, onda {z]Alje T"-prostor } G4A

Dokaz: (i) Pretpostavimo da H = {z]At je regularan} ™ 'P. Tada,
prema uslovu (A'f), postoji L GAdaL C I\N\H iLc@E4. ZaiGL A, nije
regularan pa prema prethodnoj lemi postoje fi GX, i0, GO, da/, GQi i
da vazi

w GO, (fieun-~UcOi) (@)
Za z G 7\Z, neka je /= G AT, proizvoljno. DefiniSimo B = fligL #_.1(0) =
nrt. Tada/ GB i[/] G<2(£) G5%. Neka je 1T = OCeL, =1G, G
OAtakav da [/] G q(W). Tada/ G (IK?)* pa E = {i\f, GG,JG"

lemi 25 zalL2= LxnE iBi = f|.el2 (UM vazi q(W) = q(Bi). Sem toga,
prema lemi 6.1 je q(BX) = q(f)iel2 & 1(Z77)) = q(BSt).

Nekasadai GLOL2 Tada T, = 0{, Si = Uii/, GG, = Ui, pa zbog (*)
nije Tl C O, to jest nije Si C Tt. Akoi GL\L2, tadaTi = Oi ™ X, = Si pa
ponovo nije 5- C 7}. Sada A C {z|]5i C 7}} pa {Z]Jev C Tt} C Tc. NoLcO $
pa {i\Si C 7}} © zato, prema lemi 2.2.3, nije (115=)* C (IIT,)’, Dalje,
kako vazi (115.)* C (117})* akko g- I(g(l15,)) C g-"~U T))) akko 9(l15,) C
q(UTY) (jer je g ’na”) akko q(W) C q(B) imamo da nije q(W) C q(B).

Pi
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Dakle, postoje [/] G llijA', i g(B) G Bl da [/] G g{B) i da za sve
q(w) G vazi: ako [/] G g{W) onda nije q(W) C q{B). Prema lemi
2.8.1, UIX, nije regularan Sto je trebalo dokazati.

(i) Ako je Ts —prostor, onda je Tj i regularan. Prema teoremi
2.8.1 tada {i\X, je Tj} = A G ™ a prema (i) ove teoreme H = {i\X je
regularan } G 4 pa {i\X{ je T3} = Afl H G 4/. O

lako je zadovoljen uslov (A'P) a llIpX, je —prostor, moze se dogoditi
da nije {:]A, je r3i.} G 'k. Dakle teorema 2.8.2 ne vaZi za T ~—prostore.
Ovo c¢e biti pokazano kasnije (vidi primedbu VII 2.6).

Teorema slicna teoremi 2.8.1 vaZi za diskretne prostore, kao Sto sledi.
Teorema 2.8.3. Ako je Ilij.T, diskretan, onda {i\Xt je diskretan } G 'i.

Dokaz: Pretpostavimo da H = {i\Xi je diskretan } ~ 'K Za i G I\H tada
postoji fi G X, da {/,} ™~ 0{. Za:1 GH neka je /= G X, proizvoljno.

Pretpostavimo da [/] G Oa. Tada, kako/ G [/l, postoji B = flici w,_1(0,)
= nSj GBAda/ G5 C [/]. No tada B* C [/1* = [/] (vidi lemu
2.2.1) pa B* C {/}*, Sto znati (115,)* C (11{/,})*. Prema lemi 2.2.3 tada
je {INS{ C {fi}} — {«]5- = {fi}} £ W No Si G Oi zasve i G/ pa
{151 = {/,}} C{il{/,} EOi} C H. Odavde H G 4 Sto nije tacno. Dakle
[/1i

Za {[/]1} £ O* zbog otvorenosti q bilo bi g~I({[/]}) = 9-1([/]) = [/] G
0 A. Zato {[/]) ™ Ol pa llijA’ nije diskretan. O

Obratna implikacija u prethodnoj teoremi ne vazi ak iako je uslov (A'k)
zadovoljen. Dovoljno je posmatrati Tihonovski stepen D“ gde je D = {0,1}
sa diskretnom topologijom (Cantorov kub). Ovaj prostor nije diskretan.

2.9 Istorijske 1 bibliografske napomene

Teorema 2.2.1. je deo matematickog folklora i moze se naci na primer u [6]
str. 198. Varijanta leme 2.2.3. za boks-proizvode moze se na¢i kod Knighta
[27] str. 47, i Williamsa [45] str. 181.

Poseban slutaj teoreme 2.3.1. i leme 2.3.1. moZe se naci u Clanku
Knighta [27] str. 41, 42. Varijanta leme 2.3.2. za puni boks - proizvod
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nalazi se kod WVilliamsa u [45] str. 171, za boks-proizvod u smislu Knighta
u [27] str. 43 a za ultraproizvod u [2] str. 284.

Specijalan slucaj teoreme 2.4.1 za boks-proizvode u smislu Knighta
nalazi se u [27] str. 45.

Lema 2.6.1. za tihonovske proizvode data je u [14] str. 128, za puni
boks - proizvod u [45] str. 171; za Knightov boks - proizvod u [27] str. 47 i
za ultraproizvod u radu Bankstona [2] str. 284. Teorema 2.6.1. koja govori
0 oCuvanju aksioma separacije To, T\, T2 i T3 u (A'P) r.i.p. za tihonovske
proizvode data je u [14] str. 131; za puni boks - proizvod u [45] str. 171;
za Knightov boks - proizvod u [27] str. 47 a za ultraproizvod u [2] str. 284.

Odgovarajuci rezultati za ideal - proizvod topoloSkih prostora dobijeni
primenom topoloSke teorije modela mogu se naéi u radu Bertossija [4] str.
93 i 94.

Definicije 2.7.1. i 2.7.2. kao i teoreme 2.7.1, 2.7.2. i 2.7.3. su opSte
poznate i mogu se naéi na primer u [26] str. 234-237. Proizvod uniformnih
struktura koji odgovara tihonovskom proizvodu dat je u [14] str. 641; dok
je odgovarajuca konstrukcija za puni boks - proizvod data u [45] str. 175;
a za Knightov proizvod u [27] str. 48, 49. U pomenutim ¢lancima mogu se
naci i analogoni leme 2.7.1. za specijalne proizvode, eoreme 2.7.6., 2.7.9.
12.7.10. govore o uniformizabilnosti i kompletnoj regularnosti r.i.p imaju
analogone: za tihonovske proizvode u [14] str. 131 i 641; za puni boks -
proizvod u [45] str. 171 i 175; za Knightov boks - proizvod u [27] str. 49 i
50; a za ultraproizvod u [2] str. 284 i 286.

Teoreme 2.8.1. i 2.8.2. koje govore o prenoSenju aksioma separacije
To,Ti, T2 i T3 sa na “skoro sve” prostore Xx takodje imaju svoje
klasicne analogone. Oni se mogu naci: za tihonovske proizvode u [14] str.
131; za puni boks - proizvod u [45] str. 171; za Knightov boks - proizvod u
[27] str. 47 i za ultraproizvod u [2] str. 284.



Glava 3

Specijalni slucajevi (AK) r.i.p.

I uovoj glavi | ¢e biti neprazan skup, A ideal i $ filter na I. Po-
smatracemo familiju topoloSkih prostora {(A,-, O0)\i G/}.

3.1 Filter ili ideal je glavni

U daljim razmatranjima koristicemo slede¢u lemu.

Lema 3.1.1. Neka A i'P zadovoljavaju uslov (A'k) i nekaje Jc / iJ G'5.
Tada 'l,j = {An NAG*k i Aj = {L DJ |L G A}, kaojilter i ideal na J,
takodje zadovoljavaju ovaj uslov.

Dokaz: Prema lemi 2.4.2, 'I5 i Aj su filter odnosno ideal na J. Neka
A, BCJiAG'ijaB 'kj. KakoJ G'k,to/IG"'kii? ™k (inae bi bilo
B = B nJ G 'kj). Zato, zbog (A'k) postoji LGAdaL C A\BiI\L £ 'k
SadaLcAcJdpzL =LnJeAj. Kakoje J\L C I\L to J\L £ 4f (jer
je *kfilter). No >kj C tk pa J\L g Vj. O

Prvo razmotrimo slucaj kada je *k glavni filter.

Teorema 3.1.1. Nekaje = {A CNJIC A} gdeJC I Tada
(i) (Af)”™ [J]l<u C A (tj. A sadrzi sve konacne podskupove od J)

(ii) ako vazi uslov pod (i) onda je T[EA, = fj.gj A J.

49
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Dokaz: (i) (=) Neka i G J. Tada J\{i} ™~ ™ pa zbog (A'P) postoji
LGAdaLCJI\{I\{i}) = {z} i \L~» Za L = 0 bismo imali / ™ 'I'
Sto je nemoguce pa L = {z} G A. Za svako z G J, {z} G A pa kako je A
zatvoren u odnosu na konacne unije, sadrzi sve konacne potskupove J.

) Neka A G'PiB ™~ '5 tojest J C AiJ (E B. Tada postoji
i€ J\B C A\B,paL={»} GAiLC A\B. Takode Lc= \{z'} ~ J pa
Tc N '5. (A\&) vaZi.

(ii) Ovo je posledica teoreme 2.4.1 i Cinjenice da je $j = {J}. O

Posledica 3.1.1. Ideal proizvod nAA’ je (A™)—r.i.p. akko [I]dJC A.

Dokaz: Ovo je poseban sluaj prethodne teoreme za J —1, to jest za
= {/}. O
Primer 3.1.1. Za Jd = | i A = [I]dd imamo n$Ai = IIA, to jest

(A'J) —r.i.p. svodi se na proizvod Tihonova. Prema posledici 3.1.1, topologija
Tihonova na FIX, je najgrublja ideal-topologija na UXt koja garantuje

oCuvanje aksioma separacije. Ovo sledi iz oCigledne Cinjenice da Ai C A2
daje BAl C Ba: to jest 0 A C 0 Al O

Primer 3.1.2. Ako u teoremi 3.1.1 stavimo 'P = {/} i A = P(l),
tada je 11$A, = DA, (puni box-proizvod). Ovo je oCigledno najfinija ideal
topologija na ILY,. O

Prelazimo sada na slucaj kada je ideal A glavni.
Teorema 3.1.2. Nekaje A= {L CN\LC J} gdeJ C . Tada

(i) (AS)0 Jg$

(ii) ako vazi uslov pod (i) onda je ni A, = OiejA i/

Dokaz: (i) (=>) Pretpostavimo da vazi (A'J) ida J £ Tada postoji
LGAdaLC IN\JilLc ih Notada LNMNfy\LC\J = ibSto je nemogude
obzirom na oblik ideala A.

(<=) Neka J G A G BE'W Tadka ADJe# paAnj”~"B, to
jest Z=AnJn5c”0. Pritom L C JpalL GA. Takode L C A\B. Za
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Lc={AnJd)cUB G $ bilobiiAn JnlLc= AnJnB £ pa kako
Afl Jfl B C B imali bismo B G 'if Sto je nemoguce. Dakle Lc ™ 'P.

(ii) Prema teoremi 2.4.3 je fI* = 11 £yUt. No Aj = P(J) paje
,eJ ied
A, = DtGjA, O
Posledica 3.1.2. Za ma koji filter $ na I, redukovani puni box-proizvod
~ je (A'M) r.i.p.
Dokaz: Ovo je specijalan slucaj prethodne teoreme za J = |I. O
Primer 3.1.3. Ako je J = I, to jest A = P(l) a 4 = U slobodan

(tj. neglavni) ultrafilter na /, onda je IIEA, = 0¢;/A) (ultraproizvod familije
prostora ¢(xi,oi)\i G I}).

Dakle ako su '5 ili A glavni, (A”™)—r.i.p. se svodi na ideal proizvod
odnosno redukovani puni boks-proizvod. Ostaju joS slucajevi kada su A i
'I' neglavni. No i neki od tih slu€ajeva svode se na gornje.

Teorema 3.1.3. Neka su A i'P neglavni i neka je pritom J G'EHRA. Tada
se svodi na redukovani puni boks-proizvod.

Dokaz: Kako je tada Aj = P{J), prema teoremi 2.4.3 imamo Tik* ~

igi"* = o []

3.2 Filter i ideal su neglavni

Lema 3.2.1. Neka vazi (A'P) inekaje JA=J TadaJ G$ i11*" =
ni>.

i£J

Dokaz: Za J $ $ iz (A4/) bi sledilo da postoji L G Ada L C IN\J i
L -fi O, Sto je nemoguce. O

UzevSi u obzir teoremu 3.1.3 i lemu 3.2.1, do sada neobuhvacen slucaj
(A'k)—r.i.p. je kada su zadovoljeni sledeéi uslovi za A i

1 (A”) 2. A 'k su neglavni 3. AflTT=0 4. JA=

Sledece tvrdenje govori da se teoremom o restrikciji r.i.p. na neki ele-

ment J G $ ova cetiri uslova ne mogu izgubiti (u tom slucaju bi se odgo-
varajuc¢i (A™)—r.i.p. sveo na neki slucaj iz tacke 1. ove glave).
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Teorema 3.2.1. Neka ideal A ifilter $ zadovoljavaju uslove 1, 2, 3 i j.
Tada za sve J 6 $ ove uslove zadovoljavaju i Aj i 'Tj.

Dokaz: Aj i 'i/j su ideal odnosno filter na J prema lemi 2.4.2, a zado-
voljavaju uslov (A'P) zbog leme 3.1.1.

UAj = J sledi izUAj = UibalLf)J = (Uz6aL)DJ = I1f]J = J

Kada bi Aj bio glavni ideal, onda bi bilo UAj = «/€ AjCApa bismo
imali J G A fl 'k Sto je nemoguce.

Pretpostavimo daje 'P/ = A f= {C C INA C C}. Tada A fC $ jer
$j C'5.Neka S G TadaBnJde”j, paAcBnJcB. ZatoBs Aj
pa 4 C A fi$ jeglavni filter, Sto je nemoguce.

Kako je Aj C Ai4/7 C P, to Ajfl»ij C Afl~ = 0 Zatoje Ajfl $j =
0. 0

Sada dajemo neke primere kada su zadovoljeni uslovi 1, 2, 3 i 4.

Teorema 3.2.2. Nekaje N\> k> \ > u gde su k i X kardinali i neka je
A= [7l<i a$ = {A C INACG [7]<A}. Tada A i 4 zadovoljavaju uslove 1,
2, 3ia.

Dokaz: Neka A G 4 i B £ 4~ Tada JACJ]< Ai \BQ\> A Kako je
\BQ\= \AnBc\+ \Acf)Bc\i VAcf)Bce\< A to je \Af)Bc\= \BO\> A Neka
je LC AfIBciN\= A Zbog X< kimamo L G A. Pretpostavimo Lc G 4>
Tada [(TQC]= \\ < X &§to je nemoguce. Dakle Lc 4 pa je uslov (A'P)
zadovoljen. | ostali uslovi se lako proveravaju. O

Primer 3.2.1. Ako su Ai 4 kao u prethodnoj teoremi, onda je
0O"T,- (boks-proizvod u smislu Knighta [27]).

3.3 Ekvivalenti uslova (Aty)

Sledeéa teorema je elementarna ali je dajemo zbog kompletnosti teksta.

Teorema 3.3.1. Neka je | neprazan skup i 4* filter na 1. Ako na P(I)
definiSemo binarnu relaciju = sa:

A=B akko 3 {AnF=BnkF)
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gde A,B E P(7), onda vazi:
a) = je relacija ekvivalencije na P(I).
b) Ako na skupu P(1)/ = definiSemo operacije A,V i ' sa

[A}A[B} = [Ar\B], [A]VIB] = [A\JB], [Al = [\A]

onda su ove operacije dobro definisane i uredjena Sestorka (F(7)/ =,A V," ,0,1)
gde je 0= [0] i 1= [/] je Boole-ova algebra.

c) Za proizvoljno L € P(1) slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(1) [L] > 0; (ii) I\L ¢4»; (ni) VFe<f(FnlI~™ 0).

d) Za proizvoljno A 6 P(7) vaZi:

[AAl=i & Aev.
e) Ako je A ideal na | onda je
Al ==A{[i] | e A}

ideal u Boole-ovoj algebri P(1)/ = .

Dokaz, a) Refleksivnost i simetri¢nost je oCigledna. Ako je A = B i
B= CmndajeAHF =BnFiBnG-=CflGzaneke F,G € »t. PoSto
F fl Gf£'k, iz jednakosti A QAF @« G —C Q\F AG sledi tranzitivnost.

b) Neka je A = Ai i B = Bi. Tada postoje F, G E k da vaZi
AC\F = AXAF i B nG = BxnG.

Dobra definisanost operacija A, V i' sledi iz relacija

{AnB)n{FnG)= nBxX)n (FnG)
AuB)Nn(FnG) = (AXxuBYn(fnG)i
(NA)NF = (NAXYNF

i Cinjenice da F fl G G k. Dakle, = je kongruencija na P(7), paje P(1)/ =
Boole-ova algebra.

c) Vazi: [ > 0 akko -iL = 0 akko -<3F € >(L fl F = 0) akko
VF £ <HLDF = il akko VF G~ (-F C I\L) akko I\L £ $.



4 glava 3. specijalni slucajevi (AT) r.i.p.

d) Sledi iz [A] = 1akko [A]' = [/\A] = 0 akko ->[/\A] > 0 Sto je prema
c) ekvivalentno sa I\(I\A) = A £ 4/.

e) ZaL\\Lj £ Avazi [(i]V[¢id=[ELULEL£ A/ =, jer \NUE2 £ A
Dalje, ako [I<] < [Li], tada je [A] = [ATA[Li] = [I<xDLi] £ A/ =, jer
KnLi £A O

Teorema 3.3.2. Neka je | neprazan skup, A ideal a T filter na 1. Tada
su ekvivalentni sledeci uslovi:

()VAETVBAS3IEA(Lc4\5M\LO) (uslov (A®)).

(h)VB$\!1/3Le\{LcI\BAI\L¢ T)
(iii) VXEP()/ = (x>0=h3y£ A/ = (0<y< X))

Dokaz, (i =mii) sledi direktno (za A = 1).

(n => iii) Neka je x —[C] £ P(1)/ i neka je x > 0. Tada, prema
prethodnoj teoremi, B = I \C £ , pa zbog (ii) postoji L £ Ada L C
INB —Ci/\L~" Taday = [A] £ A/l =iy >0 (er Il \L £ 4)).
Takodje, L C C dajey = [L] < [C] = x

(Hi == i) Neka A £ $i5 » Tada, prema teoremi 3.3.1 (d) vaZi
[5] < 1 paje [B\ = [I \B] > 0, pa zbog (iii) postoji K £ A da vaZi

0<[Al < [/\13 ()

Tada, prema (c) prethodne teoreme INK £ T. Zbog (*) postoji F £ T da
je A'flF C (1 \B) fl F pa je (seCenjem sa A)

A'nFn Ac {A\B)nF.

TadaL=I<nFnNnA£AILCA\NB.ZaG€ TjelLnG = Kfl Fxgde
Fi = FflAflIG £ T, pa kako je [AT > 0, to \Nfl Fx ~ 0, to jest LDG 70,
za sve G £ T. Prema prethodnoj teoremi imamo / \L £ 'i, Sto dokazuje
(A®). O

Uslov (AT) moZemo zapisati na joS jedan nalin. Neka je dat jezik
prvog reda £b,a = {A, V/,0,1, A} gde su A iV funkciijski znaci duzine 2, "'
je funkcijski znak duzine 1, 0 i 1 su konstante a A je relacijski znak duZine
1.

Teorija Boole-ovih algebri sa istaknutim idealom je teorija prvog reda

Ciji je jezik Cb.a i Cije su aksiome aksiome Boole-ove algebre:
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xXA(yAz) = (i Ay) Az xV({V2)= (xVi)V:
XAy =YyAX xVil = i/Vx
XAXV]jH)=x XV (XAy) =X

XA@V2=XAY)V(xXAz) xV((yAz) = (xVy) AXVX
XAX' =0 XVx =1
XAl= X XV0=x

kojima su dodate sledeée aksiome:
A(0)

AX) A Aly) =mA(XVYy)
AX) Ay < x => X(y).
Kao i obi¢no, u Boole-ovim algebrama uvedimo oznake

x <y cef XA?/ = X, x<ydg'rf X<YyAX V.

Dalje, (Vx > 0) W je skracenje za formulu Vx(x > 0 = p). Sada se rezultat
prehodne teoreme moze zapisati ovako

Teorema 3.3.3. Nekaje 770, A ideal i $ filter na |l. Tada vaZi

(Atf) akko (P(7)/ =, Al =) \eVx > 03j/(A(y) AO< y < x). O

Dalje, ako posmatramo parcijalno uredjen skup P = (P(1)/ =) \ {0} i
ako je A = (Al =) \ {0}, onda

(A$) akko Vx€EP 3y £ A y <X

Sto se prema nekim autorima (npr. kod Kunena u [29] ) iskazuje kao uslov
da je skup A gust u parcijalno uredjenom skupu P. Dakle vazi

Teorema 3.3.4. Nekaje 770, A ideal i $ filter nal. Tada vazi

(A'H) akko A jegustu P. O
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specijalni slucajevi (A$) r.i.p.



Glava 4

Preslikavanja r.1.p.

4.1 Preslikavanje i homogenost r.i.p.

Neka je 7 neprazan skup, A ideal a $ filter na 7 i neka su {Xi\i £ 7}
i {341* £ 7} gde je <, = i 34 = {Yi,0Oj) familije topoloskih
prostora. Na kraju, neka su <€ : X, —» Yt preslikavanja za sve i £ 7.
Oznacimo sa Dekartov proizvod preslikavanja to jest

</ :nAA, -» nAyt gde </«/tfFel)) = <N()]* e ).
Lema 4.1.1. Ako su zadovoljeni gornji uslovi, onda
(i) Ako je j¢i "na” za sve i £ I, onda je A "na”.
(i) akoje tpi "1-1" zasve i £ 7, onda je A "1-1".
(iii) ako je ipi neprekidno za sve i £ 7, onda je y?A neprekidno.

(iv) ako je ¥= otvoreno i "na” za sve i £ 7, onda je <iA otvoreno.

Dokaz: (i) Nekag = (g,) £ IlVj. Tada zasve i £ 7, » £ Yt pa kako je
"na”, postoji /, £ X, daje g, = Sada je g = QA(((/))).

(i) Neka f,g £ 1IA4 i neka je A(/) = <PA(g). Tada je za sve i £
A fiifi) = ¢»(sO Pa kako su i "1-1” preslikavanja, /; = gtza svei £ 7,
tojest/ = g.
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(iii) Oznacimo sa ?§ : ILA, —Xj i pj : IIVi —= Y] kanonske projekcije.
Dokazimo:
VA“1(n pr'id«) = n
(V?A) (igt, p ) Iy
Vazi: /| G (A)-1(n.eLPf1n™)) akko (v?,(/.)) G fINi-Pr~0O,) akko za sve
*€ L pi{fi) G Oi akko zasvei G L /= G"-1(0,) akko/ G H.eL Ti-fl(v?-1 ("*))=
Ako je zai 6 I O- 6 onda je zbog neprekidnosti funkcija <t i
<p~'(0i) G O f. Dakle za preslikavanje ipA, inverzna slika svakog baznog
otvorenog skupa je otvoren skup. Jasno, ovo vaZi i za proizvoljne otvorene
skupove pa je A neprekidno.
(iv) Dokazimo da je slika baznog otvorenog skupa otvoren skup, to jest
da vaZi

~ n€* r (o)) = (ifgli_>rV(0,)))-

(c) Neka g G 9A(n,6L 7« 1(C>))- Tada postoji / G flggt™~"HO,) da X
= (PA())> t° jest da je gx = zasve i G /. Pritom zai G L vazi

I» € O- pa# G~ i(Oi). Zato je g G PUet7jr 1(vd(Ot))-

(D) Nekag G flieLPr~.i0O,)). Tada zasve i G L gt G «;¢;(0O,-) pa postoji
/[, GONdaje g, = <pi(ft). Za i G/\T imamo gxG I = (jer su
"na”) pa odaberimo /= G X, da je gt = ¥?,(/,). Sada/ G fJ«eL#t1(0,-) i
I=</(/)= O

DefiniSimo sada preslikavanje

nAy, sa <4(/]) = [</(N]
Lema 4.1.2. Preslikavanje 4 je dobro definisano.
Dokaz: Nekaje [/] = [g], to jest f ~ 9 Tada je A = {i\fi = gi] G #.

Sadajef =4(/) = (Vi(/,-)) o' = 4(p) = (<p,(p,)) i za i GJ imamo
= («(/«) = P.(5.) = Sipaje AC {,]// = & Gi. Dakle /' ~ g' to jest

[4(/)] =[P a
Teorema 4.1.1. Pod gornjim pretpostavkama vaZi:
(i) ako A = {i\ipi je "na~ } G $, ondaje 4 "na”.

(i) ako A = {i\xpi je "1-1"} G onda je 4 "1-1".
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(iii) ako A = {¢Iv3 je neprekidno } G'5, onda je neprekidno.

(iv) ako A = {;J]v> je otvoreno i "na” } G'f, onda je v& otvoreno.

(v) ako A = {;Iv3 je. homeomorfizam } G 'k, onda je 9 homeomorfizam.
Dokaz: Prema teoremi 2.4.1 postoje homeomorfizmi gx ii]y na slede¢em

dijagramu:

ru/** N n,e/AJ,
VX i 1W
n*A*AXi n
dati sa Vx([f]) = [f\A] i nNy{[g\) = [o\A\. OCigledno vaZi

¥ = W10 <PAO0 VX

pa ako je v&* "na” (”1-1”, neprekidno, otvoreno) onda je i "na” (”1-
1", neprekidno, otvoreno). Dakle bez ograniCenja opStosti mozemo pret-
postaviti da u svim tvrdjenjima (i) - (v) vazi A — |. Dokazimo da tada
dijagram

nat Y nap
gx 1 1lqv
nA*t nA®,

komutira, to jest da vazi V& 0gx = qy O ga-
Neka / G 11*,. Tada je v (?*(/)) = 4 ([/D = [</(/)] = 9 (PA(/)) Sto
dokazuje trazenu relaciju.

(i) Preslikavanja gx i gy su "na” a prema lemi 4.1.1 i je "na”. Zato
jevd (n£xt) - Mgx(nAt) = qr(VA(NAL-) =~ (n ™) = uAy,.

(i) Neka je v4 ([/]) = 4 (M) tj. [</(/)] = [«/(¢r)]. Tada <«Mi(/t) ~
{<Pi{9i)) Pale A = {%'.(/:) = 9;(&)} e 4 No zai G A, kako je ¢t "1-1",
vazi fi=gipa/ ~ g t. [/] = [d,

(iii) Neka je 0 otvoren u IT . Kako je gx "na” imamo: (v3})_1(0) =

7x (9x ((Y'*)=1(0))) =9A ((vafogx)-1(c))) = QX{gYOVA)-\0)) = gx ((ifAN
( 2(0))). Dakle

(v>i)',(0) = « ( (/) -1(97°(0)))
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Prema lemi 4.1.1, tpAje neprekidno Sto sa neprekidnosS¢u qy i otvorenoScéu
ax daje otvorenost (v4 )-1(0).
(iv) Neka je O otvoren u II$A't. Tada je <p§(0) = =
Prema lemi 4.1.1, (?Aje otvoreno pa kako je gx neprekidno
a qv otvoreno, v (0) je otvoren u 11 ,.
(v) je posledica (i) - (iv). O

Podsetimo se da je topoloSki prostor (X,0) homogen akko za svako
X, y £ X postoji homeomorfizam / : X —»X (automorfizam) da je f(x) =
y. Tada imamo

Teorema 4.1.2. Ako A = {i\A\ je homogen } £ *P, ondaje I | ho-
mogen.

Dokaz: Neka [/],[p] £ II™A',. Za i £ A neka je . X, — X, homeomor-
fizam, gde je 9,(/,) = g, azai £ I\A neka je jpl = idx,. Prema prethodnoj
teoremi : HijJA, —11MA', je homeomorfizam. Dalje, v4([/D = tA(/)] =
[(9«(/«))] = [{hi)] gde je ht = v?.(/.) = gi zai £ A. Zato h ~ g pa je
¥> (1) = =N\ O

Napomena 4.1.1 Lako se pokazuje da je svaki antidiskretan prostor
homogen. Akoje I = N, A= [/I<", P = {LO\L £ A} i A, = R sa
uobi¢ajenom topologijom, onda je prema prethodnoj teoremi IP™MA, ho-
mogen prostor. No II"Ai ima antidiskretnu topologiju (videti primer posle
leme 2.6.1). Dakle moze se dogoditi da su prostori A\ ”interesantni” no da
je fINA, trivijalan. Da bismo ovo izbegli teoremu 4.1.2 moZzemo kombino-
vati sa uslovom (A\P) koji garantuje prenoSenje aksioma separacije 7\ za
ke{0,1,1,3,34-}.

4.2 R.i.p. r.i.p.-ova je r.i.p.

U ovoj tacki dokazujemo tvrdjenje iskazano u naslovu. Naime, pokazaéemo
daje r.i.p. oblika n*(n>»i Aj-) ponovo r.i.p. nad posebnim skupom indeksa
a u odnosu na odredjeni ideal i filter. Ovakva konstrukcija ¢uva uslov (A'P).

Preciznije, nekaje 7 70 i neka su J,,i £ | disjunktni, neprazni skupovi.

Neka je, dalje, A ideal a 'P filter na skupu | i neka je za svako i £ 1 dat
ideal A, i filter 4* na skupu J,. Ako je J = (J,e/ <. onda vazi:
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Lema 4.2.1. a) ={ACJ {61 \NANItGCS$,} G4} je filter na J;
b) AO= {UeL L, \L EALIi GA, zai &L} je ideal na J;
c) ako parovi A, $ i A, 'tl, gdeje i G7; zadovoljavaju uslov (A'k), onda
ovaj uslov zadovoljava i par 'koi Ac-

Dokaz. Za A C J definiSemo skup 1A= {i G/ JA[\J{ G'I',}.

a) Ocigledno, Ij = I Gi paJ G ”o- Dalje, ako A,5 G 'l'o0 onda
la,Ib £ 'I' pa 74(Vb G 'k. No, /.4n/B C 7Ap]5, Sto je lako proveriti, pa
la(jo £ Sto daje A[\B G 'Po- Na kraju, AEXoi AC B daje 74 G'P i
la C /b, odakle sledi Ib G to jest B G 'Po-

b) Zza A, B G A0, gde je A = UigL, Lf i B = U6zs Lf igde LA/LBGA
aLf, Lf GA, vazi AU5 = UerUE,s gde je

Lf za i G7/\LB,
Li= < LfULf za zGLAHLB,
Lf za i GLb\La.

Sada LaULBGA i LXxGA zasvei GLaJPLb pa AUB G A0. Na kraju,
za C C UteL Ltimamo C = \kelL(C D Lx G AO.

c) Prema pretpostavci teoreme vaze uslovi

VAG'5VBMN\PALGA(L CA\5A7\L £ 9%) (4.1)

VA G'P,V5 s "itBLGA-(ZC AABAJ\7, £s5,).1GL (4.2)
Dokazujemo

VA G tfoV# 37 GAO(L C A\B AJ\L £ $,)m (4.3)

Neka A G'ko i B 7o- Tada IAG P i IB \ pa zbog (1) postoji L G A
da L C la\lb i da I\L Za i G 7 vazi: AflIni G 'P, i BCVi £

pa zbog (2) postoji L, G A, da LtC (AfV.) \(£(V.) = {A\B)f]Jxi da
Ji\Li & 'ii. Dakle,

V< eL3L,e A (Ltc {A\B) f] IXAJALXE i B (4-4)
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Ocigledno, LO = LJiei. E AOi Lq C A\B. Dokazimo da J\LO & 'Jo, to
jest da 1j\10 & 'P. Posto je (J\LO)f]Jt = Jt\LO, u stvari dokazujemo da

h={SI11JAU 6P} $# (4.5)

Zai 6 L vazi J\io C n pa JA\LO £ to jest i 10. Dakle,
L C I\IO, odnosno 70 C I\L pa (5) sledi iz Cinjenice da I\L 0 'P. O

Neka je sada, uz gornje pretpostavke, {(Xj,0j) |j 6 J] familija
topoloSkih prostora. Cilj ove taCke je da se dokaZe da su prostori

nfiv 1 nin
jel te/ jel,

homeomorfni. Dokaz pocinjemo sledecom lemom.

Lema 4.2.2. Preslikavanje F dato sa

F:r~*)/ 1 11 ) ~*))/
(;€/ ) i(ei(ge/;X) )

A [*<>) = [< [/ 1=A]®, 1*E / >]tp, zZaSve [/1#, E¢ X))/
jel
je bijekcija.
Dokaz. Kako za proizvoljno /, 5 E n,6/™ | vazi
[<[/1*A, Ji E/>]* = [< [0 ]ijtp, \ie I >]* akko
FE/!/ |/ 115 = ir</]*} E~ akko
{*E/! { E<« |/j =+j} E$,} E'P akko
{iel\{j €I\fj = <}n It} G«;} = "e/]/,=ffD e p akko
{; e J1/j-=Sj} E'Po akko

UD [ff]1*0
to vaZi:
mu.,)=~M*0) [11*,,= m *o
Dobra definisanost F sledi iz smera (<9 ove ekvivalencije a injektivnost iz
obratnog smera.
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Dokazimo da je F "na”. Za £ £ (n.e/idljed, *>)/ - N/ postoji
V=< i |i 61 >G rite/((IW, 1)/ da je x = [<?]* Pritom,
(¢, G (njBJi X,)/ ~v, za i € | Pa (koriste¢i AC) izaberimo /' G iljeJ. X}
daje ipi = [/']*,. Nekaje / = U.e//'m Tada / G lijev Aj i/ |J, = /*, gde
i G/, paje

x = [<[f\Ji]*i\tZI>U = F{[fM- D
Slede¢im dijagramom uvodimo oznake za razne projekcije i faktor pres-
likavanja N - -
n NAITN)- rudi 1)
& jeim & Jen

it | TF
Il n

16> 163
Pj i T90
Al. _ n E L
) j€J )

Lema 4.2.3. a) Bazu topologije prostora n*(IT** A') Cine skupovi
iior'Mn pfm))
i€L

gde LGA LtGA zaiGL,B) G fasveie Lije Lt

b) Bazu topologije prostora Aj cCine skupovi oblika

w n rj i(Vj))

gde LGA, Z, GAizai £ L igde B G#7rn snej G U™ Z-

Dokaz, a) Prema lemi 2.3.4, jednu bazu topologije na Aj Cine
skupovi oblika Dj@, gde Z, G A, aBj G By Zato, prema lemi 2.3.3,
skupovi oblika ~(DjeL, ¢ine bazu topologije prostora Tljev, it.Aj,

gde i G I. Sada, ponovo zbog leme 2.3.4, skupovi oblika
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gde L £ A, Li € A-zasvei £ LiBFE ¢ine bazu topologije prostora
n A(nE: <*V), Odakle, primenom leme 2.3.3, sledi tvrdjenje.

b) Sledi direktnom primenom lema 2.3.4 i 2.3.3 te iz Cinjenice da su
elementi ideala AOoblika (J.ei, L,, gde L£ AiLtE At,zasvei £ L. O

Lema 4.2.4. Neka L £ A; LxE A, gdei £ L,B: £ zaj £ U,6zlL<
Tada za sve f £ FljeJ A; vaZi:

a) [fUo g F -i(9(n,6i irrl(?.(nj6L.p71(5J))))) a**0
3A€* e LNA3AteE Vj £ Atf)LL f, £ B,.

b) [fUo G 9«o(n>€UI6t"™ r7 XBj)) akko

3D £ 'PoVj € D n(Ut6i/ Li)fj £ 5j.

cJ 9«o(rijey i€illr71(si)) = - 1(9(n,-6L &1 1(9.(nJ6L,p71(5J))))).

Dokaz. Neka / £ fljei Aj. KoriS¢enjem leme 2.2.4, sledi:

a)
[[J«. 6f "M CK'M n akko
ifL JEL,
[< [/ 13JiUi i G1 >]* £ g(f) jr, 1(?,(f] Pj'(Bj)))) akko
ieL jeL,

3A € WVi £ P)A [/ |3]% £ qf f] p~1{Bj)) akko

1EL,

BAESVIELNAZ3A £ V;€AnNL f} £
b) se dobija neposrednom primenom leme 2.2.4.
c) (c) Neka vazi b). Nekaje D £ 'Po takvo da

V:£Z)n(UL.) fjZBj (4.6)
iSL

Kako D £ $0, postoji A £ PdaDC\J, = A, £ 'P, zasve i £ A. Dokazujemo
uslov dat u (a). Nekai £ LC\A, inekajej £ A,nLt= DC\J.fIL, = DDLt.
Tada, zbog (1) vazi /, £ Bj, Sto dokazuje (a).

(D) Neka vazi uslov iz (a). DefiniSimo

Al za iELfIA

D{=" 3 za it A\
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Tada D = U,g4A 6 'I'o- Neka je D fl (Uzgi, A)- Tada postoji Z20€ L fl A da
vazij GA flLi = AiflL, pazbog (a) imamo f} G Bj, Sto dokazuje (b).
O

Sada smo u moguénosti da dokaZzemo glavnu teoremu.

Teorema 4.2.1. Preslikavanje F definisano u lemi j.2.2 je homeomor-
fizam.

Dokaz. Obzirom na rezultate leme 4.2.3, iz (c) prethodne leme sledi
neprekidnost preslikavanja F dok se otvorenost F dobija iz jednakosti

(@@ N ieiy = ADFHEN RIA))

koja je takodje dobijena iz (c) prethodne leme i €injenice da je F bijekcija.
O

4.3 Istorijske i bibliografske napomene

Specijalni slucaj leme 4.1.1. za direktan proizvod preslikavanja tihonovskih
proizvoda moze se naéi u [14] str. 131 i 139. Sli¢no tvrdjenje za Knightov
boks - proizvod nalazi se u [27] str. 44. teorema 4.1.1. za tihonovske
proizvode nalazi se u [14] str. 139 a za Knightov boks - proizvod u [27] str.
44, Poseban sluaj teoreme 4.1.2. za ultraproizvode moze se naci u ¢lanku
Bankstona [2] str. 285.

Delovi (a) i (b) leme 4.2.1 su dobro poznati i dati su zbog kompletnosti
teksta. Specijalni slucaj teoreme 4.2.1 za tihonovski proizvod je teorema
0 asocijativnosti (videti u [14] str. 129). Ista teorema za ultraproizvod je
implicitno sadrZana u [45], teorema A 2.3. (Videti i sekciju 6.5 u [6]).
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Glava 5

R.i.p. topoloskih algebri

5.1 Ideal-proizvod topoloskih grupa

Definicija 5.1.1. Uredeni par (G, ®) gde je G neprazan skup i © : G X
G —G binarna operacija na G takva da vazi

(Gi)x®(Y©2z)=(Xx®y)©c zasve x,y,z £G
(G:) postojie£ G dazasvex £ G e®x=x®e=x

(Gs) za svako x £ G postoji x-1 £ G dax®x_1=¢e
je grupa. Ako pritom vazi josS i
(G4) zasve x,y £ G x®y =y0 x

onda je (G,®) Abelova (komutativna) grupa.

Element e £ G zovemo neutralni element. Za x £ A', element x~I je
njegov inverzni element. U teoriji grupa pokazuje se da je neutralni element
jedinstven i da za svako x £ X postoji jedinstven inverzni element. Zato
je preslikavanje ip : G —G dato sa p(x) = x-1 dobro definisano.

Definicija 5.1.2. Neka je (G,®) grupa. Ako je na G data topologija O
tako da vazi

67
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(TGi) preslikavanje © : G Xx G —+ G je neprekidno
(TG:) preslikavanje p : G —G dato sa <p{x) —x~I je neprekidno

onda je G topoloSka grupa. Ako je pritom (G,0) Tx—prostor, G je tada
Ti— topoloSka grupa.

U opStoj topologiji se pokazuje da je svaka 7\—topoloSka grupa T3l
prostor.
Napomena 5.1.1 U novijoj literaturi pod topoloSkom grupom se pod-

razumeva ™ —topoloSka grupa. Definicija 5.1.2 je motivisana prakti¢nim
razlozima.

Za dalji rad bice nam potrebno sledece tvrdenje

Lema 5.1.1. Neka je | neprazan skup, A C P(l) ideal na | i neka su
{Xi\i G/} *{y\i G/} gde x = (X, O*}, = (Y,Of), familije
topoloskih prostora. Tada je preslikavanje 1j : l1aA- x n AV, —mlIA(AI X jV)
dato sa ?((/i), ()) = ( () ) homeomorfizam.

Dokaz: (i) 77je bijekcija Sto je lako proveriti.

(ii) 7 je neprekidno. Bazu toplogije na .V, X ¢ine skupovi oblika
U x Vigde UiGOf aVi GOf. Zato, prema lemi 2.3.4, bazu topologije na

nA(* x y) Cine skupovi oblika x Vj) gde L G A. Dokazimo
»"(D *r'(Ui x V)) = (fiVr'tK Xx(Or'TO w
(,€£ ( ) (t€L )) (i£L )
Neka {f,g) G X Vi)) <=> g(f,9) = (- 9)) GfUz, ~

{Ui x Vi) tojest zasvei €L, ft€ U, igtG V. Zato/ GOeL '(K.) i
9 G Di'ez, t- 1 ) Sto dokazuje traZzenu jednakost.

Kako je C\ieL #,~1(Lr> otvoren u n AVt a plief/ fj-1(Vi) otvoren u I11AAt, to
je prema (*) inverzna slika svakog baznog otvorenog skupa pri preslikavanju
77 otvorena, pa je 7 neprekidno preslikavanje.

(iii) 7je otvoreno. Obzirom da je 7"na", iz (*) dobijamo f].€L #~4~"

x Vi) = *7((nigi, #r1(~«)) x (n,6LTrrl!™))- Tako je slika svakog baznog
otvorenog skupa iz FHAAiI x nAV, otvorena. Naravno ovo vazZi i za sve
otvorene skupove. O
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Neka su sada (G,-,©j) grupe gde i E I. Na skupu IlIG, definiSemo op-
eraciju © na sledeéi nacin

(1) © (@) = {fi ©. %

Ako su G, itopoloSke grupe posmatraéemo prostor n AG* (ideal proizvod
odgovarajuéih prostora).

Teorema 5.1.1. (i) (I11G,-,©) je grupa.
(ii) NAG, je topoloska grupa (s obzirom na ©).

Dokaz: (i) Provera je elementarna i dobro poznata. Neutralni element
je (&]z E I) gde je e, neutralni element u Gt. Za (/,m) E IIG,- inverzni element
je (fr\iei)(= M/,))>).

(ii) Neka je ©A = I11,e/©i : IIA(Gt x G,) — IIAGi Dekartov proizvod
preslikavanja ©-, i E I. Prema lemi 4.1.1 poSto su sva preslikavanja Q=

neprekidna (Gt su topoloSke grupe) i preslikavanje ©A je neprekidno. Do-
kazimo da komutira dijagram:

nA(Gt x Gt) -Z1 nAGt
TI\ / @
nAG, x nAG,

to jest da je © = ®aot/, gde je 7 homeomorfizam iz leme 5.1.1 za Xx=y %—
Gi. Neka je (f,g) E nAG, x IIAG,. Tada (®Ao”™)(/,5) = ©OA(((/, gt)) =
(®i(/.,5)> = {fi©isi) = f ©s = O(,£") paje zaista © = ©A0 7. Iz
neprekidnosti © Ai 7 sledi neprekidnost ©.

DokaZimo sada daje preslikavanje <A : n AG, —» I1AG, dato sa A{f) =
/_1 = iViifi)) gde je 9,(/,) = /_1 neprekidno. G, su topoloSke grupe, pa
su preslikavanja tpi : Gi —Gi neprekidna. Zato je prema lemi 4.1.1 i i®A
neprekidno preslikavanije.

5.2 R.i.p. topoloskih grupa

Neka su ponovo (Gi, ©,) topoloSke grupe sa topologijama Oi gde i E I. Neka
je A C P{l) ideal i 'P C P{l) filter na I. Na skupu UGJ ~ definiSemo
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operaciju ©# na sledeéi nacin:

1O« [ =1[/©g-

(© je operacija na IIG, iz prethodne tacke).
Lema 5.2.1. Operacija ©" je dobro definisana.

Dokaz: Neka f,f\g,g" G IIG, ineka/ ~/'i 4 ~4. Tada A=
{ell. = 11}, B = {i\gl = g\)e tf. Zai GAD Bvazi/,=/"i g =4¢'
pa je fi Cmg, = /' ©j g[. Zato ADB C {i\f, @= g,=f[®, g'} G ~"paje
| ©g~/"©g tojest [/ ©¢g] = [/'"©O ] O
Sem operacija Q= na G, imamo i topologije 0-x pa moZzemo posmatrati
redukovani ideal proizvod topoloSkih prostora (Gi,Ot) u oznaci 11$G,.

Teorema 5.2.1. (i) (11G,/ ~,ffigi) je grupa.
(i) n$G; je topoloska grupa.

Dokaz: (i) je direktno, posto je (I1IG,-, ©) grupa. Neutralni element je

MaU]-1=[/-T}
(ii) Dokazimo neprekidnost ©$. Posmatrajmo dijagram

nAG ,xn AG, 2 n$G, xn$G,
© | | Ci»
nAG, -u n$g,

«

DokaZimo da dijagram komutira, to jest da je
g0®© = ©* o (g x Q).

Za (f,g) G nAG, X nAG- vazi: (©* 0(q Xq))(f,g) = ©,((? Xq)(f,g)) =
®'i(q(f),q(g9)) =©*([/]. [f) = 1o*[>] = [f®g] = [©(/,$)] = <?(©(/,9)) =

(g0 ®)(f,9)-
Prema teoremi 5.1.1 funkcija © je neprekidna a kako je (lema 2.3.2) i q

neprekidno to je qo © to jest ffi* 0 (q x g) neprekidno preslikavanje. No g je
neprekidno, otvoreno i "na” pa ove osobine ima i Dekartov proizvod g x q
Prema lemi 2.4.1 tada je i ©# neprekidno.

Dokazimo da je preslikavanje v$ : 11$G* -+ n$G,- dato sa 9%([/]) =
[/]-1 neprekidno. Dokazimo da dijagram
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nAGt -u n$G-

9% 1 | 9*

nAG, -—> nApGt
komutira, tj. daje goA = " 0q Neka/ € IIG, Tada oq)(f) =
fM f)) =<4 ([UD = [2-1=i/-= [<I(N] = <2<I()) = &° <)(])
Sto dokazuje traZzenu jednakost. Prema teoremi 5.1.1, YA je neprekidno, pa
je neprekidna i kompozicija q oipA to jest ~ o0qg. Prema lemi 2.4.1 tada je
i neprekidno. O

Primetimo da u prethodnoj teoremi A i $ ne moraju da zadovolje uslov
(A'P) pa teorema vaZi za proizvoljan r.i.p. No ako ovaj uslov nije zado-
voljen n$G, moze biti topoloSka grupa sa antidiskretnom topologijom, Sto
pokazuje sledeéi primer.

Primer 5.2.1. Neka je / = N, G{ topoloska grupa realnih brojeva sa
operacijom sabiranja zasve i £ 1 inekaje A= [[]Jwa $ = {LOL E A}.
Tada je II"G,, prema teoremi 5.2.1, topoloSka grupa, no istovremeno to je
antidiskretan topoloSki prostor (videti primer posle leme 2.6.1).

Teorema 5.2.2. Neka ideal A i filter $ zadovoljavaju uslov (A™/) i neka
su G, Ti—topolosSke grupe za sve i EI. Tada je IT"G,- Ti—topoloSka grupa.

Dokaz: Ovo je posledica teoreme 5.2.1 i teoreme 2.6.1. O

5.3 R.i.p. topoloskih prstena

Definicija 5.3.1. Uredjena trojka (R, ©,©) gde je R neprazan skup a © :
R: —»R i © : R —R binarne operacije na R, takve da vaZi:

(Ri) (i?,©) je Abelova grupa;
(R)x© (y©z) = (x0y) ©2, zasve x,y,Z ER;

(RIxO©O(y©Oz) =x0Oy0OxQz,(xOy)Qz=xQz0yO z
za sve X,y,z ER, je prsten.

Definicija 5.3.2. Uredjena Cetvorka (R, ©,©,G) gde je (#,©,0) prsten
i O topologija na R da vazi:

(TRi) (/?,0) je topoloSka grupa (tj. operacije © :R: —» R i _1: R —»
R su neprekidne );
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(TR.2) preslikavanje Q : R: —* R je neprekidno,
je topoloski prsten. Ako je (R,0) prostor koji zadovoljava T\ aksiomu
separacije, onda je (i?, ©,Q,0) T\— topoloski prsten.

Kao kod topolosSkih grupa vazi: 7\— topoloSki prsten je T:1— prostor.
Takodje, r.i.p. topoloSkih prstena je topoloSki prsten. Preciznije, vaZi
sledeca teorema:

Teorema 5.3.1. Neka je | neprazan skup, A C P{l) ideal i i» C P{l)
filter na 1. Neka je {(i?,-,0,-©,-~,0;) |i £ 1} familija topoloSkih prstena.
Tada vaZi:

(i) Ako na skupu 11i?, definiSemo operacije © i O sa

</.m>0< %i>=</,Q9, > i <f, >0<gx>=< fiO0, gx>,

zasve < fi >,< gi >£ 1li?, i akoje O A ideal - topologija na Ili?, odredjena
idealom A, onda je (lli?,-, ©, ©, 0 A) topoloski prsten.

(i) Ako je ~ relacija ekvivalencije na 1li?, odredjena filtrom T/, ako na
skupu 11i?,/ ~ definiSemo operacije ©# i ©# sa

/1 N=[0es$] > [[o-ifgl=1[/o 4]

za sve [/],[<;]] £ IRJ ~ i ako je odgovarajuca topologija redukovanog
ideal - proizvoda, onda je c¢etvorka (1li?,/ ~, ©#,©*, 0%) ili krace 11Mi?,
topoloski prsten.

(iii) Ako su "skoro svi” prostori (i?,,0,) T\— prostori i vazi (AT"),
onda je (l1i?,/ ~, ©%, ©#, 0~) Ti— topoloSki prsten.

Dokaz, (i) Proveradaje (lli?;, ©, ©) prsten je elementarna. Prema teo-
remi 5.1.1. (lli?,-, ©, 0 A) je topoloSka grupa. Ostaje da se dokaZe neprekid-
nost operacije O : I1AI?, x 11AI?, —»I1Ai?,. Neka je

©A: nAi?, X 1?) -» nA?,

direktan proizvod preslikavanja ©,-. lema 4.1.1. daje neprekidnost © A. Ako
je § homeomorfizam iz leme 5.1.1., neprekidnost © sledi iz Cinjenice da
komutira dijagram:
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rm ** ) n n A"
\»7 © /
n A* .x n A*.

(ii) Lako se proverava da su operacije O® i ©$% dobro definisane i da
je (I11i?,/ ~,0>t,©ip) prsten. U teoremi 5.2.1. dokazano je da je (nRJ ~
,0if, 08) topoloSka grupa. Dalje, lako se proverava da dijagram

n A*.*n A, 2 n A*¥.*m *,

© i 1 Gi>

n A

komutira, to jest daje qo© = ©# o0 (q x q). Sada neprekidnost © i g daje
neprekidnost ©” o(g x g). Sem toga, preslikavanje qje neprekidno, otvoreno
i "na” pa je takvo i g x g. Konacno, lema 2.4.1. daje neprekidnost ©$;

(iii) je posledica teoreme 2.6.1. O

Primer 5.3.1. U primeru 5.2.1. dat je r.i.p. topoloSkih prstena (re-
alnih brojeva) koji je topoloSki gledano trivijalan (antidiskretan prostor).
Uslov (Ai') ovde nije bio zadovoljen. Ako (Sto je u savremenoj literaturi
uobicajeno) u definiciju topoloSkog prstena uklju¢imo i uslov da je to T)
ili (Sto je ekvivalentno) T31— prostor onda uslov (A'L) postaje vazan za
prezervaciju.

Napomena 5.3.1. PoSto ve¢ direktan proizvod dva polja nije polje, to
r.i.p. topoloSkih polja ne mora biti topoloSko polje. (TopoloSki prsten ¢ée
biti sigurno). Ultraproizvod (kao poseban r.i.p.) topoloSkih polja jeste
topoloSko polje (videti u [2]).

Napomena 5.3.2. Metoda koris¢ena za dokazivanje neprekidnosti op-
eracija O# i ©% moZe se direktno primeniti na bilo koju binarnu pa i n—
arnu operaciju. Tako se mogu dobiti rezultati o r.i.p. raznih topolosSkih
algebri, slicni teoremama 5.2.1. i 5.3.1.
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5.4 Istorijske i bibliografske napomene

Teoreme 5.1.1., 5.2.1. i 5.2.2. govore o ideal proizvodu odnosno r.i.p.
topoloSkih grupa. Poseban slucaj ovih teorema za tihonovske proizvode
moze se naéi u [14] str. 673. Analogna teorema za puni boks - proizvod
data je u [45] str. 175, a odgovarajuce tvrdjenje za ultraproizvod nalazi se
u [2] str. 2S6.

Analogon teoreme 5.3.1. za r.i.p. topoloSkih prstena u slu€aju ultra-
proizvoda dat je u [2] str. 286.
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Otvorenost r.i.p.

6.1 Prvi rezultati o otvorenosti r.i.p.

Definicija 6.1.1. Neka je p > u kardinal. Topoloski prostor (X,0) je
p—otvoren akko je presek proizvoljne familije otvorenih skupova koja je kar-
dinalnosti manje od p otvoren skup, tj. akko Vfl C CA]Q] < p = Hi) E O).

Ocigledno, svaki topoloski prostor je u,—etvoren. u\—otvoren prostor
zovemo P —prostor. To je prostor u kome je presek prebrojive familije ot-
vorenih skupova otvoren skup (tj. G$ skupovi su otvereni).

Lema 6.1.1. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topolodki prostori i neka je f :
X —Y preslikavanje koje je neprekidno, otvoreno i "na”. Ako je tada X
p—otvoren, onda je i Y p—otvoren prostor.

Dokaz: Neka je A kardinal gde A< pinekaje Oa E Gy zaa < A
Zbog neprekidnosti / skupovi / -1(0Q E Ox za sve a < A, pa kako je X
p-otvoren to i flasAf~:.{0Oa) = f~I{f}cx\Oa) E Ox =Otvorenost / daje
f{f~:{C\a<\0Q) EOy nokakoje /"na” vazi / (/-1(fla<A 0 Q) = fla<AOa.
Zatona<AOaeOY. O

Lema 6.1.2. Nekaje (X,0) topolodki prostor i B baza topologije O. Tada
za beskonafan kardinal p vazi:

X je p—otvoren akko 'tA C B W < p=flA £ O)

75
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Dokaz: (=i>) trivijalno, jer B C O.

(<i©) Nekaje Q C O i D = v < p. Ako je f]H = 0, dokaz je zavrsen.
Neka x E fj-T Tada za svako 0 E 0,, x E O pa postoji Bo E B da x E
Bo C 0. Za familiju A = {Bo\O E ii} vaZe uslovi pa f] A = floen Bo € O.

Kako 0~, skup p)Q je okolina svake svoje tatke pa je otvoren.
O

Definicija 6.1.2. Ideal A C P{l) je p—kompletan akko VM C A (JM] <
P =\JM E A).

Jasno svaki ideal je u—kompletan, kompletan ideal je zatvoren
prema prebrojivim unijama itd.

Sada prelazimo na pitanje otvorenosti r.i.p.

Teorema 6.1.1. Neka su k,p > u kardinali, A k—kompletan ideal na /,
'P proizvoljan filter na | i neka su prostori A,, i E | p—otvoreni. Tada je
11$A, A—otvoren, gde je A= min}«,//}.

Dokaz: Neka je v kardinal, gde v < Ai neka je Ba = plieLo #t 1(0“) E
BAgde a < v. Sada u < kpalL = Ua<i/ir> ¢ A Ako zasve a < v
i sve i E L\La dodefiniSemo 0? = X,, onda je Ba = pJieL (Of) gde
a < v. Dokazujemo da fla<uBa E 0 A. Ako je N\a<uBa = 0, dokaz je
gotov. Neka / E Ca<uBa. Tada zasve a < visvei EL, /= E Of, pa
/, £ Hao Of — K za sve | GL. Kako je v < p, p—otvorenost prostora A,
daje Vi E 0{. Dalje, za fiksirano a < u, zasve i EL je Vj C Of paje Wf =
n,6L C fligi, Jrrl(0,?) = Ba. Znaci zasve a < u, f EWj C Ba pa
je I E Wf C Ca<uBa i pritom W} E Oa. Skup f]la<u Ba je okolina svoje
proizvoljne tacke pa je otvoren.

Dakle, presek manje od A baznih skupova u prostoru IIAA- je otvoren,
pa je prema lemi 6.1.2 11AAt A-otvoren prostor. Dalje, q : 11AA- -> 11$A}
je otvoreno preslikavanje, pa je prema lemi 6.1.1 i 11$A’, A-otvoren. O

Koriste¢i teoremu o redukciji r.i.p. uslovi gornje teoreme mogu se
oslabiti. Naime teorema vazi ako {f E /]A, je /;—otvoren} = A E 4. (Tada
je n$A, homeomorfan sa [J $$Ai a A" je ponovo «—kompletan ideal jer

£.4
je Ar C A).

Teorema 6.1.1 svodi se na trivijalno tvrdenje ako je « = u ili p = uj.
Dakle prvi interesantan slucaj imamo za k —p = :
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Posledica 6.1.1. Neka je za sve i £ 1 A, P—prostor i A prebrojivo kom-
pletan ideal. Tadaje 11$A- P —prostor.

Specijalno, ideal A = P(l) je (uvek) prebrojivo kompletan pa sledi
poznato tvrdenje: Ako su A,, i £ | P—prostori, onda je OA’, (puni boks-
proizvod) takode P —prostor. OpStije vaZi:

Posledica 6.1.2. Nekaje J] > « > X > wgde je « regularan kardinal,
i neka su A,, i £ | P—prostori. Tada je O*A% (boks-proizvod) takode
P —prostor.

Dokaz: OvdejeA = [/]<", gde« > u. Dokazimo daje A u—kompletan.
Neka Ln £ A, n £ u. Tadaje |(J,6uLn\< £ ,€4\Ln\= u msup{|Tn] |In£
u} < kjerje \ILn\< « zasven £ u paje sup{]Tn] \n£ W) < « jer je k
regularan. O

Ako je k = (sledbenik kardinal) onda se kao u prethodnom dokazu
pokazuje da je [/]<'t u stvari « —kompletan ideal. Tada je za razne stepene
otvorenosti prostora A- moguce formulisati razna uopStenja posledice 6.1.2.

6.2 Otvorenost r.i.p. kada je ™ regularan

U ovoj tacki pokazujemo da se tvrdenje u teoremi 6.1.1 pod dodatnim
uslovima na  moZe pojacati.

Definicija 6.2.1. Nekasu p, « > u kardinali. Filter'J C P{l) je (p, «) —tre-
gularan akko

3{Aala< «} CT VZzELl Ha<«if£ AQ) < p.

Specijalno, za p = w imamo «—regularan filter. To je filter u kome
postoji familija kardinalnosti « koja je konacna u svakoj tacki (tj. svako
i £ | sadrZzano je u najviSe konacno elemenata ove familije)

Teorema 6.2.1. Neka su p i « kardinali gde « > p > u i neka su A, =
(A',-, 0{) p—otvoreni topoloski prostori za sve i £ |I. Ako je A «+—kompletan
ideal na | i (/i,«) regularan filter na /, onda je r.i.p. 11$A, k+—otvoren.
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Dokaz: Prema lemi 2.3.2, B§ = {<7(0,*~:{Oi))\L £ A, O, 6 Ch} je
baza topologije na Za dokaz k+—otvorenosti ovog prostora je, prema
lemi 6.1.2, dovoljno pokazati da je presek k elemenata iz B§ otvoren. Neka
je

Bc = L fl Sde a < k.
>ela

Za one a za kojeje LaAH A = 0, za neko A £ $, prema lemi 2.2.4 imamo
Ba = nipAtj. Dakle oni su neutralni u odnosu na presek te ih moZzemo
iskljuciti. Zato bez ogranifenja opStosti pretpostavimo da za sve a < k i
sve A G'P vazi Lafl A" 0.

Kako je A /c+—kompletan, to L = Ug<kLa G A. Zato je Ba — 4(fl,eL u;1
(Of)) gde Of = XtzazGL\La

Ako je flax<Kk Ba = 0, dokaz je gotov.

Neka [/] = q(f) G DaCK™a- Tada za sve a < n f G g—-:1(Ba) =
(PiGL #t1 ("~ f))* Pa prema lemi 2.2.3 (iv) postoji Ca G ™ da za sve i G
Lf]Ca vazi fi G Of. Neka je {Aa\ < «} C $ familija iz definicije 6.2.1.
Tada imamo:

Vg< k VzGEa=LflCaHAa fi GOf ™
Kako je E = Ua<«EaC L to E GA. Za i GE definiSemo
S(@i) = {a < ... i GEa}, iGE

Posto je Ea C toje {a < kJzGEa} C{a < kkGAa} pa |5(2)] < MJr
je (/z, z0 regularan. Za i £ E definiSemo

ve= N OF

oes(i)

Za i GE£ zbog E C L vazi zGA. Zato su Of definisani za sve a. Dalje za
nekoa < k i G pa a G5(z). Dakle 5(z) 7A05pa su Vf dobro definisani
za sve z G ii'. Dokazimo

zasve zGE, fi GVj GO, (**)

Neka i GE ia G5(0. Tada i GEa pa zbog (*) /, G Of. Ovo vazi za sve
a G5(z) pa fi Gflaes(,-) Of = \j. Dalje, Vj je presek |52)] < p otvorenih
skupova, pa je zbog (z—otvorenosti A), V, G %
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DefiniSimo U = Dige™fl(K)- Sada U G Os i zbog otvorenosti q je
g(U) G0§. Takode / G U pa q(f) G qg{U).

Nekaa < nii GEa. Tadaa GS(i) paV, C 0"“. Dakle
Va<k VzZGEa M CO0"“ ***

Dokazimo <-(7/) C flo<« Ba. Neka [g] = q(g) G g{U). Tada postoji h G U
dah~gtj. daA={z][g = /z} G't. Zato zbog (* **) za sve a < k
isve zG £* n A vazi gt = hx E C 0?. Odatle # G n,eEard
pa q(g) G q(fl,eEarsi™ (O f) = 9(fl,eL"{O f) = Baza sve a < k (jer je
EaP\A = L™M"Aap[Ca[\A = Lf)F gde F G $ pa vazi lema 2.2.4). Zato
<l{9) £ fla<« 50. Inkuzija gq(U) C fU<« Ba je dokazana.

Dakle za svako [/] G Ca<KBa postoji Wj = gq(U) G (3% da [/] G Wf C
flo<« Ba. Zato je f\<« Ba otvoren skup. O

Napomena 6.2.1 U stvari vazi opstije tvrdenje - uslov da su svi pros-
tori p—otvoreni moze se zameniti slabijim uslovom: G = {z G 1 W je
p—etvoren } G 4/. Tada teorema 6.2.1 sledi iz teoreme o redukciji r.i.p.

Napomena 6.2.2 Uslov kK > p u teoremi 6.2.1 mozZe se izostaviti jer
za k < p vaZzi k+ < p paje min{/c+,/z} = k+ a teorema 6.2.1 svodi se na
teoremu 6.1.1.

6.3  Specijalni sluCajevi 1 primeri
Navodimo neke posledice teoreme 6.3.1. Za p —u vaZi:

Posledica 6.3.1. Nekaje n> ui kardinal i At, i G I, proizvoljni topoloski
prostori. Ako je A k+—kompletan ideal na | i ‘il k—regularan filter na I,
onda je prostor 11$A k+—otvoren. O

Ideal A = P(1) je k+ kompletan za svako k pa vazi prvi deo Bankstonove
"Openess” leme:

Posledica 6.3.2. Nekaje k > u i neka su A',, z G/ proizvoljni topoloski

prostori. Ako jeU k—regularan ultrafilter na 7, onda je ultraproizvod O /A",
k+—otvoren. O
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Za k = p = y imamo:

Posledica 6.3.3. Neka su A, i £ | proizvoljni topoloski prostori. Ako
je A prebrojivo kompletan ideal na | a 'li u—regularan filter na /, onda je
n$,V, P —prostor. O

Primer 3.1.Nekajel = Rizasvei £ | nekaje \V, = R sa uobifajenom
topologijom. Ideal A skupova prve kategorije na R je prebrojivo komple-
tan. Takode, ako je 'P filter podskupova R Ciji je komplement ogranicen,
'P je u—regularan jer je {iZ\[-n,n]|n £ N} prebrojiva, tatkasto-konatna

potfamilija 'P. Prema posledici 6.3.3, IlijA’, je tada P —prostor.

6.4 Istorijske i1 bibliografske napomene

Definicija 6.1.1. moZe se na¢i kod Bankstona u [2] str. 290. Leme 6.1.1.
i 6.1.2. su tehnicke i deo su matematickog folklora. Specijalan slucaj
posledice 6.1.1. za ultraproizvode data je u [2] str. 291.

Posledica 6.3.2. je deo Bankstonove " Opennes” leme date u [2] str. 290.
Specijalan slucaj posledice 6.3.3. koji se odnosi na "nabla-proizvod” (koji
se dobija za / = u, A = P(l) i *P—filter ko-kona¢nih podskupova 1) dat
je kod Williamsa u [45] str. 181.
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Nepovezanost r.i.p.

7.1 Totalna nepovezanost

TopoloSki prostor (X, O) je totalno nepovezan akko je za svako x £ X
kvazikomponenta tatke x skup {x}, akko za svake dve tatke x,y £ X
postoji otvoreno-zatvoren skup O da x £ 0 iy g 0. (U literaturi se
na nekim mestima ovakvi prostori zovu ultra-Hausdorfovi, dok se totalno
nepovezanim zovu prostori kod kojih je za sve x £ X, komponenta tacke x
skup {x}). Totalna nepovezanost je oCuvana u r.i.p. kod kojih je zadovoljen
uslov (A\K). Preciznije vazi:

Teorema 7.1.1. Neka vazi uslov (A"/). Tada, akot{i £ I\Xi je tot. nepovezan}
A £ 'k, onda je totalno nepovezan.

Dokaz: Neka [f],\g] £ n™V, gde [/] » \g. Tada B = {i £ I\ft =
gi} & $ pa kako vaZi (Aty) to postoji L £ Adaje L C A\B i Lc £ $.
Za i £ L,Xtje totalno nepovezan i /= ~ gt pa postaje Ot £ O, D7, da
fi € Oi $ g{. DefiniSimo U = n!B@#_1(C) = lit/,. Sada / £ U pa, kako je
g otvorenog/] £ q(U) £ 08. Takode, UX£ 7, za sve i £ / pa prema lemi
2.6.1 imamo q~:1(q(U)) £ 7 *. Kako je g faktor preslikavanje, to q(U) £ 78.

Pretpostavimo da [g] £ q(U). Tada g £ U* pa prema lemi 2.2.3 C =
{i\gi £ Ui] £ '5. Kako Lc$ tojeLnC + 0. Nozaié£ LflC imamo
gi £ U, = Oi Sto je nemoguée. Dakle g{U) je otvoreno-zatvoren skup i
[lMe qU) ?2[</].0O

8l
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Napomena 7.1.1. Totalna nepovezanost "skoro svih” prostora X,
nije i potreban uslov za totalnu nepovezanost prostora 11$Xt Sto ¢e biti
pokazano u sledecoj tacki.

7.2 Nula-dimenzionalnost

Topoloski prostor (X ,0) je nula-dimenzionalan akko je T\ i ima bazu
topologije koja se sastoji od otvoreno-zatvorenih skupova. Takav prostor
je Tji i totalno nepovezan.

Proizvod Tihonova i ultraproizvod €uvaju nula-dimenzionalnost no vazi
opStije tvrdenje:

Teorema 7.2.1. Neka ideal A i filter $ na | zadovoljavaju uslov (A'P).
Tada, ako {i G \Xt je nula-dimenzionalan} = A G '5, onda je nula-
dimenzionalan.

Dokaz: Prema teoremi 2.3.2 skupovi oblika q(B) gde je B = [TI€f  1(Oi)
= TIBi G 5A Cine bazu topologije na II$Aj. Dokazimo da su oni unije
otvoreno-zatvorenih skupova. Neka [/] G q{B), to jest, / G Bm Prema
lemi 2.2.3, tada K = {iNft GB{} G'i. (Za LflADK = 0je prema lemi
2.2.4, q(B) = 11%$", otvoreno-zatvoren.) Za i G L fl A fl K, Xt je nula-
dimenzionalan i /, G Bt ='Oi, pa postoji U, G da/, G U, C Ot.
Sada / G B' = N\teLnAnK~"7: (Ui)-

Dalje prema lemi 2.2.4 sledi [/] G g{B') C g(f)i€LnAnK 0,) = q(B).
Kako je q otvoreno, to q{B') G O$. Takode B' = UB[ i B[ G 7Xza
sve i G/, pa prema lemi 2.6.1 vazi q~:(q(B)) G 7K Kako je g fak-
tor preslikavanje, to q(B') G Konacno,q(B") je otvoreno-zatvoren i
[/1 Ga(B") C a(B). O

Napomena 7.2.1. Ponovo, nula-dimenzionalnost "skoro svih” pros-
tora X, nije i potrebna za nula-dimenzionalnost n$,T,, $to ¢emo uskoro
pokazati.

Podsetimo se da je filter $ na / u—regularan akko postoji prebrojiva
familija {An\ G N} C 'i koja je tackasto-konalna (tj.svako i G/ je u
najviSe konacno An). Takode vaZi
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Lema 7.2.1. Filter'i je u —regularan akko postoji familija {An\n E A C
V da vazi A\ D A: D mmi daje Dnew An= 0.

Dokaz: (=) Nekaje {An\n E N) C ~ taCkasto-konatna. DefiniSimo
An = DLi gde n E N. Tada je A\ b A: D ... a poSto je za sve
Tie NJA'nC An, imamo flrENAN C n,6NAn = 0

(4=) Trivijalno. O

Teorema 7.2.2. Neka je uslov (A”) zadovoljen, neka je $ tu—regularan
filter i neka su Xx T3—prostori zasve i E|I. Tadaje n$,V, nula-dimenzionalan
prostor.

Dokaz: Kako vazi (A#), to je prema teoremi 2.6.1 I"I$Vt T: prostor
(pa i Ti). Bazni otvoreni skupovi u su oblika q(B) gde je B =
Hiei Kf'iOi) £ #A- DokaZimo da su oni unije otvoreno-zatvorenih skupova.

Prvo, ako je za neko A E 4\ L fl A = 0, onda je, prema lemi 2.2.4
g(B) = n™T,- paje q(B) otvoreno-zatvoren.

Neka je sada LDA ™~ 0zasve A E i neka [g] E q(B) Tada postoji
/| EB daje g~ /. ™ je u—egularan pa postoji familija {AnjnEN} C $
daje/ = Ao DAXD A2 J mmeida je flneNANn= 0. Tadaje L= Lfl AOD
LnAi DLnNnA: D mee

DefiniSemo skupove: zai EL, V|]°= JA5;zai ELfl Ax, Vf = O~ za
i EL fl Angde n > 1 biramo V,n E Oxda vazi /= E Vjn C Vf C V™1. Ovo
je moguce jer su regularni.

Za proizvoljno h E ILY,- i proizvoljno i E L neka je

m(h,i) = max{k|/i, E V3

Sada kako za t E L,h E Xx = Vf, to je {AJA=E Vf} ~ 0. Takode
L = n (An\A,+i) je particija L. Zai E Ln (An- An+l) Vntl
nije definisan pa m(h,i) < n. Dakle m(h,i) su dobro definisani. Dalje,
definiSimo skup

U= {h EILY,|[VA' EN, 3A E 4»Vi E 1(1 Axm(h,i) > M)

Slede¢om lemom nastavljamo dokaz.
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Lema 7.2.2. (i) f £ U (ii) U i Uc su otvoreni (iii) U = g~I(q{U)),Uc =
g~l(g{Uc)) (iv) q{U) je otvoreno-zatvoren (v) U C g~:1(q(B)).

Dokaz: (i) Neka je dato M £ N. Tada za A = Am G $ i za sve
i6 LDAm vazi [=£ V(M pa m(f,i) > M. Zato/ £ U

(ii) Neka h £ U. Za sve i £ L definiSemo skupove W, :

wa | vm(M\V:m(M+2 ako m(h, i) < n —
1 ako m(h,i) £ {n —I,n}

gde ova formula vazi zai £ L fl (An\A,+i), n = 0,1,2,... Jasno, h{ £
yin(h,i) 2a fa O ym(h,ty-2= ?jjo  ~ g ymA D+ pa > m(/l,z) + 1 Sto
je nemoguce. Dakle ht £ iVxzasvei £ L pa h £ Dtez, #t 1("i) = £ Oa.
Dokazimo da kP, C U Neka p £ kkV Tada € £ KJ zasve i £ Z pa
m(/i,z) < m(p,i)- Neka M £ iV. Kako /i £ U to postoji A £ 'P da za sve
i £ LQAQA vazi m(h,i) > M. No tada zasvei £ LDA m(p,i) > M pa
pt U

Dakle hEWhcU gde WhE £5\ pa U € 0K

Neka h £ Uc. DefiniSimo kao u prethodnom slucaju. Neka ip £ Wh.
Tada za sve i £ L vaZzi m(p, i) < m(h,i) + 1. Kako /i £ Uc, postoji M £ N
da za sve A £ postoji i £ L fl A za koje m(h,i) < M. No tada m(p,i) <

M+ 1lpap g Bto jest p £ Uc. Dakle h £ Wk C Uc gde kP), £ Oa. Ucje
otvoren.

(iii) U C g~I(q(V)) vazi uvek. Dokazimo obratnu inkluziju. Neka h £
g :(q{"))- Tada postoji p £ Udaje h~ p pa D = {zji, = ptj £ V.
Za M £ N postoji A £ $ dazasvei £ Lf) A vazi m(p,i) > M. Kako

AHD £ '5 tozasvei £ LDAT) D vazi m(h,i) = m(p,i) > M. Zato
hf U

Uc C g :{q(Uc)) vazi uvek. Pretpostavimo da postoji h £ Ur\g~x{q(JJc)).
Tada postoji g ffjcdap ~ h. No tada iz h £ U sledi p £ Um=
g :{q{U)) = U pap £ U fl Uc Sto je nemogucée. Zato q~:{q{Uc)) C Uc.

(iv) PoSto je q otvoreno, skupovi q(U) i gq{Uc) su otvoreni. Takodje
g~:{q{VU) O gq(Uc)) = UHUc = 0 pa kako je g "na” sledi q(U) fl q(Uc) = 0.
Takodje je q(U) u g((Jc) = 11%$*, pa je q(U) = g(Uc)c zatvoren.

(v) Neka h £ 11 Tada za M = 1 postoji A £ 'f da za sve i £
I, DA vazi m(h,i) > 1pa k£ Vj = 0;. Prema lemi 2.2.4 imamo



7.3. Jaka nula-dimenzionalnost 85

h e nelnA% I(ot) ¢ ?"lg(n-enviir Jo,)) = =
9_1(9(£))-

Sada, kako / G U, imamo: [9] = [/] G?(i/) C q(B) i /(Q) je otvoreno-
zatvoren skup. O

Primer 7.2.1. Neka je R skup realnih brojeva, | = Rinekaje A, = R
sa uobitajenom topologijom za sve i G I. Neka je 'I' filter potskupova R Ciji
komplementi su konacni a A ideal najviSe prebrojivih podskupova R (tj.
A = [R}<*"). Lako se proverava da je uslov (A'J/) zadovoljen. Takode,
An = [n,n]c G 4/ i familija {Anjn G Nj C 'i je tackasto-konacna.
Zato je 'I' a;—regularan filter. Prema poslednjoj teoremi II$A,- je nula-
dimenzionalan prostor. Kako su pritom povezani prostori imamo primer
koji pokazuje da za totalnu nepovezanost i nula-dimenzionalnost prostora
n ~, nije potrebno da ove osobine imaju prostori X{.

Napomena 7.2.2. Nekasu/, $ i A kao u prethodnom primeru i neka
su Xr prostori koji su Ts ali nisu Ts1. Tada je 11%A’ nula-dimenzionalan
pa time i T3l prostor. Dakle iako je zadovoljen uslov (A'k) i II$Atje T3i,
prostori X{ nisu Tsi. Ovo dokazuje da kompletna regularnost prostora Xt
nije potreban uslov za kompletnu regularnost prostora 11$A,.

7.3 Jaka nula-dimenzionalnost

TopoloSki prostor (X, O) je jako nula-dimenzionalan akko je T3i prostor
i ako za svaki konacan pokrivaC koji se sastoji od funkcionalno otvorenih
(tj. ko-nula) skupova postoji upisan, konacan, disjunktan otvoren pokrivac.
Ekvivalentnu definiciju u klasi T3i prostora daje slede¢a teorema.

Teorema 7.3.1. Neka je (X,0) T3l prostor. Tada vazi: (X,0) je jako
nula-dimenzionalan akko za svaka dva funkcionalno razdvojena skupa A,BC.
X postoji UGODT davazi ACUC Bc.

Dokaz: Videti npr. u [14]. O

Jaka nula-dimenzionalnost nije o€uvana u proizvodu Tihonova pa u op-
Stem slucaju nije o€uvana ni u A”™—r.i.p. No pod dodatnim uslovima jeste.
Za dalji rad bi¢e nam potrebna slede¢a lema.
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Lema 7.3.1. Akoje (X,0) Tz i P—prostor, onda je jako nula-dimenzio-
nalan.

Dokaz: Dokazimo prvo nula-dimenzionalnost. Neka x £ 0 £ O. Kako
je X Ts-prostor, mozemo odabrati Un£ O gde n £ N da vazi: O D U[ D
W\ DU: DU memidax £ Un. Skup U = flne”™ Un = f\e;v Un je zatvoren
ali je i otvoren jer je X P -prostor, ix £ UC O.

Zbog nula-dimenzionalnosti X je T:1 pa vaZi teorema 7.3.1. Neka
A,B C X inekaje/ : X —»[0,1] neprekidna funkcija da vazi f(A) = {0}
i f(B) = {1}. Za skupove Un= /-1([0,l/(n + 1)) vaii X\B DUjDUID
U: 7 U: D meeD A. Zato je U = flneN Un = flne.v Un otvoreno-zatvoren i
A C UC X\B. O

Teorema 7.3.2. Neka je A prebrojivo kompletan ideal na | i% u—regularan
filter na 1 i neka vazi uslov (A'i). Tada, ako {i 6 I\Xtje Tz} 6 »P onda je
n$.t. jako nula-dimenzionalan prostor.

Dokaz: Prema teoremi 2.6.1, je T3 prostor, a prema posledici
6.3.3, nijA’, je P—prostor. Sada iz leme 7.3.1 sledi tvrdenje. O

Posledica 7.3.1. Neka vazi uslov (A$) i neka je A prebrojivo kompletan
ideal na | i A u—regularan filter na |I. Tada, ako » £ I\Xxje jako nula-di-
menzionalan} £ 'P onda je llij.V, jako nula-dimenzionalan. O

PrLmer 7.3.1. U primeru 2.5 jasno je da je A prebrojivo kompletan.
Zato je jako nula-dimenzionalan.

Na kraju, poSto proizvod Tihonova ne €uva ekstremnu nepovezanost,
ova osobina nije oCuvana ni kod A'P—r.i.p.

7.4 Istorijske i bibliografske napomene

Specijalan slucaj teoreme 7.2.1. za tihonovske proizvode moze se naci u [14]
str. 533 a za ultraproizvode u radu Bankstona [2] str. 303. Lema 7.2.1. je
opStepoznata i navedena je zbog kompletnosti teksta.

Teorema 7.3.1. je deo folklora i nalazi se na primer u [14] str. 531
Lema 7.3.1. uzeta je iz [2] str. 294.
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R.1.p. 1 teorija modela

8.1 Osnovne definicije

U ovoj tacki dajemo osnovne definicije topoloSke teorije modela. PoSto bi
detaljno uvodjenje svih pojmova zahtevalo mnogo prostora, ovde dajemo
samo neke definicije i teoreme koje éemo neposredno koristiti. Za precizne i
potpune informacije iz teorije modela upucujemo na [6], dok je odgovarajudi
materijal vezan za topoloSku teoriju modela detaljno izloZzen u [16].

Logika drugog reda, L2, ukljuCuje sve znake logike prvog reda Lww sa
jednakoS¢u (individualne promenljive: Xo,Zj, a2, ; veznike: A, V, @S>
, -; kvantifikatore: Vi 3; znak jednakosti: = i pomoc¢ne znake: (,)). Njima
su pridodati novi znaci:

- skupovne promenljive: Xo, X\, X2, ...;

- simbol 6 .

Neka je L jezik prvog reda (to jest skup relacijskih i funkcijskih slova i
konstanti). Sto se gradjenja terma u L. ti¢e, definicija je ista kao u LWJ]
to jest skup terma u L2je isti kao u Lww

U L: se dopusta nova atomna formula

te X

gde je t term (jezika L) a X skupovna promenljiva. Ostala pravila za
gradjenje formula su ista kao u Luw s tim Sto se dodaje i pravilo:

ako je ip formula L2, onda su to i *Xp i 3Xip.

87
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Koncept slobodne i vezane promenljive (kako individualne tako i skupovne)

je isti kao u LWL
Sada prelazimo na semanti¢ke koncepte.

Ako je <5 struktura jezika L to jest odgovarajuca relacijsko-operacijska
struktura, onda dvojku (5, O) zovemo slaba L—struktura akoje 0™ O C
P (S) gde je S domen (nosac) strukture 5. Ako je O topologijana5, (5, O)
je topoloSka L—struktura.

Za razliku od prethodnih glava u kojima je za skup tataka topoloSkog
prostora bilo rezervisano slovo X, u ovoj glavi éemo za istu namenu koris-
titi slovo S. Razlog promene je 5to se skupovne promenljive u L. obi¢no
oznacavaju sa X, Y, Z,... pa bi moglo do¢i do konfuzije. Zato éemo topoloski
prostor u daljem tekstu oznacavati sa (S, O), r.i.p. familije topoloSkih pros-
tora biée oznacen sa nit 5- i.t.d.

Primeri. Nekaje L = {0}, gde je O funkcijsko slovo duZine 2 i neka je
((R, +), O) topoloSka grupa realnih brojeva. Tada je ((R,+), O) topoloSka
L —struktura.

Neka je L = {~}, gde je X relacijsko slovo duzine 2. Tada je linearno
uredjeni topoloski prostor ((R,<),0) topoloSska L— struktura.

Ako je (5, O) slaba struktura, valuacija u (<S, O) je svako preslikavanje
r=+t Ut" gde ¢ :{i0,Zj,x2 ..} —»Sir":{A'0,Xi,X2, ..} —0. Dakle,
individualne promenljive interpretiramo kao elemente skupa S a skupovne
kao elemente O.

Vrednost terma t (jezika L) pri valuaciji r, u oznaci i[r], u L. definiSe
se kao u Lww, poSto termi ukljuéuju samo individualne promenljive.

Ako je (<S O) slaba L—struktura, r valuacija u (<S5, 0) i 9 L2—formula,
onda se relacija zadovoljivosti:

(S.0Jhv'M (8.1)

definiSe na uobicajen nacin. Pritom skupovne promenljive variraju nad O,
dok se znak € interpretira kao relacija "biti element”. Relaciju (1) ¢itamo:
formula je ta¢na u valuaciji r strukture (5,(9).

Primer. Neka je data L2—formula ip sa

= 3A0(zo € AOAii06 Aj Ai0= x2)
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Ako je (S,0) slaba struktura i r =< a0, cti,a2,... > U < Ogo, Oi, Oz,... >
valuacija u toj strukturi, onda vaZi:

(S, O) [=p[r] akko postoji W GO daa GW ia &Oi i a0= a2

Primetimo da smo u poslednjem primeru, znak = koristili za tri razliite
stvari: prvi put pri zadavanju formule p, drugi put u samoj formuli p—kao
logicki znak i treéi put kao standardnu interpretaciju znaka = kao logickog
znaka: jednakost elemenata domena S. Da bismo izbegli Sarenilo oznaka i
dalje éemo vrsiti ovakve " prekrSaje”, sigurni da konfuzije nece biti.

Na kraju, L. formula p jezika L je tatna u slaboj L—strukturi (S, O)
akko za svaku valuaciju r vazi (S, O) J=p[t]. Ovo oznafavamo sa (<§ 0) =
op-

sada prelazimo na definiciju Lt—formula kao specijalnih L.—formula.

L2—formula koja od logickih veznika sadrzi: A,V,-> i 3 (dok se ostali
smatraju kao skraéenja i eliminiSu pomocu poznatih pravila) je u negaci-
jskoj normalnoj formi (NN F) ako se znak negacije (-<) pojavljuje samo
ispred atomnih formula. Koristeéi logicke zakone (De Morganove itd.),
svaku L2—formulu moZemo svesti na ekvivalentnu L2— formulu u NNF.

L. —formula ipje negativna (pozitivna) uodnosu na skupovnu promenljivu
X ako je svako slobodno pojavljivanje X u NNF formule p>oblika ~'t € X
(oblika t £ X, ¢emu ne prethodi znak ->).

Definicija 8.1.1. Ltje skup formula koje se dobijaju od atomnih L2—for-
mula po pravilima izgradnje formula u LWJ kojima su dodata pravila:

1. ako je t term aformula ip je pozitivha u odnosu na promenljivu X,
onda je formula i

vx(t e x = ).
2. Ako je t term aformula p je negativha u odnosu na promenljivu .Y,
onda je formula i
3X{t €EX Ap).

Dakle, kvantifikacija skupovnih promenljivih koja je u L: slobodna,
ovde se ogranicava.

Dalje, p(x\,..., xm, X\,..., X n) oznafava formulu p cije su sve slobodne
individualne promenljive medju x i,..., xma sve slobodne skupovne promenljive
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izmedju A x, ..., X n. Takodje, kad god ne bude postojala opasnost od konfuz-
ije nizove Xx,X2, ..., X,; AX, ..., Xm;ax, .., a V i, V(radi preglednosti ¢emo
oznalavati sa T,X,a,V. Opasnost meSanja sa operatorom adherencije se
necée javljati.

Formule bez slobodnih promenljivih zovemo recenice.

U nastavku dajemo vaznu karakterizaciju Lt—recCenica (Teorema 8.1.2.).

Definicija 8.1.2. L.— reCenica Y je invarijantna za topologije akko za
svaku slabu L— strukturu (S,B) za koju je O(B) = {(JV \V C B}
topologija na S, vazi:

(S,B) [Fip akko (S,0(B))\=<p.

Teorema 8.1.1. L:—reCenica ipje invarijantna za topologije akko za svaku
topolosku strukturu (<S O) i svaku bazu B topologije O vazi:

(S,0)\=ip akko (S,B)\=<p. O

Teorema 8.1.2. L.—reCenica je invarijantna za topologije akko je (u
topoloskim strukturama) ekvivalentna nekoj Lt— reCenici. O

Dokazi gornjih teorema mogu se naci u [16].
Primeri. L2—formule (to jest recenice)

0= VxVy(x = yV3A(X EX A>y EX) V3A(y EX A->x E X))

il = VxVy(x = yV3A(X EX A->y EA"))
V2= VxVy(x = yV3A(X EX A3Y(y EY AVz(-.z EX V -z EK))))

ipTg = VXVA(X EX = 3Y(x EYAVy(y EAV3Z(y E ZAVz(-z E ZVz E K)))))

= Vx3A'(X EA AVy(y EX =y = X))
= VXVA(Xx EA =» Vy(y E A))

su Lt— formule. One oCigledno izrazavaju topoloSke osobine: To,Ti, T2,
regularnost, diskretnost, trivijalnost. U zapisu gornjih formula zbog Citkosti
nismo koristili propisane promenljive: x0,xX X2, ..., Ao, Ai, X2, ... ve¢ meta
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- oznake Xx,y, z, X,Y, Z koje mogu biti ma koje od propisanih. To ¢emo i
dalje Ciniti. Dalje, L.—formula

VW= VX(3x(x £ X) = Vy(y £ X))

koja ocigledno, izrazava trivijalnost topologije nije Lt—formula. No lako je
videti da je ona u topoloSkim strukturama ekvivalentna formuli koja
jeste Lt—formula. (Ovo znaci da u svakoj topoloSkoj strukturi (<S, O) vazi
(5,0) |FPp<>Mriv)-

8.2 Teorema Feferman-Vaughta za r.i.p.

Teorema Feferman-Vaughta, koja pripada klasi¢noj teoriji modela, dovodi
u vezu tacnost formule prvog reda tp u redukovanom proizvodu modela

nsi/ sa tacnoS¢u njoj pridruzenih formula u pojedinaénim modelima
5!’

Ziegler i Flum daju verziju ove teoreme u topoloSkoj teoriji modela.
Ova verzija se odnosi na proizvod Tihonova. Bertossi (bez dokaza) daje
uopStenje ove teoreme za ideal - proizvod topoloSkih struktura. U ovoj
tacki dajemo uopStenje teoreme Feferman-Vaughta za r.i.p. proizvoljne
familije topoloSkih struktura.

U tekstu koji sledi koristicemo oznake i rezultate tatke 3.3. koji se
odnose na Boole-ove algebre sa istaknutim idealom. Posebno ¢emo pos-
matrati Boole-ovu algebru (P (1)/ =, A/ =) koja je uvedena u tacki 3.3.
Najpre dajemo neke pomoéne definicije i tvrdjenja.

Definicija 8.2.1. Neka je pr Lt— formula i neka je Y neka skupovna
promenljiva. Tadaje 9" formula koja se od 9 dobija kada se svako slobodno
pojavljivanje promenljive Y oblika t £ Y zameni formulom t = t.

Primer. Akoje 9= x £ Y A(-1lz £ Y V3Y(u £ Y Vu = X)) onda
je Y = x = x A(>2 = 2V3Y(u GY Vu = a)) pa je, oCigledno, <Y
ekvivalentna formuli 3Y(u £ Y V u —x). Ocigledno vazi:

(~v)' =~vy, (@aAQ@y =al A2l, (3xa)K—3xaY i

(Bx(x £ X Aa))Y = 3X(x £ X AaY).
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Lema 8.2.1. Za svaku Lt~ formulu < vaZi: za svaku topoloSku strukturu
(5, O) i svaku valuaciju r u ovoj strukturi vaZzi:

gde je r* valuacija koja se dobija od r kada se vrednost pridruzena promenljivoj
Y zameni sa 5.

Dokaz. Ako promenljiva Y nije slobodna u <p onda je Y = <$ppa tvrd-
jenje trivijalno vazi. Za formule koje sadrze Y kao slobodnu promenljivu
dokaz dajemo indukcijom po slozenosti formule.

1. \Bje atomna formula. Tada je tp= x G Y gde je x neka individualna
promenljiva. Neka je (S,0) proizvoljna topoloSka struktura i r valauacija
u (5, 0). Kako je ipt = x = x, dokazujemo

(5,0) h (xe Y <=> X = z)[rr] (8.2)

ako je r(x) = a(£ 5) onda je (1) ekvivalentno sa a € S <<>a = a, Sto je
oCigledno tacno.
2. 9= a A0. Neka su (5,0) i r kao gore. Prema indukcijskoj hipotezi
vazi:
(S.0) i I=(/?¢c=>p)[Tr]
odakle se lako dobija

(5,0) b (» A ~ aYAOY)[rY\

3. p = -iq. Neka su (5,0) i r kao gore. Tada, prema indukcijskoj
hipotezi imamo (5,0) b (Q == a”)[rH) odakle sledi (S, O) b a[ry] akko
(5,0) J=<¥[ty], Sto daje: nije (5,0) J=c*by] akko nije (5,0) b a”bH»
pa vazi:

(5.0) b i-10 ~or )b /.

4. ip= 3iqg. Neka su (5,0) ir proizvoljni, i neka (5,0) |=(3xa)br}
Tada postoji a £ 5 da (5,0) b afrl (x/a)\, gde je ry(x/a) valuacija
dobijena od r1 zamenom vrednosti dodeljene x sa a. Po induktivnoj pret-
postavci za sve paiza valuaciju rl(x/a) vazi (5, 0) b (Q m$=> aY)\ty (x/Zdj\
pa imamo (5,0) b otY{TY(x/aj\ za sve a G 5. Zato (5,0) |J= (3araK)[ry]
pa vazi:

(5.0) b (3xg =>3xaY)[rY\
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Obratna implikacija se slicno dokazuje.

5. P= 3x(Xx GX Aa). Neka su (S,0) ir proizvoljni i neka je (S, O) j=
<p[rY\ Tada postoji U GO da je

(S,0)\=xeX[TY(X/U)} (8.3)

¢S,0)\=a[rY(X/U)] (8.4)

Kako je Y slobodno uip, toje Y / X paje ty[X/U] —(€(X/U))y. Prema
indukcijskoj hipotezi za sve valuacije, pa i za t(X/U) vazi:

(S,0)\=(a™aY)[rY[X/U)}
pa iz (3) sledi (S,0) |Fal [ty (X/U)\ Sto uzevsi u obzir (2) daje
{S,0)\= (x £ X AaY)[rY(X/U)}

gde U G O. Zato vazi (5,0) FBA™MXx GX Aor))[rr] pa je konacno

(S,0)1=("</)[ry;

Obratna implikacija se analogno dokazuje. O

Teoremu Feferman - Vaughta dokazujemo za slucaj kada je jezik L = 0
(nema relacijskih, funkcijskih slova ni konstanti). Dokaz za slutaj kada
je L 0 dobija se kada se u dokazu koji sledi, preciznije u onom delu tog
dokaza koji se odnosi na atomne formule, dopiSu poznati rezultati vezani za
interpretaciju terma i relacijskih slova u redukovanom proizvodu relacijsko
- operacijskih struktura. Ova interpretacija je ista u r.i.p. (to jest ideal A
ne igra nikakvu ulogu), pa pomenuti rezultati (koji se mogu naci u [6] str.
342) automatski vaze.

Teorema 8.2.1. Za svaku Lt- formulu p{xu ..., xp,A'l;..., X q) postoji niz
formula (cr; 7§17..., O0m), takav da vaZi:

(A) Za sve j G{l,...,m} formule su Lt—formule Cije su slobodne
promenljive medju slobodnim promenljivim formule fu Pritom, ako je X
skupovna promenljiva koja je pozitivha (negativna) u < onda je takva i u
Xiij- (Nepojavljivanje se smatra i pozitivnim i negativnim).
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(B) cr{yi, meiVim) je formula na jeziku Booie-ovih algebri sa idealom i
monotona je, to jest vaZi:

FIi A AR —, A Adm~ -m e J(N, ., zm).

(C) Za proizvoljan neprazan skup I, ideal A :filter $ na I, za proizvoljnu
familiju topoloskih struktura {(.?*,0,) |i £ 7} isvako /1,...,/p6 11
svako Ul,...,Uq € BA, va’i:

rus, E «**¢ b i=

gde je /*, = {. £/ | SE ... U>..t"> aj £ {1.m} ,
je B = (P(1)/ =,A/ =) (videti tatku 3.3).
Za niz (a; i/>!,i/>m) kazemo da odredjuje formulu p.

Dokaz. Radi preglednosti, nizove X1, ..., xp; X1, X Jj-1, [/ p;7/1,
P D) V) L, |A],[/«,] cemo,
kada to ne izaziva konfuziju, oznacavati redom sa x, X, /, /1, [/], <y(), /,,

/-, [//]. Takodje uvodimo oznaku [lip Si = 5. Na kraju, sa Fv(p) oznacimo
skup slobodnih promenljivih formule o a sa Fv+(p)(Fv~ (<)) skup skupovnih
promenljivih koje suuij? pozitivne (negativne).

Dokaz dajemo indukcijom po slozenosti formule p.

1° p je atomna formula. Neka je cr(yl) = (i = 1) i 01 = p. Dokazu-
jemo da niz (cr;”) odredjuje formulu p. Uslovi (A) i (B) o€igledno vaZze.
Dokazujemo (C). Neka su 7,A,'P i {(5,-,0{) \i £ 1} kao u (C). Posto je
L = 0, moguce je:

a)p- X=yYy.Nekaf,g € n S, Tada vazi: S j= <p[[f\, [tf]] akko [/] = [#
akko {iel\ fi = 9i) = 1™ 6 * akko [7*] = 1 akko B =a[{I™M)\.

b) P=xe X Neka/ e n Sii U € BA Tada vazi: 5 |=p[[f},q{U)\
akko [/] e q(U) akko {i e I \f, £ U) = L, € 4 akko [7"] = 1 akko
Bh'IlM.

2 p = a A/?. Prema indukcijskoj hipotezi (u daljem i.h.) postoje nizovi
{pilu mme=i\f) i (t;di, ..., 0,) koji odredjuju formule a i f3 respektivno. Neka
su 2/i) e, J/r+i,..., yr+a razlicite promenljive. DefiniSimo formulu

I(V1,..., 2Zr+i) = p{yu-,yr) Ar(yr+i,...,yr+J).
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Dokazimo da niz (cr-Tj:,...,T]r,91,...,9,) odredjuje formulu ip.

(A) Premai.h. r /i, 1r,9\,... 9, su Lt— formule i Fv(r]j) C Fv(a) C
Fv(p) a Fv(9k) C Fv(/3) C Fv(<p). Dalje, ako X G Fv+(p), onda X G
Fv+(a) fl Fv+((3 pa, prema i.h, X G Fv+{r]j) gdej G {1, ...,r}, odnosno
X G Fv+{9K), gde k G{l,...,s}.

(B) Ocigledno, a je na jeziku £ b,a- DokaZzimo monotonost. Neka za
j € {1,...,r + s} vazi ys < z, i neka a(yu ...,yr+s). Tada p (t/i,yr) i
r(j/r+i, === J/r+s), pa zbog monotonosti pir imamo p(zi,..., zr)Ar(zr+l,..., z,.+s
to jest o(zi,..., ZT+s), Sto je trebalo dokazati.

(C) Neka su slobodne promenljive formulep : Zi,..., xp, Xi, ..., Xg. Neka
su7,A tf, {(5,0.) 1 G7},/1...,/pGn~i " Ul,...,Uq € proizvoljni.
Tada imamo: 5 f=¥ > [ [/ ] akko 5 1= q[UI,<?*N] i 5 1= /?[[/],
akko B |=pl[lr.}} i B \=r[[7fl] akko B (= ir[[7p], [7<]].

3° = ->a. Prema i.h. postoji niz (t;9i, ...,9m) koji odredjuje formulu
a. DokaZzimo da niz (cr; ..., m) odredjuje formulu p, ako je
<r(yi,-,ym) = -"r(y[,....ye) i ifs = j G{1,...,m}.

(A) Premai.h. JeFv(9j) C Fv(a) = Fv(p). Dalje, Fv+(p) = Fv~(a) C
Fv~(9j) = Fv+(il¥) i slicno, Fv~(p) C Fv~(if;j).

(B) Ocigledno, a je formula jezika £b,a- Neka je yi < zi,...,ym <
zm i cr(yj,...,ym). Tada je 2\ < yt,...,zon < ym pa birr(zJd,..., zEj zbog
monotonosti r dalo r(yl, ..., to jest —i<r(yl,..., ym), Sto nije tatno. Dakle
vazi: -it(zj, ..., zEJ to jest cr(zi,..., zm), pa je a monotona.

(C) Nekasu xlIt..., xp; slobodne promenljive p inekasu 7, A, T,
{(5,-,0,) i1 G7};/,....IpGriS.it/1,...,~ G#Aproizvoljni. Uotimo na-
jpre daje 19 = {i G7 |S, (=fljfefl’.]} = 0 € 1 Inije 5, E [/, ffj]} =
7\ 5 paje [7gj] = [7y.Jc. Vazi: 5 f= p[[f],q{U)} akko nije S h a[[f],q(U)]
akko nije B \=t[[I8\ akko nije B \= r[[77\]c] akko B |=cr[[77], 5to je trebalo
dokazati.

4° p = 3xa(x,Xi,...,xp,Xi,...,Xq). Prema indukcijskoj hipotezi, pos-
toji niz (r; 9X ..., 9m) koji odredjuje formulu a.

Neka je i = 2mineka je sj = {1},s2= {2},....sm= {m},sm" , ..., s(
spisak podskupova skupa {1,2,..., m}. Dokazimo da niz (cr; tpi,..., ) odred-
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juje formulu < ako je

i
y) = 3zu-,zt(f\zk<ykA A = tAT(i,...... ;' m))
k=1 SiUij=3k

A = 3x N\ o} (x,x,X), ke{l,. E}
j€Sk
(Prazna konjukcija se smatra tacnom).

(A) Prema i.h. § su Lt—formule, pa su to i ~ki vazi Fv(0:) C Fv(a).
Zato je Fv(rpk) = (UjeSfc Fv(0j)) \ {x} C Fv(a) \ {x} = Fv(<p). Dalje,
Fv+(ip) = FV+(o:) C f]j=i Fv+(0j) C Fv+(ipk) zasve kK £ { 1 , . Sli¢no
vazi Fv~(ip) C Fv~("Kk), gde k £ {1,.

(B) Formula a je na jeziku Cba jer je i r na tom jeziku. DokaZimo
monotonost. Neka je yx < tx,...,ye < t( i neka je o(yi, ...,yi). Tada postoje

daje zi < y\,...,zt < ye pa je zx < ti,...,ze < t(. Sem toga, ako
je sxUS] = sk, onda je z{g = zk. Na kraju, vazi r(zl,...,zm) pa zbog
monotonosti r vazi cr(ti, ..., ti).

(C) Nekasu/, A, tf, {(5, 0) \i£/}; f\ ..,p £EHS iU\.,,W £ SA
proizvoljni. Dokazujemo

S\=3xa(x){T],W)} akko B [=<r[[/*],..., [/*]]

(=>} Neka 5 [= 3xa(x)[If],q(U)]\ Tada postoji g £ f] St da je S &
°i[[g],[f],9{U)}. DefiniSimo skupove

zk={i £1 |5 E A ofoidim), k£ {l...€}
jeSit

Za i_£jZk vazi: postoji a(= gt) £ Si da St )= AjestQjlJ, F,} pa St (=
to jest i £ I1"k. Zato Zk C Ik te imamo

[ZK] < M *e{l,

Ako je S US = sk,onda vazi: i £ Z' D ZJakko S, f= Nj€sk Oj(gi,Yi,JH
akko i £ Zk. Dakle zZI1fl Z: = ZKk, Sto daje

s.U S = sk= [ZI][Z5] = [ZK].
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Na kraju za k G {1 , m} je s = {fc} pa imamo Zk = IBk Prema i.h. a

posto je S |=a[[s], (7], a(U)\, vazi B |=-l/;;,j, [/,.] to jest
rlfz*].....[2" 1

Sto sa prethodnim zakljuécima daje B |=

(«<=) Neka je B = o[[I™},....[:+*]]. Tada postoje Z\...,Ze G P{l) da
vazi:

a) [ZK ~ [hK\i k- 1>— b)) S USj = sk=m[Z\Z3 = [ZK\
(©)B t=r[[Z],...[Z"1T]

Zato postoje Fk GV, k=1, Ci akoje s-Us; = 5* postoje Ftlkk £ $ da
je:

a0 ZKFFKkC J*t, fc= 1.....i;
61) i.US; = sk = Z'n Zsn Fijk = Zkn F%K Neka je F = njU F* n
a.u.,=.tF'3k-Tada F e ™ i vaZi

“zfenFc/n,fc = i,.~,6;
&) 5tUS5J=st”™ z ,nzjnF=ztnf.

Iz (b2) se indukcijom lako pokazuje da vazi:

63) shushu..usjr=sh=*zjin n..\Z3IMF =zho F.
Za (0 £ F definiSimo skup:

s(2)y={ £{1,....m} |(0OG ZzJ}.

Tada za neko /i G {1,...,~} vaZi:

= = {ji,.,jr) = UsRU..USjr

pa zbog (e3) i1 (22 imamo

(,Og_f! z3=zjiN\.AzIN\F=zhnFc u..
je«(t0)

pa smo time definisali g G TI5,. Dokazimo da je 5 |=a[[g},[T].q(U)}.
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Ako Kk E {1 ,m) iakoi E Zkn F, onda 5 (= AJ€j() Oj[s., 7,. ¢Al
pa, posSto je k E s(i), imamo 5, [= O0*[#,/,= t\], to jest i E lI6k Dakle,
ZkQ\F C Igk pa vazi:

[ZK<[IgK, k=1,..,m.

Iz uslova (c) i monotonosti r sledi:

Bl=*1..[.]

no, niz (r; 9\,..., sm) odredjuje formulu a paje S |=a[[#], [/], q(U)}, odakle
sledi S [= 3xa(x)[[/J, q(U)] to jest

s\=

Sto je trebalo dokazati.

5° p = 3Y(x EY Aa(x,xi, ...,xp,X\,...,.Xq,Y~)). Tada, prema i.h.
postoji niz (r; O\,..., 9m) koji odredjuje formulu a. Neka su t i s, kao u
4°, Dokazimo da niz (< V>j,...,ip(, 7 jm) odredjuje formulu < ako je

formula <r(y1, ..., ye,u,,..., vm) data sa:
N m

<J= 3zu ...,ze(/\ zk< ykA /N ziZj = zKAT(zu ...,.zm) A /\ \{zk\vk)
k=1 s,Uij=sk k=1

ick=3Y(XEY AN 6j), k=
jesk

V] = sj i=1,.,m.
(Formula § se od formule  dobija kao u lemi 8.2.1).

(A) Prema i.h. g su Lt- formule i Y je negativha u pa su ipk i Oj
takodje Lt—formule. Sem toga,

Fv{~k) = {x} U (J Fv(0j) \{}"} c {x} UFv(a) \{Y} = Fv{<p).
765~
Takodje vazi:

Fv(d) = Fv(sj) \{Y} C Fv(a) \{?'} C Fv(<p).
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Na kraju
m e m

Ft,» = Fv+()\{y} Cn Fv¥{,)\{Y) C fl F»+(0i)n n Fv+M -
F ez | F1

Analogan rezultat vazi Fv~(ip).

(B) Monotonost u se dokazuje kao u tacki 4° ako se pritom uoci da
W < wk povlaci zk\wk < zk\vk pa zato X(zk\vk) implicira \(zk \ wk).

(C) Nekasu/, A, {5, 0,)N\Ni£/}, g f\ .,p>gflS, U\NUQgE SA
proizvoljni. Dokazujemo da vazi

5 1=3YXEY A<«(YW sm ,m \ akko B h <r[[[/"]..... [Ard]

(=>)_Neka postoji V = flVj £ BAdaje [g g q(V) i da vazi S =
of[[<7],[f].q(U),q(V)]. DefiniSimo skupove

zk={i€i\s, = A 0OibiJiM'Vi]} k=
Zbog ] G q{V) imamo F = 6 / Joi GVt} G 'K Dalje, za *£ Zkn F

vazi 5, ¥ gt £ Vi A Aj6<* Z7, Vi), odakle 5, (= N to jest
i £ I”k. Dakle, Zkfl F C I1$k pa imamo

[*]<[AJ, *=1,
Dalje, kao u 4° se dokazuje da vazi sledeca relacija
SiUsj =sk” [Z2'1[zJ] = [ZK].
Za k£ {1,...,m}je sk= {&} paje Zk = 19k PoSto niz (r; 9t, ...,9m) odred-

juje formuluaivaziS = (%1, [/], q(U),q(V)], imamo B \=<[[I9i], ..., [/91],
to jest

Konacno, neka k £ {l,....m} inekaj £ Zk\ Ik = hk\ hr- Tada je

S, (= i nije Ss h QY[g]J JU]J.VANV = nK £ £Apa je
oblika V = DielL#t Pretpostavimo daj £ L. Tadaje \» = S pa vazi:

n i nije Sj h Ol(<3.0jiVjtS|]
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Sto je prema lemi 8.2.1. nemoguce. Dakle, j € L paje Zk\Irkc L GA,
Sto daje Z \IkE A. No, tada imamo [ZK \[/,*] € A/ = pa vazi

ito dokazuje B |- /=1 U/._1----1/.3]-

(<=) Nekaje B |=o[ [tI],....[/*.].[/J,....[/,J]. Tadapostoje Z \ Z>C
1 da su ispunjeni sledeci usJovi:

a) [M<[™d,N =1,....6;

b) 5, U = &= [Z][Z]] = [Z7];

craz],. N"*;

d) [\ [/,*]€ Al =.£ = I,....m.
Zato postoje skupovi Fk, F'jk,Gke V da vazi:

al) 2*nFi C ™~ 1i =1,..,i;
bi) S, Usj = sk=2'n zZJn Fllk= zkn FjKk
dl) Zk\IrknGks Ak = 1,...,m.
Neka je F = CIL, na,o.=, /"* nHE., C? 6 *. Tada vaZi:
a2) Zzeflf C =1,..1/
b2) Sug =sk=>zinz>nf = zkn F,

d2) zk\I\knF € Ak =1,...,rn.
Kao u 4°, iz (b2) se indukcijom dokazuje da vaZi sledeca relacija

b3) snushu..usr=3=zjln..nz*rnf =zhn F

i definiSemo skup

Za i G Ufc=i(zt\/tu fl F)
50 = {j G{1,...,m} |i g Z7.
Tada za neko /i G{1,..., £} vazi:
50 = S = {ji,-..,jr} = sn U.. Usjr

pa na osnovu (b3) i (a2) imamo

ie n)23=zn Nn..nzj'nf =z'Inf c /,

jes(i
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pa )= il>h[9i,fi,Ui] pa moZemo odabrati \{ e Bi da vazi

9i€Vi 1 5 h A O0Ag,Jt,uuM\

Za i &L definis§imo Vi = Si. L je konacna unija elemenata A paje L s A.
Zato V = TIK £ BA. Dokazimo da je S \=a[[g],[f],q(U),q(V)]. Neka je

hk= {*e 11Si )= OK[g,ft T, v.]}, K= i,....m.

Neka jJOG{ 1 , m} inekai € Z3 fl F. Tada je moguce:

i) .6 L. Tada Si f= Aje*(.) WM\ pa kako jO G s{i) to 5- |=
*i.fex/,-ff-V.-] pai G -

@ii) i $ L. Tada je Vj = 5 Takodje, i £ (ZDfl F) \I\|q pakako i
I GZDfIF imamo i G Ivio = JQIgr . Pretpostavimo da i 4 Ig. Tada

sit= fen71uu$] inije Si t=90[gtd I,U, St
sto je nemoguce zbog leme 8.2.1. Zato opet i G Ig|Q
Iz (i) i (i) sledi ZDfl F C Igb pa je
[Z3] < [lej, j = Il,....m.

Sada iz (¢) i monotonosti r sledi B f= r[[ 1 g, [/gm] pa indukcijska
hipoteza daje

sh<»[bU7i,«(to.i(v)].
Dalje, g GV pa [g Gq(V), a kako V G5A, to q{V) G BS. Dakle, postoji
g{V) G5* da S \ep]Gaq{V) A<Dl [/1, q(V), 2(V)] to jest vazi

5 \=3Y{X GY Av2(y))[fe],173,9(i/)])

Sto je trebalo dokazati. O

Napomena 8.2.1 U prethodnoj teoremi je (specijalno) dokazano da za
svaku Lt—recenicu o vazi:

(nJS,Sjyi=9 akko BJ|= <>'[[.]....[*))).

Naime, skupovne promenljive su se kretale kroz fiksiranu bazu B8 topologije
<8 redukovanog ideal - proizvoda fj* Si, pa se gornja teorema odnosi na



102 glava 8. r.i.p. i teorija modela

tacnost formule p u slaboj strukturi (nip5,,#;J). No. reC je o Lt— for-
mulama koje su invarijantne za topologije (definicija 8.1.2) pa, na osnovu
teorema 8.1.1 i 8.1.2, za svaku topoloSku strukturu (S, O) vazi:

- ako postoji baza B topologije O da (S,B) [=p, onda je (5,0) |=p,
- ako (S, 0) f=p, onda za svaku bazu B topologije O (5, B) f=p.
Zato, uz pretpostavke i oznake gornje teoreme vazi:

(s aeB/). Al

Na kraju, elementarnom indukcijom se dokazije da ako je p Lt— reCenica
a njoj pridruzen niz formula, onda su i formule
takodje Lt—recCenice. Zato vaZi

Teorema 8.2.2. Za svaku Lt—reCenicu p postoji nizformula (cr; ipl}..., ipm),
takav da vazi:

(A) Zasvej G{1,...,m} formule ifj su Lt— reCenice.
(B) aje formula na jeziku Cb,\ i monotona je.

(C) Za proizvoljan skup I, ideal A ifilter $ na/, za proizvoljnu familiju
topoloskih struktura {(5,,0%t) |i £ 1} vaii:

(n*s- 0P anc
gde je /I~ = (i G/ |(5,, Of) \=rpj}. O
U nastavku dokazujemo da r.i.p. ¢uva Lt—ekvivalenciju.

Definicija 8.2.2. TopoloSke strukture (S,0s) i (T,Or) jezika L su Lt-
ekvivalentne akko za svaku Lt— recenicu jezika L vaZi:

(S,05)]=~ akko (T,0t)\=p.
Ovo oznatavamo sa (S,0s) =1 (T ,0T).

Teorema 8.2.3. R.i.p. topoloskih prostora ¢uva Lt— ekvivalenciju.

Dokaz. Neka su (*S,0s'), (T, Or'), gde i G /, topoloSke strukture
jezika L i nekaje za sve i E |
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(S,0s8")=t(T,0T). ()

Neka je A ideal a 'P filter na / i neka je 9 Lt— reCenica jezika L a

01) Vm) niz koji odredjuje re€enicu ip. Prema prethodnoj teoremi, 'id
su Lt— reCenice pa zbog (*) vazi:

*6/7 |(5,-05)h ~'} = {*€/ |(T,07;) h Vi)

to jest =/J = Zato, ponovo prema prethodnoj teoremi, imamo:

I11iS. hv' akko B [=<r[[/i].....[/¢_1]

akko B |=<7[[:£],...[;£.]]

akko I=ip
Sto je trebalo dokazati. O

8.3 OcCuvanje osobina u r.i.p.
Na osnovu rezultata izloZzenih u prethodnim glavama vaZi:

Teorema 8.3.1. U r.i.p. u kome vaZi uslov (A'l() oCuvane su sledece
topoloSke osobine: TO,1\, T2, T3, T, uniformizabilnost, totalna nepovezanost,

nuladimenzionalnost, homogenost te osobine "biti (Tx—) topoloSka grupa” i
"biti (Ti—) topoloski prsten”. 0O

Posto su, prema rezultatima trece glave, tihonovski proizvod, puni boks
- proizvod, Knightov boks - proizvod i ultraproizvod posebni slucajevi A'i —
r.i.p. to na osnovu fakata iznesenih u prvoj glavi vazi sledeée tvrdjenje.

Teorema 8.3.2. Sledete osobine nisu ofuvane u r.i.p. (€ak ako zadovol-
java (A'l')) : T4,r5r6, prva i druga aksioma prebrojivosti, separabilnost,
X(z) < k,w(x) < K,d(x) < k, "biti prostor Frechet - Urisona”, "biti
sekvencijalan prostor”, "biti k— prostor”, kompaktnost, lokalna kompak-
tnost, prebrojiva kompaktnost, pseudokompaktnost, sekvencijalna kompakt-
nost, Cech - kompletnost, "biti prostor Lindelofa”, parakompaktnost, kolek-
tivna normalnost, prebrojiva parakompaktnost, slaba parakompaktnost, jaka
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parakompaktnost, metrizabilnost, povezanost, lokalna povezanost, jaka nu-
ladimenzionalnost, ekstremna nepovezanost, k—otvorenost, "biti ccc - pros-
tor”, rasprsenost i diskretnost.

Dokaz. Sve osobine sem kompaktnosti, povezanosti i osobine " biti ccc -
prostor” nisu ouvane ve¢ u tihonovskom proizvodu. Tri izdvojene osobine
nisu ouvane u ultraproizvodu ¢ime je dokaz zavrSsen. O

8.4 Istorijske i bibliografske napomene

Jezik Lt uvodi McKee u [33] i [34], Teorema Feferman - Vaughta za logiku
prvog reda data je u [15], dok analogon ove teoreme za ideal - proizvod
familije topoloSkoh prostora daje Bertossi u [4]. Verzija pomenute teoreme
za tihonovski proizvod data je u [16]. Specijalan slutaj teoreme S.2.3 za
boks - proizvod daje Garavaglia u [20].
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