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Predgovor

Teorija klasi¢nih funkcija i operacija sa njima, iako korisna u mnogo
sluCajeva, ne obezbedjuje univerzalan alat za reSavanje matematickih prob-
lema. KoristeCi se iskljucivo klasi¢nim pristupom, mnogi matemati¢ki mo-
deli raznih fiziCkih procesa nisu dovoljno jasno formulisani, ili Cak njihova
formulacija nema nikakav prirodan smisao.

Teorija distribucija je nastala upravo u Zelji da se takve prepreke otklone
i pokuSaju da se rese matematiCki problemi koji nemaju reSenje u okviru
klasiCne teorije. Medjutim, operacija mnozZenja je dobro definisana samo
na nekim podskupovima prostora distribucija dok, pod nekim prirodnim
uslovima koje bi mnoZenje trebalo da zadovoljava, nije moguée definisati
ovu operaciju na Citavom prostoru distribucija. Ovaj nedostatak Cini pros-
tore distribucija posebno nepovoljnim za reSavanje nelinearnih diferencijal-
nih jednacina. Iz tih razloga, ukazala se potreba za uvodjenjem prostora
koji bi zadrzali (skoro) sve prednosti prostora distribucija u odnosu na pro-
store klasiénih funkcija, ali u kojima bi bilo dobro definisano mnoZenje.
Prostori uopStenih funkcija Kolomboovog tipa su, u tom smislu, veoma
pogodno resenje.

Danas, teorija Kolomboovih uopstenih funkcija predstavlja modernu
teoriju matematiCke analize. Ona je povezana sa ostalim matematickim
teorijama, posebno sa teorijom distribucija sa jedne i nestandardnom ana-
lizom sa druge strane. Primene u teoriji nelinearnih jednaCina su jedan od
razloga Sto se teorija Kolomboa ubrzano razvija i sve viSe primenjuje.

ReSavanjem diferencijalnih jednacina dobijaju se familije glatkih reSenja
koje modeliraju stvarne, pre svega fizicke pojave. Te familije reSenja odre-
djuju klase ekvivalencija u Kolomboovim prostorima. Narocito je intere-
santno proucavanje granicne vrednosti tih uopstenih reSenja. Ukoliko ta
granicna vrednost postoji kao klasiCna funkcija ili distribucija, onda je
Kolomboovo reSenje posebno znacajno sa stanovista primene.

Doktorska disertacija je posvecena reSavanju nelinearnih diferencijalnih
jednacCina, kao i linearnih jednaCina sa singularitetima u okviru Kolom-
boovih prostora. U osnovi, disertacija se moze podeliti na dva dela.



Prvi deo disertacije je posvecen reSavanju deterministiCkih parcijal-
nih diferencijalnih jednacina u okviru prostora Kolomboovih uopStenih
funkcija, primenom teorije polugrupa operatora. Teorija polugrupa ope-
ratora je jedna od bitnih metoda za reSavanje diferencijalnih jednaCina i
ispitivanje reSenja. Klase jednaCina koje se mogu reSavati pomoc¢u odgo-
varajuce polugrupe operatora upravo motivisu pronalaZzenje i ispitivanje
novih klasa polugrupa operatora u razli€itim prostorima koji uopStavaju
Banahove prostore.

Drugi deo disertacije posvecen je reSavanju stohastiCkih obi¢nih i parci-
jalnih diferencijalnih jednacina. Ove jednacCine sadrze Kolomboove uopStene
slucajne procese kao nelinearni deo, ili kao poCetne uslove. Za nas je
posebno interesantno bilo da posmatramo jednacine koje sadrze proces be-
log Suma, proces pozitivnog Suma, itd.

Prva glava Uvod posvecena je osnovama razli¢itih matematickih oblasti
koje smo kasnije koristili u ostalim glavama, kao §to su teorija polugrupa
ogranicenih linearnih operatora, teorija parcijalnih diferencijalnih jednacina,
stohastiCka analiza i teorija Kolomboovih uopstenih funkcija. U ovoj glavi
su izloZeni uglavnom ve¢ poznati rezultati, te je stoga vecina tvrdjenja
navedena bez dokaza. Manji broj rezultata koji su originalni naveden je sa
kompletnim dokazima.

Druga glava sa naslovom Kolomboove polugrupe i primene na reSavanje
PDJposvecenaje polugrupama operatora definisanim na prostorima Kolom-
boovih uopStenih funkcija i primenama u teoriji parcijalnih diferencijalnih
jednacina. U osnovi, proucavamo dva tipa uopStenih polugrupa. Prvi tip
¢ine Kolomboove Co-polugrupe koje ¢emo koristiti za reSavanje klasa li-
nearnih i semilinearnih paraboli¢nih jednacina sa singularnim koeficijen-
tima i singularnim pocetnim uslovima. Drugi pristup podrazumeva rad sa
uniformno neprekidnim Kolomboovim polugrupama i primenama te teorije
na reSavanje nekih PDJ sa regularizovanim izvodima. Svi rezultati izloZeni
u ovoj glavi su originalni i dobijeni su u saradnji sa dr Markom Nedeljkovim
i dr Stevanom Pilipovicem.

Treca glava sa naslovom StohastiCke parcijalne diferencijalne jednacine
sa Kolomboovim uopstenim slu¢ajnim procesima je posvecena prvenstveno
reSavanju nelinearne stohasticke talasne jednacine i ispitivanju granicne
vrednosti reSenja. Na samom pocetku glave ukratko ¢emo se upoznati



sa rezultatima Oberguggenberger-a koji sluze kao motivacija za dalji rad.
Svi ostali rezultati su originalni. Rezultati vezani za grani¢no ponaSanje
reSenja jednodimenzionalne nelinearne talasne jednacine kada su pocetni
uslovi funkcionali belog Suma dobijeni su u saradnji sa dr Michael-om
Oberguggenberger-om, dok su svi rezultati izlozeni u odeljku 3.3 dobijeni
u saradnji sa dr Markom Nedeljkovim.

Cetvrta glava disertacije sa naslovom Stohasticke obicne diferencijalne
jednacine sa Kolomboovim uopS$tenim slu¢ajnim procesima posvecena je
proucavanju linearnih obicnih stohastickih diferencijalnih jednacina koje
sadrze “nestandardne” uopStene slu€ajne procese (na primer, mi éemo uzeti
proces pozitivnog Suma). Veci deo ove glave sadrZi originalne rezultate koji
su dobijeni u saradnji sa dr Michael-om Oberguggenberger-om.

Zahvaljujem se svima koji su me podrzavali i pomogali mi prilikom
izrade disertacije. Medju njima su, naravno, moja porodica i moji dragi
prijatelji.

Veoma sam zahvalna profesoru Stevanu Pilipovi¢u koji mi je znacajno
pomogao i koji je to uvek Cinio jo§ dok sam bila student osnovnih studija.

Takodje, zahvaljujem se profesorici Zagorki Lozanov-Crvenkovi¢ koja je
dala niz korisnih sugestija u cilju poboljSanja kvaliteta disertacije.

Ne bih mogla da napiSem ovu zahvalnicu, a da ne spomenem izuzetno
gostoprimstvo Citavog Instituta za inzenjersku matematiku, geometriju i
racunarstvo iz Insbruka (Institut fiir Technische Mathematik, Geometrie
und Bauinformatik, Innsbruck), gde sam provela Skolsku 2000/2001 godinu,
a moj boravak je finansirala organizacija OAD iz Austrije.

Posebno bih Zelela da se zahvalim profesoru Michaelu Oberguggen-
bergeru, mome austrijskom komentoru, sa kime sam provela mnogo vre-
mena u diskusijama i koji je uvek bio spreman da me poduCava i da mi
daje korisne savete i sugestije. On mi je veoma mnogo pomogao, ne samo
prilikom pisanja ove disertacije, ve¢ i time $to mi je (zajedno sa svojom
porodicom) znatno olak3ao svakodnevni zivot u stranoj drzavi.

I na kraju, zelela bih da se posebno zahvalim mome mentoru, profesoru
Marku Nedeljkovu, od koga sam puno naucila i koji mi je pruzao snaznu
podrSku tokom Citavih studija.
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Glava 1

Uvod

U ovoj glavi naveséemo neke osnovne definicije i osobine pojmova koje
¢emo Koristiti u nastavku. Vecina tvrdjenja je dobro poznata i zbog toga
¢e biti izloZena bez dokaza. Za objekte koji se prvi put definiSu i stoga
Citaocu predstavljaju nove pojmove, sva tvrdjenja Ce biti data sa komplet-
nim dokazima.

Glava vodi Citaoca kroz uvodne delove razliCitih oblasti matematicke
analize kao Sto su teorija polugrupa ogranicenih linearnih operatora, teorija
parcijalnih diferencijalnih jednacina, stohasticka analiza i teorija Kolom-
boovih uopstenih funkcija. To su sve veoma vazne oblasti koje éemo kasnije
koristiti prilikom reSavanja pojedinih problema zadatih pomoéu obicnih ili
parcijalnih diferencijalnih jednacina.

1.1 Polugrupe linearnih operatora

Teorija polugrupa ogranicenih linearnih operatora se veoma brzo razvila
nakon postavljanja Hile-JoSidine teoreme 1948. godine. Danas ona pred-
stavlja snaznu matematicku teoriju, veoma vaznu u primenama na reSavanje
mnogih problema matematicke analize.

U ovom poglavlju ¢emo se podsetiti nekih osnovnih definicija i osobina
polugrupa ogranicenih linearnih operatora. Detaljne dokaze svih rezultata
koje ¢emo ovde izloZiti Citaoc moZe naci, na primer, u knjizi [41]. U celoj
glavi E ¢e oznaCavati Banahov prostor sa normom | |I.



Definicija 1.1 Jednoparametarska familija S(t), t > 0, ogranicenih li-
nearnih operatora E — E se zove polugrupa ogranicenih linearnih ope-
ratora na E ako

(i) 5(0) = 1, gdeje | identicki operator na E.
(i) S(t+ s) = S(t)S(s), za svako t,s > 0.
Uslov (ii) se zove svojstvo semigrupe.

Definicija 1.2 Infinitezimalnigenerator A polugrupe ogranicenih linearnih
operatora na E, S(t), t >0, je linearan operator de&nisan sa

- li [ A .
AX ll_ﬂ}’{]) ) dtS(V'X’ zaxE.D(O), \(/1.1)
gde je
D(A) = Wa £ E :lim — - postoji (1.2)

domen operatora A.

1.1.1 Uniformno neprekidne polugrupe

Definicija 1.3 Polugrupa ograniCenih linearnih operatora S(t), t > 0, je
uniformno neprekidna ako

lim ||5(i)-/||=0. (1.3)
Iz definicije sledi
1i_n>15||5(i) —5(s)|| = 0, i,s>0. (1.4)

Teorema 1.1 Linearan operator A je infinitezimalni generator uniformno
neprekidne polugrupe ako i samo ako je A ogranicen operator.

Svaka polugrupa ogranicenih linearnih operatora ima jedinstveni infini-
tezimalni generator. Ako je 5(t), t > 0, uniformno neprekidna polugrupa
njen infinitezimalni generator je ograni€en linearan operator.
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Sa druge strane, svaki ograniCen linearan operator A je infinitezimalni
generator uniformno neprekidne polugrupe

SO =eth JigVy |, t>0.
k=0

Ta polugrupa je jedinstveno odredjena, kao §to tvrdi sledeéa teorema.

Teorema 1.2 Neka su S(t) i S(t) uniformno neprekidne polugrupe sa infi-
nitezimalnim generatorima A i B, redom. Ako je A = B onda S(t) = S(t),
za svakot > 0.

Propozicija 1.1 Neka je S(t), t > 0, uniformno neprekidna polugrupa
ogranicenih linearnih operatora. Tada

(i) Postoji konstanta u > 0 takva da ||S(f)|| < ewt, t > 0.
(if) Postoji jedinstveni ogranicen linearan operator A takav da

S(t) = etA, t >0,

(iif) Operator A iz (ii) je infinitezimalni generator polugrupe S(t).

(iv) Preslikavanje t >mS(t), t > 0, je diferencijabilno i vazi
~S(t) = AS(t) = S(H)A. (1.5)

1.1.2 Co-polugrupe

Jako neprekidne polugrupe ogranicenih linearnih operatora (ili krace, Co-
polugrupe) su proucavane od strane mnogih autora i predstavljaju vazan
alat u reSavanju diferencijalnih jednacina. Ovaj odeljak je posvec¢en nekim
osnovnim osobinama Co-polugrupa.

Definicija 1.4 Za polugrupu S(t), t > 0, ograniCenih linearnih operatora
na E kazemo daje jako neprekidna polugrupa ogranicenih linearnih opera-
tora ili Co-polugrupa ako

limS(t)x = x, zasvako x € E. (1.6)



Teorema 1.3 Ako je S(t), t > 0, Co-polugrupa tada postoje konstante
u>0iM > 1takve da

IEMII < Me™, i > 0. (L.7)

Definicija 1.5 Neka su gy i M konstante iz Teoreme 1.3. Ako je ui —0,
onda se Co-polugrupa S(t) zove uniformno ograniCena polugrupa. Ako pri
tome josS vazi daje M = 1, S(t) se zove Co-polugrupa kontrakcija.

U nekoliko narednih tvrdjenja izlozili smo neke od vaznih osobina Co-
polugrupa.

Propozicija 1.2 Neka je S(t), t > 0, Co-polugrupa. Za svako x E E,
t  S(t)x jeste neprekidna funkcija koja preslikava [0, 00) —E.

Teorema 1.4 Nekaje S(t), t >0, Co-polugrupa sa infinitezimalnim gene-
ratorom A. Tada,

(i) ZaxE E,
rt-f-n

i
”;]oh_ft S(s)x ds = S(t)x. (1.8)

(i) Zax E E, Jf S(s)x ds € D(A) i vasi
0

A (\JS(S)X ds™ = S(t)x —x. (1.9)

(iii) Zax E D(A), S(s)x E D(A) i vaiZi
i'bS(t)x = AS(t)x = S(t)Ax. (1.10)
(iv) Zax E D(A) iti, 2> 0,

S(ti)x —S(t2)x = i S(s)Ax ds — f AS(s)x ds. (1.12)
Ju Ju
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Propozicija 1.3 Ako je A infinitezimalni generator Co-polugrupe S(t),
t > 0, tada je A zatvoren linearan operator sa domenom gustim u E.

Konacno, sa stanovisSta primene u reSavanju diferencijalnih jednacina
veoma je koristan sledeci rezultat.

Teorema 1.5 Neka su S(t) i S(t) dve Co-polugrupe sa infinitezimalnim
generatorima A i B, redom. Akoje A = B tada S(t) = S(t), za svako
t>0.

Karakterizacija infinitezimalnih generatora Co-polugrupa

Ovaj odeljak je posvecen karakterizaciji infinitezimalnih generatora Co-
polugrupa koja se uglavnom ogleda u razmatranju rezolventi operatora A
i davanju potrebnih i dovoljnih uslova na A koji obezbedjuju da on bude
infinitezimalni generator neke Co-polugrupe.

Definicija 1.6 Neka je A linearan operator na E. Rezolventni skup ope-
ratora A je skup

p(A) = | aGC : postoji (Al —

odnosno, (XI —A)~I je ograniCen linearan operator za AGp(A). Familija
R(A:A) = (Al —A)~I, AGp(A), ogranicenih linearnih operatora se zove
rezolventa operatora A.

U slu€aju kada je S(t), t > 0, Co-polugrupa kontrakcija vazi sledece
tvrdjenje, poznato kao Hile-JoSidina teorema.

Teorema 1.6 (Hille-Yosida) Linearan operator A je infinitezimalni gene-
rator Co-polugrupe kontrakcija S(t), t > 0, ako i samo ako vazi

(i) A zatvoren operator i D(A) je gust u E.

(if) Rezolventni skup p(A) operatora A sadrzi R+ i

IIf2(A:%)||<i A> 0. (1.12)



U opStem slucaju, za kompleksne brojeve Avazi slicno tvrdjenje:

Korolar 1.1 Ako je A infinitezimalni generator Co-polugrupe kontrakcija
S(t), t> 0, tada {A:Re X>0} C p(A) i

HR(X : AH < Re X > 0. (1.13)

Neka je A infinitezimalni generator Co-polugrupe S(t), t > 0, koja
zadovoljava ||<S(i)]| < eut, i > 0, za neko i > 0. Tada je

S(t) = e~wtS(t), t >0,

Co-polugrupa kontrakcija sa infinitezimalnim generatorom A —ul.

Sa druge strane, ako je A infinitezimalni generator Co-polugrupe kon-
trakcija S(t), t > 0, tada je A + uil infinitezimalni generator Co-polugrupe
S(t), t >0, koja zadovoljava ||S'(i)|| < ewt, t> 0. OcCigledno je da vaZi

S(t) = eutS(t), t> 0.
To nas dovodi do sledeéeg tvrdjenja.

Korolar 1.2 Linearan operator A je infinitezimalni generator Co-polugru-
pe S(t), t > 0, koja zadovoljava ||<S(i)|| < ewt, t > 0, (za neko 1j > 0) ako i
samo ako vazi

(i) A je zatvoren operator i D(A) je gust u E.

(ii) Rezolventni skup p(A) operatora A sadrzi skup {A: A> w}i vazi
N L
||||(A.A)||<A_.u], A>u. (1.14)

Primetimo da smo najpre dali karakterizaciju infinitezimalnih genera-
tora Co-polugrupa kontrakcija. Zatim smo mogli videti da ta karakteriza-
cija vodi do karakterizacije infinitezimalnog generatora Co-polugrupe koja
zadovoljava ||S'(i)|| < ewi, t > 0, za neko w > 0.

Sada se vracamo na problem karakterizacije infinitezimalnih generatora
opStih Co-polugrupa. Podsetimo se da za takve polugrupe postoje kon-
stante : > 0i M > 1takve da ||S'(i)]] < Me*L t > 0. Neka je za pocCetak
uy —O0.



Teorema 1.7 Linearan operator A je infinitezimalni generator Co-polugrupe
S(t), t > 0, koja zadovoljava ||S'(f)|| < M, gdeje M > 1, ako i samo ako
vazi

(i) A je zatvoren operator i D(A) je gust u E.

(i) Rezolventni skup p(A) operatora A sadrzi R+ i vazi
WR(X:A)n\\<~, A>0, n=12,.... (1.15)

U slucaju opSte Co-polugrupe S(t), t > 0, kada ||S'(i)|| < Meut, t > 0,
zanekeM > liu > 0, moZzemo posmatrati Co-polugrupu S(t) = e~wtS(t),
t > 0, koja zadovoljava ||IE?(i)|]| < M, t > 0.

To nas dovodi do sledeéeg tvrdjenja.

Teorema 1.8 Linearan operator A je infinitezimalni generator Co-polugrupe
S(t), t > 0, koja zadovoljava uslov ||5(i)|| < Me** ako i samo ako vazi

(i) A je zatvoren i D(A) je gust u E.
(ii) Rezolventni skup p(A) operatora A sadrzi skup {A:A> w} i

M
[[i%(A : A"l < a ----- A>w, n=12,.... (1.16)

1.1.3 Polugrupe operatora i semilinearan pocetni problem

Posmatrajmo semilinearan pocetni problem

+ Au(t) = /(i, u(t)), u(t0) = «o, t > t0, (1-17)

gde je A infinitezimalni generator Co-polugrupe S(t), t > 0, na Banahovom
prostoru E, funkcija / : [ioi*] x E -» E je neprekidna po i i LipSicova po
u ivazi ug€ D(A).

U opsStem slucaju Kosijev problem (1.17) nema reSenje. Medjutim, uko-
liko postoji klasicno reSenje problema (1.17), tada ono zadovoljava inte-
gralnu jednacinu

u(t) = S(t —to)uo + f S(t —s)f(s,u(s))ds. (1-18)
Jt0
To nas dovodi do sledece definicije.
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Definicija 1.7 Neprekidno reSenje u integralne jednacine (1.18) se zove
umereno resenje pocetnog problema (1.17).

Slededi rezultat obezbedjuje postojanje ijedinstvenost umerenog resenja
pocetnog problema (1.17) u sluCaju kada je funkcija / LipSic-neprekidna.

Teorema 1.9 Neka je funkcija f : [to,T] x E —E neprekidna po t na
[tO,T] i uniformno LipSic-neprekidna na E. Ako je —A infinitezimalni ge-
nerator Co-polugrupe S(t), t > 0 na E tada za svako ug e D(A) pocetni
problem (1.17) imajedinstveno umereno resenje u E C([to,T] : E). Stavise,
uo uje LipSic-neprekidni preslikavanje E —C([to,T] : E).

Primetimo da u prethodnom tvrdjenju uniformna LipSic-neprekidnost
funkcije / obezbedjuje postojanje globalnog umerenog reSenja problema
(1.17), tj. reSenja definisanog na svim intervalima [to,T],

Ako malo modifikujemo dokaz Teoreme 1.9, dobijamo opStije tvrdjenje:

Korolar 1.3 Nekaje operator A dat kao u Teoremi 1.9. Tada, za svako
g GC([to,T] :E), integralnajednacCina

w(t) = g(t) + J{ S(t- s)f(s,w(s))ds (1.19)
0
ima jedinstveno resenje w E C([to,T] : E).

Ukoliko / samo zadovoljava uslove Teoreme 1.9 umereno reSenje prob-
lema (1.17) u opStem sluCaju ne mora da bude i njegovo klasicno reSenje.
Dovoljan uslov da to vaZi je dat u sledecoj teoremi.

Teorema 1.10 Neka je —A infinitezimalni generator Co-polugrupe S(t),
t>0 naE. Akoje f :[to, T\ X E —E neprekidno diferencijabilna funkcija
iz [to,T] x E u E tada je umereno reSenje pocetnog problema (1.17) gde
ug E D(A), takodje i klasicno reSenje.



1.2 Uvodne napomene o nekim PDJ

U ovom odeljku ¢emo se podsetiti nekih osnovnih Cinjenica iz teorije par-
cijalnih diferencijalnih jednacina. Prvi deo je posvecen klasi¢noj jednacini
provodjenja toplote i njenom fundamentalnom reSenju (videti [50]). Nave-
deni rezultati ¢e nam trebati u odeljku 2.1.2 gde ¢emo proucavati klasu
jednacina provodjenja toplote sa singularnim koeficijentima i singularnim
pocetnim uslovima primenjujuéi teoriju polugrupa.

Drugi deo ovog odeljka je posvecen semilinearnim talasnim i Klajn-
Gordonovim jednacinama i energijskim nejednakostima (videti [49]). Metod
energijskih nejednakosti ¢emo koristiti u odeljcima 3.3 i 3.4, kada budemo
proucavali jednodimenzionalne talasne i trodimenzionalne talasne i Klajn-
Gordonove stohastiCke jednaCine sa Kolomboovim uopStenim stohastickim
procesima koje su prvi put definisali Oberguggenberger i Russo ([39], [40]).

1.2.1 Jednacina provodjenja toplote
U ovom delu ¢emo navesti neke osnovne osobine reSenja Kosijevog problema
za jednacinu provodjenja toplote na [0,00) X Rn:
dtu —Au —0, (1.20)
wit=o = /, (1.21)
gde je A Laplasov operator na Rn:

d2u d2u

' _ (1.22)
A"-& 7 +'-+axi

Pretpostavicemo da / G «S'(Rn). ReSenje u ¢emo traziti u prostoru
Coo([0, 00), <S(JR")), koriste¢i metode Furijeove analize. Uzimajuci Furi-
jeovu transformaciju od u (u odnosu na x), dobijamo ODJ sa parametrima

dtu = -\Z\2u(t,0, i> 0, (€K n, (1.23)

sa poCetnim uslovom
6(0,0 =/(£), (1.24)
gde ~oznacCava Furijeovu transformaciju.
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Tackasto reSenje problema (1.23)-(1.24) je dato sa
u(t,z) =e-M7(0, t> o0,ieR". (1.25)

Stavimo
G(t,0 =e"“ili|2, i>0, "G r. (1.26)

Primetimo da, za svako t > 0, G(t, ¢ GS(M.n). Koristeéi formulu
A(u*u)(e) = (27" 2u(Oi)(e), li~e”™r), eeir,

gde T oznacava Furijeovu transformaciju, dobijamo

u(t,x) = (2n)n/2G(t, ¢) *f(x), t> 0,(€EK". (1.27)
Moze se pokazati da vazi
u(t,x) —p(t,-) *f(x), t=> 0, ( GR", (1.28)
gde
p(t,x) = (47ri)-n/2e-~ /41, i>0,iGKn (1.29)
Zaista, kako je W xU vex = - 4ly]

p(t,ix) = (a7Th - rvzelxkrai, i >0, x €

[ e ~N2dE =tn/2
JRn

mozemo pisati
p(t,ix) = (27r)-nr n12e'xl2/4iJ£J e-~2d(
n
- @)ﬂmleem}W(f:

= @2M)-n[ e*€*€lad® t>0£GC
JR«

Zbog toga je
p(t,x) = 2e)n/2G(t,x), t >0, £ GML

10



Definicija 1.8 Funkcijap(t,x) data sa (1.29) se zove fundamentalno reSenje
jednacine provodjenja toplote (1.20)-(1.21).

Fundamentalno reSenje p(t, x) zadovoljava

(dt —A)p=10, zat>0, (1.30)
limp(i,x) = S(x) u <S(Rn). (1.31)

Propozicija 1.4 JednaCina provodjenja toplote (1.20)-(1.21), pri ¢emu
f E ¢>'(Rn), imajedinstveno reSenje u € Coo([0, 00),S'(Rn)), datosa (1-28)-
(1.29). To reSenje je klase C°° na (0,00) x Rn. Ako f 6 <S(R"), tada
ueC°°([0,00),S(Rn)).

Primetimo da se jedinstvenost reSenja jednacine toplote tvrdi samo unu-
tar klase (*([O, 00),<S'(Rn)). Uklanjanjem odgovarajuéeg uslova na rast
reSenje ne mora biti jedinstveno. Na primer, za n = 1, funkcija

Zcdk -ist2

VI =X dtk

k

zadovoljava jednacinu

(dt—A)v =0, zat >0,
v(0,x) = 0,

ali, za fiksirano t > 0, to reSenje raste suviSe brzo da bi pripadalo S'(W1I).

U vezi sa osobinama ogranicenosti i neprekidnosti za (1.26), navodimo
sledeCi rezultat.

Propozicija 1.5 Neka f 6 L2(Mn). Tada reSenje u jednacine (1.20) sa
pocetnim uslovom (1.21) pripada ("([0, 00), L2(Rn)).

Primedba 1.1 Ne mozemo tvrditi da u £ C°°([0, 00), L2(R")), ili Cak da
dt E C°°([0,00),L2(Rn)), bez daljih restrikcija na funkciju f.

1



1.2.2 Semilinearne talasne i Klajn-Gordonove jednacine

U ovom delu posmatracemo pocetni problem za nelinearnu talasnu jednacinu

d2u —Au + g(u) =0 na M" x [0,00), (1.32)
u =0 = u0, dtu\t=o = iti, (1.33)

gde je g : K —»R dovoljno regularna funkcija.
Linearni slucaj
g(u) - m2, ugR,

gde m £ 1, odgovara klasi¢noj Klajn-Gordonovoj jednagini u relativistickoj
teoriji Cestice. Konstanta m2 predstavlja masu.

Za modeliranje nelinearnih fenomena kao Sto je kvantovanje, jednacine
tipa (1.32) sa nelinearnostima kao §to su

g(u) = m2u + u3, m >0,

su 1950-tih godina predlozene za modele u relativistickoj mehanici sa lokalnim
interakcijama.
Model

d2u —Au + tijulp 2=0, p > 2 (1-34)
tift=0 = «0, dtut=Q = til, (1.35)

je takodje interesantan. Za n = 3, p < 6, Jorgens je pokazao globalnu
egzistenciju i regularnost reSenja ([20]). On je takodje pokazao i lokalnu
egzistenciju regularnih reSenja problema (1.34)-(1.35) za proizvoljno ve-
liko p. StaviSe, on je redukovao problem egzistencije globalnog, regularnog
reSenja za (1.32) na razmatranje lokalnih ocena L°°-normi resenja.

Ovi rezultati su uopsteni za vece dimenzije. Medjutim, takva uopStenja
je bilo veoma teSko dobiti.

Sa druge strane, pogodnom aproksimacijom i koris¢enjem energijskih
ocena, za sve p > 2in > 3 moguée je konstruisati globalno slabo reSenje
koje zadovoljava (1.34) u distribucionom smislu.
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Formule reprezentacije

Za proizvoljne f,uo,ui & C°°, moze se konstruisati jedinstveno C°°-
reSenje Kosijevog problema

d2u —Au =/ na Mh x [0, 00), (1.36)
ujt=0= uo, dtuMt=Q= «i. (1-37)

Oznacimo
Bp={y GKn: \x- y\ <p}.

U slucaju n = 3 to reSenje je dato sa

u(x,t)
(1.38)

ReSenje u(t) ima kompaktan nosac za sve t > 0 ukoliko to vaZi za uq,
Ull f.

Formula (1.38) pokazuje nedostatak klasi¢nog pristupa: Za ug € C3,
u\ € C2i/ GC2, reSenje je samo klase C2, to jest, gubi se diferencijabil-
nost.

Energijske nejednakosti

Mnozenjem jednacine (1.36) sa dtu dobijamo
d (M +)V"l ) _div(u,Vu)=/«,,
7)),

, X |Ui 'V :
eo(«) := l__[E_+0J___EJ_!2 1 P(u) := Qu7

gde se

mogu interpetirati kao energija i moment reSenja u. Sada, integralimo po
X (ako u(t, ¢ ima kompaktan nosac, za svako i).

13



Koriste¢i Helderovu nejednakost dobijamo

NEOWf) < (I3 [/G-D)2dxj 1 (J M-, i)j2<te) 7

< MEo(«W)) /(>N z20R))
gde
EO(u{D)) = f  e0(«(-i)) dg = : [l«(i)]lo
aK’

oznacava “energijsku normu”. Tada,
Ml«(i)]fo < AMH/-))HL2KY) < /(> n2ED)m (1.39)

Ako / = 0, tada je energija Eq ocuvana.

1.3 Osnovi stohasticke analize

Modeliranje velikog broja sistema (na primer, pomocu diferencijalnih jedna-
¢ina) veoma Cesto zahteva sluCajne parametre. Takvi modeli Cesto nastaju
iz problema u prirodnima naukama ili ekonomiji gde nemamo dovoljno in-
formacija o vrednostima parametara koji se pojavljuju. Postavlja se pitanje
kako da radimo sa nekim parametrima kada ne znamo kako oni tacno iz-
gledaju.

Jedna od mogucnosti je da koristimo prilaz stohastiCke analize i da pos-
matramo te parametre kao slu€ajne objekte. Druga mogucnost bi mogla biti
zamenjivanje pravih (ali nepoznatih) parametara nekom vrstom prosecnih
vrednosti i rad sa odgovarajucim deterministickim sistemom nadajuci se da
je to dovoljno “dobra” aproksimacija polaznog problema.

Tokom proteklog veka, sve ¢eS¢e su koriS¢eni metodi stohasticke ana-
lize. Takav pristup se razvijao veoma brzo i sada predstavlja vazan alat u
radu sa diferencijalnim jednaCinama koje modeluju odgovarajuce sisteme,
na primer, stohasti¢ke dinamicke sisteme i mnoge druge.

U ovom odeljku podseticemo se nekih osnova stohasticke analize koje
¢emo kasnije koristiti da razvijemo na$ stohasti¢ki aparat za reSavanje prob-
lema koji ukljucuju ODJ i PDJ u okviru Kolomboove teorije uopStenih
funkcija.
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1.3.1 Osnovi teorije verovatnoce

Podsetimo se osnovnih definicija i osobina pojmova koji se javljaju u teoriji
verovatnoce, a koje ¢emo koristiti kasnije. Takvi pojmovi su, na primer,
prostor verovatnoéa, sluajna promenljiva, funkcija raspodele, oCekivanje,
sluCajni proces, itd.

Prostor verovatnoca i slu€ajne promenljive

U teoriji verovatnoée radimo sa matematickim modelima ciji je ishod
sluCajan. Neka ii oznaCava skup mogucih ishoda - elementarnih dogadjaja

03
Primetni dogadjaj A je podskup skupa ii (M C ii). Medjutim, u opStem
slucaju, nije svaki podskup skupa ii primetan dogadjaj. Primetni dogadjaji
jednog opita Cine “sigma algebru” T cije smo osobine izloZili u sledecoj
definiciji.
Definicija 1.9 Familija 3- podskupova od ii se zove o-algebra ako
(i) def.

(i) Ako A E T tada (i \ A) E T.

00)
(iii) Ako AnET,zasvenEN, tada (J AnET.
n=1

Elementi sigma algebre su “merljivi’ skupovi, a par (ii, J~) se zove merljiv
prostor.

Neka su (il,.7r) i merljivi prostori.
Definicija 1.10 £1'-vrednosna slucajnapromenljiva X :ii —>ii'je merljivo
preslikavanje. Drugim recima, sluajna promenljiva X je preslikavanje iz ii
u fI' ako su originali merljivih skupova u ii' merljivi u ii, odnosno, ako
{u-, X(u) EA’} = [jr(w) e Al=X~I(A) ET, zasve ALET".

Kompozicija dve slucajne promenljive je ponovo slu€ajna promenljiva.
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Definicija 1.11 Skup F(X) originala merljivih preslikavanja je a-algebra
na d i to je najmanja sigma algebra u odnosu na koju je X merljivo. Ona
se zove sigma algebra generisana sa X na ii.

Definicija 1.12 Neka je E metricki prostor. Najmanja o-algebra pod-
skupova od E koja sadrzi sve otvorene (zatvorene) podskupove od E se
zove Borelova o-algebra i oznaCava se sa B(E).

Definicija 1.13 Prostor verovatnocaje trojka (ii, GF, P) gdeje (ii, T) merljiv
prostor i P je probabilisticka merana T, Sto znaCidaP :T -» [0,1] i
@) P(ii) = 1, P(0) = 0.

00

00 \
(U An)= -P(Ai), gdesu An E T,n E N, disjunktni skupovi.

Definicija 1.14 Nekaje (ii, F, P) prostor verovatnoca, (E,£) merljivpros-
tor i X :ii — E slucajna promenljiva. Zakon raspodele C{X) slu€ajne
promenljive X je probabilisticka mera Px na (E, £) definisana sa

Px(A)=P(u ;X(g) E A), zasve AE £.

Ako je probabilistiCka mera P data na merljivom prostoru (E, £) tada je
(E,£,P) prostor verovatnoéa i preslikavanje X(uo) — Io @ E E se zove
kanonicka sluajna promenljiva. Njen zakon raspodele je upravo P.

Definicija 1.15 Slucajne promenljive Xi,..., XnsavrednostimauE\, En,
redom, su nezavisne ako je njihov zajednicki zakon raspodele C(Xi , Xn)
na prostoru {E\ x...XxEn,£i0 ..<8>£,) jednak proizvodu C{Xi) x ... x C(Xn),
odnosno, ako

n
P(Xi ETi,...XnETn)= JJP(Xk E Tfc) TicE £k, k=1,....n.
k=i

Definicija 1.16 Neka je X Mn-vrednosna slu¢ajna promenljiva. Funkcija
F definisana sa

Fx {x) = Fx {x1,...,xn) = P{uj: Xi(w) < xu...,Xn(w) <xn}=P[X <X]
se zove funkcija raspodele slucajne promenljive X.

16



Funkcija raspodele slucajne promenljive X pokazuje koliko je verovatno
da X uzima vrednosti manje od x.

Ukoliko postoji, gustina raspodele slucajne promenljive se definiSe na
sledeCi nacin.

Definicija 1.17 Nekaje verovatno¢a naprostoru gde P = Bn koju oznaca-
vamo sa Pp, Lebeg-neprekidna (to jest, Pp(N) = 0 za svaki skup N €
Bn Lebegove mere nula). Tada za Pf kazemo da ima gustinu raspodele,
odnosno, postoji integrabilna funkcija f(x) > 0 takva da

/[ xi rxn
wm/ i(yi, mmyn)dyi...dyn.

-00 J —00

Ocekivanje slucajne promenljive

Nekoj realnoj slu€ajnoj promenljivoj X definisanoj na (U, T, P) mozemo
dodeliti odredjeni broj, njeno ocekivanje. Ako X ima samo kona¢no mnogo
razlicitih vrednosti c\,...,Cn, oCekivanje od X je definisano sa

n

E(X) =J2ciP[xi=ci\-
i= 1

Ovo mozemo prosiriti na proizvoljnu realnu slucajnu promenljivu.
Korak 1. Pretpostavimo daje

n n
X =J2cilAi, = AinAj=0(iz]j), AIEP,
i=1 =1

takozvana step funkcija. DefiniSemo
J[ X{u)dP{uj)= J XdP=VcjP (4
n n

Korak 2. Neka je X > 0 proizvoljna merljiva funkcija. Tada postoji
rastuci niz {Xn} nenegativnih merljivih step funkcija takvih da

nILngo Nn@U = X(ca) za sveu Gii
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lim / XndP =c< oo.
n-too Jq

Ovde je c nezavisno od specijalnog niza {Xn}. DefiniSemo
X dP =c
ik

Korak 3. Neka X oznaCava proizvoljnu merljivu funkciju. lzvrSiCemo
njenu dekompoziciju na pozitivan i negativan deo:

X =X+-X~, X+=X1[x>] X~ =-X Jjx<o]-
Tada definiSemo

JUX dP :J:‘nX+dP- J[UX~ dP,

gde pretpostavljamo da to ne vodi ka slu€aju 0o —oo.

Definicija 1.18 Slucajna promenljiva X je P-integrabilna ako
\X\ dP < oo.
Ocekivanje slucajne promenljive X se definiSe kao
E(X) = [ XdP.
(X) Jlu

Za izraCunavanje o€ekivanja u praksi se koristi sledece tvrdjenje.

Teorema 1.11 Neka je g : WI Rm merljiva funkcija. Tada je, za
slu¢ajnu promenljivu Y = g(X),

E(Y) = J;ng(X)de (x),
i, specijalno, zan =m ig(x) = x,
E(Y)= f xdFx (x),
JR"

ukoliko integrali na desnim stranama postoje.
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Stavimo, za svakop > 1,
Cp = Cp{U,E,P)
{X : X je R"-vrednosna slucCajna promenljiva , E(\X\P) < 00}.

Zap > gimamo da Cp c Cqi CPje linearan prostor. Ako u Cp predjemo
na skup IP klasa ekvivalencije sluCajnih promenljivih koje se podudaraju
sa verovatno¢om 1 i stavimo

m ,=mx\YVYlv

tada je LP Banahov prostor u odnosu na tu normu. StaviSe, L2je Hilbertov
prostor sa skalarnim proizvodom

n
&, ,Y)=E(XTY)=Y,E(XiYi),
i—1
gde X T oznaCava transponovano X.
Definicija 1.19 Nekajen = 1

(1) V(X) = E(X —E(X))2 = 02{X), gde X G L2, se zove disperzija
slucajne promenljive X.

(2) 0o = \JV(x) se zove standardna devijacija sluCajne promenljive X.
(3) E(XkK), X G Lk, k GN, je k-ti momenat sluajne promenljive X.

4) E{X - E(X))k, gde X G Lk, k G N, se zove k-ti centralni momenat
slucajne promenljive X.

Definicija 1.20 Nekaje n = 1. Tada se
Cov(X,Y) = E((X - E(X))(Y - F(Y))),

gde X,Y G L2, zove kovarijansa slucajnih promenljivin X i Y. Ako je
Cov(X,Y) = 0, kazemo da su slucajne promenljive X i Y nekorelirane.
Za n > 1, simetriCna nenegativha n x n matrica

Cov(X,Y) = E((X- E(X))(Y - E(Y)f) =(Cov™,7)), 1,j=1
se zove kovarijansna matrica Wl-vrednosnih sluc¢ajnih promenljivih X i Y .
Za Cov(X,X) jednostavno piSemo Cov(X).
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Na kraju ovog dela navodimo definiciju karakteristi¢ne funkcije slu¢ajne
promenljive.

Definicija 1.21 Karakteristicna funkcija sluCajne promenljive X ili njene
funkcije raspodele F je

tp(t) = ipx(t) = E (eitTx) = { _eitTx dF(x), tERn.
un

Funkcija raspodele F je jedinstveno odredjena sa ip.
Koncepti konvergencije

U teoriji verovatnoée postoji nekoliko koncepta konvergencije. Cetiri
koncepta, vazna u primenama, su navedena u sledecoj definiciji.

Definicija 1.22 Neka X i Xn, n E N, oznaCavaju Rd-vrednosne slucajne
promenljive delnisane na prostoru verovatnoéa (0, T ,P).

(1) Ako postoji skup mere nula N E F takav da, za sve u £ N, niz
Xn(u) E Rd konvergira ka X (oj) E tada kazemo da niz {Xn}
konvergira P-skoro sigurno ili sa verovatnoéom 1 ka X. PiSemo

SS—MXn = X.

(2) Ako, za svako e >0,
pn(e) = P{4y : [Xn(iv) —X(qj)| > e} —=0, kada n -> oo,
tada kaZzemo da niz {Xn} konvergira u verovatnoc¢i ka X. PiSemo
P- lim Xn=X.
n—koo
(3 Ako Xn,X ELP,p > 1 iE(\Xn—"1") —0, kada n — 00, tada
kazemo da niz {Xn} konvergira up-srednjem ka X. Zap = lgovorimo

0 konvergenciji u srednjem, a za p — 2 govorimo o konvergenciji u
srednje kvadratnom i piSemo

sk — lim Xn = X.

N—kx>
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(4) Neka su Fn i F funkcije raspodela slu€ajnih promenljivih Xn i X,
redom. Tada, ako za svaku realnu neprekidnu funkciju g dehnisanu
na Rd,

nl_i>f80j/Rdg(X) dFn(x) = J/Rdg(x) dF(x),

kazemo da niz {Xn} konvergira u raspodeli ka X. To je sluCaj ako i
samo ako

r]Ilyrr(}OFn(x) = F(x)
u svakoj tacki u kojojje F neprekidna ili
Jim ipn(t) = <p(D), za svet £ Rd,
gde ipn i poznatavaju odgovarajuée karakteristi€ne funkcije.

MozZe se pokazati da su ovi koncepti konvergencije medjusobno u slede¢im
relacijama.

Ako je p < g, tada g-srednja konvergencija implicira p-srednju konver-
genciju. Takodje, konvergencija u p-srednjem i skoro sigurna konvergencija
impliciraju konvergenciju u verovatno€i, koja dalje implicira konvergenciju
u raspodeli. Dalje, niz konvergira u verovatnoci ako i samo ako svaki podniz
tog niza sadrzi skoro sigurno konvergentan podniz.

Konacno, dovoljan uslov da ss —nILrQOXn = X je da

©
y 1 ~(JA"n —X\p) < 00 za neko p > 0.
n=I

SluCajni procesi

Neka | oznaCava proizvoljan neprazan indeksni skup i nekaje (ii, T, P)
prostor verovatnoce.

Definicija 1.23 Familija{Xt: t £ 1} Rd-vrednosnih sluc¢ajnih promenljivih
se zove slu€ajan proces sa parametarskim (indeksnim) skupom | i prostorm
stanja Rd.
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Nekaje {X* : i G[t0,T]} sluCajan proces. Tada je X<(-) Rd-vrednosna
slucajna promenljiva, za svako fiksirano t E [to, T].

Definicija 1.24 Neka je {Xt: i E [to, T]} sluCajan proces. Tada je, za
svako fiksirano 4 E fl, X.(co) Rd-vrednosna funkcija na [to, T] i zove se
staza (trajektorija) sluCajnog procesa.

Definicija 1.25 Konacno-dimenzionalne raspodele slu¢ajnog procesa
{X(: t E [to>T]} su date sa

P[Xt<x] = Ft(x),
P\Xti A *H, Xj2/ *7] 2(579),
eecemX tn N~ XN\ = Fti,..., tn{xi, mee Xn),

gde t i t{, pripadaju [to,T] i Xj, pripada Rd, i = 1,2, —

Moze se pokazati da sistem funkcija raspodela zadovoljava sledeéa dva
uslova:

(1) Uslov simetrije: Akoje {¢1,..., in} permutacija brojeva 1,..., n, tada
za proizvoljne trenutke in > 1,

N ee>*ij = Ftl,.. tn(x1,...,xn).
(2) Uslov kompatibilnosti: Zam < n iza proizvoljne trenutke fm+i,..., tn E
[tO, T], vazi
|
1*%i 7 F't,....tratm+i...,tn(CEl >¢ ¢ ¢)xmi 00 > e m>0°) Fti,...tm{xii... ,xm).
Qidm

We Cesto je umesto familije sluCajnih promenljivih definisanih na nekom
prostoru verovatnoca data familija raspodela Ptx,...,tn{B\,..., Bn) ili funkcija

raspodela Ftl...tn(xi,... ,xn) koje zadovoljavaju uslove simetrije i kompati-
bilnosti. Ova dva koncepta su ekvivalentna kao $to se moze videti iz sledeceg
tvrdjenja.
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Teorema 1.12 (Kolmogorova fundamentalna teorema) Za svaku familiju
funkcija raspodele koja zadovoljava uslove simetrije i kompatibilnosti pos-
toje prostor verovatno¢a (Q,!'F,P) i slu€ajni proces {Xt: t G [to,T]} de-
finisan na njemu koji poseduje date raspodele kao konacno-dimenzionalne
raspodele.

U nastavku, umesto {Xt : t G [¢0, T]} jednostavno ¢emo pisati X t.

Definicija 1.26 SluCajni procesi Xt i Xt definisani na istom prostoru
verovatnoc¢a su (stohasticki) ekvivalentni ako, za svako t G [to,T], vaii
Xt = Xt sa verovatno¢om 1. Tada se X t zove verzija procesa Xt i obrnuto.

Konacno-dimenzionalne raspodele dva ekvivalentna sluCajna procesa se
podudaraju. Sa druge strane, trajektorije ekvivalentnih procesa mogu imati
potpuno razliita svojstva.

Definicija 1.27 Proces Xt je separabilan ako postojiprebrojiv skup trenu-
taka M — {;i,t2)ees}> gust u untervalu [to,T], i skup N G T P-mere
nula takav da se, za svaki otvoren podinterval (a, b) intervala [to, T] i svaki
zatvoreni podskup A od skupovi

{u: : Xt(uj) cAzasvetc (a,b)fIM} GT

{to: Xt{u) GA zasvet G (a, 6)}

razlikuju samo na podskupu od N.

Definicija 1.28 SluCajan proces je (strogo) stacionaran ako su njegove
konacno-dimenzionalne raspodele invarijantne u odnosu na raspored u vre-
menu, odnosno ako, za sve ti,U +t G [to,T],

Pti+t,....tn+t(x li ®*=, xn) — Pti,...,tn(Xh ¢*¢jxn)-

Pored stroge stacionarnosti ¢eS¢e govorimo o takozvanoj stacionarnosti
u Sirem smislu koja se definiSe na sledeci nacin:
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Definicija 1.29 SluCajan proces Xt je stacionaran u Sirem smislu ako je
E(Xt) = m = const i Cov(Xt,X3) = C(t —s), gde je C funkcija jedne
promenljive.

Ako taj proces ima osobinu limi? —X,|2" = 0 (srednje kvadratna

neprekidnost), tada kovarijansna matrica C ima reprezentaciju

/] @
eitu dF(u), —@O<t< Q]
-0

gdeje dx d matrica F(u) spektralna funkcija raspodele od Xt. Ako F ima
gustinu f, tada se ona zove spektralna gustina od Xt. U slucaju

dt < oo,

f se dobija inverznom formulom

1 oo
I(«) = — [ e~ltu C(t) dt,
27r /-00

Jedan od najceS¢e koriS€enih slucajnih procesa je svakako Gausovski
proces.

Definicija 1.30 Rd-vrednosni sluCajan proces se zove Gausovski proces
akojiu njegove konacno-dimenzionalne raspodele normalne. Drugim recima,

ako zajedniCka raspodelaod Xt | ,Xtn ima sledeCu karakteristicnu funkciju
( n An n \
i m{tk) - - '%2'z22uk C(tk,tj) uj I,
fe=i z k=ij=i )

gde ui,... ,un GRd, h,...,tn € [t0,T].
Ovdeje m(t) = F(Xt) i C(t,s) = Cov(Xt,X5s).

Zato su konacno-dimenzionalne raspodele Gausovskog procesa jedin-
stveno odredjene dvema funkcijama m(t) i C(t, s), odnosno, prvim i drugim
momentom.
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1.3.2 Vinerov proces i beli Sum

Definicija 1.31 Vinerov proces Wt je slu¢ajan proces sa nezavisnim, sta-
cionarnim i Af(0, (t —s)l)-raspodeljenim prirastajima Wt —Ws (I je je-
dini¢na matrica), sa poCetnom vrednoS¢u Wq= 0 i skoro sigurno neprekid-
nim trajektorijama.

Moze se pokazati daje Wt Gausovski proces sa ocekivanjem E(Wt) =0
i kovarijansnom matricom

E(WtWj) =min(t,s) I.

Dalje, ako je Wt Vinerov proces, procesi —Wt,c Wt/@ (c/ 0), t Wi/t i
Wit+s — (s je fiksirano i t > 0) su takodje Vinerovi procesi.

Skoro sve trajektorije Vinerovog procesa su neprekidne ali nigde dife-
rencijabilne funkcije. Da bismo stekli probabilisticku predstavu o tome,
uzmimo da je t fiksirano.

0i W I. To zapisujemo

Kadah 0, ta normalnaraspodela divergira, odnosno, za svaki ogranicren
merljiv skup B,

p [Wt+h-W t

h GB —y0, kdidd h —yO0.

Zato, diferencni koli¢nik ne konvergira sa pozitivnom verovatnoéom ka
nekoj konacnoj slucajnoj promenljivoj.

Kao sto smo videli,Vinerov proces je klasi¢an sluajan proces.

U nastavku ¢emo definisati proces belog Suma i pokazati da to nije
moguce uciniti na klasi¢an nacin. Radi jednostavnosti, na poCetku ¢emo
posmatrati jednodimenzionalni slucaj.
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U inzenjerskoj literaturi takozvani (Gausovski) beli Sum se definiSe kao
stacionaran Gausovski proces £t, —00 < t < 00, sa srednjom vredno$éu
E(£t) = 0 i konstantnom spektralnom gustinom /(A) na realnoj osi R.

Ako je E(Estit+s) = C(t) kovarijansna funkcija za £t, tada

1 r
/(A =—1] e~itx C(t) dt ——, ASM, (1.40)

gde je c pozitivha konstanta. MoZemo, bez gubitka opStosti, uzeti da je
c=1

Drugim recima, takav proces ima spektralnu gustinu u kojoj sve frekven-
cije uCestvuju sa istom gustinom. Zbog analogije sa belom svetloS¢u u op-
tici, gde se sve frekvencije vidljive svetlosti pojavljuju uniformno, taj spek-
tar se zove “beli” spektar. Medjutim, takav proces ne postoji u klasicnom
smislu jer (1.40) odgovara samo izboru C{t) = S(t), gde je S Dirakova delta
funkcija. Onda bismo imali

c(o)=m?) [ /(A)d\ —oo.

Kako je C{t) = 0 zai ™ O, vrednosti i £t+s bi bile nekorelirane za
proizvoljno male vrednosti s i, kako je proces Gausovski, bile bi i nezavisne.
Trajektorije procesa sa nezavisnim vrednostima u svakoj tacki moraju biti
jako iregularne.

U stvari, beli Sum je prvi put korektno opisan i definisan koriste¢i teoriju
uopStenih funkcija (teoriju distribucija) kao Sto éemo ukratko ilustrovati u
sledecem delu ovog odeljka koji je posvecen uopstenim slu€ajnim procesima.

1.3.3 UopSteni slucajni procesi

Neka je (fZ, E, fi) prostor verovatnoce.

Definicija 1.32 Slabo merljivo preslikavanje
X:Q ->V'(Rd)
se zove uopsten slucajan proces na Rd.
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Za svaku fiksiranu funkciju pG £>(Rd), preslikavanje ii —R definisano
sa

uirXud, 9
je slu€ajna promenljiva.
Prostor uopStenih slu€ajnih procesa éemo oznacavati sa Tq(Rd). Karak-
teristiCna funkcija procesa X je

Cx (<p)=J S xAdp{fa), ipGV(Rd).

Uzmimo da je prostor verovatnoca fi prostor temperiranih distribucija
<S(Rd) i da je £ Borelova cr-algebra generisana slabom topologijom. Tada
postoji jedinstvena probabilisticka mera p on (ii, S) takva da je

Jei("M d*u)= e s(Rd).
Ovaj rezultat sledi iz Bohner-Minlosove (Bochner-Minlos) teoreme (videti
[27] ili [18]).

Definicija 1.33 Proces belogSuma W :ii —V'(M.d) je identicko preslika-
vanje W (uj) = u, odnosno,

(W(u)=p) = (lop), VEV{Rd).

To je uopSten slucajan Gausovski proces sa srednjom vredno$¢u nula i
disperzijom
V(W(ip)) = E(W(ip)2) =
gde E oznaCava ocekivanje. Njegova kovarijansa je bilinearni funkcional

E (w(<pW{ip)) =] ip{y)i>{y) dy

reprezentovana Dirakovom merom na dijagonali Rd x Rd, pokazajuéi tako
singularnu prirodu belog Suma.
Neka je ¥£ molifajer dat sa

=P Ve R) | Hp=

Mreza <£ se zove nenegativna model delta mreza.
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Definicija 1.34 Proces uglacanog belog Suma M se definiSe kao

WE(x) = (W(y).tpe(x-y)),

gdeje W :ii  X>(Md) proces belogSuma na i (PEje nenegativna model
delta mreza.

Sada éemo dati vezu izmedju belog Suma i Vinerovog procesa na
pri ¢emu ¢emo oba posmatrati kao uopStene slucajne procese.
Zax G  definiSimo njegovu indikatorsku funkciju znaka

d
™ (x,y) = JIsign(xj)/i(o:y),
i =i
gde je k(x,*) indikatorska funkcija d-dimenzionalnog intervala od koordi-

natnog pocetka do tacke x.
UopSteni Vinerov proces na Md definiSemo na sledeci nacin.

Definicija 1.35 Neka je ipf nenegativna model delta mreza i
B(x) := Iirrg)’\Pt’\, m (X, ¢ * (pf). (1.41)
e->

Verzija procesa (X, ui) -> B(x, o0 koja ima skoro sigurno neprekidne
trajektorije se zove (uopSteni) Vinerov proces na Rd.

Primetimo da limes na desnoj strani u (1.41) postoji u L2(fl). 1z kon-
strukcije sledi da je
W =dX ... dXdB

skoro svuda u 'D(Rd). Dakle, beli Sum na moZemo posmatrati kao
distribucioni izvod d-tog reda Vinerovog procesa.

Pozitivan Sum

Analiza pozitivnog Suma posmatranog kao Vikov (Wick) eksponent je
prikazana u [18]. Mi ¢emo ovde posmatrati proces uglatanog pozitivhog
Suma. Razmatracemo samo jednodimenzionalni slucaj jer je to slucaj koji
¢emo posmatrati u primenama datim u poglavlju 3.

28



Definicija 1.36 Proces uglacanogpozitivhog Suma W+(x) na E se defniSe
kao

W+(x) = exp (WE(X) - - 117M1%2), (1.42)

gde je WE proces uglaCanog belog Suma na E i ipE je nenegativna model
delta mreza.

Propozicija 1.6 Proces uglacanog pozitivnog Suma ima srednju vrednost
1i disperziju V(W+) = e - 1, gdeje o2 = \qE\Ri-

Dokaz
Za uglacani beli Sum We = W*ip£ imamo da su njegova srednja vrednost
i disprerzija
E{WE) =0, V(WB=ol
Zato dobijamo

E{W+) = i?(exp(VEOTr)-~M |2)
e-tiy2 dy
1 .
2,
'JPkof dy
= 1
Sliéno imamo
s((wi)g =
Zato je,
VIW+) =E (W+)2) - (E (W+))2= -1

Dakle, dokaz je zavrSen. O
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1.4 Prostori Kolomboovih uopstenih funkcija

Kao §to smo ve¢ spomenuli, operacija mnozenjaje dobro definisana samo na
nekim podskupovima prostora T>'(Q), gde T>'(Q) oznaCava prostor distribu-
cija na otvorenom podskupu Q od K". Pod nekim prirodnim uslovima koje
bi mnoZenje trebalo da zadovoljava nije moguce definisati ovu operaciju na
¢itavom prostoru V'(Q). To je dobro poznati Svarcov (Schwartz) rezultat
0 nemogucénosti mnozenja (videti [48]).

Sa druge strane, veliki broj teSkoc¢a u reSavanju raznih, kako teorijskih
tako i problema u primenama, nastaje upravo usled nemoguénosti mnozZenja
elemenata iz V'(Q).

Iz tih razloga, ukazala se potreba za uvodjenjem prostora koji bi zadrzali
(skoro) sve prednosti prostora distribucija u odnosu na prostore klasicnih
funkcija, ali u kojima bi bilo dobro definisano mnoZenje. Prostori uopstenih
funkcija Kolomboovog tipa su, u tom smislu, veoma pogodno reSenje. Ovaj
odeljak je posvecen takvim prostorima uopstenih funkcija.

1.4.1 Osnovne definicije i osobine

Nelinearna teorija uopstenih funkcija se znaCajno razvila tokom poslednjih
par decenija. Za njen razvoj su prvenstveno zasluzni J.F. Colombeau ([9],
[10]), Yu.V. Egorov ([14]), E.E. Rosinger ([44], [45]), H. Biagioni ([5]), M.
Oberguggenberger ([34], [35]) i drugi.

Mi ¢emo ovde uvesti prostore Kolomboovog tipa sledeci konstrukciju
izlozenu u [9] i [10].

Elementarne konstrukcije

Neka je .Ao(R) skup svih funkcija (p£ £>(R) koje zadovoljavaju
[ <g)dt = 1, diam(supp0) = 1.
JR
Tada je ,49(R) skup svih funkcija 4£ .Ao(R) koje zadovoljavaju
i dt = 1, f <p@tdt = 0, diam(supp”) = 1, 1-43
JP(p{) By p(t) (supp”) (1-43)
gdejel<i<gi”GN.
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U n-dimenzionalnom slucaju definiSemo $E .Ag(R") sa
<) = <Pi(x) mmmt>i(xn),
gde & E ,49(R). Pretpostavka diam(supp <) = 1, koja je postavljena
zbog jednostavnosti, implicira diam(supp €8) = e, gde je 4£ = 4>

Ocigledno vazi, Ao DAi DA2D mm
£[Rn] je skup svih funkcija G : Agx (0,1) x Rn —C koje zadovoljavaju
G<Pe() £ G°°(R”), za sve hE Ao i za svako e E (0,1).

Definicija 1.37 Funkcija G E£[Rn]je umerena na Rn ako za svaki kom-
paktan skup K C R7Li svako a G NJ postoji N E N sa osobinom da za
svako 9 E An, postoje konstante r) > 0, ¢ > 0 takve da

\daG”™e{x)\ < ce~N, x EK, e<r).

Sa £m [R"] oznaGavamo skup svih umerenih funkcija na R”. To je alge-
bra, podlagebra od £][Rn].

Definicija 1.38 Funkcija G E £[Rn] se zove nula funkcija na Rn ako za
svaki kompaktan skup K C R7i sve a ENg, b ER postoji g EN takvi da
za svako $E A q, postoje konstante rj > 0, ¢ > 0 takve da

\daG E(X\ < G, XEK, £< T

Sa jV[Rn] oznacavamo skup svih nula funkcija na Rn. Moze se pokazati
da je taj skup ideal skupa £jvi[Rn].

Definicija 1.39 Kolomboova algebra uopstenih funkcija se definiSe kao
£(Rn) = £tf[R")/.A/[RT.

Ako u prethodnim definicijama umesto skupa Rn koristimo otvoren pod-
skup Q od R", tada dobijamo prostor Kolomboovih uopsStenih funkcija
nad Q, koga oznatavamo sa Q{Q). Kao Sto se moze videti, svaka funkcija
G E G(Q) je definisana svojim predstavnikom (reprezentom) G e E £m (Q)-

Sve operacije su definisane pomocu odgovarajuéih operacija medju pred-
stavnicima. Na primer, daG = [daG@if\, a E No, GG = [G"G"g], itd.

31



Ovako definisana algebra G(Q) ima sledece osobine:

(1) G(Q) je komutativna, asocijativna algebra sa izvodima prirodno de-
finisanim na predstavnicima.

(2) Postoji linearno potapanje V (Q) —=G{Q).
(3) dj W'(Q) se poklapa sa obi¢nim izvodom na T>'(Q), j = 1,... ,n.

(4) Proizvod elemenata iz G(Q) se poklapa sa obiCnim proizvodom u

C**(Q).
(5) Akoje F polinomijalno ogranicena sa svim svojim izvodima funkcija

i ako Ui,..., Un E G(Q), tada F(U\,.... Un) EG(Qm

Prostor Kolomboovih uopstenih funkcija na zatvorenju Q otvorenog
skupa Q u Rn se moZe definisati na sledeci nacin.

Definicija 1.40 £[Q\ je skup svih funkcija G : Ao x (0,1) x Q —C Cije
restrikcije na Q pripadaju £[Q\ i izvodi tih restrikcija se mogu neprekidno
produziti na Q.

£m [Q] je skup svih funkcija G G £[Q] takvih da za svaki kompaktan
skup K C Qisvako a £ Ngpostoji N E N takvo da za sve G An, postoje
konstante r] > 0, ¢ > 0 takve da

|[daGMe(z)] < CEXN, XGK, £<T
A'Q] je skup svih funkcija G G £[Q\ takvih da za svaki kompaktan
skup K C Qisvea GNg, b £ R postoji q GN takvo da za sve GAQq,
postoje konstante rj > 0, ¢ > 0 takve da
[daGHx)\ < ceb, x GK, e <ij.
Kolomboova algebra je faktor algebra

G(Q) = £Em[QWIQ].
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Konacno, uvedimo algebru uopStenih kompleksnih brojeva.

Neka je Cm skup svih funkcija A : Agx (0,1) — C sa osobinom da
postoji N e. N takvo da za sve () E An postoje konstante 7 > o, ¢ > 0
takve da

|A>€ < ce~N, e <rj.

OznacCimo sa Co skup svih funkcija A E Cm sa osobinom da za svako
be 1 postoji q E n takvo da za sve (>E Aqpostoje konstante 7 >0, ¢ > 0
takve da
\A-fo\ <Cfb, £< 7

Algebra C = Cm/Cqje algebra uopStenih kompleksnih brojeva.

Primetimo da se za sve x E Rn i ¢ E Q, g(x) uopSten kompleksni broj
definiSe predstavnikom G $t5(x), Kkoji je, u stvari, vrednost uopStene funkcije
G u tacki x.

Simplifikovana Kolomboova algebra

U primenama na reSavanje nekih ODJ i PDJ problema koje éemo razma-
trati u poglavljima koja slede uvek ¢emo koristiti takozvanu simplifikovanu
Kolomboovu algebru.

£m s{Q) je skup funkcija ce E £(Q) koje preslikavaju (0,1) x Q 4 1
sa osobinom da za svaki kompaktan skup K C @ isve a 6 NJ postoje
konstante N E N i >0, c >0 takve da

[|laQGe||LooW < ce~N, e <1j. (1.44)

mMs(Q) Je skup funkcija c£ E £(Q) koje preshkavaju (0,1) X Q —=E
sa osobinom da za svaki kompaktan skup k C Q, zasvea E NgiaE ™
postoje konstante 7 > 0, ¢ > 0 takve da

\\daGe\\L°°(K) < cfa, e <r). (1.45)
Kao i u prethodnim slucajevima, £m,s (Q) je algebra i Afs{Q) je ideal.

Definicija 1.41 Simplifikovana algebra Kolomboovih uopstenih funkcija
se definiSe kao faktor algebra

Gs(Q)=£mAQ )/"s(Q).
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Sliéno, uvodimo algebru Z”*-umerenih funkcija, koju oznaGavamo sa
SLp(Q). Toje prostor svih funkcija GE G £{Q) sa osobinom da za svako
a G Ng postoje konstante a e M i C >0 takve da

\daGEWLP{Q)< C ea,

Algebra ZZ-nula funkcija, N 1p{Q), je prostor svih funkcija Ge G £(Q)
sa osobinom da za svako a £ NJ i svakoj6 G K postoje konstante C > 0
takve da
< C £b.

Moze se pokazati da je N 1p{Q) ideal prostora £1p(Q)- Odgovarajuca
algebra Kolomboovih uopstenih funkcija se definiSe

Gip{Q) = £1v{Q)/M 1p{Q).

Primetimo da je Mi1p{Q) C M{Q) i £1p{Q) C £m (Q) Sto znaci da postoji
kanonicko preslikavanje GIp{Q) —=G(Q)-

Jednakost i asociranost u Kolomboovim prostorima
Kazemo da je funkcija G G G(Q) jednaka u smislu uopstenih funkcija

distribuciji g G T>'(Q), Sto zapisujemo G Ve g, ako

I G(x)ip(x)dx = (g(x).ip(x)) u C,
za svako xp G T>(Q).
Dve uopstene funkcije F i G su jednake u smislu uopstenih funkcija ako
je F —G = 0 u smislu uopstenih funkcija.
Broj Z G C je asociran sa z G C, Sto zapisujemo Z « z, ako za neki

njegov predstavnik, Z ~, postoji N G N takvo da

lim Zfhe = z, &G As-

Ova definicija ne zavisi od izbora predstavnika.
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Kazemo da je uopStena funkcija ¢ G G(Q) asocirana sa distribucijom
g, Sto zapisujemo G « g, ako za svako ip G T>(Q)

‘J G{x)ip{x)dx k, {g(x),ip(x)).

Dve uopstene funkcije F i ¢ su asocirane, $to zapisujemo F « G, ako
je F —G « 0, gde je 0 nula distribucija.
Potapanje prostora distribucija u prostore Kolomboa

Potapanje (O prostora distribucija sa kompaktnim nosatem £(Q) u
Kolomboovu algebru c(Q) je dato sa

i0W)((p) = (W > \Q

zaw e £{Q) i 9G™Mo(Mn).

U slucaju kada ne radimo sa distribucijama sa kompaktnim nosacem
proces potapanja se vrSi na sledeCi nacin (videti [34]). Koristicemo (bez
dokaza) Cinjenicu da je Kolomboova algebra c(Q) snop (diferencijalnih al-
gebri), odakle imamo da postoji samo jedno proSirenje i od (0 kao morfizam
snopa v'(Q) ->m G(Q)-

Stavimo

I{p) = sup{ Im : ip(x) 7*0}, ip E Ag(MVh).

Tadaje I(E) = £ /(<7 Dalje, iscrpljujemo skup Q kompaktnim skupovima
Qr— GQ: |a] < -, dist(a:,d<?) > 2|
gde je r > 0. Nekaje kt karakteristi¢na funkcija za (Q)r i konacno, stavimo

P = =P 40o(Rn)-

Prvo, 6(ip) GV(Q). Ako w GV'(Q), definiSemo 1{w) G G{Q) kao klasu
preslikavanja

P —> (0(ip)w) * ip.
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Moze se pokazati da je t linearno potapanje koje komutira sa izvodima
i daje podalgebru C°°(Q). Primetimo, ako je <pfiksirano i K je kompaktan
podskup od Q, tada

(9(<Peyw) * = (M) vei? - y))

za sve x 6 K, pri Cemu je e dovoljno malo. Na osnovu same konstrukcije,
elementi algebre Q{Q) su veé odredjeni njihovim vrednostima na (ge,x) za
malo e i x iz kompaktnog podskupa.

1.4.2 Vektorski prostori uopStenih funkcija

U ovom delu ¢emo izloZiti konstrukcije i neke osnovne osobine prostora
Kolomboovih uopstenih funkcija koje ¢emo kasnije koristiti za reSavanje
deterministiCkih PDJ sa singularitetima. Odeljci 2.1.2 i 2.2.2 su potpuno
posveéeni spomenutim primenama.

Neka je Hr,s(Q) Soboljev prostor funkcija u Ls(ii) €iji distribucioni
izvodi reda |a| < r pripadaju Ls(fl) sa normom

1/s

U slicaju s —2 piSemo samo Hr(Q).

Upucéujemo Citaoca na [5], [10], [30] i [34] gde moZe naci detaljniju pricu
0 opstim Kolomboovim algebrama i na [7] and [29] za detalje vezane za
Kolomboove algebre tipa Ovde éemo uciniti neophodne izmene
koje zavise od problema koji posmatramo.

Definicija 1.42 £ci,h2([0,T) :Rn), T > 0, je vektorski prostor mreza
(GE)E funkcija

GEe C° ([0,T) :H2(Rn)) n C1((0,T) :L2(Rn)), ee (0,1)
takvih da za svako Ti € (0,T) postoji 0 € K takvo da

max 4 sup [|Ge(i)[IH2(Rn), SUP \dtGe(t)\L2fRnA = 0(ea), kada e ->0.
L te[0,T) tE[TI,T) J
(1.46)
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JACILH2([0, T) :Rn), T > 0, je vektorski prostor mreza (Ge)e funkcija
Ge 6 £c1h2([0,T) : Rrd

takvih da za svako Ti € (0, T) i svako bGR

max{ Ssup |ice£(i)|li/2(Rn), SUP \ = 0(eb), kada e ->0.
Lie[o,T) te[TuT) >

(1.47)
Koli¢nicki prostor

£g\h2([0,?) : Rrd)

GelH([0.T):Rm) = JAC\H2([0,T) :R")

je vektorski prostor Kolomboovog tipa.

Ako odbacimo uslove date na dtGe u relacijama (1.46) i (1.47) dobijamo
prostore £co)H2([0,T) : R”), ATc®,h2([0,T) : Rn) i Gc°,h2([0,T) : Rn).

U nastavku neéemo pisati Rn u podindeksu oznake za normu.

Tvrdjenja data u sledeéoj lemi su posledica Soboljevskih nejednakosti,
odnosno cCinjenice da)za n < 3, vazi HZ(Rn) C L°°(Rn)S

Lema 1.1 Nekaje n < 3. Prostor £ci H2([0,T) : R7) je algebra sa mnoZe-
njem i prostor ([0,T) :R") je ideal prostora £¢',h2([0,T) : R7.
Zato je, Gec1lh2([0; T) : R™) algebra sa mnoZenjem. Isto tvrdjenje vazi i
za prostore £cgh2([0,T) : Rn), Afc°,H2([0,T) :R7) i Gcah2([0, T} : Rn).

Ukoliko u (1.46) zamenimo i72-norme L2-normama dobijamo vektorske
prostore

EC\12([0,T) :Rn), aciyi2 ([0,T) :Rn) i Ge\ 12([0,T) :RN).

Kanonicko preslikavanje ¢2 : Ge"h2([0,T) : Rn) -* Gcl,L2([0,T) : Rn)
je definisano sa IL2(G) = H, gde je H = [Ge\ i (GE)Eje predstavnik za G.

Prostor QH2(Rn) se moze definisati na slican naCinkao i ~1 ~(R"), ali
sa predstavnicima nezavisnim od vremenske promenljive t. Ovaj prostor je
takodje algebra zan < 3.

Sada ¢emo se detaljnije upoznati sa prostorom Gh2 ([0, T) : R”).

37



£#2m (Rn), (respektivno, A/#2m (Rn)) je prostor mreza (G£)e funkcija
Ge GH20ma (Rn), e G (0,1), takvih da postoji a G | (respektivno, za svako
o GR) tako da

IGil#200Gin) — ), kada £ xO.

Oba prostora definisana gore su algebre sa uobiajenim mnozenjem i A/#2w (Rn)
je ideal. Algebra Kolomboovog tipa se definiSe kao

£420 (Rn)
Gh2* (RN) = \fH2m (Rn)"

Definicija 1.43 Elemenat V G £#20 (Rn) je he-tipa, hf <e 1, ako ima
predstavnika (Ve)e G£#2® (Rn) sa osobinom

IVell fiZ<fRn) < M he, £ < £0,
zaneke M >01i£0 G (0,1).

Specijalno, elemenat V. G Gh2< (Kn) Je logaritamskog tipa ako ima
predstavnika (K)e £ £42®0 (R") sa osobinom

lirellir2e*(Rn) —& (I°g£ *))

a, V GGn2> (Rn)je I°g-1°g tipa ako ima predstavnika (VE)E G £#2® (Rn)
sa osobinom

IMellii2z’o(R™) = G(loga(log£E-1)), za svako a G (0,1).
U poglavlju posveéenom primenama trebace nam sledeéi prostori.
Definicija 1.44 £m ([0,00)rL"R7)) je prostor mreza
Ge:[0,00) x 1" -> C, Ge(t,*) GI/(Rn), za svako t G [0,00),
sa osobinom da za svako T > 0 postoje C >0, N EN irj> 0 takvi da

sup_ |[d?GE{t, lip < Ce~n, a G{0,1}, £< 7L
te[o,r)
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Af ([0, 00):Lp(Mn)) je prostor mreza Ge E Em ([0, 0o) :Lp(Rn)) sa osobinom
dazasvako T >0iaeR postoje C >0itr >0 takvi da

sup \\d?GE{t-)\\LP < Cea, a E {0,1}, e< 1.
te[o,T)

Sada definiSemo koli¢nicki prostor

. £m ([0)oo) :I"(IRN))
9([0.00):LPRM) 5[ 0,00):LP(RN)) °

Na sli¢an na€in mogu se definisati prostori Em (Lp(Rn)), Ai (Lp(M7) i
Q{U>{Rn)).

Primetimo da navedeni prostori nisu algebre u odnosu na mnozenje (Sto
je slu€aj sa originalnim definicijama prostora uopStenih funkcija).

1.4.3 UopStene polugrupe

Prostori Kolomboovih uopstenih funkcija su prirodan okvir za reSavanje ne-
linearnih diferencijalnih jednacCina, kao i linearnih diferencijalnih jednacina
sa singularitetima. Zato nam je bilo veoma interesantno da prou¢avamo
polugrupe operatora u okviru teorije Kolomboovih prostora.

U radu [31], M. Nedeljkov, S. Pilipovi¢ i D. Rajter su kombinovali
teorije Co-polugrupa i Kolomboovih uopstenih funkcija, dok su u radu [32],
proucavane uniformno neprekidne polugrupe definisane u okviru prostora
Kolomboovog tipa.

Ovaj deo disertacije je posvecen Kolomboovim uopStenim polugrupama
spomenutim gore. NaveS¢emo definicije oba tipa uopStenih polugrupa i
pokazaéemo neka njihova osnovna svojstva koja su vaZzna sa stanovista
primene. Kasnije, u glavi 2, prikazacemo neke od primena ovih polugrupa
na reSavanje deterministickih PDJ problema.

Definicija Kolomboove Co-polugrupe

Nekaje (E, |-/ ) Banahov prostor i C{E) prostor svih linearnih neprekid-
nih preslikavanja E —E.
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Definicija 1.45 S£m ([0, 00) : C(E)) je prostor mreza (S£)e jako (strogo)
neprekidnih preslikavanja

S£ : [0,00) —E(E), e E (0,1),
takvih da za svako T > 0 postoji a £ | takvo da
sup |-Se()||EE;) = O (ea), kada e —»0. 1.48
t€[()!%II (DIIEE) (ea) (1.48)
SAf([0,00) : £.(E)) je prostor mreza (NE)E jako neprekidnih preslika-

vanja
Ns :[0,00) =C(E), e E (0,1),

sa osobinama

(i) ZasvebERIT >0

sup_ [|’\e(i)||&rE) = O(£b), kada e —»0. (1-49)
te[o,T)

(ii) Postoje i0> 0ia £ 1 takvi da

sup VO = 0(e%), kada£-7 0, (1.50)

t«0

(iif) Postoji mreza (HE)E u C(E) i £qE (0,1) takvi da

P_%.N__te_ig).x = Hex, XE E, £ < fn (151)
(iv) Za svako b>0
\Hs\\¢{E) = 0(£b), kada e —m0. (1.52)

Propozicija 1.7 <SEm ([0, 00) : C(E)) je algebra u odnosu na operaciju
kompozicije i SAf ([0, 00) : C(E)) je ideal prostora SEm ([0, 00) : C{E)).
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Dokaz
Neka

(SE()E GSEm (J0,00) : C(E)) i (Ne(t))e GSM (]0, 00) : C{E)).
Dokaza¢emo samo drugo tvrdjenje, odnosno da
(SE(t)NE(L))E, (Ne(t)Se(t))eeSAT([0,00):£(E)),

gde SE(t)NE(t) oznaCava kompoziciju.
Neka e G (0,1). Na osnovu relacija (1.48) i (1.49), zanekoa G |i svako
bGM

ISeE)IVe )| < |ISEE) « [W\Ve(i)|| = <Deatb), kada e O.
Isto vazi i za |[IMe(E)5e(£)|. Dalje, na osnovu (1.48) i (1.51),

Se(t)Ne(t)

Ne(t)

< sup ||5eE)||- su O(ea), kadae—yoO,
t<to t i el 2 (62

za neke £q> 0 i a GR. Takodje,

NESEQ) 0(ea), kada e —0,
t<to

zaneke fo> 0iaGR.
Primetimo daje relacija (1.52) zadovoljena i za SE(O)HE i za HES£E(D).
Neka je e G (0,1) fiksirano. Imamo

SEONEOD ) _se0)hex
S e (1)~ - SE{UHEX + SE()HEX - SE{OHEx
<MM ™ ) x —Hex + WSE()HE - S £(0)Hsx\\.

Na osnovu (1.48) i (1.51) kao i neprekidnosti preslikavanja £t-> SE(t) (H£x)
u nuli, sledi da poslednji izraz tezi nuli kada £—r0.
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Slicno imamo

Ne(t)Se{t)
¢ X - HeSe(0)x

m t) Se(t)x - " -S £(0)x + "47-Se(0)x - HESE(O)x

< NSO seqiya; - ey + oY (SE©O) - HE(SEO))

Pretpostavke (1.50), (1.51) i (1.48) impliciraju da poslednji izraz tezi
nuli kada t —0. Time je dokaz zavrSen. O

Sada Kolomboovu algebru definiSemo kao

SE£m ([0, 00) : C{E))

<sg([0,00) :C(E)) = SAf([0,00) : C(E)) '

Elemente prostora SQ ([0, oo) : C(E)) ¢emo oznaCavati sa S = [Se], gde
je (SE)e predstavnik klase.

Definicija 1.46 S — [5£] G SQ ([0, 00) : C(E)) se zove Kolomboova Co-
polugrupa ako postoji predstavnik (SE)£ takav da je S£, za neko eq > 0,
Co-polugrupa za sve e < eq.

U nastavku ¢emo koristiti predstavnike S£ Kolomboove Co-polugrupe
S koji su (klasiéne) Co-polugrupe, za dovoljno malo e.

Propozicija 1.8 Neka su (S£)£ i (S£)£ predstavnici Kolomboove Co-polu-
grupe S sa infinitezimalnim generatorima {A£)£, e < £q, i (AE)E e < eo,
redom.

Tada je D(Ae) = D(AE£), za svako e < eq = min {eo, £0} i Af —AE£ se
moZe produziti na C(E), pri ¢emu ¢emo to proSirenje ¢emo opet oznaCavati
sa A£E—AE. StaviSe, za svako a £t, vaizi

WAe-A £\ =0 (ea), kadae -> 0. (1.53)
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Dokaz
Oznatimo (NE)£ = (SE —S£)E G A" ([0, 00) : C(E)). Neka je e < £o
fiksirano i neka x GE. Imamo
SE()x —x  SE()x —x _ Ne(t)
i i _t X
Pustajuc¢i da t =0, dobijamo daje D(Ae) = D(A£). Sada imamo

. . SE{t)x —x . SE(t)x —x
(42 Ae)x Iy Y
!i—%Net(t) x = Hex, x GD{Ae). (1.54)

Kako je D(AE) gust u E, svojstva (1.51), (1.52) i (1.54) impliciraju da
za svako a G = 0(ea), kadae —=0. O

Infinitezimalni generator A Kolomboove Co-polugrupe S definiSemo na
sledeci naCin. Oznacimo sa «4 skup parova (Ae, D (A£)), gde je Ae zatvoren
linearan operator na E sa domenom gustim u D(Ae) C E, za svako e G
(0,1). Uvodimo relaciju ekvivalencije na A:

(Ae,D (A£))~ (A E£D(AE)

ako postoji eo € (0,1) takvo da je D{Ae) = D(AE£), za sve e < eo, i ako za
svako a G R postoje konstante C > 0 i ea < £q takvi da, za x E D(Ae),
lI(Ae - AE)x|| < Clealla;||, x GD{Ae), e < ea.

Kako A£ ima domen gust u E, Ae —Ae se moze produZziti da bude
operator na C{E) koji zadovoljava ||[Ae —¥e| = O(ea), e =0, za svako
aGM

Oznacimo sa A odgovarajuéi elemenat koli¢nickog prostora A/ Na
osnovu propozicije 1.8, definicija koja sledi ima smisla.

Definicija 1.47 A je infinitezimalni generator Kolomboove Co-polugrupe
S ako postoji predstavnik {A£)f za A takav daje Af£ infinitezimalan gene-
rator polugrupe S£, e < eo-

Neka dalja tvrdjenja vezana za Kolomboove Co-polugrupe ¢e biti for-
mulisana i dokazana u odeljku 2.1.1.
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Definicija uniformno neprekidne Kolomboove polugrupe

U ovom delu ¢emo definisati proSirenje klasi¢ne uniformno neprekidne
polugrupe na prostor uopStenih funkcija. Ta polugrupa Ce biti definisana
kao specifican elemenat prostora Kolomboovog tipa.

Definicija 1.48 <SEm ([0, 00) : £(E)) je prostor mreza (Se)s linearnih pres-
likavanja
S£:[0,00)->£(£), £6 (0,1

diferencijabilnih po t 6 [0, 00), takvih da za svako T > 0 postoje N 6 N,
M >0ieo6 (0,1) takvi da

sup <Me N, e <£q, d6 {0,1}. (1.55)
te[o,r) C(E)

Shi ([0, 00) : C{E)) je prostor mreza (Ne)e linearnih preslikavanja
Ne: [0,00) ->£(£), £6 (0,1)

diferencijabilnih po t 6 [0, 00), takvih da za svako T > 0 i a 6 R postoje
M >0ifo6 (0,1) takvi da

da
su i-N e(t < Mea, £< £qg, a 6 (0,1}. 1.56
S S o q a6 (01} (1.56)

Prostor SEm ([0, 00) : C(E)) je algebra u odnosu na kompoziciju ope-
ratora. Lako se moze pokazati da je SAf(]J0,00) : C(E)) ideal prostora
S£m ([0,00):C(E)).

Kolomboovu algebru definiSemo kao faktor algebru

SEm {[0,°°)-C{E))

Sg([0,00) :C{E)) = SN{[n,00):C(E)) '

Elemente prostora SQ ([0, o0) : C{E)) ¢emo oznacCavati sa S = [Se], gde
je (S'gjepredstavnik klase.
Slicno moZzemo definisati sledeCe prostore:
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Definicija 1.49 SEm{E) je prostor mreza (Ae)e linearnih preslikavanja
Ae 1 E E, e E (0,1), takvih da postoje konstante N 6 N, M > 0 i
eo G (0,1) takve da

WAENC{E)< M e-N, e< eO. (1.57)

SATf(E) je prostor mreza {AE)£ GSE£m{E) linearnih preslikavanja Ae :
E —E, e G (0,1), takvih da za svako a 6 | postoje konstante M > 0 i
fo > 0O takve da

I"e||E(E) ~ Me“, £ < eo (1.58)
Odgovarajuci Kolomboov prostor dehnisemo sa

SEm (E)

SQ(E) = SAf(E)

Kao i do sada, elemente prostora SQ{E) ¢emo oznaCavati sa A = [A£],
gde je (A£)E predstavnik klase.

Definicija 1.50 S G SQ ([0, 00) : C(E)) je uniformno neprekidna Kolo-
mboova polugrupa ako ima predstavnika (SE)E takvog daje S£ uniformno
neprekidna polugrupa za svako dovoljno malo e, odnosno,

(1) Se(0) = 1, gdeje I identiCki operator na E.

(2) SE(ti +¢2) = SE(ti)S£(t2), za sveti,t2> 0.

(3) lim|5e(i)-/|| =0
Propozicija 1.9 Nekasu (SE)E£i (SE)E predstavnici uniformno neprekidne
Kolomboove polugrupe S G SQ ([0,00) : C{E)), sa infinitezimalnim genera-

torima (AE)£ i (AE)E, redom, za dovoljno malo e.
Tadaje (A£E- AE)EGSN(E).
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Dokaz
Imamo da je

fe0- * AM
t=0

Kako je (SE—SE)E = (NE)E E ¢>([0, 00) : C(E)) imamo da za svako
a € Mpostoji M > 0 takvo da

za dovoljno malo e.
To implicira da za svako a £ | postoji M > 0 takvo da

\AE- A £\\<Mea,
za dovoljno malo e. Dakle, (Ae —A£)£ E Sftf(E). O

Sada smo u moguénosti da definiSemo infinitezimalni generator uni-
formno neprekidne Kolomboove polugrupe.

Definicija 1.51 A E SQ(E) je infinitezimalni generator uniformno nepre-
kidne Kolomboove polugrupe S E SQ ([0, 00) : C{E]j) ako ima predstavnika
(AE)E takvog da je Ae infinitezimalni generator polugrupe S£, za svako
e < £0, fo E (0,1).

Neka dalja tvrdjenja vezana za uniformno neprekidne Kolomboove polu-
grupe Ce biti formulisana i dokazana u odeljku 2.2.1.

1.4.4 Kolomboovi uopsteni slucajni procesi

Na samom pocetku ovog odeljka definisatemo neke prostore Kolomboovih
uopStenih funkcija koje éemo koristiti. Detaljni rezultati vezane za ove
procese mogu se naci u [5], [10], [30] i [34].

Neka je O otvoren podskup od Rn. S(O) je skup svih preslikavanja
G :(0,1) x O —yC takvih da

G(e, ® = Gs E C°°(0), £> 0.
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Definicija 1.52 £{,([(,T) x R7) je prostor svih GE 6 £([0,T) x Rn) sa
osobinom dazasve T > 0ia E Ngpostoji N E N takvo da ||3aCZe|x«> ima
umerenu granicu, odnosno,

[I"a”elli/oo(Jo, T)XRn) = N)> kada e —t 0.

M([0, T) x R7) je prostor svih Ge E £(]0, T) x R”) sa osobinom daje
zasve T >0,a GNg ia 6 R, ||3gG£||lco nula funkcija, odnosno,

lI"a”~ellLoo([o,r)xRn) = ¢KEa)> kada e —mO.

Prostori ¢5([0, T) x R”) i Aft(J0, T) x R™) su algebre i Afe([0,T) x R7)
je ideal od ¢¢([0, T) x Rn).
Faktor algebra

Sh([0,T) x Rn) = SW([0,T) x Rn)/tfb([0,T) x R7)

se zove ajgebra Kolomboovih uopstenih funkcija ograniCenog tipa.

Slicno definiSemo algebre £;,(R"), Mb{Rn) i Qb(Mn) Ciji elementi ne zavise
od vremenske promenljive t.

U radu [7] data je konstrukcija prostora QPig. Ovde posmatramo speci-
jalan slucaj i uvodimo prostor £22¢

Definicija 1.53 ¢(22([0,T) x R") je algebra svih Ge E £([0, T) x Rn) sa
osobinom da za skorosve T > 0ia E Ngpostoji N E N takvo da ||[5aGE]¥2
ima umerenu granicu, odnosno da,

sup ||5aGe|lL2[0T)xRn) = 0(e~N), kadae ->0.
te[o,T)

A22([0,T) x Rra) je algebra svih Ge 6i([0,T)xR ™) sa osobinom da za
sve T >0,a £Nqgio6 1, |3aGelj2jeste nula funkcija, odnosno,

sup ||9QGe||L4{0jT) X)) = 0(ea), kada e -¥ 0.

te[o,T)

Kolomboova algebra se definiSe kao faktor algebra

02,2([0,T) XRn) = £22([0,r) x Rn)/Af2[0,T) x Rn)-
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Sli¢no se mogu definisati prostori £22(1')) A22(R™) i ~22(K") Ciji ele-
menti ne zavise od vremenske promenljive t.

Neka Q oznaCava [0,T) x O ili O. Dokaz daje A/22(Q) ideal od £22(Q)
je dat u radu [7]. Soboljevske teoreme o potapanju daju £22(Q) C £b(Q) i
A2 2(Q) C Afb(Q)- Dakle, postoji kanonicko preslikavanje £2,2(Q) —»Gb(Q)-
To znacCi da u £22(Q) umesto X2-normi na traci [0, T) xR n mozemo koristiti
LO0O-norme na [0, T) i L2-norme na Rn i obrnuto.

Definicija 1.54 Kolomboov uopsten sluajan proces na prostoru verovat-
noée (0, X,p) je preslikavanje u : £1 — Gb(Q) takvo da postoji funkcija
u :(0,1) x Q x ii R sa slede¢im osobinama:

1) Za fiksirano e G (0,1), preslikavanje (x, o) U(e, x,qg) je zajednicki
merljivo u Q x fi.

2) e m» U(e, -,gj) pripada £b(Q) skoro sigurno za g Gii, i to je predstavnik
od u (gj).

Sa c~(Q) ¢emo oznacavati algebru Kolomboovih uopstenih slu¢ajnih
procesa.

Definicija 1.55 G22-Kolomboov uopsten slucajan proces na (Q, E, p) je
preslikavanje u : Q —£22(Q) takvo da postoji funkcijau : (0,1) x Q x ii —=
R sa slede¢im osobinama:

1) Za fiksirano e G (0,1), preslikavanje (x, ui) U(e, x,d) je zajednicki
merljivo u Q x fz

2) e  U(e,-,0j) pripada £2,2(Q) skoro sigurno za g G £2 i toje predstavnik
od u (a)).

Sa G22(Q) ¢emo oznaCavati algebru svih G2,2-Kolomboovih uopstenih
sluCajnih procesa.

Zbog jednostavnosti, promenljivu e ¢emo pisati u podindeksu, a o ¢emo
jednostavno izostavljati, to jest, umesto U(e,-,qdj) pisatemo UE(].

U radu [36] data je definicija uopStenog slucajnog procesa u jednodi-
menzionalnom slucaju koja potpuno odgovara nasoj definiciji Kolomboovog
uopstenog slu€ajnog procesa ako stavimo da je dimenzija jedan. Mi ¢emo,
zbog konzistencije, te procese takodje zvati Kolomboovi uopsteni procesi.
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Sada ¢emo navesti konstrukciju iz [36]. Fiksirajmo prostor verovatnoce
(ii, £, p), gde S oznaCava merljiv podskup od ii i p je probabilistiCka mera.
Za vremenski interval uzimamo M

Algebru klasi€nih slucajnih procesa na Msa skoro sigurno neprekidnim
trajektorijama ¢emo oznacavati sa Cq(M), dok ¢e Cff(R) oznaCavati algebru
klasicnih slucajnih procesa na Msa skoro sigurno glatkim trajektorijama.

Oznac¢imo sa £(M) prostor mreza (X£)£, e £ (0,1), procesa X £ sa skoro
sigurno glatkim trajektorijama, odnosno, prostor mreza procesa

XE£:(0,1) x Rxii >R
takvih da

u: baX £(t, u;) je merljivo, zasvee £ (0,1) it £R;
t CaX £(t,cj) pripada C°°(M), za sve e £ (0,1) i skoro sve u £ ii.

Primetimo da nam svojstvo merljivosti po t i glatkosti trajektorija za
skoro svako u) upravo daje svojstvo zajedniCke merljivosti po i i w koje
trazimo u definiciji 1.54.

Sada specijalno, u jednodimenzionalnom slucaju, definiSemo prostore
£2(K), A (M) i *p(M) na sledeci nacin.

Definicija 1.56 £p(R) je prostor mreza procesa (X£)Ekoji pripadaju £ (R),
e £ (0,1), sa osobinom da za skoro svako oj £ £1, zasve T > 0ia £ No,
postoje konstante N, C > 01i £o £ (0,1) takve da

sup \daX £(t,u})\ < Cs~N, e<eo (1.59)
te[o,‘%]
MI1(M) je prostor mreza procesa (X£)E £ £(M), e 6 (0,1), sa osobinom

da za skoro svako g 6 ii, zasve T > 0ia £ Noisve 66 1, postoje
konstante C > 0 i eo &(0,1) takve da

sup \daXEtu})\ < C £b, £<£fo. (1.60)
*e[oT]

Algebra Kolomboovih uopstenih slucajnih procesa je faktor algebra

0?(R) =
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Kako je ffi(R) diferencijalna algebra, Kolomboove uopStene sluCajne
procese mozemo mnoZziti i traziti njihove (uopStene) izvode. StaviSe, ta
¢injenica ¢ini moguéom superpoziciju Kolomboovog uopstenog sluajnog
procesa sa polinomijalno ogranicenom funkcijom (ili ogranicenom funkci-
jom).

Neka Om (Rn) oznaCava algebru glatkih polinomijalno ogranicenih funkcija
F :R" -» 3L"

Definicija 1.57 Familija G = (G£)£, e E (0,1), se zove temperirana ako
Ge E Om (R2) za sve e E (0,1) i ako za sve a E Ngqg postoje konstante
N, C > 0 takve da

|daGE(x,y)| < Ce~N (1 + |z + /1), zasve (x,y) ER2 ieE (0,1).
U [36] dokazano je sledece tvrdjenje.

Propozicija 1.10 ([36]) Neka su X ,Y E t?*(R) Kolomboovi uopsteni slu-
Cajni procesi i neka je G temperirana familija. Tada je G(X,Y) dobro
definisan elemenat prostora £/*(R). Specijalno, F(X, Y) je dobro definisano
ako F e Om GRR)-

Sada ¢emo definisati potapanje prostora procesa sa neprekidnim tra-
jektorijama u Kolomboov prostor ¢y™(R). U tu svrhu, izaberimo eleme-
nat ip E <S(R) takav da fR<p(s)ds = 1, Ciji svi momenti nestaju, to jest,
/rshtip(s)ds = 0, za sve j > 1. Dalje, uzmimo ¥j E D(R) tako da je
ip(s) = 1 u okolini od s = 0.

Za proces Z sa skoro sigurno neprekidnim trajektorijama definiSemo
odgovarajuci elemenat prostora {¢"(R) kao

i(2) = [z > >w))el, ££(0,1), (1.61)

gde zagrade [] oznaCavaju klasu, (pE(s) = - ip i konvolucija je konvolu-
cija po trajektorijama

(Z * (ipips))(t, u) = J[RZ(S'OD i[(t- s) ipe(t - s) ds. (1-62)
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Za skoro svako u G ii, (Z * (itpE)(t,u))£ pripada £4(IR) obzirom da
je Z(-,ui) uniformno ograni¢eno na kompaktnom vremenskom intervalu.
Dakle, mozemo uzeti njegovu klasu u *(R).

Funkcija seCenja » se moze odbaciti uzimanjem da  ima kompaktan
nosaC. Medjutim, u tom slu€aju tp nema sve momente koji nestaju, kao Sto
trazimo u propoziciji 1.11.

Primer 1.1 Nekaje W Vinerov proces. Tada W GCn(R) i

* =] i{w)
predstavlja beli Sum kao elemenat prostora Gff(R).

Procesi C* (R) sa skoro sigurno glatkim trajektorijama se takodje mogu
potopiti u ¢/p(R) pomocu standardnog potapanja

0(z) = [(ZBH, e G(0.1). (1.63)
Svojstvo konzistencije 1 tqf (m)= ° Je dato u sledecoj propoziciji.

Propozicija 1.11 ([36]) Akoje Z proces sa skoro sigurno glatkim trajek-
torijama, tada

i(Z) =er@@ u”~(R).

Iz ovog tvrdjenja sledi da je ¢(~(R)) diferencijabilna subalgebra od
ab(R).

Za izracunanje vrednosti Kolomboovog uopStenog slu¢ajnog procesa u
fiksiranom vremenskom trenutku uvodimo koncept Kolomboove uopStene
slucajne promenljive.

Neka je £17Z prostor mreza merljivih funkcija na ii.

Definicija 1.58 £IZbje prostor mreza (X£)£ G£7C, e G (0,1), sa osobinom
da za skoro sve u Gii postoje konstante N, C >0 i £qE (0,1) takve da

\XE(u>)\<Ce-N, £<e0. (1.64)
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AflZ je prostor mreza (X£)E G ETZ e G (0,1), sa osobinom da za skoro
sve ov Gfl i sve b GR, postoje konstante C > 0i eg G (0,1) takve da

\XE(u})\<Ceb, e<£0. (1-65)

Diferencijalna algebra Q1.Z Kolomboovih uopstenih slu¢ajnih promenljivih
je faktor algebra
gk = £Enb/Afn.

Za Kolomboov uopSsten slucajni proces X G G?(K) i vremenski trenutak
to G[0,T) imamo daje X(to) Kolomboova uopstena slucajna promenljiva,
odnosno, elemenat prostora GIZ

Uveden koncept Kolomboovog uopstenog slu€ajnog procesa i Kolom-
boove uopstene slu€ajne promenljive ¢emo Koristiti u glavama 3 i 4 gde
¢emo proucavati neke stohasticke diferencijalne jednacine. U glavi 3 ¢emo
posmatrati stohasticke parcijalne diferencijalne jednaline, a glava 4 ce biti
posvecena stohastiCkim obi¢nim diferencijalnim jednacinama.
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Glava 2

Kolomboove polnigrupe i
primene na resavanje PDJ

Ova glava je posvecena polugrupama operatora definisanim na prostorima
Kolomboovih uopstenih funkcija. Kolomboove uopStene polugrupe su de-
finisane u odeljku 1.4.3 gde su takodje pokazana i neka njihova osnovna
svojstva.

U osnovi, ovde ¢emo proucavati dva tipa uopStenih polugrupa. Prvi
tip €ine Kolomboove Co-polugrupe koje ¢emo koristiti u reSavanju klase
linearnih i semilinearnih paraboli¢nih jednaCina sa singularnim koeficijen-
tima i singularnim pocetnim uslovima. Rezultati vezani za ovaj tip polu-
grupa Ce biti izloZeni u odeljku 2.1 ove glave. Drugi pristup podrazumeva
rad sa uniformno neprekidnim Kolomboovim polugrupama i primenama
te teorije na reSavanje nekih PDJ sa regularizovanim izvodima, $to ée biti
prezentovano u odeljku 2.2.

2.1 Kolomboove Co-polugrupe

U ovom odeljku ¢éemo koristiti mreZze Co-polugrupa za reSavanje nekih klasa
PDJ sa singularnim koeficijentima i singularnim pocetnim uslovima. ldeja
koja se nalazi u osnovi je jednostavna i poznata: ona lezi u samoj kon-
strukciji prostora uopStenih funkcija (videti [10] ili [34]). Singularne koefi-
cijente (uopstene funkcije) parcijalne diferencijalne jednacine regulariSemo
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mrezom glatkih funkcija koje zavise od malog parametra e. Regularizo-
vanu PDJ tada reSavamo koristeCi odgovaraju¢u mrezu polugrupa i mreZa
reSenja koju dobijemo na ovaj naCin predstavlja uopSteno reSenje. U tu
svrhu, koristicemo razne varijante Kolomboovih algebri uopStenih pros-
tora. Te algebre sadrze potopljene distribucije i pomoéu pojma asocira-
nosti prirodno proSiruju pojam slabog limita i slabe jednakosti u teoriji
distribucija. Citaoca koji bi hteo detaljnije da se upozna sa algebrama
Kolomboovog tipa i njihovom primenom upucujemo na [9], [34], [5], kao i
na skoradnje radove [15], [13], [16].

Prvi deo ovog odeljka posvecen je analizi uopStenih polugrupa definisa-
nih u odeljku 1.4.3 kao i nekim njihovim osobinama koje su ovde detaljno
dokazane. U drugom delu, koristicemo uvedene uopStene polugrupe vezane
za Sredingerov (Schrodinger) operator A - V u reSavanju klase linearnih i
semilinearnih parabolicnih jednacCina

dtu- (A- P)u=/, ujJ=0= «o,

sa singularnim potencijalom V. Koncept asociranog reSenja jednacine
- = a
§i9 =ao
se realizuje kroz egzistenciju limita

£ a SUp +G AeGe —AQ, £-20, zasvako a > 0,
tefoT) d t£ L2

gde je (Ae)f odgovarajuca mreZa operatora koja predstavlja infinitezimalni
generator A. Taj koncept éemo koristiti kasnije kada budemo definisali
uopsteno reSenje Kosijevog problema.

Spomenimo samo da proucavanje familija polugrupa operatora i odgo-
varajuc¢ih familija rezolventi i infinitezimalnih generatora pocinje jo§ sa
Troterom (Trotter) u [51], a taj pristup je sledilo i mnogo drugih autora
posle njega.

Ukolikoje Citaoc zainteresovan za analizu stacionarnog slucaja, Eu =0,

gde se pojavljuje samo operator —A ili njegove singularne perturbacije (na
primer, Au(x) —au(0)d(x) = 0), upuéujemo ga na [2] i tamosnje reference.
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Kadaje u pitanju Kosijev problem za semilinearne paraboli¢ne jednaCine
sa distribucionim singularitetima kao pocetnim uslovima i potencijalom
V = 0, rad Brezisa (Brezis) i Fridmana (Friedman) u [g] bio je motivacija za
mnoge radove i knjige u tom pravcu. Spomenimo samo neke od tih radova:
Kato [21], Kato i Ponce [22], Kozono i Yamazaki [24], Biagioni, Cadeddu i
Gramchev [6].

U tim radovima uslovi na rast nelinearnog dela g(u) = u\u\p i red sin-
gularnosti pocetnih uslova vodi ka jedinstvenom globalnom reSenju u odgo-
varajuc¢em prostoru Katovog tipa. Na primer, u radu [6] Biagioni, Cadeddu
i Gramchev razmatraju semilinearan paraboli¢ni KoSijev problem

dtu —Au +g(u) =0, t>0, x 6 1P,

gde je g(u) lokalno LipSicova realna funkcija, a pocetni uslovi su jako sin-
gularni, odnosno pripadaju jakom dualu Banahovog prostora Cjj(Rn) svih
funkcija iz Ck(Wh) sa ogranicenim izvodima do reda k.

Colombeau i Langlais su u [12] proucCavali ovaj problem za semilinearnu
paraboli¢nu jednacinu u slu¢aju n = li g(u) = u3i uspeli su da “pokriju”
klasiCna reSenja problema kada su pocetni uslovi L*-funkcije.

Mi éemo u ovom delu disertacije, u osnovi proucavati dva tipa jednacina
i konstruisacemo njihova reSenja u prostoru uopStenih funkcija koji smo
oznacili sa Qci H2([0,T) :IP), T > 0.

Kona€no, spomenimo i to da rezultati koji ¢e biti izloZeni u ovom
odeljku predstavljaju esencijalni deo rada [31] Ciji su autori M. Nedeljkov,
S. Pilipovi¢ i D. Rajter.

2.1.1 Svojstva Kolomboovih Co-polugrupa

PoCecemo sa dobro poznatim tvrdjenjem iz klasine teorije Co-polugrupa
koje je ovde jednostavno preneseno na uopStene polugrupe. U tom smislu,
slede¢u propoziciju Cine neka osnovna tvrdjenja vezana za Kolomboove Co-
polugrupe.

Propozicija 2.1 Nekaje S Kolomboova Co-polugrupa sa infinitezimalnim
generatorom A. Tada postoji eo G (0,1) takvo da vazi:

(a) Preslikavanjet  SE(t)x : [0,00) —E je neprekidno za svako x € E
i svako e < eo-
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(®) A ortvh

/ SJs)x ds = SE(t)x, e <eo, x £ E.

(©
Jf SHE(s)xds £ D(Ae), e <£fo, x £ E.
0

(d) Zasvakox £ D(AE) it >0, Se(t)x £ D(Ae) i

d
dtSe(t)x = AeSe(t)x = Se(t)Aex, £ < £0. (2.1

(e) Neka su (SE)e i {SE)E predstavnici Kolomboove Co-polugrupe S, sa
infinitezimalnim generatorima {Ae)e i (A£)£, e < eo» respektivno.
Tada, zasvea £ Rit> 0 vaii

(;it—sw) - aesey =0 (ea), kada e —0. (2.2)

(f) Zasvex £ D(Ae)isvet,s >0
SE(t)x —SE£(s)x = \.] SE(r)AfxdT = \J ABSE(r)xdT, £ < £q.

U reSavanju diferencijalnih jednacina veoma je vazno sledeée svojstvo
Kolomboovih Co-polugrupa.

Teorema 2.1 NekasuS i S Kolomboove Co-polugrupe sa infinitezimalnim
generatorima A i A, redom. Akoje A = A tadaje S = S.

Dokaz

Neka je e dovoljno malo i x £ D(Ae) = D(A£). Propozicija 2.1 (d) im-
plicira da je preslikavanje s =mS£(t —s)S£(s)x, gde t, s > 0 diferencijabilno
i da je
N ASE(E- S)SE(S)X'] = - AESE(t- s)Se{s)x + SE(t- s)A£SE(s)x, t,s> 0.
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Pretpostavka A = A povlaci da je Ae = Ae + Re, gde je Re ~ nula
operator i ~ je relacija uvedena u odeljku 1.4.3.
Kako A£ komutira sa S£, za svako x GD(A£), imamo da je

N OASE(t- s)Se(s)x'j = SE(t- S)RE(t- s)Se(s)x,
a to implicira
SE(t —s)SE(s)x —Se(t)x = J1: SE(t —u)RESE(U)XduU. 2.3)
Stavljajuéi s = iu (2.3) dobijamo
Se(t)x —SE(t)x —JE SE(t —U)RESE(U)X du, t> 0, x GD(Ae).  (2.4)

Kako je D{AE£) gust u E, za svako y G E postoji niz {xn}n C D(Ae)
koji konvergira lai njemu. Mozemo zameniti x sa xn u (2.4) i uzeti limit obe
strane kada n -» oo. Koristeéi proSirenje Re na C{E) umesto njega samog,
i ¢injenicu da su svi operatori u gornjoj jednakosti neprekidni dobijamo

SE(t)y - SE SE(t —u)RESE(u)y du, t> 0, y GE. (2.5)

Dokazimo da (Ne)e — (Ss —S£)E G <SA/([0, 00) : C{E)).
Na osnovu relacije (2.4) i definicije 1.45 imamo da za neke C > 0 i

2G|, vaii A>
sup [ISe()x  <Sgi)l < sup ~«)!]m IRe mIISeMII du
te[o,T) te[o,T)

< T Ceata||iZzf
Kako, za svalco aG I,

|liig]| = O0(ea), kada e —0,
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(SE(t) —S£(t))£ zadovoljava uslov (1.49) u definiciji 1.45. Uslov (1.50)
sledi iz ograniCenosti (SE)e i (SE)E na domenu [0, T), iz svojstava mreze
(Re)e i sledeceg izraza:

N (t) i ort
_—X = - S£(t —u)R£S£(u)X du
t tJo

< |ISel M JiSef| 1], xeE .

Da bismo pokazali da uslov (1.51) vazi, primetimo da je

oS- S,
t t
SE{t)x —x  SE()x —x
t i
Aex —Afx = Rex.

Hocemo da pokaZzemo da postoji mreza (HE)e G C(E) takva da
lim Ne() x = Hex
t—-0 t

i da, za svako b GR, ||/fe|| = 0(eb), kada e —=0.
Kako je D(AE) gust u E, zay GE postoji niz {*,,} £ D(Ae) takav da
lim xn=1yi |mamo da je I|m Hexn = Hey.

n »00 — n —>0

Sada, zay GE, imamo

NS(t) V~ Hey 4\ v

< Net(t) o N e NEO e+ Hexn - Hep
Ne(t Ne(t

< NeO o+ VO sa HE gan mllen ya

Poslednji izraz tezi nuli kada t tezi nuli i n teZi beskonacnosti. Dakle,
dokaz je zavrden. O
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Primedba 2.1 Pretpostavimo da uslovi definicije 1.45 vaze. Stavie, pret-
postavimo da vazi ja€i uslov nego §to je (1.48):
Postoje konstante M >0, aGR ieo € (0,1) takve da

sup [[Se(i)|li0B) < Me°eact, e <e0, t> 0,

gde 0 < ae< a, zanekoa > 0.

Tada dobijamo odgovarajucu podalgebru algebre SQ ([0, 00) : C(E)) u
okviru koje mozemo formulisati Hile-JoSidinu (Hille-Yosida) teoremu na
uobicajen nacin. Za Citavu algebru Kolomboovih Co-polugrupa formulacija
i dokaz Hile-JoSidine teoreme su jo$ uvek otvoren problem.

2.1.2 Jednacina provodjenja toplote sa singularnim
potencijalom i singularnim pocetnim uslovima

Pre nego Sto navedemo primene Kolomboovih Co-polugrupa na reSavanje
klase jednacina provodjenja toplote sa singularnim potencijalom i singu-
larnim pocetnim uslovima, primetimo da mnozenjem iz G G Gh2< (Rn) i
H G Gqgi,h2([Gii J : Rn) dobijamo elemenat prostora Gcl,u2 ([0,7°) : R7).
Zaista, ako (GBs GSjj2m(Rn) i G &cxH2 ([0, Z2) : R”) tada

M  EEGiciffl ([0,T) :Rn).
Slicno, ako je (Ge)e G N h2* (Kn) ili {He)e GAfcI* 2([0, X} : Rn) tada
(GeHe)e Nc™ h2([0,r) :Rn).

Iz tog razloga, mnozenje potencijala V G Gh2< (Rn) 1 funkcije u G
Gei,h2([0,T) :Rn), reSenja jednacine dtu = (A —V)u, u(0,x) = uo(x),
ima smisla.

Definicija 2.1 Nekaje (ABE e G (0,1), mreza linearnih operatora sa za-
jednickim domenom H2(R7) i kodomenom u L2(Rn). Za uopStenu funkciju
G G Gc',h2([0,7) :Rn), T > 0, kaZzemo daje reSenje jednacine "G = AG
ako, za svako a G R,

sup jtGe(t,-)-AeGE(t,-) -- G(ea), kada e —m0.
te[o,T) L2(Un)

iiA ' .A/-m}
59 PA:, (AA



OpSsti potencijal
Da bismo dobili odgovarajucu polugrupu koja odredjuje resSenje jednacine,
pretpostavicemo da je potencijal V logaritamskog tipa.

Teorema 2.2 Nekaje V € Gh2* (Rn) logaritamskog tipa.

(i) Diferencijalni operatori A£ = (A—VE), sadomenom D (Ae) = H2(Mn),
e < fo, su infinitezimalni generatori polugrupa Se, na L2(Rn), za
svako e < £0, i (S£)eje predstavnik Kolomboove Co-polugrupe

S E SG {[0,00) :L(L2(Rn))) .

(i) Neka .s GGh2(Rn) 1nekaje SEkao u (i).

Tada, za svako T > 0,(u(t) = S(t)uo € Gcl. 2([0, T) : Rn) je reSenje
jednatine

dtu(t,x) —Au(t,x) + V(x)u(t,x) =0, «(0,x) = ug(x). (2.6)

To reSenje je jedinstveno uprostoru GeL12([0,T) : R7), odnosno, ako
je v takodje resenje jednacine (2.6) ondaje IL2(u) = IL2(v).

Dokaz
(i) Neka je e < eo fiksirano. Operator Ae je infinitezimalni generator
odgovarajuée polugrupe

S£:1[0,00) -> £(L2(Rn))
definisane Fejnman-Kacovom (Feynman-Kac) formulom

SE(t)7p(x) —J exp \] VE(u}(s)) ds'j i/>(co(t))dpx (v), t > 0, x E Rn,

_ (2-7)
za ip E L2(Rn), e < £q, gde je fl = IliG[o,00) ' M®Je Vinerova mera
koncentrisana u ie R " (videti [50] ili [43]).
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Kako je V logaritamskog tipa, postoje konstante C > 0i 7 £ (0,1)
takve da

\Se()ip{x)\ < exp %t geuh% |T4(S)}AJI1 \ip(u(®)\dy,x (u})
= ect(Ant)~n/2J exp A ) |M(y)ldy,

zasvakot >0, x £ Rnie <1
Zbog toga, postoje konstante Cq> 01 0 G (0,1) takve da

sup ||5e(l>|x2 < COECT||™|]i2, £ < £0,
te[o,T)

odnosno (S£)£, zadovoljava (1.48) i S = [5€] £ SQ ([0,00) : £(L2(Rn))).
(ii) Neka je e < £o- ReSenje jednacine

dtuf(t,x) - AUu£(t,x) + VE{X)u£(t,x) = 0, ue(0,2;) = ule(x) (2.8)
je dato sa
Tug(t,x) = SE()uoE(x), te [0,T), x £ Rn,

ITUEGC1([0, T) :£2(Rn)). Pokazimo da (UE)E £ £ch2([0,T) :Rn). Pod-
setimo se da je jezgro za jednacCinu toplote dato sa

En{tx) —< (@ntn/26xp ( 4i) ' ° 2.9)

0, t=20

i njegova L1(Rn)-norma je jednaka 1, za svako t > 0.
Na osnovu Duhamelovog principa, reSenje uf(t,x), e < £0, jednacine
(2.8) se moze zapisati kao

ue(t,x) :J]fR' En(t,x-y)u OE{y)dy+J[0 JfRn En(t-s,x-y)V £{y)ue(s,y)dyds,

(2.10)
zai £ [0,T) ix £ Rn.
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Jangova (YYoung) nejednakost implicira

IIMAOHIE2 < 1I-An(i) ") H LINGe I 2

+ ] NEn(t= 3.1 IKEIU*® IM«> Olu2ds
= Wroelliz+ 1K)k *1IMs>)lIL2ds, t€[0.T), £ < &0

Gronvalova (Gronwall) nejednakost nam zatim daje

(VT2 < Mot |12 exp(FQIIM 01U oo dSfj> te[0,T), e<eO.

Koristeéi Cinjenice da je potencijal V € Gh2°° (®n) logaritamskog tipa
i da (uos)e G£nh2(Kn), sledi da supte0T) |Ju£(i, -)|li,2 ima umerenu granicu.

Diferenciranjem jednacine (2.10) po nekoj prostornoj promenljivoj Xi
dobijamo

dXiue(t,x)

/[ En(t,y)dXiuOe(x-y)d
o (ty) (x-y)dy

+ |/ | En(t-s,y)dXi(Ve{x-y)ue{s,x-y))dyds,
JO JRn

= [/ En(t,y)dXiuOe(x -y)d
- (t.y) (x-y)dy

+ [/ [ En(t-s,y)(dXiVe(x-y)uHs,x-y)
JO JRn
+ Ve(x -y)d Xiue(s,x -y))dyds,
zatE[0,T), X ERnie< £q Tada, zat E[0,T) ie < e05
IMiUe (M) 2 = (M0 ellL
EL (MR el jue(s, )zt K- NMHitle(S) )2 s-

Kako [|ue(i, -)\\12i norma prva dva izvoda od Ve imaju umerene granice
nezavisno od t G [0,T), primenom Gronvalove nejednakosti dobijamo daje

i supte[o,T) lldXiu£(t, J]JL.2 umereno.
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Slicno se mogu oceniti i izvodi viseg reda funkcije ue. Svojstvo umerenosti
za suptG[r T) \dtu(t,-)\\L2, Ti < T, jednostavno sledi iz jednacine (2.6).
Dakle, (ue)e E £cl,H2 ([O?) : ~ n)-

Ostaje da pokazemo da je [uf(i,:r)] jedinstveno u smislu opisanom u
formulaciji teoreme.

Pretpostavimo da su (uf)e, (ve)e E ¢t Lir2([0>2r) : Rn) predstavnici dva
reSenja datog Kosijevog problema. Tada Ge  uf—ve zadovoljava

dtGe{t,x) - (A - Ve)Ge{t,x) = Ne{t,x)
Ge(0,x) = NOe(x),

gde (Ne)e EMci L2([0,T) : Rn) and (i(VOE)E€ A"2([0,T) : Rn).
Tada je

Ge(t,x) J En(t,x -y)N Oe(y)dy
+ U En(t —s,x —y)Ve{y)Ge{s,y)dyds
+ U En(t —s,x —y)Ne(s, y) dy ds,
zax EWVn,t E[O,T) ie< eo, gde (Nos)e € AfH2(Rn) i

sup |liVE(i, 9lli2= 0(ea), kada e -» 0,
te[o, T)

za svako a EM
Jangova i Gronvalova nejednakost impliciraju

IGe(t, 22 < NiVo.I" + f FEC)[1~ [[Ge(a, n>ds + £ WNe(s, Ol 2ds,
0 0

zat E [0, T), odnosno,

sup ||tx(t, *)1k2 = O(ea), kada e ->0,
te[o,T)

zasvakoa EM O
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Delta distribucija kao potencijal

Neka je (<fie)e mreza molifajera oblika

<e= £ n(>{/e), £€ (0,1), (2.11

gde 9£ Cg°(Mn), f 4>(x)dx = 1i4>x) > 0, x £ R".
Mreza (qe)£fje predstavnik delta funkcije u £/(R").
Stepeni delta funkcije se definiSu kao

Sa = 6 (0,1), (2.12)

gde je a > 0.
Neka je
Aeu = (A—Bu, u £ H2(Mn), e <1.

Operator Ae je infinitezimalni generator polugrupe
Se : [0, 00) —=£ (L 2(Rn)),

oznaCene sa
SE(I) = e(A-Mt) t>0, e£ (), 1), *0
koja je definisana sa (2.7), i (Se)Eje predstavnik Kolomboove Co-polugrupe
S £ SQ ([0, 00) : £(L2(Rn))).
Fejnman-Kacova formula (2.7) daje

Se(®xI>(x) = f exp \] FE(u(s)) ds'j ip(u:(t))dnx(u), m€ L2(Rn),
(2.13)
zasvako x £ERn,t>0ieéf (0,1).
Kako je delta funkcija predstavljena mrezom nenegativnih funkcija,
familija {iSE(t), e £ (0,1), t > O} je ogranicena u £(L2(Rn)) (ne samo ume-
rena) i stoga zadovoljava relaciju (1.48).
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Propozicija 2.2 Nekaje 5a G Qh2@0(Mh), 0 < a < 1, deGnisana sa (2.12)
i neka je uo &L2(Mn) neprekidna ograniCena funkcija. Tada je

ug(t,x) = Mexp (. fO A ifs) uo(w(i))d/ix(w)),  (2.14)

gde t G[0, T) i x G Mn, predstavnik reSenja u(t. x) G QcLIli1([0, T) x h)
jednacine
dtu(t,x) —Au(i,x) + ¢a(x)ii(i,2) = 0, u(0,x) = uo(a:)- (2.15)

To reSenje je jedinstveno u *c1L2([0,T) x Rn). Predstavnik {j214}ima pod-
niz ufl/(t,x), u ¢ N, koji konvergira uV ka u(t,x) = e-Ai«o(a;), resenju
jednagine

dtu(t, x) —Au(t,x) =0, u(0,2) = «0O"- (2-16)

Dokaz
Predstavnik (uf)f reSenja jednaCine (2.15) je dat sa

\(UE(t,X))E = (SE(t)uo(x))e,Lt e [0,T), x GR", £< €0,

gde je SE(t) polugrupa generisana operatorom

Fejnman-Kacova formula (2.7) daje (2.14). Sli¢no kao u dokazu teoreme
2.2 sledi da
SE(t)u0(-) GT2([0,T) x f),
zasve T >0ie<eo
Koriste€i to i Cinjenicu da je familija {>£(-)uo(-); e < £0} ograniena
u L2(0,T) x Ivn), i zbog toga relativno kompaktna u odnosu na slabu
topologiju, dobijamo da postoji niz takav da

Se,()uo(x) »= u(t,x), £y o,

u smislu slabe topologije u L2 ([0,T) x \n).
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Nekax ER”,t E[0,T) ie < e0. Koriste¢i Duhamelov princip dobijamo

u£(t,x)

/ _En(t,x-y)uO(y) d
JEN (XY )u0ly) dy

+ [nEn(t- s,x-y)-"é(t>a\§é) uf(s,y)dyds,
= L-El'(t,X-y)uozS{y)dy
+ f f En(t- s,x-y£)E£n{d~af)(y) u£(s,ye)dyds.

Jo JRn
Iz (2.14) i na osnovu pretpostaki datih na pocetni uslov i na 0 vidimo
daje ||ue(i,-)||L°° < oo.
NekaV» GX>([0,T) x1™) i
T t i
Jsv. = | En{t- s,x - y)E*1~a 1 ,
Y Jlo J:R" JO JRn { x-Y) agl ’
ufv(s, £vy) dy ds i(?(t, x) dx dt
X - Evy)t
i : exp - ( V)
30 JRnJ0 JRX (47r(i - s))n/2 4(t ~s)
ufv(s, evy) dy ds ip(t,x)dx dt,

gde e < £0, il EN.
Koris¢enjem Lebegove (Lebesgue) teoreme o dominantnoj konvergenciji
sledi tvrdjenje. Dakle, dokaz je kompletiran. O

£<->

Na sli€an naCin moZe se dokazati sledece tvrdjenje.

Propozicija 2.3 Nekaje S E Ghz,o(rn) delinisana predstavnikom (2.11)
i neka je uq neprekidna ogranicena L2(WI)-funkcija.

Neka je u resenje jednaCine (2.6), gde V =5, i neka je Se(t)polugrupa
generisana operatorom

Ae= A- (g, £<£q
Tada postoji opadajuéi niz {e"},.0fj koji konvergira ka nuli, takav da
LEu(t,x) = SEu(t)u0(x) u(t,x), -*0, (t,x) E(0,T) X MWn,
u smislu slabe topologije u L2 ((0, T) x Rn), T > 0.
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Primedba 2.2 Navedene jednacine mozemo reSavati i u slucaju kada je
S-funkcija zamenjena pozitivnhom linearnom kombinacijom njenih stepena

M
i=1
gdeM €Nia*>0,i=1,. M. Tada

exp | E&E(u)@)y dsf <1, i<M,

odnosno, (SE(b)ij>(xX))£, e < eo, de&nisano sa (2.7) zadovoljava
su Se(t)V: = 0(1).
LN [Se®VAL2= 0(1)

Stoga je (SE(t)uof)f predstavnik reSenja jednacine

dtu(t,x) = —N2 «ie’ ()M u(t,x), tG[O,T), j:ER".

LipSicovski nelinearan slucaj

U ovom delu koristicemo dobro poznatu nejednakost

i NIV sH2K) = 1V 9 < Iv 9 lllri*n), 9 EH2(Rn),  (2.17)

koja vaZi za n < 4. Medjutim, u nastavku teksta stalna pretpostavka ce
biti da je n < 3jer je samo u tom sluCaju £ci H2([0,T) : Mh) algebra.

Lema 2.1 Nekaje n < 3. Pretpostavimo da funkcijaf :[0,T) x I" -> Rn
zadovoljava uslove f(t,-) c C2(Wvh), /(m,y) c CL([0,T)), T >0, i

\F(LY)\ < LOM)ly], \dyf(t,y)\ < L-it), \dyyf(t,y)\ < L2(t),  (2.18)

zay GMn, t G [0,T)fjza neke pozitivne i ograniene funkcije
Lii[0T)—yM i=0.12.
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Tada su sa (uf)e t=> (f(t,u £))£ definisana preslikavanja

£C\H2([0,T) :R") -> Tcoff2 ([0,T) : R")

JCLH2([Gi ) : ®") “ JMC°H2([O)T) : Wh).
Stoga preslikavanje u  [f(t, ue)],
Gexh2([0,T) : Mh) —»Gc°,h2([0,T) : Rn).

ima smisla.

Dokaz
Dokazacemo da iz Cinjenice da (UE)E G €cL1M2([0, T) : Mh) sledi da
(f(t, uE))E GEc°,h2([0,T) : Mn). Ostali delovi dokaza slede na slican nacin.
Treba da pokazemo da postoje a Gl ni £o £ (0,1) takvi da

teS[l(J)PI’) [|/(i, uf)||tf2(R») = O(ea), e < £q.

Medjutim, (2.18) implicira
H/(ZJW)IIL2R") < "o(i)lke||L2(Rn)j Ze [0, T), £< 1

Kako (ue)e GSC\H2([0,T) :Rn), sledi da supie[O)T) ||/(f, uE)Il12(r») ima
umerenu granicu.
Nakon diferenciranja po nekoj prostornoj promenljivoj Xj dobijamo

\WYF(M EPGWERE) < LN i 2(R)
< Li()\dXiLEWi2("ny

Sliéno dobijamo umerenu granicu za supie[0 r) \\fy{t,u£)dXiug\L.2"ny
Nakon jo$ jedne diferencijacije po prostornoj promenljivoj X{, koristeci
(2.17), ocenu
IL1(D)|L2(i)[<C", iG[0,T),
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i Cinjenicu daje ¢(c1lh2(0>T) :R") algebra za n < 3, dobijamo

\\dyyf(t,Ue)(dXILE) + dyf(t, UE)dXiDg~e|iL 2(Rr>)
— Iy I(t) we ) MLogRm)ISife) I 2R

+ Tdy/ (t, UE) ILoo(Rn) TdXix .LETL2(Rn)

— L) |I5Xae]| + LI(t)\dXGUENR A

gde dyf izvod po drugom argumentu.
Kako, na osnovu pretpostavke, ||[dXXiiE[x2(JRY) ima umerenu granicu,
dokaz je zavrSen. O

Sada mozemo formulisati rezultat o egzistenciji i jedinstvenosti reSenja.

Teorema 2.3 Nekaje n < 3, zatim nekaje V E Gh2< (Rn) logaritamskog
tipa i uo E Gjj2(Rn). Pretpostavimo da funkcija f : [0,T) x P P
zadovoljava uslove leme 2.1.

Tada postoji reSenje u(t,x) E ¢/cL//2([0, T) : Rn) jednacine

dtu(t, x) = (A —V)u(t, x) + f(t, u(t, x)), u(0,x) = ug(x). (2.19)

StaviSe, akoje potencijal V log-logtipa, tadaje reSenjejednacine (2.19)
jedinstveno u i/c,LL2([0,T) : Rn).

Dokaz
Neka je e dovoljno malo i fiksirano. Posmatrajmo jednacinu sa pred-

stavnicima
dtu£(t,x) = (A - VE)ue(t,x) + f{t,u£(t,x)), u£(0,x) = uls(x). (2.20)
Kao S§to smo pokazali u teoremi 2.2 (i), polugrupa (SBE, definisana sa

(2.7), je elemenat SEm ([0, oo) : £(L2(R”))). Za svako fiksirano e E (0,1)
postoji klasicno reSenje jednacine (2.20) i ono zadovoljava

UE{tX) = SE{JUOE() + f Se(t-s)f(s,uE(s.X))ds, (2.21)
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zai 6 [0,T), x 6 R7L Pokazimo da (UE)E6 EcI* 2([0,T) : R7). Prvo,
uk(t,x) = JfR En(t,x —y)uQ£E(y)dy (2.22)
n

+ En(t-s,x-y)V £(y)uf(s,y)dyds

/1
JO JRn

+ En(t —s,x —y)f (s, u£(s, y))ds,
10 IRn ( y) (s, UE(s, y))

zat G[0,T), x 6 R".
Zato je

lue(i>') li2 5: Ol 11Inelli2
+ fo M-S LIV L ce(c )L

+ J[ \En(t-s,-)\\Li\\f(s,u£(s,-))\\L2ds
0

2 VG TR
+ [ LO(s) WE(s, m)li 2ds,
zat £ [0,T), i (obzirom daje V logaritamskog tipa)

llue(™ "\ 2 = 11"Celliz exp (UKiOllz,@ + -"o(s))ds'j = 0(ea), e —0,

(2.23)
uniformnozat £ [0, T), zanekoa £ I.

Kako uoe £ H2(R") i vazi (2.17) dobijamo da [JuoE(-)||//4 ima umerenu
granicu, a ista procedura, sa || *\Wa umesto || * [¢2, daje umerenu granicu
za ||ue(i,-)||z,4.

Diferenciranjem (2.22) po prostornoj promenljivoj dobijamo

dXiug(t,x) = J/R En{t,y)dXiuCe (x-y)dy
n

+ f f En(t-s,y)dXi(VE(x-y)u£{s,x- dyds
Io I (t-s,y)d Xi(VE(x-y)u £{s,x-y))dy
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+

i 1 En(t- s,y)dXif(s,uf(s,x -y))dyds,
© IR ( y)dXif(s,u£(s,x -y))dy

= | En(ty)dXiulEx - y)d
- (ty) LEXx - y) dy

+ [ [ En(t-s,y)(dXiVe(x-y)uf(s,x-y)
Jo JRn
+ VE(x-y)dXiug(s,x-y))dyds

+ En(t- s,y)duf(s,uf(s,x - y))dXiug(s,x -y)dyds,
Jo Jun

za (i,x) G[0,T) x Rn.
Primenom Jangove nejednakosti dobijamo

WAGUE(t, B2 < Ol LI xjue()1lli2

+ ] IEN(E-S )z, (1Y eI lke(s>-)lIL2
+ Ve(-)||IL~]|0*Ue(a)lILj«)da

+ Ji \En(t —s, OIli1\Quf (s, UE(s, m)IU™ [[x{We(s, Oll12ds,
(0]

< WIXIUOEWL2 + VJ (||9x<FE()|Uad|pé(s,-)|[i 2

+ KON I xiwe(s, QlI2) ds

£ L Lt (e,
uniformno zat G [0,T). Iz toga sledi
\dXiue{t,-)\L2 < {\dXiuOE(-)\L2 + J[ 1528 VAG)|IT,> [[ne(s, *)|l¢2)
0
-exp(} (HK()Hr« +L1(s))ds, t G[O,T).
(o]

Kako supte[0jT) ||n£(i, -)Il12 ima umerenu granicu i kako je V logaritam-
skog tipa lako dobijamo umerenu granicu za supte[0r) ||[dXiu£(t, -)|[12-
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Kako norme |jd1itio£(-)[|L4 isuPte[o,T) [[«e(i> )14 imaju umerene granice
(prva na osnovu nejednakosti (2.17), a druga na osnovu prethodnog koraka),
istom procedurom dobijamo umerenu granicu za supt60 T) \dXiu£(t, -)||14-

Nakon joS$ jednog diferenciranja po Xj dobijamo

dXiXju(t,x)= f En(x,y)dXiXjuOe(x -y)dy+ f f En(t- s,
Ju(t, x) - (x, y)dXiXjuOe(x -y)dy e ( y)
(X VE(X -y UE{s,X -y ) + dXVE(X - Y)AXJUE(S,X-Y)
+dXjVE(X - y)AXIUE(s,x - y) + VE{x - y)dXiXjuE(s,x - y)) dyds
+ [ f En(t—s,y) iduuf(s,uf(s,x —y))dXiu£(s,x —y)
JO JRn '
mXjUE(S,x -y ) + duf(s,uf£(s,x - y))dXiXjuE(s,x - y)'j dyds.

Primenom Jangove nejednakosti dobijamo

WDIGU(E-WLE < WDXDGUOELWL2 + I (||3*i*IVe(-)||L «IM ar)lIL2

£ IR ()IlitaiM e (8, )1 2
+ ||AV B()||Le|[Oii«e(s, ) IL2
+ 11~ e (') AdxiXjuei.Si JHI2) ds

+ 3 (L2(s)||dXitte(s, LA™ ue(s,-)IL4
+ i(a)||3ti«e(s, )||12) ds, te [0,T).

Iz toga sledi

WaXiXju (t,-)\\L 2

N

(WDXDGUOE(WL2 + (|9 IXVER)][i,°°l[«e(s,)IIz,2
+  |I3rjlle(Ni'®|[3r Ue(s, N2
1131 Ve(.)||Lcol|31iue(s,-)IIL2) ds

+

+

¢ 2(3)[13CiUE(s, IILAINTjUe(s >¥)IIZ4) ds
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exp 1°° + L\ ds, te[o,T).

Umerenost supt6[0,T) WdXiXjuE(t,-)\\L2 sledi na osnovu prethodno nave-
denih ocena kao i logaritamskog rasta norme ||K|[1°°. Dakle, egzistencija
reSenja je dokazana. Pokazimo jedinstvenost tog resenja.

Primetimo najpre da ako je potencijal V log-log tipa (kao §to smo pret-
postavili za jedinstvenost) tada iz (2.23) sledi daje reSenje (2.19), u, loga-
ritamskog tipa.

Neka su u i v dva reSenja jednacine (2.19). Oznaimo

ge(t,x)= fduf(t, auf(t,x) + (1 —a)vHt,x))da, t 6 [0,T), x 6 Mh,
0Oj " I jto« (VWv-C«Afvco

=(%m V-h st B ohfm*"' "t
Ge=Ue- ve, ¢ < o.

Tada je Ge reSenje jednacine
dtGe(t,x) = (A - VBGHt,Xx) + gE(t,x)Ge(t,x) + NEKt,x),
Ge(0,x) = NOe(x), e <eQ,

gde (Ne)e Etfcitl2([0,T) : Rn) i (IMOe)e GA "2(Mn).
Na osnovu definicije gE uslova datih na funkciju / i Cinjenice da su u i
v logaritamskog tipa sledi

e (t,x)\\L.2 < CdliielliS + ||«e||L2) = O(loge_1), kada e -» 0.

Ako stavimo
Vu = VE-g £, £ <£0,

tada je funkcija Vi logaritamskog tipa. Sada je
Ge(t,x) = J/R" En(t,x -y)N Oe(y)dy

En(t-s,x-y)V + £{y)G£{s,y)dyds
10 IRn ( y) {Y)G£{s,y)dy

En(t —s,x —y)NEs, V) ds,
10 JR" ( YINES,y)

+

73



zae < eo, t £ [0,T) i x £ Mh. Odatle dobijamo
\Ge(t,-)\\L2 < [-En(™>")H 1II-"Celli2
+ Jfo IEn{t - s, NIELIME)I1~ ||GE(«, QLLL*ds

+ [ \En(t-s,-)\Li\\N£(s,-)\Lzds.
Jo

Kako (NOe)E g ™MT2(En), {Ne)e £ Afci,L2([0,T) : Mn) i kako je Vi
logaritamskog tipa, primenom Gronvalove nejednakosti dobijamo

\GE(t,-)\L2=0(£a), O,

uniformno po i £ [0,T), za svako a £ | . Dakle, reSenje jednacCine (2.19) je
jedinstveno u Ge112{"->T) ®*n)- n

2.2 Uniformno neprekidne Kolomboove polugrupe

Klasi¢na teorija polugrupa se razvila prvenstveno radi nalazenja reSenja
evolucionih jednacina i sistema. Medjutim, postoji Siroka klasa u klasichom
smislu neresivih jednacina i sistema, posebno onih kod kojih se pojavljuju
nelinearne operacije (kao $to je mnoZenje).

U prethodnom odeljku koristili smo Kolomboove Co-polugrupe u cilju
reSavanja nekih PDJ sa singularitetima. U ovom odeljku ¢emo Koristiti
uniformno neprekidne polugrupe definisane na Kolomboovim prostorima
uopstenih funkcija.

Uniformno neprekidne polugrupe su veoma pogodne za rad, ali imaju
veliki nedostatak: diferenciranje nije ograniCen operator. Stoga operatori
koji sadrze diferenciranje ne mogu odredjivati uniformno neprekidne polu-
grupe.

Sa druge strane, postoji pojam regularizovanog izvoda (videti [11] i [44])
pomocu koga zamenjujemo izvod sa ograni¢enim integralnim operatorom.
To ¢e biti problem na kome éemo se bazirati, reSavacemo jednacine sa
regularizovanim izvodima koriste¢i dobro razvijen aparat teorije uniformno
neprekidnih polugrupa operatora. Sve rezultate koje éemo izloziti u ovom
odeljku dobili su M. Nedeljkov i D. Rajter i ¢itaoc ih moZe naci u radu [32].
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2.2.1 Osobine uniformno neprekidnih Kolomboovih
polugrupa

U odeljku 1.4.3 dali smo definiciju uniformno neprekidne Kolomboove polu-
grupe i njenog infinitezimalnog generatora. Ovde nastavljamo sa ispitivan-
jem nekih daljih svojstava ovih polugrupa. Pocecemo sa sledecom definici-
jom:

Definicija 2.2 Neka je hs pozitivna mreza koja zadovoljava hf < e 1.
KaZemo daje operator A GSQ(E) h£-tipa ako ima predstavnika Ae takvog
da

I"elllCB) = ®{he), e >a0. (2.24)
Za Q ([0, 00) :Lix(Mn)) kazemo daje h£-tipa ako ima predstavnika Ge takvog
da

WGsWp = O(he), e — 0.

Na osnovu teoreme 1.1 znamo da u klasi¢noj teoriji polugrupa vazi
da je linearaji operator A infinitezimalni generator uniformno neprekidne
polugrupe ako i samo ako je A ograniCen linearan operator.

U slucaju uniformno neprekidnih Kolomboovih polugrupa vazi sledece
tvrdjenje.

Lema 2.2 Svaki operator A GSQ(E) h£-tipa, gde je hE < Clog-, jeste

infinitezimalni generator neke uniformno neprekidne Kolomboove po’iugrupe
TeSQ{[0,00) :£{E)).

Dokaz
Svaki ogranicen operator Ae jeste infinitezimalni generator uniformno
neprekidne polugrupe

ethe (t'?; :E) n

Pokazimo sada da (TE)E GSEm ([0, 00)\C(E)). Imamo da
IK@®)| i E 5ME ¢(‘M”=
n=0 n—o0
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Kako je hE< C Iog;3 imamo da

sup \TE(t)\\<Me-TC,
t€[o,r)

za dovoljno malo e. Kako je
Te(t) = As
i re®
za svako dovoljno malo e, imamo da je

= WAf\\< C\og-<Ce-\

za svako takvo e, odnosno (Te)e G <SEm ([0, 00):C{E)). O

Propozicija 2.4 Nekaje A infinitezimalni generator uniformno neprekidne
Kolomboove polugrupe S i neka je B infinitezimalni generator uniformno
neprekidne Kolomboove polugrupe T. Akoje A =B onda S =T.

Dokaz
Nekaje Ne= Ae—BEGSM(E). Imamo da je

JU(SE() - Te(t))x - Ae(Se(t) - Te(t))x + NETE(t)x.
Duhamelov princip i Se(O) = Te(0) = | impliciraju
(SE(t) - Te(t))x = JT SE{t - S)NETE(s)xds.
0

Lako se moze pokazati da ||5e(i) —Te(t)\\ < Cea, za svaki realan broj a,
obzirom da NE£ GSAf(E). Zai-izvode od S£(t)-T £(t) iste granice se mogu
dobiti sukcesivnim diferenciranjem gornjeg izraza. O
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2.2.2 Diferencijalne jednacCine sa regularizovanim izvodima

Za neke osnovne osobine regularizovanih izvoda ¢itaoca upucujemo na [11]
i [44]. Podsetimo se definicije regularizovanog a-tog izvoda.

Definicija 2.3 Nekaje a E Ng. Regularizovani a-ti izvod uopstene funkcije
Geje definisan predstavnikom

(2.25)

gde €he(x) = h™(/)(xhE), ) = <Ei(yi) m... *MVn), tre Q)°(R), &(E) > 0
U nastavku e prostor E biti L2(Mn). Propozicija koja sledi obezbe-
djuje da svaki operator reprezentovan regularizovanim izvodom d"G e gde

je hEmreZa iz definicije 2.3, bude infinitezimalni generator neke uniformno
neprekidne Kolomboove polugrupe.

Lema 2.3 Pretpostavimo da f E L2(Rn) i daje he mreza iz definicije 2.3.
Tada

K J UL <cm 4“l/INt*.

Dokaz
Za/ EL2(M") imamo

Primetimo da

4Q [ \dacxG) dy =4 Qld"HLi < 4%l

Sada jednostavno sledi tvrdjenje. O
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I i\ 1@m)
Teorema 2.4 Nekaje uo e G(L2(R”)), n < 3, i hf = ilog-j

Dalje, nekaje A E SQ (Z2(Rn)) reprezentovan mreZzom operatora

AE= J2 ***(*)C,  GL°°(Rn), (2.26)

lal<m
Ae:L2(Rn) —=L2(Rn),
gde je aa E G(L°° (Rn)) flog ! }J V2
UopStena funkcija u E G([0, oo):L2(Rn)), reprezentovana sa
ue{t) —Se(t)UQE,

gdejeS(t) E SQ ([0, 00) :L2(Rn)) uniformno neprekidna Kolomboova polu-
grupa generisana sa A, jeste jedinstveno reSenje KoSijevog problema

-tipa.

ju{t) = Au{t), (2.27)
u{0) =u0E G(L2{RD)).
Dokaz
KoristeCi tvrdjenje leme 2.3 dobijamo
\N\AEUE{O\\L2 < llaa.e | |Le=] |NUEG) | L2 0
laj]<m H\ Vo
I iN1/2 I t\]al/(2m)
< Clilog-J AN ChMNQilog-d [|«e(i)|IL*
'S |ajl<m ' '

< Clogi |jue(t)L2

Na osnovu lema 2.2 i 2.3, A E SG(L2(Mn)) je infinitezimalni genera-
tor neke uniformno neprekidne Kolomboove polugrupe S e ¢£/([0, 00) :
£{L2(Rn))). Na osnovu dobro poznatih klasicnih rezultata sledi da je
u£(t) = Se(t)uoe resenje problema

a—tu£(t) = Aeue(t), ue(0) —ucs,
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za svako dovoljno malo e.
Pokazimo da je to reSenje jedinstveno u G([0, oo) :L2(M")).
Funkcija wE := u£ —ve zadovoljava

dth{t) = ABVE() + Ne(t), we(0) - woe,
gde Ne{t) GA"([0, 00):L2(Mn)) i wle GAT7(L2(IETr)).
Tada je
we(t) = SEt)wCe + Jf SEt - s)Ne(s) ds, (2.28)
0

W (Nli2 < IISeVoelll + | - Jpe(i - $)NE(S)\L2ds, t G, 00),

odakle dobijamo jV-granicu za \WE(t)\\L2.
Jednacina (2.2.2) implicira

N w M\ 1*< WeWERN\L2 + jive(i)]i2.

Kako, na osnovu prethodnog koraka, |[tce(t)]Ji 2 ima ~/"-granicu i kako

NEt) G AM(0,T) : L2(Rn)) dobijamo da % takodje ima Af-
diw‘ (1) |2

granicu. Dakle, wg:= uE—EG”"([0, 00) :L2(Kn)). O
Definicija 2.4 ReSenje u problema (2.27) iz teoreme 2.4 se zove uopsteno
resenje jednacine
Au(t) = 22 oa(-)dau(t)
\a\<m

sa regularizovanim izvodima.
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Glava 3

StohastiCke parcijalne
diferencijalne jedmacine sa
Kolomboovim uopstenim
slucajnim procesima

3.1 Uvodne napomene

U ovoj glavi éemo proucavati parcijalne diferencijalne jednacine sa singu-
laritetima predstavljenim stohastickim izrazima, odnosno, Kolomboovim
uopstenim slucajnim procesima definisanim u glavi 1. Zbog Cegaje pogodno
da sluCajne izraze u PDJ posmatramo u okviru Kolomboove teorije? Na
poCetku ¢emo pokusati da damo odgovor na to pitanje.

Siroka klasa slucajnih procesa koja se javlja u primenama ne moZe
se definisati na klasiCan naCin. Jedan od najpoznatijih primera takvog
procesa je sigurno proces belog Suma koji predstavlja veoma dobar model
fluktuirajuéih pojava koje se vrlo Cesto javljaju, na primer, u dinamickim
sistemima.

Proces belog Suma je prvi put korektno definisan koristecCi jezik teorije
uopstenih funkcija (distribucija). Takav koncept belog Suma (kao uopStenog
slucajnog procesa) se pokazao kao veoma korisna matematicka idealizacija.
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Medjutim, rad sa uopStenim slu€ajnim procesima podrazumeva prostore
distribucija koji nisu pogodni usled nemogucnosti mnozZenja, pa samim tim
nisu pogodni ni za nelinearne stohastiCke PDJ. Jedan od mogucih pristupa
u reSavanju stohastickih diferencijalnih jednacina jeste koris¢enje Vikovog
proizvoda, kao Sto je to ucinjeno u [18].

Da bismo prevazisli problem mnoZenja mi ¢emo Kkoristiti aparat teorije
prostora Kolomboovih uopstenih funkcija (videti [5], [10]). Taj prilaz je
koris¢en i u radovima [39], [40], [46], a sliCna procedura je koriSéena u
radu [1]. Mi ¢emo ovde koristiti Kolomboove algebre konstruisane u [7]
(konstrukcija je takodje izlozena i u odeljku 1.4) i energijske nejednakosti
za talasnu jednacinu.

3.2 Jednodimenzionalna nelinearna stohasti¢cka
talasnajednacina sa LipSicovskim nelinearnos-
tima

Ovaj odeljak je posvecen jednodimenzionalnoj nelinearnoj stohastickoj ta-
lasnoj jednacini sa globalnim LipSicovim nelinearnostima. Oberguggen-
berger i Russo (videti [39]) su pokazali egzistenciju i jedinstvenost uopstenog
reSenja n-dimenzionalne stohastiCke talasne jednaCine zan = 1,2,3. Speci-
jalno, u slucaju n = 1, oni su posmatrali i granicno ponasSanje reSenja kada
je pocetni uslov proces belog Suma. Mi ¢emo ovde izloZiti te rezultate,
kao i rezultate koje su dobili Oberguggenberger i Rajter, a vezani su za
grani¢no ponasanje uopStenih reSenja u sluCajevima kada su pocetni uslovi
neki funkcionali belog Suma (na primer, pocetni uslov moZe biti proces po-
zitivnog Suma koji smo definisali u odeljku 1.3.3). Kao 5to ¢e Citaoc kasnije
videti, u tim sluCajevima se javlja takozvani efekat trivijalnosti.

3.2.1 Egzistencija i jedinstvenost reSenja

Posmatracemo KoSijev problem

(d?-dR)U(x,t) = F(U(x,t))+H(x,t), (3.1)
U(x,0) = I(x), dtU(x,0) = J(x), (3.2
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gde je F glatka, globalno-LipSicova funkcija sa polinomijalno ograni¢enim
svim izvodima i H, | i J su uopSteni slucajni procesi na R2, respektivno
na R.

Obzirom da ¢emo kasnije ispitivati jednodimenzionalnu stohasti¢ku ta-
lasnu jednacinu, rezultati egzistencije i jedinstvenosti reSenja ¢e biti for-
mulisani za n = 1. Ipak, napominjemo da rezultat koji sledi vaZi za
n = 1,2, 3 kao Sto je pokazano u [39].

Teorema 3.1 ([39]) Nekaje (ft, £,//) fiksirani prostor verovatnoca, F kao
gore, H E ("(R2)il,JE Tada postoji skoro sigurno jedinstveno
reSenje U £ (?n(R2) problema (3.1)-(3.2).

Dokaz
Problem (3.1)-(3.2) dat sa predstavnicima glasi

(d2 - d)Ue(x,t) = F(Ue(x,t)) + HE(x,1), (3.3)
UE(x, 0) = I1£(x), dtUE(x,0) = JE(x), (3.4)

gde He £ (R 2) i IEJE £ £n(R).
Za fiksirano e, problem (3.3)-(3.4) ima reSenje i ono je dato formulom
Dalambera (d’Alambert) :

UE(x) = SCIE(x-1) + 180+ 1) + 23 3e)dy

f*X~_s

+ O (F(Ue(y,s)) + HE(y,s)) dy ds.
" A0 JIx—t+s

Preslikavanje (x,t,uj) — UE(x,t,uj) je zajedniCki merljivo po (x,t) i 4
za svako fiksirano e. Ostaje da pokazemo da UE £ £n(R2).
Za r > 0 definiSemo trapezoidnu oblast

Kt= {(x,;t) £R2;0<t< [x|]<Tr- (3.5)

i“
Cija je baza interval [, r].

83



Da bismo dokazali da Ue G £n(M2) trebalo bi da pokazemo da izvesne
ocene vaze na kompaktnom skupu K C R2. Kako je K podskup od KT, za
dovoljno veliko r, mi ¢emo te ocene dokazati na KT. Sledeta ocena vaZi

7e]|i,«>(frT) < C(£)(\IEWI°(kt)+t \WE\LS%kt) +  IIF(UE+HEWLXKt)dt§.
Gronvalova nejednakost daje
rellL»?) < C(T)(\eWdKr)+T\JeWdKr)+ f  \\He\LxKt-)dtp
exp(cFJ* \WeWOOKt)dtd

gde je CF Lipsicova konstanta za funkciju F, odakle dobijamo ¢M-ocenu za
WUel °°(kt)- £m-ocene za izvode viseg reda dobijamo nakon diferenciranja
jednacine (3.3) koristeCi istu argumentaciju.

Takodje, slicna argumentacija primenjena na razliku dva reSenja povlaci
da predstavnik te razlike pripada nula prostoru Afn(R2), Sto dokazuje jedin-
stvenost reSenja. O

3.2.2 Grani¢no ponaSanje reSenja i efekat trivijalnosti

ProuCavanje ponaSanja konstruisanih uopstenih reSenja u granicnom slucaju
za (ne samo stohastiCke) PDJ je veoma vazno zbog analize dinamike reSenja.
Medjutim, to Cesto nije lak posao. Navedenim problemom ¢emo se baviti
u ovom odeljku i pokuSaéemo da damo odgovore na neka pitanja koja se
namecu.

U nastavku ¢emo posmatrati KoSijev problem

(d?-d2)U (x,t)=F (U (x,t)),

U(x,0) =H =h(W)(x), dtU{x,0) =20
u algebrama Kolomboovih uopStenih slucajnih procesa. Pretpostaviéemo
da je nelmearan deo F glatka, polinomijalno ograniena sa svim svojim

izvodima, globalno LipSicova funkcijaidaje H G £h (R) Kolomboov uopsten
slucajni proces, funkcional procesa belog Suma W G Gn (®0« U prethodnom
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delu smo videli da postoji skoro sigurno jedinstveno reSenje U £ &n (M2) za
navedeni problem.

Proces belog Suma kao pocetni uslov

Ovaj deo sadrzi rezultate koje su dobili Oberguggenberger i Russo, a
koji se odnose na ponaSanje trajektorija Kolomboovog uopsStenog reSenja
jednodimenzionalne nelinearne stohastiCke talasne jednaCine sa procesom
belog Suma kao pocetnim uslovom (videti [39]).

Posmatramo KoSijev problem

(% -%)U (x,t)=F (U (x,1)), (3.6)
U(x,0) = W(x), dtU{x,0) =0, (3.7
gde je W proces belog Suma na M, posmatran kao element prostora  (R)
(kao Sto je izlozeno u glavi 1, ii = <S(M)) i F je glatka, polinomijalno
ogranicena sa svim svojim izvodima, globalno LipSicova funkcija za koju je
lim_F(y) = L.
i F )
Akoje V £ g( reSenje slobodne jednacine
0, (3.8)
dtV(x,0) =0, (3.9)
tada je ono dato predstavnikom p L}T- )l
I \ "UAL- &
+ We(x-t)), " (3.10)

gde je We(x,t) £ £n(R) predstavnik belog Suma.

Za svako fiksirano (x,t), VE(x,t) su Gausovske sluCajne promenljive (sa
srednjom vredno¢u nula) na prostoru verovatnoce belog Suma (ii, E, p).
Prvi, veoma vazan korak jeste dobijanje ocena za disperziju VE(x,t). To
nas dovodi do sledeéeg rezultata.

Propozicija 3.1 ([39]) Postoje pozitivne konstante Cqi C\ takve da
- < E (VE(x,1)2) < -
zasve £>01i (x,t) £ R2.
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Dakle, disperzija VE(x,t) tezi ka beskonacnosti kada e teZi nuli. Moze
se pokazati (videti [39]) da to povlaCi skoro sigurnu divergenciju nekog
podniza, kao $to je navedeno u slede¢em tvrdjenju.

Korolar 3.1 ([39]) Postoji podniz e —»0 takav da za skoro sve (x,t) GR2
lim \VEk(x,t, ta)] = oo
k—»00

p-skoro sigurno po 4 £ A.

Sada se vraéamo na problem (3.6)-(3.7) i definiSemo funkciju

gde je L, na osnovu pretpostavke, limit funkcije F u beskonacnosti.
Problem (3.6)-(3.7) dat sa predstavnicima glasi
(d2-d 2)Ue(x,t) = F(U£E(x,1)), (3.12)
Ue(x, 0) = WE(x), dtUE(x,0) = 0. (3.12)

Vazi sledece tvrdjenje.

Teorema 3.2 ([39]) Neka je F glatka, polinomijalno ograniCena sa svim
svojim izvodima, globalno LipSicova funkcija koja ima limit u beskonacnosti
jednak L. Svaki niz koji tezi nuli ima podniz  —m0 takav da za svaki
kompaktan skup K ¢ | 2 vazi

lim WUEK-V £k-M \\LHK) =0
(0 0]

p-skoro sigurno, gdeje M = — L.

Dokaz
Imamo da je

(d2-d )(UE-V £-M ) (3.13)

= ] F'(oUs+ (- o)(VE+ M))do(UE—VE—M) + F(VE+ M) - L.
0

o
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Neka je KT trapezoidna oblast definisana sa (3.5).
Za dimenzijen = 1,2,3izap = 1ip = oo, vaze sledeCe ocene:

IMILP(KT) < CT) Aw ()0)lliikp(io) +  \\F(u)\LP{KY) dtr) ,  (3.14)

gde je c(r) = max(l, r).
L I-verzija ocene (3.14) primenjena na (3.13) daje

WUB- V e -M \\LHKT)
< TIIFLILe(®) i We-V e~ MULHKY + T2WF(Ve + M) - LAL.{K),
0

Na osnovu korolara 3.1, svaki niz koji tezi 0 ima podniz  —>0 takav
da |T4*.(a;,i,a;)] =00, skoro sigurno po g £ Q za sve (x,t) € M2. Za svako
u 6 Q, F{Ve+ M) —L konvergira ka nuli skoro svuda. Tvrdjenje sledi
primenom Lebegove teoreme i Gronvalove leme. O

Primedba 3.1 Usluéaju n = 1problem

(d2-d 2)U (x,t)=F (U (x,t)),
U(x,0) = 0 dtU(x,0) = W(x),

ima klasi¢no, skoro sigurno neprekidno reSenje. To sledi na osnovu Dalam-
berove formule i Cinjenice da integracijom procesa belog Suma dobijamo
Vinerov proces. Kolomboovo uopsteno reSenje je skoro sigurno asocirano
sa tim klasi¢nim reSenjem.

Proces pozitivnog Suma kao pocetni uslov

Podsetimo se da se proces pozitivnog Suma W +{x) 6 <n(®0 definise
predstavnikom

W+(x) = exp (We(x) - "HVellla) GEm (R}

gde je WE € £j7MK) = W * q£(x) proces uglacanog belog Suma (£ je
nenegativna model delta mreza).
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U glavi 1smo dokazali da proces pozitivnog Suma ima srednju vrednost

1idisperziju V{W+) = e —1, gde  =||<Arli2  °°i kada e —a0.
Posmatratemo KoSijev problem
@t - dR)U(x,t) = F(U(x,1)), (x,t) GR2, (3.15)
17(x,0) = W +{x), (3.16)

gde je W+(x) G £n(R) definisano sa (1.42). Pretpostavicemo da je F
glatka, polinomijalno ogranicena sa svim svojim izvodima, globalno LipSicova
i ogranicena funkcija takva daje F(0) = 0. Ako je W + logaritamskog tipa,
znamo da postoji skoro sigurno jedinstveno reSenje U G Ch (R2) problema
(3.15)-(3.16).

Neka je V G Ga(R2) reSenje slobodne jcdnacinc

(d2-d 2)V(x,t) =0, (M)GI2 (3.17)
V(x,t) = W+{x). (3.18)

Tada je ono dato svojim predstavnikom \i a j
Ve(x,t) =i (WH+(X -t) + WH+(x +i)). (3.19)

Lema 3.1 Neka F ima gore navedene osobine i nekaje V G £n(R2) reSenje
problema (3.17)-(3.18). Tada vazi

E\F(Ve(x,H))\ -> 0, kada e —0,
za skoro svako x i t > 0.

Dokaz
Kako je uglacani beli Sum Gausovski slu¢ajan proces, zamaloeit> 0
imamo

E\F(VE{x,)))\
T .
=EF Lexpt 0 -i) - 2ce)Hieeo@(BVEX +1) - o
2 2
= ooz T + 02 e 2B 2B dy\ dy2
J-£P7-00 2r1Qy
/ £ 0] I 1 C-
F -eaeVl~2 + e 2(21+vl) dyi dy2-
D 2€l 4
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Obzirom da je F ograniena, Lebegova teorema implicira
£|.F(y£(z,i))|->.F(0) = 0, kada £ -» 0,

za skorosvako x it> 0. O

Sada mozemo formulisati rezultat koji se odnosi na efekat trivijalnosti
reSenja.

Teorema 3.3 Pretpostavimo da su zadovoljeni svi gore navedeni uslovi i
neka je U € £n(M2) reSenje problema (3.15)-(3.16) i V € ¢/n(R2) reSenje
problema (3.17)-(3.18). Tada I/ ¢ i n

E WUE — 0, kada e =0, (3.20)

gdeje, za fiksirano r > 0, oblast Kr definisana sa(3.5).

Dokaz
Uzimajuéi oCekivanje obe strane u oceni

K - v,|[I10M < r [ Wi/e - Vi||L,(XI) o
slino kao i pre, dobijamo

EWWe-V eML{Kt) < t CF i E We-Ve\\LHKt) dt + T2EWF(VEMWLLKT),
Jo

gde je Cp LipSicova konstanta za funkciju F.
Znamo da vaZi

EWF(VEWHkt) = 1 J K E\F(VE(x,t))\dxdt.

Na osnovu leme 3.1, poslednji izraz na desnoj strani tezi 0, kada e tezi
nuli.
Dakle,
t2E WH{VE)\1i(Kt) -> 0, kadae -» Q.

Tvrdjenje direktno sledi primenom Gronvalove nejednakosti. O
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It_
Polinom pccesa belog Suma kao pocetni uslov

Posmatramo problem

{d2 - d)U{x,t) = F(U(x, 1)), (x 1) GK2, (3.21)
U(x,0) = Wm(x) = [W™(x)], (3.22)

gde Wjn(x) 6 £)(M) oznacCava ra-ti stepen (m GN) procesa uglacanog be-
log Suma. Opet ¢emo pretpostaviti daje F glatka, polinomijalno ograni¢ena
sa svim svojim izvodima, globalno LipSicova i ogranicena funkcija, ali takva
daje sada F(oo) = 0. Kao i pre, znamo da postoji skoro sigurno jedinstveno
reSenje U G ¢/*M2) problema (3.21)-(3.22).

Neka je V G Qn(R2) reSenje slobodne jednacine

@d2-d 23V (x,0)=0, (x,1t) G 12, (3.23)
V{x,t) = Wm(x). (3.24)

To reSenje je dato svojim predstavnikom
Ve(x,t) = F {W™M{x ~t)+ W?2{x + tj).

Lema 3.2 Neka F ima osobine navedene gore i nekaje V ¢ ¢/i2(M2) reSenje
problema (3.23)-(3.24). Tada vazi

E |F(14(a:i))] =0, kada e —m0,
za skoro svako x it > 0.

Dokaz
Kao u dokazu leme 3.1, za malo e it > 0 imamo

E\F(Ve(x,)\ = E WMM{x -t) +W™(x + 1)

KR 2 2

ac 296 dy\dy?2
BFRY s
10 o F f(yr +38)' e 2Ei+@9)dy\dy2m
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Skup A = £(2/1,22) GIK2; yj” + VM= 0, m GN} ima meru nula u R2,
Sto implicira

F (~aT(vT + F(°°) =0, kadae->0,

skoro svuda po (yi, j/2)) i zbog toga, e ‘(- o Vv
IF(VA®, i))] =0, kada e -> 0,

za skoro svako x it > 0, kao sto smo tvrdili. O
KoSijev problem (3.21)-(3.22) se moze uopstiti na problem gde je pocetni
uslov neki polinom procesa belog Suma:
(de- dayU(x,t) = F{U{x, 1)), (x,i)£ 12, (3.25)
U(x,0) = amWm{x) + am_ilvV"1*'1+ ... + aiW + a0, (3.26)

gde ao,...am GM m GN i gde F ima ista svojstva kao i u prethodnom
slucaju. Vazi analogno tvrdjenje:

Lema 3.3 Neka je F kao u formulaciji leme 3.2 i neka je V G ¢/Q(R2)
reSenje problema

(d2- d3V(x,t) =0, (x,t) GR2, (3.27)
V(x,0) = amWm(x) + + ... +aiWw +a0. (3.28)
Tada vazi
E\F(Ve(x, t))| =0, kada e —0,
za skoro svako x i t > 0.
Dokaz
Dokaz je analogan dokazu leme 3.2, sa tom razlikom da sada, umesto
F Aer™(yim+ y™)N  ispod znaka integrala u oCekivanju E\F(Ve(x,t))\,

imamo

J 1 am-1 y'E“_l 4 \’/FH j a0 1

F (°TiyT +y?)ar
(°TiyT +y?) UT £\ am ym+ym
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Tvrdjenje sada sledi koris¢enjem argumenta da je skup
A={2122)e M;yf+WV,=0, m GN}

mere nulauK2. O

Lako mozemo dokazati, kao Sto je to ucinjeno u dokazu teoreme 3.3,
sledece tvrdjenje koje opisuje efekat trivijalnosti.

Teorema 3.4 Neka funkcija F ima navedene osobine. Akoje U G£n(R2)
reSenjeproblema (3.25)-(3.26) iV G én(R2) reSenjeproblema (3.27)-(3.28),
tada

E (HUE—Ve\Li(Kr)) =0, kada e > 0.
OpSti funkcional procesa belog Suma kao pocetni uslov

Vratimo se na Kosijev problem

(d¢-d2yU(x,t) = F(U(x,1)), (3.29)
U{x,0) = H = h{w). (3.30)

Pretpostavicemo da su F i H glatke, polinomijalno ograni¢ene sa svim
svojim izvodima funkcije, da je F globalno LipSicova i da We G £n(R).
Primetimo da tada H = [/i(IVe)] G ¢/n (R). Takodje éemo pretpostaviti da

Jim ) = oo, (3.31)

i da F(oo) = M. Sa
VE(x,t) = hi (we{x- i)) + hh [[We(x +1)) . (3.32)
je dat predstavnik reSenja slobodne jednacine

(dt ~ dV{x,t) = o, (3.33)
U(x, 0) = h(W). (3.34)

Ukoliko vaze navedeni uslovi, lako se moZe dokazati sledece tvrdjenje.
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o '\|/f_|;l, A s f M
/C\'/r/.J'l\\/l y-)/o} II}J-l:II.> i (/m =°
Lema 3.4 Neka je F glatka, polinomijalno ogranifena sa svim svojim
izvodima, globalno LipSicova i ogranicena funkcija za koju vazi F(00) = M
i neka h zadovoljava (3.31). Ako je V E Gn(R2) reSenje problema (3.33)-
(3.34), tada
E\F(Ve(x,i))] »M, kada e =0,

za skoro svako x it > 0.
Grani€no ponaSanje reSenja dato je u sledecem tvrdjenju.
Teorema 3.5 Neka su zadovoljeni svi uslovi navedeni gore. Dalje, neka je

U E Gn(R2) resenje problema (3.29)-(3.30) iV E £Q(M2) reSenje problema
(3.33)-(3.34). Tada, za KT deSnisano kao u teoremi 3.3, vaiZi

E Ue-VE- -MT 0, kada e —0. (3.35)
LXKT)
Dokaz
Vazi slede¢a ocena
UE-V £- -Mt < tIIf'ILoo(R)f UE-V E-]-M t2 dt
D{Kt) D(Kt)

+ T F\We+-Mt2)- M

D(kt)
Kada uzmemo ocekivanje obe strane dobijamo
E UE-VE- %l\/lt? < tCffTE Ue-Ve- IM1t2 dt
1 x(k t) Jo z L1(Kt)

+ tE F VE+-Mt M
LXKT) '
gde je Cp LipSicova konstanta za funkciju F. Kako

E FI[VEXt) + "Mt2 F(oo) = M, kada e —0,

tvrdjenje sledi primenom Gronvalove nejednakosti. O
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Primedba 3.2 Primetimo da je teorema 3.4 specijalan slucaj prethodne
teoreme za M = 0.
Vikov stepen belog Suma kao pocetni uslov

Vikovi stepeni procesa belog Suma definisani su u [18]. Ovde definiSemo
m-ti Vikov stepen procesa belog Suma, koga oznatavamo sa W <n(x), kao
elemenat prostora Qn(R), njegovim predstavnikom

wr (X) = (w *<?)°m(x) = \ge\r hm , mGNo, (3.36)
gde je hm(x) hermitski (llermite) polinom definisan sa

ihmx) = (-1)mel2a2 ~ (e-1U2x2) ; m=0,1,2,--—-
Posmatramo problem

@t - dU(x, t) = F(U(x, 1)), (x 1) GR2, (3.37)
U{x, 0) = = [W*m{xj\, (3.38)

gde je WATN(X) G£j~(R), m G No, dato sa (3.36). Opet ¢emo pretpostaviti
daje F glatka, polinomijalno ogranicena sa svim svojim izvodima, globalno
LipSicova i ogranicena funkcija koja nestaje u beskonacnosti.

Neka je V G £/n (M) reSenje slobodne jednacine

{d2 - d)V{x,t) =0, om) € M, (3.39)
V(x,t) = Wom(x). (3.40)

Ono je dato svojim predstavnikom
ve(x,t) =\ (wr(x -t)+ w r(x+1)).

Lema 3.5 Neka F ima gore opisana svojstva i nekaje V G £n (M2) reSenje
problema (3.39)-(3.40). Tada

E\F(Ve(x,t))\ » 0, kada e —m0,

za skoro svako x it > 0.
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Dokaz

Zbog jednostavnosti, dajemo dokaz za sluaj m = 2. Tvrdjenje se moze
pokazati za proizvoljno m £ No na slican nacin.

Iz definicije hermitskog polinoma imamo da je h2{x) = x2—1, odakle
lako dobijamo

WI{x) = (w *ife)*2(x) = W?(X) - 1~sliz = W?(x) - *1

ReSenje slobodnog problema (3.39)-(3.40), za m = 2, dato je pred-
stavnikom

Ve(x, t) = b (W2(x -t) +W?2(x +1)- 20f).

Sada imamo
E\F(Vs(x,H))\
=r r_L rpityn-2 20 dy\dy2
=D —oa 2M0E \ Vii~rim

11
e~ 2(VP+/2)dyi dy2,

za malo e kada je i > 0.

Skup A = /(yi,i/2) GR2; "y2+ —11 ima meru nula u M2, sto
implicira
F (of (jl/i + 2~ - 1)) = > kadae”™ °-
Zbog toga,

E \F(VE(x,t))\ -> 0, kada e —0,
za skoro svako g ii > 0. O

Sada se lako moze dokazati sledece tvrdjenje koje opisuje efekat trivi-
jalnosti.

Teorema 3.6 Nekaje F kao gore. Ako je U € £/n(R2) reSenje problema
(3.37)-(3.38) i V € £/n(R2) resenje problema (3.39)-(3.40), tada

E (\WJe —Ve||i,1(ii'T)) —0, kada e —0.
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Vikov sinus belog Suma kao pocCetni uslov

Vikov sinus procesa belog Suma, koga ozna¢avamo sa sin® W (x), pos-
matran kao elemenat prostora G*(R), se definiSe predstavnikom

sin° WE=exp Q sinWe, (3.41)

gdeje We G£3$(K) proces uglacanog belog Suma, a sin We oznaava njegovu
“uobicajenu” sinusnu funkciju.
Posmatramo problem

@Gt- d2U(x,t) = F(U(x, 1)), (x,t) GMW, (3.42)
U(x, 0) = sinOW (x) = [sin° We(x)], (3.43)
gde sin°W (x) G (M). Uslovi dati na nelinearni deo F su isti kao u vecini
prethodnih slucajeva, odnosno, F je glatka, polinomijalno ograni¢ena sa
svim svojim izvodima, globalno LipSicova i ogranicena funkcija koja nestaje

u beskonacnosti.
Neka je V G ¢/n(R2) reSenje slobodne jednacine

(d2-d 3V (x,)= 0, (M)GK2, (3.44)
V{x,t)=mfw {x). (3.45)

Ono je dato svojim predstavnikom

VE(x,t) —” sin® We(x —t) + sin° We(x + t)).

Lema 3.6 Neka je F glatka, polinomijalno ograniCena sa svim svojim
izvodima, globalno LipSicova i ogranicena funkcija takva daje F(oo) = O.
Dalje, nekaje V G <h (M2) reSenje problema (3.44)-(3.45). Tada

E |F(V~-(a:,i))| =0, kada e -> 0,

za skoro svako x it > 0.
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Dokaz
Treba nam ocena za ocCekivanje

E\F(Ve(x,))\
rOO rOO i A’-- d-d2
- Lo F{rz(srwsr@ yidy
rOO rOOi 2 2

=J J ~ F\2e2( NI sin(afve) e 2 2dyldy2,

za malo e kada je t > 0.

Radi jednostavnosti, dokazatemo samo jednodimenzionalni slu¢aj, a na

kraju dokaza ¢emo dati neke primedbe koje se odnose na dokaz za slu€aj
kada je dimenzija jednaka 2. Posmatramo

/[1d
‘ i e 2 dy. 3.46
J-w\z2a F\l262 sin@y) y (3.48)
(Al)wl— E<y< Et imamo sin <&y) > — . ?
Sadaje
lj /\2
\F[-e~t sin (<E e 2dy
[-00 VNTT [ t5)
= ¥y l_ F /-Ie 2 sm(cr£yj°‘ :
V2

|/F*
+ 32 (9e2m )e 2 dy.

Prvi integral sa desne strane tezi nuli kada e tezi nulijer je u tom slucaju
sin (crfy) > — i F nestaje u beskonacnosti. Pokazimo sada da integral
bi 2 I

F [-ledz sin(erfy) e 2dy (3.47)
I|_kn——<%£ ynNTT

takodje tazi nuli kada e tezi nuli.
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Podsetimo se da je F ograni¢ena i oznagimo ||i',|L>° = C.
Tada je integral (3.47) manji ili jednak od

N 2 r
aM 1/) VJ;T dy + J‘\M>iVM |/) {/27T {/JT e 2 <> (3.48)
5 &7r+ 2

Izaberimo N dovoljno veliko tako da je @rugi integral u (3.48) manji
od nekog datog 7> 0. Ostaje da pokazemo da za takvo N prvi integral u
(3.48) tezi nuli kada e tezi nuli.
A
Primetimo daje broj ¢vorova s u intervalu [—V,7ST] jednak O(os),
obzirom da

. 2N
K Kir e,
Sa druge strane, duzina intervalaﬁ:—;-S ----- ’; 0 ;-Z---i—;j»-l je O (I10j).

To znaCi da je duzina ukupne oblasti integracije u prvom integralu u (3.48)
jednaka O (l/cr|) <O (oe) = O {l/oe), §to implicira da taj integral teZi nuli
kada e tezi nuli.

Slicno se moze analizirati dvodimenzionalni sluCaj. Tada, umesto duzine
intervala izraCunavamo meru odgovarajué¢eg kvadrata. Ta meraje O [\/0j).
U tom slucaju je broj odgovarajuéih ¢vorova u takvim kvadratima jednak
O [oj) odakle sledi tvrdjenje.

Dakle,

E \F[VE[x,1))\ =0, kada e —0,

za skorosvako x it > 0. O

Lako se moze dokazati efekat trivijalnosti koji se ovde pojavljuje. Rezul-
tat je dat u sledeCoj teoremi i obzirom da je dokaz isti kao dokaz teoreme
3.3, ovde ¢emo ga izostaviti.

Teorema 3.7 Neka je F kao gore. Ako je U G On(R2) reSenje problema
(3.42)-(3.43) iV G <h(R2) reSenje problema (3.44)-(3.45), tada

E (11 —VeW Lk t)) 0, kada e — 0.
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3.3 Nelinearna jednodimenzionalna stohasticka
talasna jednacina sa ne-LipSicovskim
nelinearnostima

Ovaj odeljak je posvecen jednodimenzionalnoj nelinearnoj stohastickoj ta-
lasnoj jednacini

(d2-d 2)U + F(U)-S =0,
U\t=0 = A, dtu\t=0 = B,

gde su A i B Kolomboovi uopsteni stohasticki procesi na R, S je Kolom-
boov uopsten stohasticki proces na R2 i funkcija F je glatka, polinomijalno
ograni¢ena sa svim svojim izvodima takva daje F(0) = O.

Kako funkcija F nije LipSicovska, koristiCemo takozvanu regularizaciju
funkcije F i umesto polazne jednaline, koju zovemo neregularizovana, pos-
matracemo odgovarajucu regularizovanu jednacinu koju dobijamo tako $to
u polaznoj jednacini funkciju F zamenimo familijom glatkih LipSicovih
funkcija Fe, za e € (0,1). Pokazacemo egzistenciju i jedinstvenost reSenja
regularizovane jednacine. Konacno, interesovace nas pod kojim je uslovima
(datim na pocetne uslove) reSenje regularizovane jednacine ujedno i reenje
neregularizovane (polazne) jednacine.

Rezultate izlozene u ovom delu dobili su M. Nedeljkov i D. Rajter i
¢itaoc ih moze naci u radu [33].

3.3.1 Pripremne konstrukcije

Posmatramo problem
(d2-d 2U + F(U)-S =0, (3.49)

Ult=o = A, dtU|t=0 = B, (3.50)

gde su A,B E &2(®) "22-Kolomboovi uopsteni sluCajni procesi na R i
S E @&(0,X) x R) je ~22-Kolomboov uopSteni sluCajan proces na M2
koji ima skoro sigurno kompaktan nosa¢. Pretpostavicemo da je funkcija
F glatka, polinomijalno ograni¢ena sa svim svojim izvodima takva da je
F(0) —0. Resenje trazimo u prostoru U E G2,2(*"1T) x R).
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Funkciju F zameni¢emo familijom glatkih funkcija Fe, e E (0,1), koju
zovemojregularizacija funkcije F. jTo ¢emo uciniti na sledeci nacin.

Izabracemo glatku funkciju Fe sa osobinom da postoji mreZa a£ takva
da za svako a € No postoje eo 6 (0,1) i ma E N takvi da

Fe(y) = F(y), for W < af, e < el

\\DaF£(y)\\L°° = 0(a™a).
U nastavku ¢emo koristiti oznaku m —sup””j ma.
OznaCicemo sa F(U) = [FE(UE)], gde Fe ima gore navedene osobine.

Tada, umesto neregularizovanog problema (3.49)-(3.50), posmatramo re-
gularizovani problem

{d2t-d 2)U + F{U)-S =0, (3.51)
U{t=0} = A, dtU|{t=0} = B, (3.52)
gde 5 = [Se] E SB2([0,T) x 1) i A,B E £82(R).
Primetimo joS i to da za UEVe E™ 2([0, T) x R) takvo daje Ue—Ve E
A~([0,T) x R), imamo da FQUQ - F£(VE) EA f2([0,T) x R).
3.3.2 Regularizovana talasna jednacina

Pre nego §to izlozimo glavni rezultat ovog odeljka dokazaéemo lemu Cije
¢emo tvrdjenje u nastavku Cesto koristiti. Napomenimo samo da za norme
sa subindeksima L2, H 1 uvek mislimo na norme sa subindeksima L2(Rn),
ii1(R").

Lema 3.7 ([29]) Nekaje u E C1([0, T)) x H2(Rn) reSenje jednaCine

Uti Hirx — f o
Tada
Nt < [|(flu(0),V«(O)lita+ A /W J**, (3.53)

l(i)lIffi < max(l,t) ([|ftu(0)||L2+ [u(O)||Hi + I ||/(s)||z2ds). (3.54)
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Dokaz
U [49] moZe se naci sledeca ocena

HI(dtu(i),Vu(innez < [[(Qt(0),V«(0))[[L2+ f [l/(s)l[xzda..
To direktno povlaci (3.53). Dalje, imamo

u(t) = u(0) + 1 dtu{s)ds.

Zato je,
IKOIli» < ll«(0)|v*+ J[0 \\dtu(s)\\L2ds
< ||«(0)||£a+i||(ftu(0),V«(0))||L2+J J[ \\f(r)\\L2drds
o Jo
< u©)[|E2+i]|(~tu(0),V«(0))][i 2+t JIo [|/(a)||Lads.

Stoga (3.54) sledi i dokaz je zavrSen. O
U nastavku ¢emo koristiti oznaku 7 = max(l,T).

Teorema 3.8 Pretpostavimo da mreZa af koja se koristi za regularizaciju
funkcije F ima osobinu

aE=o0"(loge 1)2m). (3.55)
Tada, za svako T > 0, reSenje problema (3.51)-(3.52) skoro sigurno

postoji u X
Ako slucajni proces S G&2(J0,T) x  dodatno zadovoljava

e/l = o (0°gE-1)") , (3-56)
tada je dobijeno reSenje skoro sigurno jedinstveno u G22([0, T) x ®)-
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Dokaz
Kao §to je to uobicajeno u Kolomboovoj teoriji, posmatracemo problem
(3.51)-(3.52) dat sa predstavnicima

{d2 - dI)UE+ Fe(Ue) mSe = 0, (3.57)
irel{i=0} = A£, dfUE{i=0} = Ds, (3.58)
Neka su 4y 6 ii i e € (0,1) fiksirani. Primetimo da je Fe globalno

LipSicova za svako fiksirano e. KosSijev problem (3.57)-(3.58) ima jedin-
stveno reSenje Ue(-,u)).

Preslikavanje (x,t,co) —mUE(X,t, u) je zajedniCki merljivo po (x,t) i
u za svako fiksirano e. Taj zakljuCak sledi primenom metoda sukcesivnih
aproksimacija i koris¢enjem Cinjenice daje neprekidno preslikavanje merljive
funkcije takodje merljivo.

Na osnovu leme ?%.7)0Knamo

Odatle direktno dobijamo umerenu granicu za supi£,T) [1"eMIli/1e

Primetimo da, za fiksirano g E fz, SEE £#22([0, T) x R) C £b([0, T) x R);
odakle dobijamo "-svojstvo regularizovanog slu€ajnog procesa S£ §to ¢emo
koristiti u nastavku.

Da bismo dobili umerene granice za izvode viseg reda funkcije UE
jednacinu (3.57) diferenciramo po prostornoj promenljivoj x i dobijamo
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Energijska nejednakost daje

Udtxu £,dxxu B) (t)\\L* < \(dtxUE,dxxUE)(0)\\L2

+ J[ \\FAUE(s))dx UE(s)SE(s)\\L2ds +J[ |[FE(CA4(s))ai S5£(S)||i 2dS
0 0

< W(AoUE dxUEJONL2+ [ [E(CTE(S) 10051 FE(s)L21SE(S)|Loods
0
+ Jf |EE(FE(s))|[E<A|91 BE(S)||i 2ds
0
< \m xUEdXxUBIONL2+ [ afllaxCE()IL2]SE(S)]Locds

+ J[ oM\dxSe{s)\\L2ds.
0

Kako je SEG ¢%([O, T)XxR) isupieT) WdxUe(t)\\L2je umereno, dobijamo
daje supiGPT) WdxxUE(t)\\L2 takodje umereno.
Diferenciranjem jednacine (3.59) dobijamo

[d2 - d1)dxxUE+ F"(Ue)(dx UE)2SE + Fe{UE)dxxUeSe
+2 Fe{Ue)dx UEdxSe + FE{UE)3XXSE = 0.

Sli¢no kao malocas, koris¢enjem Soboljevskih teorema o potapanju, do-
bijamo

\\{dtxxUE, d xxxUE) (t)\\L2
< \{dtxx UE, dxxxUe)(0)I112 + J[ \\F?(U£(s)) (dx UE(s))2S£(s)\\L2ds
0

+J[ \\FAUE(s))dxxUE(s)SE(s)\\L2ds

0

+2 f  \\FI(UE(s))dx UE(s)dxSE(s)\\L2ds
Jo

+J[ \WFE(UE(s))dxxS£(s)\\L2ds
0
< |\{dtxxUei dxxxUE)(o)||1.
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+ J[oT \\FAU e(s))\\LMd x UE(S)\WAWSE(s)\\Loods
+ JfO PE("™ () [IL-|I5"E(S) || Lec|laraGe(S)||i 2d5
+2 Jfo IF'(?7£(s))l|LoollaaTe(5)|]i2 [aaS £(5) || L -~
+ JIO [liR(CE(s))|li,00]||9a85£(s)||i2ds
I{9txxUs,dXxxUe)m\L*+ C }0 a™\dx UE(s)\\2H\Se(s)\\L~ds

+ a?\\S £(s)\\LOOWdxxU e (s)\\L ,ds

Jo
+2 f a?\XSENONdxUe(s)\Lads+ { - a™[aM5E()£2d2

Sliéno kao gore dobijamo daje supie[0)T) \WdxxxUE(t)\\L2 umereno.

Da bismo dobili umerene granice L2-normi izvoda m-tog reda funkcije
UE, d™UE, treba samo da damo granice izraza koji sadrZi izvod najviSeg
reda funkcije UE jer se u svim ostalim izrazima pojavljuju izvodi najvise
(m —2)-og reda. Njihove L°°-norme su ogranicene L2- normama izvoda
najvise (m—)-og reda za koje znamo da su umerene na osnovu prethodnog
koraka. lzraz koji sadrzi izvod reda m —1 (izvod najviSeg reda) je oblika

f T WPE{Ue{s))d™ -] Ue{s)\\L2ds.
Jo

Sada imamo

Jf T WFe{UE{s))d™ -l Ue{s)\\L2ds < ] (T WF{Ue)WLAd ™ -1 UE{s)\\L2ds
0 0
< F aTlIffl-'UsMhids.
Jo

Kako, na osnovu prethodnog koraka, imamo da supte[0,T) |[5"_Li7E(t)||£2
ima umerenu granicu, sledi da L2-norma izvoda proizvoljnog reda ima

takodje umerenu granicu.
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Izvodi funkcije Ue u odnosu na vremensku promenljivu t mogu se oceniti
izvodima od UE po x koriSéenjem same jednacine koju reSavamo i njenim
diferenciranjem. Ovaj argument ¢emo, bez posebnog naglaSavanja, koristiti
i kada dokazujemo jedinstvenost reSenja. Dakle, Ue € T) x R),
odnosno, U = [UR & x  Je reSenje problema (3.51)-(3.52).

Pokazimo sada da je to reSenje jedinstveno u ("2 @4 X odnosno
da za data dva reSenja jednacCine (3.57), Ui£, U2 G£22(IPj*) x R), njihova
razlika Us := U\e —U2e pripada prostoru .A/"OjT) x R)-

Sledeée je zadovoljeno

{d2 - dI)UE+ (FE(UIE) - FE(U2))SE+Ne = 0,
Uelt=o = NI£, dtUE\=o = N2£, (3.60)

gde Nle,NZ£c -A/*R) i Nec AE2([0,T) x R).
Na osnovu leme 3.7 dobijamo

max (\dtUe(t)\L2, |[tfe(i)||fn)

< 7(11726H*+ WNu Wi +j  \\WNelL2da
+i " \Fe{Ule) - Fe(UX))SEN2ds)

< 7(117M11711°1178 + £ \WNEWL2ds
+£  WFAUDHWLMUeNLM\S ENL2d )

<I(\\N 26\L2 + \Nu \HI + £ \WN£WL2ds + £ a?C\Ue\\m \Se\\vds),

za neko Ue G (min(E/ie, G%),max(i7ie, U2))-
Kako S£ zadovoljava (3.56) i mreza ae zadovoljava (3.55), Gronvalova
nejednakost implicira daje supte[0T) WUE(H)\\Hi nula funkcija.
Posmatrajmo sada izvode viseg reda funkcije UE i pokazimo da su nji-
hove L2-norme takodje nula funkcije.
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U tu svrhu diferenciramo jednacinu (3.60) u odnosu na x i dobijamo

{d2 - d2)dxUe + Fe(Uu)dxUleSe - Fe{U2£)dxU2ES£
+(F£(Uu) - FE(U2e))dXSE+ dXxNE£=0.

Energijska nejednakost daje

WAXUE()WHi < WAXN 28, dxxNIEML2 + [ T WxNEWL2ds
Jo

+ f WFEuu)dxuu - Fe(yl£)dxu2£\L~>\sEWL*ds
Jo

+ } WFi(Uu)dxUZ - Fi(U2E)dxUZENL°0\SENL 2ds
0

jO WFUUe)\W\L~-\\UelWL°°\\dxSEWL2ds
< \{dxN2e,dxxNi£)\\L2+ f \WdxNEW.2ds + i a?\\dxUe\Lco\\Se\lL,ds
Jo Jo
+ [ a™\\UEWLooWdxU2eWLooWSEWL2ds + A i a?>\WUeW~\\axS£\\vds
Jo Jo
< XN 2£,dxxN IE)\L2 + f \dxN £\L2ds
Jo

+@ (1 aT\dxUE\H4 S£\\L2ds + a ™ d xUEWL2\\dx U2e\LM\S £NL2ds

j\A\m \m \\d xSE\L2ds),

VR
gde UE 6 (min(C7ie, U2E), max(E/ie, U2e)). &i I=1F, "zx_

Na osnovu prethodnog koraka imamo daje supie[0T) WdxUe(t)\\L2 nula
funkcija. Kako af i S£ zadovoljavaju relacije (3.55) i (3.56), respektivno,
Gronvalova nejednakost implicira daje i supie[0T) \dxxUE(t)\\i2 nula funkcija.
Sliéno se moze pokazati da je L2- norma izvoda proizvoljnog reda od UE
nula funkcija. O
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Primedba 3.3 Specijalno, mozemo izabrati daje sluCajniproces SEproces
uglacanog belog Suma takav da

gde je (£ nenegativna mreza glatkih, funkcija seCenja (cut-off funkcija) sa
kompaktnim nosaCem koje konvergiraju ka jedinici. Precedura seCenja je
neophodna da bismo dobili L2-umerena svojstva funkcije WE.

3.3.3 Regularizovana i neregularizovana jednacina

Teorema 3.9 Neka je Fe regularizacija funkcije F, a Ge nenegativna pri-
mitivna funkcija od Fe. Neka je Kolomboov uopsten sluajan proces S €
£/22(®) nenegativan i neka zavisi samo od promenljive x, odnosno, neka
postoji predstavnik S£ procesa S takav daje S£(x) > 0, za svako dovoljno
malo e i svako x £ . Pretpostavimo da

[|ISell 2+ ||Ae|[ffi = o(ae), kada e =m0, (3.61)
gde je af£ odgovaraju¢a mreza koreSéena u regularizaciji funkcije F. Tada
je, za svako T > 0, reSenje regularizovane jednacine (3.51)-(3.52) ujedno i

reSenje neregularizovane jednacine (3.49)-(3.50).

Dokaz
MnoZenje sa dtuf i integracija po x daju iQi

§9tJr ((dtUE(x,1))2 + (dxUE(x,t))2 + GE(UE(X,t))SE(Xx)yx = 0.

Kako je GE > 0, koriS¢enjem procedure date u dokazu leme 3.7, moZe
se videti da je

max (\dtUE()\\L2, |[E/e(i)||fli) < 7"||Be J/2+ |-Pe|[ffi).
Koris¢enjem (3.61) i
[IMe(DIL(IR) < C)||™e(i)IIr(R));i € [0,T),

107



za neko C > 0, dobijamo

eI <asi t€ [Qr).

Dakle,
Fe(Ue) = F(Ue),

i dokaz je zavrSen. O

Primedba 3.4 Isto tvrdjenje vaZi i ako uzmemo, specijalno, da slucajan
proces S u teoremi 3.9 bude proces pozitivhog Suma koji zavisi samo od
prostorne promenljive x i koji ima odgovarajuci rast. Ponovo je procedura
seCenja neophodna zbog dobijanja L2-umerenih svojstava gornje funkcije.

3.4 Trodimenzionalne stohastiCke talasne i
Klajn-Gordonove jednacine

U ovom odeljku ¢emo proucavati trodimenzionalne stohasticke talasne i
Klajn-Gordonove jednacCine koje sadrze Kolomboove uopstene slucajne pro-
cese. Posmatracemo Cetiri razli¢ita sluCaja u zavisnosti od brzine rasta L 2-
normi pocetnih uslova kao i L°°-normi Kolomboovih uopstenih slucajnih
procesa koji Cine aditivni ili multiplikacioni deo nelinearnosti.

Pretpostavimo dasu A, B, S, Si i neki Kolomboovi uopsteni slucajni
procesi i da su/ ig globalno LipSicovske funkcije, polinomijalno ogranicene
zajedno sa svim svojim izvodima takve da je /(0) = p(0) = 0.

Prvi tip jednaCine koju ¢emo posmatrati je

(d2- A)U + G35 =0,
U\W{t=0} = A, dtu\{t=0} = B.

Drugi tip je

(d2- A)U + UmS + U3 =0,
U\{t=0} =A, dtU\{t=oy=B.
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Zatim ¢emo posmatrati jednacinu
{dl - A)U+ U+ U3+ S =0,
UVt=0} = A, dtU\{t=0} = B.
Konacno, interesovace nas jednacina oblika
{dl - A)U +f{U)S1+g{U) +S2=0,
U\{t=0} = A, 5if7{t=¢} = -B,

gde funkcije / i < zadovoljavaju uslove navedene gore.

U sva Cetiri sluaja ¢emo konstruisati reSenja (koja posmatramo kao
Kolomboove uopstene slucajne procese) i dokazati njihovu jedinstvenost.
Uslovi pod kojim postoje jedinstvena reSenja su razliciti u sva Cetiri slucaja,
§to je razlog zaSto ih posmatramo odvojeno.

Rezultate izlozene u ovom delu dobili su M. Nedeljkov i D. Rajter i
¢itaoc ih moze naci u radu [33].

3.4.1 Kubna talasna jednacina sa nenegativnim
slucajnim procesom

Posmatramo problem

{d1- AU +UinS =0, i (3.62)
U\[t=0} =A, dtU\{t=0} =B, (3.63)

gde suA,B £ (M3) ~22-Kolomboovi uopsteni slucajni procesi takvi da
1Be ;2 + HAdlfl-i = o ~(loge 1) ~) , (3.64)

i S € GllI(K3) je nenegativan Kolomboov uopsten slucajni proces koji zavisi
samo od promenljive x i takav da

&I« =o((logE-1)1/2). (3.65)

Teorema 3.10 Neka su zadovoljeni svi gore navedeni uslovi. Problem
(3.62)-(3.65) ima skoro sigurno jedinstveno reSenje u G22([0,T) x R3), za
svako T > 0.
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Dokaz
Neka su > £ Aie £ (0,1) fiksirani. Problem (3.62)-(3.63) dat sa
predstavnicima glasi

(d2 - A)Ue+ Uf mSE= 0, (3.66)
Qe|{t=0} = Ae, dtUE{t=0} - Be, (3.67)

gde Ae,Be £ £72(I1£3) zadovoljavaju relaciju (3.64) i nenegativan proces
S£ £ £2(R3) zadovoljava relaciju (3.65).

KoristeCi istu argumentaciju kao i u dokazu teoreme 3.8, preslikavanje
(x, t, 05y = UHEX, t, uj) je zajednicki merljivo po (x,t) i u>za svako fiksirano
e.

Usled nenegativnosti primitivne funkcije nelinearnog ¢lana i osobina
procesa Ss, slicno kao u lemi 3.7,

max (\\dtUs(t)[|12, |[I/e(i)||*i) < T Q)™ + |it7e(0)||Hi)

odakle direktno dobijamo umerenu granicu za supte[0T) \Ue(t)\\Hi. Stavise,

suPte[o,T) = 0 ((loge*1)174).

Kao Sto smo napomenuli u prethodnom odeljku, izvodi funkcije UE po
vremenskoj promenljivoj t mogu se oceniti pomocu izvoda funkcije UE po
prostornim promenljivama diferenciranjem jednacine koju reSavamo. To je
razlog zbog kojeg ¢emo ocenjivati samo izvode po prostornim promenlji-
vama.

U cilju dobijanja umerenih granica L2-normi izvoda viSeg reda funkcije
Ue, diferenciramo jednacinu (3.66) po nekoj prostornoj promenljivoj i do-
bijamo

{dl - A)VUe+ 3UIVUESE+ UIVSE=D0. (3.68)

Energijska nejednakost i Soboljevske teoreme potapanja daju
[|[(diW e,V 2HE)(i)|]i2 < ||(diVEle,V 2i/e)(0)||L2

+3 / WUI(s)VUe(s)SeWids+ [ |[178(s)V 5¢e||L2dS
JO 1 JO

I bp !
< |l(atV[/e,V2k)(0)||L2+3 / Hi/leWlliellVAWkallftllLcods
I Jo



L IWlicl|V SefLoda
Wdtvue,vaueym \L2+ c (Jo [|A(FI)[|*1]|v A (&)||Hil|S'e[Ucceha

. NIKM v, .. CBY

Ovde, kao i u nastavku, C c¢e oznaCavati pozitivnu realnu konstantu.
Prvi €¢lan na desnoj strani ima umerenu granicu. Na osnovu prethodnog ko-
raka i Cinjenice da SE£€ £b(M3) i tre€i €lan ima umerenu granicu. Takodje,

znamo daje supteT) WJe(t)\Hi = o ~(loge-1)1* . KoristeCi sve nave-
dene argumente kao i relaciju (3.65), primenom Gronvalove nejednakosti

dobijamo umerenu granicu za supig[0,T) ||V 2t/E(i)||¢ 2.
Jos jednim diferenciranjem po nekoj prostornoj promenljivoj dobijamo

{df - A)V2UE+ BUE[VUEFS £+ 3U2V 2UeSE+ W 2VUeVSe+ USRS = 0.

Sli¢no kao gore dobijamo

\(dtV2UE, V 3UE)(H)WL2 < \\(dtV2UE, V 3U£)(0)\L2

p Pn o f  mi

+6J[ H™NWIILellvVAWIllelIMILcods

+3 J[ ICPe(5)||!0Q|V 2Qk(s)||i 2 ||5£||LO0ds K
0

#6 [ WUE(S)WeWVUEONLOWSEWL=ds+ [ - [IVE(s)[36]V2SE|L-ds
0 0

< |I(atV2ae,V 3Ce)(0)[[i2 + ¢ (J 0 jiCle(«)[Hil[VEfe(i) || (|5 e|lL<>da
+ | Muse2W 2UEENL2NSENL s
+ AAUES)\2m\VUE®S)\H4A VSENL~ds + A [[CIe(s)IIIN|[V2iEIL°°ds).

Kako supie0T) ||Vf7e(i)||i2 isupif0T) ||V 2EE(i)||/2 imaju umerene granice
dobijamo umerenu granicu i za suptGPT) ||V 3Cr(i)||L2
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Slicno se mogu dobiti umerene granice za L2-norme izvoda viSeg reda
funkcije Ue.

Dakle, UEE £2i2([0,T) x R3), odnosno, U = [Ue] E ¢"2([0 > x ®3) Je
reSenje problema (3.62)-(3.63).

PokaZzimo sada daje to reSenje jedinstveno u GQ2([0,T) x R3), odnosno
da za data dva reSenja jednacCine (3.66), Uu, UZ E ;™([O, T) x R3), njihova
razlika Ue := Uu —Uz2 pripada prostoru -A”GOi T) x | 3).

Sledece vazi

{d2- A{7e+ (Ul - Ul)Se+Ne=0,
UE\t=o = Nle, dtUe\t=0 = N 2%, (3.69)

gde NIE,N2s GN£2(R3) i NEE A/E2([0,T) x R3).
Primenom leme 3.7 i Soboljevskih teorema o potapanju dobijamo

max (\dtUe()\L2\Ue{t)\\Hi)

< 7(I|Ar2g|IL2+ \Nu\\m + J  lliVe(s)||L2ds

+£ | (UI(s) + UIEGS)U2E(s) + UI(s)) UESENL2ds)
< 7(117117 + \WNuW* + £ Ilne

+ o (rie(Mllic+ INUWILAINWITLG + WWee(s)\le)

<7(I I+ [IVidni + £ [fiVe(S)||L2dS)

+C jOT (ICHE(S)||®] + [|ICM *)|[tf.]JEM s)||2ri + \\U2e(s)fm )

i m i iuc®,
Kako imamo da je supie)T) |CAE(I)||*i = o ((loge 1) 14), i E {1,2},
i WSeW«o = 0 ((loge 1)1/2), primenom Gronvalove nejednakosti dobijamo

daje supteT) |[i/£(i)||ffi nula funkcija.
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Posmatrajmo sada izvode viseg reda funkcije UE i pokazimo da su nji-
hove L2-norme takodje nula funkcije. U tu svrhu diferenciramo jednacinu
(3.69) po nekoj prostornoj promenljivoj

(d? - AVC7e+ (BUIVUIE - 3UIVU2) Se+ (UfE- UX)VSE+ VNE=O.
Energijska nejednakost i Soboljevske teoreme o potapanju daju
|l(9tV7e,V 2UE) (t)\\L2

< l(vivae, v 2me)jiz + | IVive(liras

#3 [ WIEVUIER) - Ui(s)VUZENL2SEIL-ds

+ [ HUI(S) + UIEE)U2ELS) + U1 (s)) ife(9)]i2]IV 58] Loods
< I(VivaeV2vie)|fi2 + [ - [VOVe(S)]Lda

+3 Ji WUUS)VUU{s) - UI(s)V U 2£(s)\L2\SEN~ds
0

+3 [ WUI(s)VUZE(s)-U I(s)V U 2(s)\\L4 S £\L"ds
Jo

+ ([~ le(s)llt<ss + 1IN le(s)lHIL6][~2e(s)||L6 + Ut™2e(«) lli6)
Jo
1AM IV S.IIL-ds

< I(VIVZENV 2Me)li2 + [ |[VIVE(s)||L2ds
Jo

+3 f  |UIE(/)||26 Vi7£(s)||i 6]|5£||Le»ds
Jo
+3 Jf | (UIE(S) - U2E(s)) (Uu (s) + U£E(s)) VU 26 (s)\\L2\\Se\\L"»ds
0
+Ci J[OT {\Uu(s)fm + ||[EMe(s) ifL|{72e(s) 1 + \\W2e(s)\2+)
11M1*1 IV Se||L»<fo
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< II(VivaE v 2ie)li2+ F \WNES)\Lds
0

+ L RO IHIAIN N+ r2e(f)IHDIVEN@)]Iffil|Se|U~4a

+L (HAOOIIti + rie (s)|[FillE/2e00IH + [|*2eWIIY)
\We\Hi ||V 5el|Loods) .

Primenom sli¢nih argumenata koje smo koristili i pre dobijamo da je
suPte[o, T) IIV2i7E(i)||i 2 nula funkcija. Slicno se moze pokazati da su L2-
norme svih izvoda funkcije UE nula funkcije. O

Primedba 3.5 Svakom uopStenom slu¢ajnom procesu s mozemo dodeliti
Kolomboov uopsten sluCajni proces S na takav nacin da je ocena (3.65)
zadovoljena (videti primedbu 3.3 za proces belog Suma). Ovakva primedba
se moze dodati nakon svakog daljeg tvrdjenja u kojem koristimo ocene
slu¢ajnog clana.

3.4.2 Kubna talasna jednacina sa multiplikativhim
sluCajnim procesom

Posmatramo problem

(@d2- A)U +U-S + U3 =0, (3.70)
U\{t=oy = A, dtU\{t=0} = B, (3.71)

gde A,B& i?n,(R3) zadovoljavaju
weew Fuaswi = 0 ((lOge-l)].?Z) , (372)
i S €A"([0, T) x M3) zadovoljava

115¢||1« = o (log (loge“1) * ). (3.73)
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Teorema 3.11 Neka su zadovoljeni svi gore navedeni uslovi. Problem
(3.70)-(3.73) ima skoro sigurno jedinstveno resenje u x R3), za
svako T > 0.

Dokaz

Neka suu € fZie € (0,1) fiksirani. Problem (3.70)-(3.71) dat sa
predstavnicima glasi

(C? - A)UE+ UERSE+ Ul =0, (3.74)
UEWt=0} = AE dtUR\{t=0} = Be, (3.75)

gde Ae,Be G £/2(®3) zadovoljavaju (3.72) i SE€ £/([0, T) x R3) zadovo-
ljava (3.73).

Kao i pre, preslikavanje (x,t,w) —UE(x,t,uj) je zajednicki merljivo po
(x,t) iu za svako fiksirano e.

Ponovo, koris¢enjem procedure kao u dokazu teoreme 3.10, dobijamo

max(\dtUe(t)\\L2, \UE(t)\\Hi)

<7(m i |2+ 11780)11° + 3 WUE(S)SE(S)\L,ds)
< 7(117M117 + 1INO)LIM + £ 117(5)117M15,
< 77||9ttlelli 2+ [PTe(O)|Ifld +  |[ife(s)|[iii]|5 e(s)|jz<x=cis”

Kako vazi (3.73), primenom Gronvalove leme dobijamo umerenu granicu
za supie[0)T) [|I7e(i)lIffi-

Stavise, supie[0iT) WE()\\HI = o ((loge“1)172).

U cilju dobijanja umerenih granica L2-normi izvoda viseg reda funkcije
Ue, diferenciramo jednacCinu (3.74) po nekoj prostornoj promenljivoj

(d2- A)VETe + STUeSe+ UEVSE+ 3t/2Vi/e = 0. (3.76)
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Energijska nejednakost i Soboljevske teoreme o potapanju daju

W(dtVUE,V 2Ue) ()\\L2

< WdtVUEV 208002+ [ IV A (s)5e(S)lizas
+ ] We(s)VSe(s)\Lads +3 - WU2(s)VUE(S)\L2ds
< [|(BtvelE, v 2H)(0)||L2+ £ |[w £s)|[i2[|s£(s)||L~ds

+ [ We(eWL2WSe(s)\oods +C [ [De(a)lil[V ~ (a)]Iffids

Kako je supteT) ||[f/£(i)||Hi = o ~(loge-1)1* primenom Gronvalove
leme dobijamo umerenu granicu za sup(e[0,T) ||V 2Ce(t)||L2.
Jos jednim diferenciranjem po nekoj prostornoj promenljivoj dobijamo

(dM-A)V2UE+ V 2UESE+2VUEV SE+ UEV 2S£+ 6 U MU £)2+3U2V2UE - 0.
L= \y /m' /
Sliéno kao u prethodnim slucajevima dobijamo

I|(5tV 2GE, V 3CE) (i) |li2
< \(dtV 2UE, V 3Ue)(0)\\L.2 + J[ T W2UE(s)\\L2WSE(s)\\L~ds
0

+2 [ \\VU£(s)\\L2\\VS£(s)\\LOOds+ f  |CE(S)||L2||V 2SE(S)|| 100ds
Jo ijl- = Jo

+6 1, \Ue@)fLrivdie(®)ieads +3 | WUESNADIV2UE(S)\L2ds

ok \}
C #||(a(V2CEV I[/E)(0)||L2+ [ ||V 2t/£(s)||L2||5£(S)||Loods
Jo

+2J[ [Vife@IIL2VSe@]Urdst £ [[UE(S)IL2V2SE(S)|L-ds

0

+C( [OT \\U£(s)\\H4VU£(s)\\HIds+JBT\\U£(s)\\U\U£(s)\\H2d?J). 1
n.

" hl* E
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Kako supte[or) |[f7£(i)||tf2, supte[0iT) WJe(t)\Hi i supte[O)T) ||V 2t/E(D)]|L2
imaju umerene granice, supte[0”) ||V3Ce(i) II2 takodje ima umerenu granicu.
Slicno se mogu dobiti umerene granice L2-normi izvoda viseg reda od Ue.

Dakle, Ue G £2p{[0,T) x R3), odnosno, U = [UE] E G22([0,T) x R3) je
reSenje problema (3.70)-(3.71).

Pokazimo sada daje to reSenje jedinstveno u G22{[0,T) x R3), odnosno
da za data dva reSenja jednacCine (3.74), Uie,U2 E ££2 (IP)T) x R3), njihova
razlika UE  U\E —Uie pripada prostoru A2([0, T) x R3).

Sledece vazZi

(52- AC7E+ UfSe+ Ul - Ul +N£=0,

Uelt=0 = N le, dtUe\t=0 = N 2£, (3.77)
gde NIE,NZ2E e AP2(R3) i N£ E A722([0,T) x R3).
Na osnovu < > . V» LN
£ «+«z" ,i=0n\ j

WJI- UNL, < WIE-U22W4 U | + UIEU2 + U I\\Ls
< libeli#l (I™lelltfi + IIAIeIIARAeNfI;i + 1172e||#i) >
slicno kao u prethodnim slu€ajevima dobijamo 3

max (||(3ii7£M2, ||i/e||Ffi)

<7(m 1+ \NleWm +j  [iVES)|[i2dS
+£  WUE(S)\L4 S £(s)\L~ds)

+C}OT (ICNES)|IBF + 11F/u~ 1A WU2EGs)\m + WUZE(s)FHI)

\WUs(s)\Hids.

Primenom Gronvalove nejednakosti dobijamo daje supfe)T) ||[/E(1)||#i
nula funkcija. Slicno se moze pokazati da su L2-norme svih izvoda funkcije
UE nula funkcije. Ponovo, pri dokazu i egzistencije i jedinstvenosti resenja,
izvodi funkcije UE po vremenskoj promenljivoj t mogu se oceniti pomocu
izvoda od UE po prostornim promenljivama diferenciranjem same jednacine
koju reS8avamo. O
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3.4.3 Kubna Klajn-Gordonova jednacina sa aditivnim
sluCajnim procesom

Posmatramo problem

(d2- AU+ U+ U3+ S =0, (3.78)
C7{t=0} = A, dtU\{t=0} —B, (3.79)

gde procesi A ,B e £/"2(®3) zadovoljavaju uslov
lI-"elin2 + \Ae||jfi = o ((loge  ~) > (3.80)

i proces S E <&"2([0,T) x R3) zadovoljava uslove

\Se\\Lee = ° ((I°ge_1)1/2) (3.81)

S£ ima kompaktan nosac. (3.82)

Teorema 3.12 Neka su zadovoljeni svi gore navedeni uslovi. Problem
(3.78)-(3.82) ima skoro sigurno jedinstveno reSenje u 02,2([0, CI) x R3), za
svako T > 0.

Dokaz
Neka su g E ii i £ E (0,1) fiksirani. Posmatramo problem (3.78)-(3.79)
dat sa predstavnicima

©2- A)Ue+ UE+U?+SE£=0 (3.83)
UENt=0} = A£, dtUEXt=0} = Be, (3.84)
gde AEBEE zadovoljavaju (3.80) i SEE x R3) zadovo-

ljava uslove (3.81) i (3.82).

Kao i u prethodnim slucajevima, preslikavanje (x,t,uy -> UE(x,t,u) je
zajednicki merljivo po (x,i) i & za svako fiksirano e.

Kao na pocetku dokaza teoreme 3.10 imamo

max([|dt[/E(D| Lz || [/e()]|tfi)

< 7(\\dtUEm \L2+ \UMWm +[ HH&MII1I'*)-
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Odatle direktno dobijamo umerenu granicu za supte[0j.) .

Stavise, supte[0T) ||[t/£(i)||iii = o ((loge“1)172).

Da bismo dobili umerene granice L2-normi izvoda viseg reda funkcije
UE, diferenciramo jednacinu (3.83) po nekoj prostornoj promenljivoj

{di - A)VUE+ VUe + 3U2VUE + WSE = 0. (3.85)

Energijska nejednakost i teoreme o potapanju daju
\\(dtVUE,V 2UE) (t)\\L2 < \\(dtVUE,V 2UE) m \L2 + Ji \WUE£(s)\\L2ds
0
+ 3/ \2(s)VUE(s)\\L2ds + B [IVSe(s)||ii2ds
JO J
< ||(atv?7e,v 24E)(0)||i 2+ _[0 |[vc/e(s)||i 2dS
J
+C [O WUE(s)\\B1 IN\VUE(s)\m dS+J[ |[V5e(a)||L2th. 5. 1;
J j m* 7 0

Obzirom da supte[0;T) We(t)\\HI = o ((loge*“ 1) 172) primenom Gronva-

love nejednakosti dobijamo umerenu granicu za supigPT) \\W2UE(t)\\L2.
Jos jednim diferenciranjem po nekoj prostornoj promenljivoj dobijamo

(d2- A)V2Qe+ V2UE+ m £(VUE)2+ 3u2v 2uE+ v 2s£= 0.
Sli¢no kao pre dobijamo
\\(dtS72UE, V 3UE) (t)\\L2 < ||tV 2[/E,V 3CE)(0)||L2,

+ \W2UE{s)\\L,ds + ¢ A (s)||HNIVCEE(S)|| X IdS
}o {)J : go[o 1™ () IHIIVCEEG)]]
+ £ \Ue(s)\&h \W2UE(s)\\Hids) + £  \\V2S£(s)\\L2ds.
Isti argumenti i Cinjenice da supigT) WJe(t)\Hi i suptejor ~||[VUE(t)\\Hi
imaju umerene granice impliciraju umerenost norme supig0T) \\W3UE(t)\\L2.

Na isti nacin, dobijamo umerenost L2-normi ostalih izvoda funkcije UE.
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reSenje problema (3.78)-(3.79).

Pokazimo sada daje to reSenje jedinstveno u 71 x M3), odnosno
da za data dva reSenja jednacine (3.83), UiE U2 E £/42([0, T) x R3), njihova
razlika UE:= Uie — pripada prostoru A/ghdO, T) x | 3). Sledece vazi

d?-A)UE+UE+ul - ul +nE=0,
Uet=0 = N\e, dtUE\t=0 — N 2e, (3.86)

gde Nu,N2Z E A22(M3) i NE€ A22([0,T) x | 3). Kao malopre imamo

max(||dt&e||L2,|[{7e]liii)

11600 K ffiife.

Gronvalove leme dobijamo da je supie[Qjr) WUE(t)\\Hi nula funkcija. Slicno
se moze pokazati da su L2-norme svih izvoda funkcije Ue nula funkcije. Kao
i u prethodnim slucajevima, izvodi po i funkcije Ue (u dokazu egzistencije
reSenja) i funkcije UE (u dokazu jedinstvenosti reSenja) mogu se oceniti
izvodima po prostornim promenljivama odgovarajucih funkcija. O

3.4.4 Stohasticka talasna jednacina sa LipSicovskim
nelinearnostima

Neka su / ig globalno LipSicove funkcije, polinomijalno ogranicene zajedno
sa svim svojim izvodima i takve da je /(0) = </(0) = 0. Posmatramo
problem

{d2- A)U +f(U)S! + g(U) +S2=0, (3.87)
U\t=0} —A, d(i7[{t-0} = B, (3.88)

gde su A ,B e Q*2(R3) f/22-Kolomboovi uopsteni slucajni procesi.
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Kolomboov uopsten slucajni proces Si E ¢/([O, T) x R3) je takav da
zadovoljava
lISlelliL« = o(log£_1), (3.89)

a *22-Kolomboov uopsten slucajni proces S2 E (5"2([C>T) x R3) ima kom-
paktan nosac.

Teorema 3.13 Neka su zadovoljeni svi gore navedeni uslovi. Problem
(3.87)-(3.89) ima skoro sigurno jedinstveno reSenje u QR2([0,T) x " 3)j za
svako T > 0.

Dokaz
Neka suu E ii ie 6 (0,1) fiksirani. Posmatramo problem (3.87)-(3.88)
dat sa predstavnicima

0% - A)UE+ f(UE)Sie + g(UE) + S = 0, (3.90)
Ue|{t=0} = Ae, dtUe\{t=0} = Be, (3.91)

gde AEBE e £B2(R3), Sle E £6([0,T) x R3) i S2 E ££2([0,T) x M)
zadovoljavaju gore navedene uslove.

Prvo, preslikavanje (x,t,co) —UE(x,t,cj) je zajedniCki merljivo po (X, t)
i to za svako fiksirano e. Primenom leme 3.7 dobijamo

maz(\dt UE{t)\L2WUE{t)\Hi)
< 7(15tC(0)[|L2+ LIMO)LIM + I \WF(UE(S))WL4 S i£(s)\L-d's

+fQ \g(UE(S)\\L2d8 + I [|52¢(s)|li2ds)
< 7IIBtOE()||L2 + 11A0)1171 + ICe(s)|li 2IISIE(S) [|17d s
+ £ We(s)\Lads + £ [|52¢(S)||i 2d9)

< 7117(0)172+ |[GEO)H I+ C (A T [Cle(S)|[FFI|SIE(S)||L~dS

+ J WWe{s)\Hids + J IIS2£(s)||L2d s,
ViA -



gde smo koristili LipSicovska svojstva funkcija / i g i Soboljevske teoreme o
potapanju. Kako regularizovani sluajan proces Su zadovoljava (3.89) pri-
menom Gronvalove leme dobijamo umerenu granicu za supie[0r ) HeMIllh 1«
Da bismo dobili umerene granice L2-normi izvoda viSeg reda funkcije UE,
diferenciramo jednacinu (3.90) po nekoj prostornoj promenljivoj i dobijamo

{dI - A)W £+ f(UE)VUeSu + f{Ue)VSu + g'(Ue)VUE+ VSZZ = 0.
Energijska nejednakost i Soboljevske teoreme o potapanju daju

WdtVUE,V 2UE)()\L2 < \(dtVUE,V 2UE)(0)\\L2

T
+ J[ 1/ e~ s i o |[VCIE(S)|1X,2]|51e ()] |E,00ds

+ 10 W) I>NV5le)|Laa

+ 1 Vo {UE{S)NLooWUE(s)\Lads-+ [ \WS2e(s)WL2ds
< ||(5iVtfe,V 2GE)(0)||L2+ C " (~ T |IVCIES)|li 2IS'i£(S)|| Loods
+ [ T\ms)\L2AWSu(eLoods+ i WUE(S)\L2ds

+ £\\V S 2£(s)\L2ds).

Kako supie[0T) WWe(t) L isupte,T) |VT/E(i) (2 imaju umerene granice,
supie,T) ||V2CE(i 1L 2 ima takodje umerenu granicu. Jos jednim diferenci-
ranjem po nekoj prostornoj promenljivoj dobijamo

(d2- A)V2UE+ f'(UE{VUE)SIE + f(UE)V2UESU + 2F (UE)VUEVSIE
+/(CIE)V5IE + g"{UE{VUEF + g'(UEV2UE+ V252 = 0.

Sliéno kao u prethodnim slucajevima dobijamo
AV 2UE, V 3UE)MNNL2 < \NtV 2UEIV 3UEHO)\\L2

+J/’T||r(C/£(s))||’\||VC/£(s)||2'I||BI£(S)||Lc»dS
0
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+ \4 T|/,(CE(S))||Loc||V2™ (1 S)]|L2]|51e(S)||LooTS

R 2-J[ 17 (tB(s))IK-|[V CIE(S)||L2] [V 5le(s)]|i ocds

T T
1 WALV 25IE(S)||LoodS + f  [[fF(Cle(s))||LODVCIE(S))||2r1dS

+ 1} 0/(£4(s))|U~||V 2BE(S)||L2ds+ J T \\V2S 2E(s)\\L2ds
o (0]
< \\(dty % ,y 3uf)(0)\\L2

+c((i + J W e(s)||™)livc/E(s)||21 HSIE(S)||jr,00ds I

+ Ji \\W2UE(s)\\L2\\SIE(S)\\L'~ds+ JE)* WV UE(s)\\L2\\VSIE(s)\\L°°ds

+ INS)||L2||[V2SIE(S)||LDAS + ~ r (1 + ||TES)||N2)|V?7E(S)) |2 1d5
+£ |[V2UE@S)\L2ds + £ ||[V252£(s)|[i2ds),

za neke gi,q2 GN.

Koris¢enjem sli¢nih argumenata kao u prethodnim slucajevima dobi-
jamo umerenu granicu za suptgQjT) ||V 3i/£(i)|[i 2. Slino se mogu dobiti
umerene granice L2-normi izvoda viseg reda funkcije UE. Dakle, upravo smo
dokazali da UEE £22([0,T) xM3), odnosno daje U = \UB E &Qi2([0,T) xM3)
reSenje problema (3.87)-(3.88).

Pokazimo sada da je to reSenje jedinstveno u G22([0,T) x M3). Neka
su Uie,U2 E £]j2([0, T) x M3), dva reSenja jednaCine (3.90). Treba da
pokazemo da UE:= Uu —Uze pripada prostoru A/*dO, T) xR 3).

Sledece vazi

©2- A)Ue+ (f(UIE) - f(U2D) Su + g(Uu) - g{Uk) + NE= 0,
Uelt=o0 = N\e. dtUE\t-o = N2, (3.92)

gde Nu,N2eE ase2(m3) i Nee A*2([0,T) x mM3).
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Na osnovu leme 3.7 imamo

max (\dtUE()\L2, [[I7e(t)||Ffi)

< +J  |iIVE(s)||L2ds
+ J[OT \Wf(Uu(s)) -f(U 2e(s))\L4Su(s)\\L~ds
+Jo \\g(Ule(s))-g (U 2e(s))\\L2ds)

<TIHAIb + \WNIeWHi +c [ £ \We(s)\L2ds

w1 Te(s)lfiil|5ie(s)|LeoA + 3 [Ce(s)|[fl-ids?,

gde smo koristili LipSicovska svojstva funkcija figi Soboljevske teoreme o
potapanju. Kako proces S\Ezadovoljava uslov (3.89), primenom Gronvalove
leme dobijamo da je supte[0T) |[f7e(i)||ifi nula funkcija. Diferenciranjem
jednacine (3.92) po nekoj prostornoj promenljivoj dobijamo

{dt - A)VC7e+ {f'(Uu)VUlIle - f'(U2e)VU2e) SIE
+ (/(U\e) ~ f(U2e)) VSIE + g?(Uu )VUuU - g'(U2E)VU2e + VIVE = 0.

Ponovo, energijska nejednakost i teoreme Soboljevskog tipa daju

\Wdtv u e, v 2ue)(t\L2
< WtvUe,v2UB(0)NL2+ § - [VOVe(a)llE2da

+ | IMCIES)IVUIES) - (L/IES)VIES)L2ISIES)IL-ds
# I QIEGVERES) - FUR(S)VUEENLASIE)L ds
+ [ N/(Me(s)) —F (U2e{s)\L2||[VSi£(s)|lz,°°ds

+ JfO \g'(UIE(S))VUIE®S) - g'(UIE(S))V U 2£(s)\\L*ds
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+ [ Wg'(UIE(s))VUZEGS) - g'(U2£(s))VU 26(s)\L2ds
< WdtVUEV 2UE)(O\L2+ [ \WNE(S)\L2ds

+ I ||/,(é‘1£(s))|||°°II\ﬁ?e(s)||x,2||/5|e53?|5x,oods

+ [ W(CHE®)) - 1, 4IVIT2EE)|LA]SIE(S) [Locds
+<2 [ [ife(@[IL2]VSlef)Lods

+ Jfo ||</(<‘ilf(5))||IOOIIVZ7£(S)IIEE2UIS o

+ [ \g\Uu (s)) - g\U2£(s))\L4V U 2£(s)\L<ds

< I@tVi7E, V2ZR)O)lIL2+ [ IVIVE(S)]ILa(i

+C(j [VCle(s) r215ie(s)||1°°ds

+ [ T\\Us(SmH4/ U 260\\H4 S IEQ\\LDds N 1 =

+ [ We@\WAWSu(8\L-d8+ [ WUE(s)\Lads

+ 2 MMMV AM TR,

gde je Cf LipSicova konstanta za funkciju /.

Sliéno se moze pokazati da su L2-norme svih izvoda funkcije UE nula
funkcije. Kao i do sada, izvodi po vremenskoj promenljivoj t funkcije UE (u
dokazu egzistencije reSenja), odnosno funkcije UE (u dokazu jedinstvenosti
reSenja), mogu se oceniti izvodima tih funkcija po prostornim promenlji-

vama. O
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Glava 4

Stohasticke obicCne
diferencijalne jednacine sa
Kolomboovim luopStenim
slucajnim procesima

4.1 Uvodne napomene

U ovoj glavi prou¢avacemo neke stohasticke obi¢ne diferencijalne jednacine,
koje ¢éemo kratko oznacavati sa SDJ. U prirodnim i inZenjerskim naukama
stohasticke diferencijalne jednaCine se pojavljuju na prirodan nacin i pri
tome najCeSce opisuju takozvane “sisteme sa Sumom”.

U prvom delu ove glave izloZicemo rezultate o egzistenciji ijedinstvenosti
reSenja za Siroku klasu stohastiCkih diferencijalnih jednaCina. Te rezultate
dobio je Oberguggenberger u [36], mada u malo drugaCijem obliku - ko-
riste¢i sekvencijalni prilaz. Mi ¢emo ovde koristiti mreZe slucajnih procesa,
a ne nizove, tako da svaki put kada citiramo neki rezultat iz [36] mi u stvari
navodimo odgovarajuci rezultat iz tog rada, ali sa mreZzama umesto ni-
zovima slu€ajnih procesa. Takodje ¢emo, kao §to smo napomenuli u odeljku
1.4.4, procese koje Oberguggenberger u [36] zove uopsteni slucajni procesi,
mi ovde, zbog konzistencije, zvati Kolomboovi uopsteni slu€ajni procesi.
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U drugom delu ove glave proucavacemo, u okviru algebri Kolomboovih
uopStenih funkcija, linearne SDJ u kojima se pojavljuju “nestandardni”
uopSteni slucajni procesi (na primer, mi ¢emo uzeti proces pozitivnog Suma).
Satim u vezi izloZicemo rezultate egzistencije ijedinstvenosti reSenja. Pored
toga, proucavacemo grani¢no ponasanje prva dva momenta reSenja. Rezul-
tati iz ovog dela su deo rada [38] koji je joS uvek u pripremi.

4.2 Egzistencija i jedinstvenost reSenja

U ovom odeljku ¢emo izloziti rezultat egzistencije i jedinstvenosti rezultata
stohastickih diferencijalnih jednacina tipa

X'{t) = F(X(1), Y(1)), t GR, X(0) = A, 41

u prostorima Kolomboovih uopStenih slucajnih procesa koje smo definisali
u odeljku 1.4.4.

Pretpostavljamo da je Y Kolomboov uopSten sluCajan proces na R,
odnosno, Y = [(I")e] Gi/p(R), e G (0,1). Pocetna vrednost je Kolomboova
uopStena slucajna promenljiva A — [(Me)e] G GR, e G (0,1), a funkcija
F = [(Fe)e] G £[R2], e G (0,1), je data temperiranom familijom (videti
definiciju 1.57).

ReSenje jednaCine (4.1), X = [(Xe)e], e G (0,1), ¢emo posmatrati kao
element prostora (/*(R).

Dodatno, pretpostavicemo da svaka od funkcija Fe (koje definiSu F)
ima globalno ogranicen gradient:

VFe(*y)| <Clog -, (x.y) GK2, £G (0.1), 4.2)

za neku konstantu C > 0. Specijalno, ova pretpostavka je ispunjena ako je
F klasi¢na globalno Lip3icova neprekidna funkcija koja pripada Cim (R2)-

Teorema 4.1 (ReSenje ijedinstvenost, [36]) Neka je F kao gore. Za date
Y GM(M) i A GGR, problem (4.1) imajedinstveno reSenje X G~ (R).
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Dokaz

{Egzistencija reSenja) Fiksirajmo e ¢ (0,1). Tada mozemo Kkoristiti klasiCne
teoreme za reSenja trajektorija i dobiti jedinstveno reSenje X £ sa glatkim
stazama.

Ostaje da pokazemo da (X£)e GEM(R). Njegova klasa u £/*(R) Ce tada
biti trazeno reSenje.

Za skoro svako fiksirano 4y ¢ O imamo

za neku funkciju 6.
Kako su Fe(0,0) i Ye fjo,11 reda e~N na fiksiranom intervalu [0, T\, za

svako T >0, a dxFe i dyFereda log  primenom Gronvalove nejednakosti
dobijamo

sup |XE()] < Ce Nexp{T loge x) =Ce (N+T\
te[o, T]

odnosno, X £ ima umerenu granicu. Slicne ocene za izvode od X £ direktno
slede iz jednacine primenom indukcije.

{Jedinstvenost reSenja) Neka su |l il dva reSenja problema (4.1). Tada,
postoje {Nif)E ¢ Am(M) i (M2e)ec N il takvi da

{XE- X£) = Fe{Xe,Ye) - FE{XE YE) + NIE,
X£{0)-X £{0) = N2e.

Dakle,

za neku funkciju 6 = 0{X£,X £).
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Na osnovu Gronvalove leme

sup |Xe(t) - X£(t)] < C 1+ T)ebexp(T loge“l)=C (1+T) eb-T,
te[o,%]

odnosno, razlika Xe—Xeje nula funkcija. Slicno se mogu oceniti svi izvodi
te razlike i na osnovu toga zakljuciti da (X£ —XE)EE
Dakle, X = X pripada £/p(R) i time je dokaz zavrSen. O

Ako je FE = F, za malo e, klasicha globalno LipSicova neprekidna
funkcija, proces S E C~(R) je gladak, i poCetna vrednost Ae = A E £°
je klasi¢na sluCajna promenljiva, onda problem

Z'=F(Z,9), z{0)=A (4.3)

ima klasicno, glatko reSenje Z E d* (R). Veoma je vazno da se, u tom
slucaju, uopsteno reSenje X E ~(M) poklapa sa klasi¢nim reSenjem Z, kao
Sto je izlozZeno u slede€oj propoziciji.

Propozicija 4.1 (Konzistencija, [36]) Neka je Fe = F E &m (R2), zatim
neka je |VF| ogranieno i A£E = A E £°. Pretpostavimo da S E *"(R).
Nekaje Z E C* (R) klasi¢no reSenje jednacine (4.3), aX E ~(R) uopiteno
reSenje jednacine (4.1) saY = I(S). Tadaje X = i(Z) u”(R).

Dokaz
Na osnovu propozicije 1.11, = S, e E (0,1), daje predstavnika
za Y = i(S). Slitno, (ZE)E, koje definiSe klasiCno reSenje Z, moze biti

predstavnik jedinstvenog uopStenog reSenja X. O

Primedba 4.1 Ovajpristup nam omogucava da radimo i sa glatkim funkci-
jama F proizvoljnog rasta i to koristeéi pogodnu proceduru se€enja. Sa
druge strane, postavljanjem nekih dodatnih uslova na Y, procedura seCenja
moZe postati nepotrebna, kao Sto je pokazano u sledecem primeru.
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Primer 4.1 (Primer 4.4 u [36]) Posmatramo jednaCinu multiplikativhog
Suma

X'(t) =a X(t) W(t), X(0) = A, 4.9
gde W E oznaCava beli Sum (videti primer 1.1), a E Mi A E GP je

Kolomboova uopstena slu¢ajna promenljiva.
Bez procedure seCenja desna strana u

F(X, W) =a X(t) W(t)

ne zadovoljava pretpostavke teoreme 4.1. Ipak, zahvaljujuci lokalnoj ograni€enosti
Vinerovog procesa, imamo jedinstveno reSenje X e £//(M).

Zaista, za (We)e, e E (0,1), predstavnika od 1(W), na osnovu (1.61),
imamo daje (We)e, e E (0,1), predstavnik od W.

Ako je (XE)E, e E (0,1), predstavnik reSenja X E ¢?p(M) za (4.4) tada,
za neke (NIiE)E E A/ip(R) i {N20)EGMP,

X'E(t) = a Xe(t) We(t) + NIE(t), XEQ0) = AE=N2E 7

gde je (Ae)e, e E (0,1), predstavnik od A.
Dakle,

XE({t) = (AE+ NZX)exp(aWE(t)-aW £(0))

+ Jf exp(aWE(t) - aWE(s))NIE(S) ds.
0
Na, osnovu ogranicenosti po trajektorijama (W£)£, e G (0,1), na svakom
intervalu [0,T], nezavisno od £ mreZza (X£)E £ E (0,1), pripada £p(R).
Ona de&nise resenje.

Lako se moZe videti daje to reSenje jedinstveno obzirom da izrazi koji
sadrze Nif i N2 pripadaju A/A(R). Predstavnik reSenja je

XE({) =Afexp(aWE(t)-aW £0)). 1 * |

U sluCaju kada je Ae klasicna sluCajna promenljiva A, X£(t) ili X£(t)
konvergiraju, po trajektorijama uniformno po t E [0,T], ka

Z(t) = A exp(aW£(i)), kadae -> oo.
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To mozemo tumaciti kao da je uopSteno reSenje X G Gjf(M) asocirano
sa klasicnim procesom Z 6 Cq(R).
,  Ujopstem slucaju, kada umesto belog Suma u (4.4) imamo proizvoljan
uopSteni slucajan proces tesko je dati odgovor da li je uopSteno reSenje
X € £/”(M) asocirano sa nekim klasicnim slu¢ajnim procesom ili ne. Sig-
uran pozitivan odgovor imamo postoji samo za glatke procese. Tadaje X
jednako klasi¢nom reSenju.

4.3 SDJ koje sadrze proces pozitivhog Suma

U ovom odeljku posmatramo linearne SDJ sa “nestandardnim” aditivnim
uopStenim slu€ajnim procesima u okviru Kolomboovih algebri. Prvo éemo
posmatrati jednacinu sa “uobiCajenim” pozitivnim Sumom.

U nastavku ¢ejp > 0 biti simetri¢na funkcija i (¢%)e ¢e biti nenegativna
unimodalna model delta mreza. Podsetimo se, uglacani beli Sum

We = W=*ipe, £e (0,1),

je Gausovski uopSten slu€ajan proces (za svako e) sa srednjom vrednoSéu
nula i disperzijom V(WE(t)) — lIRIIR= alee (0,1).

Proces pozitivnog Suma W + se moze definisati kao elemenat £/p(M)
predstavnikom (takozvanim procesom uglacanog pozitivnog Suma)

W+ =exp (WE- ta2j e £6(R),

gde je WE uglacani beli Sum i of je kao gore.

U odeljku 1.3 je pokazano daje uglacani pozitivan Sum uopsteni slucajni
proces, log-normalno raspodeljen sa srednjom vrednoS¢u 1 i disperzijom
V(W+(t)) =e"2-1, SE (0,1).

Posmatramo KosSijev problem

X'(t) = a(t) X(t) + b(t) W+(t), t> 0 (4.5)
X(0) = X0, (4.6)

gde je W +(t) e Grl(K) pozitivan Sum i Xq = [X"e] G G/Zje Kolomboova
uopStena slucajna promenljiva.
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Pretpostavicemo daje a(t) deterministi¢ka, glatka integrabilna funkcija
n ali oznacicemo

afr) = 1 a() dt (4.7)

Takodje ¢emo za funkciju b(t) pretpostaviti daje deterministicka i glatka
na R takva da

! e~a()b(x) dx < 00,

Teorema 4.2 Pod uslovima navedenim gore problem (4.5)-(4.6) imajedin-
stveno resenje X ¢ (R).

Dokaz
Fiksiramo o; G fZi e G (0,1). Kosijev problem (4.5)-(4.6) dat sa pred-
stavnicima glasi

X'E{t)=a{t) X £{t)+ b {t)W + {t), t > 0 (48)

Xe(0) = X0e, (4.9)
gde {W+)EGc (R) i (Xof)e G £Pb- Problem (4.8)-(4.9) ima reSenje

XE() = XCEeX(i) + ealt)s + or aM vy WH(r) . (4.10)

Pokazimo da (x ¢): pripada £~(R). Prvo, iz (4.10) imamo

sup |[XE(i)| < |XO0f emaxte[dT] (Ol
ie[o,T]

+ e maxte[0,T] |a(t)]| f g-minre[0,T] Ja(r)] max |[6(r)] gqup |[W +(T)| dT.
Jo rG[0,T] re[0,T]

Kako (w+-ye GEMNR) 1 (x aere Ger-» Koris€enjem Cinjenice da su a(i) i
»(y neprekidne, dobijamo

SUP wx eqon < CifEhl + C2Teb2,
te[o,T]

za neke 6i, & S R i neke C\, C2 > 0. Dakle, supie[0T] |X£(i)| ima umerenu
granicu.
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Umerenu granicu prvog izvoda od x £ dobijamo iz (4.8):

sup XE(t)\<Ci sup \Xe{t)\+C2 sup |Wer(i)].
i£[0,r] ie[0,T]

Kako {W+)£ E £/(M) i supfeDT]|Xe(t)| ima umerenu granicu, vidimo
da i suptejo,T] I-*e(™)l ima umerenu granicu.

Sukcesivnim diferenciranjem mogu se oceniti izvodi viSeg reda od XEi
dobiti njihove umerene granice.

Dakle, (Xe)e pripada £4(R) i X = [X£] E ¢/p(M) definiSe reSenje prob-
lema (4.5)-(4.6). Lako se moze pokazati da je to reSenje jedinstveno u
Gp (M) i to posmatranjem jednacCine

X'(t)=a((t) X £(t) + NE(t),

X £(0) = Nos,
gde (XE)E = (Xie- X2e)s i gde su (Xif)e, (X20)£ G £f(K) dva reSenja
jednacCine (4.8), i {NE)E GAfp(R) i (NE)EGN il.

Nakon slicnog postupka kao u dokazu egzistencije reSenja dobijamo da
(XIE —X 2e)e GN p (M). Dakle, reSenje X jednaCine (4.5) je jedinstveno u

Gp{R).
Oznatimo, za fiksirano e G (0,1),

E(Xo0s) —Xos-
Ocekivanje reSenja X £(t) problema (4.8)-(4.9) je

E (Xe(t)) = E(X0E)e“W + J/V ag>6(r) E (W+(r)) dr,
0
odnosno, kako je E (W& (r)) = 1, imamo
E (Xe(t)) = xCeedW + eaWJf* e~<r) &) ¢t. (4.11)
0

Ocigledno je da se oCekivanje X £problema (4.8)-(4.9) poklapa sa reSenjem
jednacine koja se dobija iz (4.8)-(4.9) uzimanjem srednjih vrednosti koefi-
cijenata:

X'Ht) =a(t)X £(t) + b(t)
X E0) = x0s.
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Ako dodatno pretpostavimo da
(!:‘i_n;bxq£: xq < 00,
tada

E (X£(t)) —xo0ea® + ea" Jf e b(r) dr, kada e —0.
0

Medjutim, drugi momenat reSenja X £(t) divergira kada e teZi nuli. Za-
ista, drugi momenat od X£(t) je

E(X*(t)) = E(XI) eTV +E (X0e) e2a(i) Jf e~“(r) 6(r) dr
0
+ eXME 2 p(r) W+(t) dr
Ocekivanje poslednjeg izraza na desnoj strani je

E 6(r) Vier(r) dr
t A~
=E =09 p(x) WA{x)e 6(y) WE-(y) dx dy
10 jo
rt rt
e-d(x)-a(y) b* E (w+(x) w+(y)) dx dy.

Divergencmugog momenta reSenja Xe je posledica sledeceg tvrdje-
nja.

Propozicija 4.2 Nekaje W+ € proces pozitivnhog Suma. Tada

E (W+(x) W+(y)) -> oo, kadae ->0. (4.12)
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Dokaz
Kovarijansa procesa belog suma je

cov (w *(pE(x),w *tpE(y)) = J ipe(x - z) (y - 2) dz

ipe(z') p£(y - x +77) dz'

| £(z') #(x - y-z7)dz
E*EEX-Y).

Kako smo pretpostavili da je mreza p sijmetri¢na, p —1p.
Oznacimo t = x —y. Kovarijansna matrica je tada

f*pt(0) pE*pL (i) o Te(t) \

*F () @*<C(0) () "1 J
gde al = \\pE\Ri i
TE@® :=pE*pE(t) = E*R ()
Primetimo da
() > Ve * R (t) = r2(i), zat= 0. (4.13)

Kako je
det Ce = a* —T*(1)

lako mozemo izraCunati inverznu matricu kovarijansne matrice

(O
C~'= 4 ~
u*— TI() -r () i
Za. x ™y imamo da
E(W+ ()W +(y))
roc ¢c 1

ext2e-i(xHCEINDr  dy (4.14)
1-@QI-@  mvidetCy
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Smenom promenljivih

\JCcE1(x,y)T h* (xu yT

na osnovu koje je
(x,y)T bay/Ci(xi,yDT,

dobijamo

d(x.y).

, 1
dOuy)  \tgetce

Koris¢enjem
(e - A2-Te =0 for A=ol xR
matricu C£ mozemo zapisati u dijagonalnom obliku

o
oL+ )

Ce=0Q Q1

e -
W:Q Vel +° Ct,
)T = O Val +T; Q-{XM')T

\Jog - ¥3

Nakon izvodjenja elementarnih racunskih operacija dobijamo

gde smo oznacili

Zato je,

X+y= Vof +Te X1+ VaE+ r| y\.
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Vracanjem na problem (4.14) dobijamo

* /»00 [*00 o )Q 2
E{W+(X) W+(y)) = — / | e°=eA 2"Yn+yi)-i-i da* dj*.
(4.16)
Koris¢enjem relacije
/] e g eV SFHA(*it»i)-4-N = eTe“5i11" 2- | (in- V*2+T?2)2
moZemo zapisati (4.16) kao
£ (wer(z) ® e (y))
- r K»1-V ™) da*dyi
ZttJ —00 ¥ —oo0
oo /*0o0
- cR(Y) / da* dyi
00 J—ec 21t
= g Hx~v)

zax ™ y. Kako —o0, kadae 0, dobijamo (4.12). O

i Divergencija disperzije reSenja jednacine (4.8)-(4.9) nas je motivisala

da uvedemo “novi” proces pozitivnog Suma koji predstavlja renormalizaciju

1/ uobitajenog pozitivnog Suma u asimptotskom smislu. Taj novi proces ¢emo
stoga zvati renormalizovani pozitivan Sum.

Preciznije, definiSemo uopSteni sluCajan proces W +(t), kao elemenat

prostora t/*(K), definisan predstavnikom . . L I

(i) = exp "We(i) - "a2- i logC2J J eT(r~s)drdsyj, (4.17)
gdet G[0,T], T > 0, C £ 0 je konstanta, (WE)E G £f(K) je proces
uglacanog belog Suma, a't2 = ipE* Qe. U stvari,

W+(t)
.. mr /T

/ e™r-s)drds
M. o
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gde je W"~(t) uobicCajen pozitivan Sum.

Renormalizovan pozitivan Sum W +(t) E #(M), konstruisan na nave-
deni nacin, ima srednju vrednost koja konvergira ka konstanti (tacnije, ka
nuli) i disperziju koja tezi beskonacnosti kada e tezi nuli. To ga Cini pogod-
nim za opisivanje brzo fluktuirajucih pojava.

Lema 4.1 Nekaje W +{t) E <*(M) renormalizovan pozitivan Sum. Tada

E(w?{t)) », kadae 0,

V ("2(*)) m 00, kadae—>0,

Dokaz
Nekat E [0,T], T > 0. Prvo tvrdjenje lako sledi jer imamo
E(W+(1))
E(re@) =

i 1 b beT*{r~S)dr ds

0, kada e —»0,

\C\fo fo eT {r S)ydrdS

Za drugi momenat od (t) imamo
E(HV ()")

f eTe(r s)dr
h ii:,

. eaf
CZJ::U eTe(r % §
, TT[TeRich

N fTfTen dris'
J0 JO
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Kako vazi (4.13), dobijamo
f f = drds

f f eTe(r s)dr ¢s

Konacno, divergencija drugog momenta procesa W f{t) implicira diver-
genciju disperzije V (w f (tfj. O

00, kada e —m0.

Sada ¢emo posmatrati jednacinu

X'{t) = a(t) X(t) + b(t) W+(t), t>0 (4.19)
X(0) =X0, te [0,T), T >0, (4.20)
gde je JK+(i) 6 £/°(M) renormalizovan pozitivan Sum i Xo = [-Xce] G QTZje
Kolomboova uopStena slucajna promenljiva.
Nekaje a(t) kao u prethodnom slu€aju, odnosno, deterministicka, glatka
integrabilna funkcija na R i neka je a(r) dato sa (4.7).
Takodje, za b(t) ¢emo pretpostaviti daje deterministicka i glatka funkcija
na R takva da

J e-aa(x)ba » < 00> a = 1>2.

Problem (4.19)-(4.20) dat sa predstavnicima glasi

X'E(t) = a(t) XE{t) + b(t)Wf(t), t> 0 (4.21)
X £(0) = Xoe, (4.22)
gde (W+)ee £6(R) i x Oe)fe snh.
Dokaz sledeceg tvrdjenja je veoma sli¢an dokazu teoreme 4.2, pa ¢emo
ga zato preskociti.

Teorema 4.3 Pod navedenim uslovima problem (4.19)-(4.20) ima jedin-
stveno reSenje X ¢ (R) dato sa

Xe(t) = XO0fedt) + W i e -~ 6(r) W+(t) dr. (4.23)
Jo
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OznaCimo E (X &) = xqf, E (X ¢f) — xqf | pretpostavimo da
. oy < - g < 0. .
ggb X0e = xq < 00 i Im?) xgE —xq < 00 (4.24)

Sada imamo, kao Sto tvrdimo u teoremi koja sledi, da prvi moment
reSenja Xs problema (4.21)-(4.22) konvergiraka nuli kada e tezi nuli, dok
drugi konvergira ka konacnoj vrednsoti, $to je upravo i bio razlog za uvod-
jenje renormalizovanog pozitivnog Suma W +(t).

Teorema 4.4 Nekaje X£ reSenje problema (4.21)-(4.22). Tada
E (Xe(t)) —xoea(t\ kada e —0,

3 p2d(t) ft
E(x Z(t)) z0e2at) + -~ 7 J e_2a2)62(y) dy, kada e > 0.

Dokaz
Primetimo najpre da za oCekivanje od X £(t) dato sa (4.23) vazi

E (X e(t)) = E(XOs)e ~ + €a« J* e ~~ b(r)E (W+(r)) dr.

Ocigledno je da se to oCekivanje poklapa sa reSenjem jednacine (4.21)-
(4.22) kada u toj jednacini uzmemo srednje vrednosti koeficijenata.
Kako je

E (Wet+(r)) -* 0, kadae -»0,
koris¢enjem (4.24) dobijamo
E (Xe(t)) —xoe°(t\ kada e —m0.

Drugi momenat reSenja Xe(t) je
E(X2(t)) = 2z0eZW+ Xc2a) i*e-«(r) 6(r) dT
JO

+ e2d*E | Njf*e-"W b(r) W+{t) dr
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Ocekivanje poslednjeg izraza na desnoj strani je

- (- FeJa) e

A U, eakb(x)W*(xje °* bly) (y)dxdyV,

odnosno,

E ((JT e 5M 6(r) W+(r) dr™» ~

= fQfQe~a{x)~hy) % )E (wet(@®) " e (y)) "
KoriS¢enjem relacije (4.18) lako dobijamo
MW H(0:)WH(y))

T rT
C2| e«(r-s)dr ds

£7 (Wek(x) W+{yj) = tE[OT], T>0.

(4.25)
Medjutim, u dokazu propozicije 4.2, videli smo da je
E (WH+{X)W+(y)) = eT x~\\
gdeje (i) := q*qE (t) i (E)eje nenegativna model delta mreza.

To znaci da je

ey A e~d(T) 6(r) "™ +(r)drn

*e_z(1)e_“(y) 6(s) 6(y) e™(*_,) dz dy

Cl d[o d[o eT«<*>»> dre dy

gdete [0,T) zaT > 0.
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Sada hoéemo da izraGunamo limit izraza
b(y) dyJ b(x) eT x~" dx
0

CZS d/f e x~y) dx

(4.26)

kada e tezi.
Kakoje (i) = Okadat &[—e,e], izraz (4.26) mozemo zapisati kao

f e—aW b{y) dy ( era® b(x) e M da + Ae(y)
do \Jy-E

o (4.27)
c2/ / eTd*-»)di + 5e(B)
do \Jy-e
gde
Aely) = ‘f e ~a(x) dx | r e-8(*
o Jy+£
i
py-z fT
Be@) = |/ dx + / dx,
do 'y+e

zatEe [0,T], T > 0.

Prvo, primetimo da kada e tezi nuli, i brojilac i imenilac u (4.27) teze
beskonacnosti.

Sa druge strane, oCigledno je da su izrazi Ae i Be konacni kada e tezi
nuli.

Stoga je za izraCunavanje limita (kada e tezi nuli) izraza (4.27) dovoljno
da izraCunamo limit izraza

rt ry+£
[ e~aW b(y) dy / e—a" b{x) e x~y) dx
J 0 Jy—e (4.28)
pT ry+£ '
c2/ dy/ eT(*-»> dx
Jo ny—e <

kada e tezi nuli.
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Molifajer > 0 je simetri¢an Sto implicira

ry\-e Y n
/ e—aW b(x) ek*~y>dx = 2 e“a(X) b(x) eT«{x~y) dx
Jy-e Jy

+
FY*€ e1d(x-y) dx = 2 Y™ exefxy) dx_
Jy-e Jy
Dakle, treba da izraGunamo limit

rt rv+e
/O b(y) dy / e~a(X) b(x) eT x~y) dx
J Jv
/T ry+£ (4.29)
C2/ dy/ e k<) da;
10 i
kada e tezi nuli.
Smenom promenljivih x —y » x prethodni izraz postaje
T e—~<&>b(y) dy f e~"x+y) b{x + y) eTe<>dx
i 0 B il.. (4.30)
2 dyf eT(l) dx
JIO %o %
OznaCimo
R, @)= f0£e Axooodx. (4.31)
J

Imenilac u (4.30) je tada C2T Re(x).
Dodavanjem i oduzimanjem izraza

[ e~& b(y)dy r e-m Db(y) dx,
J0 a0
brojilac u (4.30) postaje
R£(x)J[ e_2a(i,) b2{y) dy
0

+  eaW b(y) dy  (e-glx+y) b(x +y) - e~d(y) %)) eT(x) dx.
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Na osnovu pretpostavke, e b(y) je neprekidna funkcija i stoga,
Jg e“Z() b(y) dyj* (e-ax+&b(x +y)~ e~" 6(y)) ek<>~ e#£(X),

za dovoljno malo e.
Konacno, to znaci da nas u stvari interesuje limit izraza

Re(x) Jf e~2a" b2(y) dy + eRE(x)
o

C2T Re(x)

kada e teZi nuli.
PuStanjem da e tezi nuli lako dobijamo

Re(x) f e 2aly) b2(y) dy + eRe(x) f e 2o(y) b2(y) dy
Jo . Jo

kada e —0
C2T Re{x) ca2T  rada e~

§to implicira
2a(t) rt

E(Xaf) -i 70e2a() as ee2#0b \y ) dy,

Time je dokaz zavrsen. O
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