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Predgovor

Teorija funkcija kompleksne promenljive i teorija ra¢una ostataka (rezidijuma), u okviru
nje, razvijale su se tokom prethodna dva veka intenzivno. Medutim, retka je pojava, narocito
u matematici, da je neku fundamentalnu teoriju, kao §to je to ra¢un ostataka (rezidijuma),
zasnovao i razvio samo jedan nau¢nik (matematicar), u ovom konkretnom slucaju francuski
matematicar Kodi. Sama ideja o ostatku (rezidijumu) interesantnija je sa stanovista primene,
narocito na izracunavanju odredenih integrala, sumiranju redova, resavanju kako obi¢nih tako
i parcijalnih diferencijalnih jednacina, kao i diferencnih i algebarskih jednac¢ina itd. Uopsteno
govoreti, Kogi je ostatak (rezidijum), na pocetku intenzivnog rada na teoriji ra¢una ostataka
(rezidijuma), definisao kao grani¢nu integralnu vrednost, da bi negde pri kraju svog radnog i
zivotnog ciklusa dao novu definiciju ostatka (rezidijuma), pa je na mesto grani¢ne integralne
vrednosti uveo srednju integralnu vrednost, koja se zadrzala sve do danasnjih dana. Jasno, tu
je re¢ o definiciji ostatka (rezidijuma) analitickih funkcija. Kad je u pitanju definicija ostatka
(rezidijuma) neanalitickih funkcija, ponovo je u kompleksnu analizu vracena definicija ostatka
(rezidijuma) kao grani¢ne integralne vrednosti (Poor, 1930). Da se istorija ponavlja, dokaz
je ponovno redefinisanje ostatka (rezidijuma) neanalitickih funkcija, pa se na mesto grani¢ne
integralne vrednosti ponovo uvodi kona¢na integralna vrednost (Poor, 1953).

Sa druge strane, pocetkom prosloga veka, postavljene su osnove postupka generalizacije
pojma izvoda skalarne i vektorske funkcije (Jung, 1908), koji je u teoriji polja prepoznatljiv
pod nazivom prostorno diferenciranje, dok se rezultat, do koga ovaj postupak vodi, naziva
prostornim izvodom. U savremenoj literaturi, ovaj rezultat poznat je pod imenom integralna
definicija (Acker, 1998; Arnold, 1978). Njegov znacaj je u jasnom geometrijskom znaenju.
Na osnovu postupka prostornog diferenciranja, kao i generalizacije Rimanove integrabilnosti,
sredinom proslog veka i nadalje (Rudin, 1966; Pfeffer 1987; Nonnenmacher, 1994), razvijao se
postupak generalizacije fundamentalnih integralnih teorema, kao §to je primera radi Stoksova
teorema (Grunsky, 1983). Prva od svih generalizacija Rimanovog integrala bio je Henstok-
Kurcvajlov integral u R! (Henstock, 1961; Kurzweil, 1957). Ovaj integral resavao je problem
formulisanja fundamentalne teoreme integralnog rac¢una i u sluc¢aju kada prvi izvod funkcije
nije ni Riman integrabilan, odnosno ¢ak ni Lebeg integrabilan. Tacnije, Henstok-Kurcvajlov
integral je super Lebegov integral, u tom smislu da ako je funkcija Lebeg integrabilna ona je
istovremeno i Henstok- Kurcvajl integrabilna do iste vrednosti. Medutim, Henstok-Kurcvajlov
integral u R™, koji je i dalje super Lebegov integral, ne egzistira uvek. Da bi prevazisao ovaj
problem Mauhin ¢e dizajnirati svoj integral (Mawhin, 1981) i nazvati ga rp (regular partiton)
integral, koji je takode super Lebegov integral.

Shodno svemu prethodno re¢enom, namece se pitanje da li ovakav postupak generalizacije
fundamentalnih integralnih teorema vodi kona¢nom resenju problema. Drugim re¢ima, da li
postoji alternativni, kvalitativno nov, put resavanja problema generalizacije fundamentalnih
integralnih teorema, koji bi bio zasnovan na fundamentalnim rezultatima, kako Rimanovog
integralnog rac¢una, tako i Kosijevog ra¢una ostataka (rezidijuma). Potvrdan odgovor na ovo
postavljeno pitanje je u implicitnoj vezi sa poznatim rezultatom Zordanove teoreme o razvoju
funkcije iz klase funkcija ogranicene varijacije u beskona¢ni Furijeov trigonometrijski red, koji
se konformnim preslikavanjem svodi na Loranov potencijalni red. Naime, funkcija iz ove klase
Riman integrabilnih funkcija, koja je funkcija ogranic¢ene varijacije na nekom intervalu prave
paralelne imaginarnoj osi realirealne ravni i na nekom rastojanju od nje, nije diferencijabilna
na pomenutom intervalu, na kome njen beskonac¢ni Furijeov trigonometrijski red konvergira.



Dakle, shodno tome, sasvim je moguée da na nekom intervalu prave paralelne imaginarnoj osi
realirealne ravni i na nekom rastojanju od nje, postoji beskona¢ni Furijeov trigonometrijski
red funkcije iz klase kompleksnih funkcija, koje su skoro svuda diferencijabilne na pomenutom
intervalu i sa diskontinuitetima u formi beskona¢nosti. Da bi se to i dokazalo, neophodno bi
bilo prethodno redefinisati pojam Rimanouvih integralnih suma, u smislu uvodenja u analizu
i totalne vrednosti nesvojstvenih integrala, kao sume Kosijeve glavne vrednosti i Zordanove
singularne vrednosti, gde Zordanove singularne vrednosti nesvojstvenih integrala su grani¢ne
integralne vrednosti u singularnim tackama funkcije. Buduéi da su Kogsijeve glavne vrednosti,
bas kao i Zordanove singularne vrednosti, grani¢ne integralne vrednosti, one mogu odredeno
divergirati ka +o0 ili ka —o0, tako da se njihova suma, u nekom konkretnom slucaju, moze
svesti na neodredeni izraz co — oo, koji u svakom od konkretnih sluc¢ajeva ima i konkretnu
konacnu ili beskona¢nu integralnu vrednost. Shodno tome, neposredno nakon uvodnog dela,
u Poglavljima 2 1 3 disertacije definisace se i to na osnovu redefinisanog pojma Rimanovih
integralnih suma, pojam prostornog izvoda kompleksnih funkcija. Zatim, nakon definisanja
pojma rezidualne vrednosti kompleksne funkcije i u vezi sa njim pojma ostatka (rezidijuma)
funkcije, ponovo kao grani¢ne integralne vrednosti, definisace se i pojam totalne vrednosti
(vt) nesvojstvenih integrala, kao sume Kogijeve glavne vrednosti (vp) i Zordanove singularne
vrednosti (vs). Time ¢e se ste¢i uslovi za generalizaciju rezultata fundamentalnih integralnih
teorema. Nakon svega toga, generalizovace se i rezultati fundamentalnih Zordanovih teorema
Kosijevog racuna ostataka (rezidijuma). Na kraju Poglavlja 3 disertacije definisace se sasvim
nov pojam, pojam potencijala tacke realirealnih prostora. Sve ovo ilustrovacée se sa nekoliko
reprezentativnih primera.

U uvodnom delu Poglavlja 4 disertacije prezentovace se i to na osnovu rezultata prethodno
pomenute Zordanove teoreme, rezultat u formi teoreme, koji generalizuje rezultat Loranove
teoreme. Veci deo ovog poglavlja disertacije, u kome ¢e se dobiti vazni rezultati, bi¢e posvecen
izvodenju fundamentalnih grani¢nih integralnih vrednosti. Zbog njihovog ogromnog znacaja
za generalizaciju fundamentalnih integralnih transformacija, kao §to su Laplasova i Furijeova
integralna transformacija, kao i za dobijanje integralne relacije konacne Laplasove integralne
transformacije, odnosno za dalju generalizaciju rezultata Loranove teoreme, prezentovace se
i njihovo alternativno izvodenje. Kao kruna svega §to je prethodilo i implicitni i eksplicitno
¢e se dokazati rezultat u formi teoreme, koji generalizuje rezultate Zordanove i Dirihlejeve
teoreme, odnosno rezultat koji daje dovoljne uslove za razvoj funkcija, iz klase kompleksnih
funkcija i sa diskontinuitetima u formi beskona¢nosti, u beskona¢ni Furijeov trigonometrijski
red. Ako se ima u vidu koliko je sirok dijapazon primene Furijeovih redova, kako u teorijskoj
tako i u primenjenoj matematici, od fundamentalnog je znacaja da se jedan ovakav rezultat
i dokaze. Najvazniji rezultati ovog poglavlja disertacije, bas kao i prethodnog, ilustrovace se
na kraju sa nekoliko reprezentativnih primera.

Nowvi Sad, 13. januar 2007. godine Branko V. Sarié



Glava 1

Uvod

1.1 Realirealni vektorski prostor

Neka je ortonormirani realni vektorski sistem {e; } (k = 1,2, ..., n) baza n-dimenzionalnog
vektorskog prostora R", koji se definise nad poljem realnih brojeva R (Peri¢, 1987). Dekartov
proizvod dva realna vektorska prostora R™ i R™, u oznaci R™ x ¢ R™ (i je imaginarna jedinica),
sa definisanim osobinama da svakom uredenom paru elemenata (vektora) (x,y), takvih da
x =Y, 2%, e R"iy =3, y'e, € R™, korespondira elemenat (vektor) x +iy € R™ x i R™,
pri cemu je R x¢ R™ komutativna grupa, drugim re¢ima aditivna Abelova grupa, u odnosu na
vektorsko sabiranje, kao i da svakom paru elemenata (a, @), takvihdaa € Ri g € R" xiR™,
korespondira elemenat (vektor) a @ € R™ x i R™, pri ¢emu je zadovoljen i aksiom unitarizma i
aksiom asocijativnosti u odnosu na mnozenje skalarom i aksiom distributivnosti u odnosu na
vektorsko i skalarno sabiranje: (x1,y1)+(X2,y2) = (X1 +y2,X1 +y2)ia(x,y) = (ax,ay), je
realirealni vektorski prostor, dobijen idirektnom sumom, sa oznakom @i, realnih vektorskih
prostora R™ i R™: R" & ¢ R™.

Potprostor R™ @14 {0} realirealnog vektorskog prostora R" @ ¢ R™, izomorfan sa realnim
n-dimenzionalnim vektorskim prostorom R", je realni potprostor R" realirealnog vektorskog
prostora R" & i R™. Uz to, potprostor {0} & ¢ R™, izomorfan sa realnim m-dimenzionalnim
vektorskim prostorom R, je irealni, odnosno imaginarni, potprostor realirealnog vektorskog
prostora R™ @ ¢ R™. Jasno, ova dva potprostora su komplementarna. Dimenzija realirealnog
vektorskog prostora R™ ¢ ¢ R™ jednaka je sumi dimenzija vektorskih prostora R™ i R™.

1.1.1 Realirealna ravan Ortonormirani realni vektorski sistem {e;} (k = 1,2,...,n) je baza
n-dimenzionalnog kompleksnog vektorskog prostora C". Za razliku od realnih i realirealnih
vektorskih prostora, koji su definisani nad poljem realnih brojeva R, svi kompleksni vektorski
prostori definisani su nad poljem kompleksnih brojeva C, tako da su elementi z =), Zrer
(z* € C), kompleksnog vektorskog prostora C", kompleksni vektori z, upravo kao i elementi
0=>, v+ >,y e, gde e, =e; i ¢ = ie;, svakog n + m-dimenzionalnog realirealnog
vektorskog prostora. Sa jedne strane, svi n+m-dimenzionalni realirealni vektorski prostori, u
slucaju kada oba realna vektorska prostora, koja u idirektnoj sumi tvore realirealni vektorski
prostor, imaju zajednicku vektorsku bazu, izomorfni su sa n-dimenzionalnim kompleksnim
vektorskim prostorima C". Drugim recima, svaki n-dimenzionalni realni vektorski prostor
R™ tvori, u idirektnoj sumi, n-dimenzionalni realirealni vektorski prostor R™ & ¢ R", koji je
izomorfan sa n-dimenzionalnim kompleksnim vektorskim prostorom C™.

Sa druge strane, svaki 2n-dimenzionalni kompleksni vektorski prostor C?7, sa elementima
z =Y, 2"ei+ >, Zlef, u slucaju kada je 2*™ = z* gde z je konjugovano kompleksni broj,
svodi se na vektorski prostor, koji je izomorfan sa 2n-dimenzionalnim realirealnim vektorskim
prostorom

e=)  {R"(2)[ef +efuun)} +1 ) {3 (2) [ef — €fian)},

gde R (2) i J(2) su realni i imaginarni deo kompleksnog broja z, respektivno.
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Shodno tome, dvo-dimenzionalni realirealni vektorski prostor @ = (v/2/2) (ze* + ze})
izomorfan je sa dvo-dimenzionalnim realirealnim vektorskim prostorom @ = R (2)e;+S (2)ez,

gde e; = (v/2/2) (e +€3) i ey = (v/2/2i) (ef — €4). Uz to, Jakobijan transformacije, u ovom
0z oz .
(e 9302 I —
0z 0z 1 :
OMR(z) 0I(z)
odrednice kompleksna ravan, za ova dva izomorfna vektorska prostora, ta¢nija je odrednica
realirealna ravan. Ako je R (z) = x, S (2) = y 1 ¢ = arctan (y/z), na osnovu funkcionalne
jednakosti (Overdijk i ostali, 2001; Sari¢, 2002a)

slucaju, svodi se na determinantu J = = 2¢. Jasno, na mesto

. 2 .
€2iarctan(y/x) _ [1 + (y/.%')] _ T+ 1y

L+ (y/a)* 7=y’

sledi da z = ze~%, odnosno o = (1/2(2- €)/2)(¢; “e} + ey’e3) = |o] 0, gde o] = VT - @
(- je oznaka za unutrasnji proizod dva vektora) i g, = (v/2/2) (e"*¥e* + e'¥e}).

Vektorski prostor t = xe;+y ex+m, gde n = in, definisan nad poljem realnih brojeva R
i uz to pozitivno definitne Hermitove metrike |d¢|*> = da2 +dy?+ds (|dx|* = dg-dx), gde dE
je konjugovano kompleksni vektor, je tro-dimenzionalni realirealni prostor R! @i R?. Vektor
n je jedini¢ni vektor glavne normale dvo-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora
0 = r€1 + Y€ (€, €3 = 053, gde bap je Kronekerov delta simbol, preciznije jedini¢na 2 x 2
matrica), koji je pozitivno definitne Hermitove metrike dg - do = dz* + dy? (Sari¢, 2003).
Shodno tome |dr|* = |dg|* + ds?, gde |do|* = dg - do.

1.1.2  Algebra realirealnih prostora Budu¢i da svakom uredenom paru realnih brojeva (z, y)
korespondira kompleksni broj z = z+iy, a vektori Y, z*e; 1 Y, v} (z = Y, (aF +iyF)e})
su elementi (vektori) n-dimenzionalnog realnog vektorskog prostora R", sa sistemom baznih
vektora {e}}, indirektna suma n-dimenzionalnog realnog vektorskog prostora R™: R™ @i R",
koja je vektorski prostor, nije potprostor kompleksnog vektorskog prostora C", imajuéi u vidu
¢injenicu da potprostori bilo kog n-dimenzionalnog kompleksnog vektorskog prostora C", sa
elementima (vektorima) z =, z*e}, mogu biti samo kompleksni vektorski prostori. Shodno
tome, svaki uredeni par realnih brojeva (x,y) je u korespondenciji sa elementom (vektorom)
z = ze* jedno-dimenzionalnog kompleksnog vektorskog prostora C!, odnosno sa elementom
(vektorom) z = (z + iy)e* jedno-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora R! @i R!,
dva izomorfna vektorska prostora. Ako se oba ova vektorska prostora, kao aditivne grupe,
dopune i binarnom operacijom proizvoda elemenata z; i zs, gde z; — (a,b) i 22 — (¢, d), na
taj nacin da

(a,—b) (¢,d) = (ac + bd, ad — bc) — (Z - z2) €7,

tada jedno-dimenzionalni kompleksni vektorski prostor C!, odnosno sa njim izomorfni jedno-
dimenzionalni realirealni vektorski prostor R!@i R!, postaje polje, polje kompleksnih brojeva
C. Sa druge strane, svakom uredenom paru (z!, 22) kompleksnih brojeva korespondira jedan
elemenat (vektor) z dvo-dimenzionalnog kompleksnog vektorskog prostora C2. Jasno, jedno-
dimenzionalni kompleksni vektorski prostori, sa elementima z'e} i z%e%, su potprostori dvo-
dimenzionalnog kompleksnog vektorskog prostora C2.

Ako je 2% = 2P (a # 3), odnosno 2! = z i 22 = z, svakom uredenom paru konjugovano
kompleksnog i kompleksnog broja (Z, z) korespondira elemenat (vektor)

\/5 a,x \/5 > aX .
9:722 ea:T(zeleZeg):leﬂLy%%
[0



gde v2er — (1,1) i v/2e5 — (1, —1), u odnosu na vektorsku bazu {e,} dvo-dimenzionalnog
realirealnog vektorskog prostora R @i R, koji o¢igledno nije potprostor dvo-dimenzionalnog
kompleksnog vektorskog prostora C2. Drugim re¢ima, buduéi da su koordinantne promenljive
(x,y) nezavisno promenljive, za razliku od koordinantnih promenljivih (Z, z), koje su zavisno
promenljive, sistemi baznih vektora {€}} i {e,} sistemi dva linearno nezavisna vektora i uz to
vektorski prostor elementa g zatvoren u odnosu na binarnu operaciju mnozenja skalarom, nad
poljem realnih brojeva R, sledi da vektorski prostor elemenata (vektora) v/20 = ze} + ze5,
kao dvo-dimenzionalni vektorski prostor, nije potprostor dvo-dimenzionalnog kompleksnog
vektorskog prostora C2, ve¢ dvo-dimenzionalni realirealni vektorski prostor R' @i R!. Jasno,
u slucéaju dvo-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora R! @ i R!, koji je potprostor
tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora R! ¢ iR2, uredenim parovima realnih
brojeva (z,y), kao i konjugovano kompleksnog i kompleksnog broja (Zz, z), korespondiraju
elementi (vektori) o = re; + yes i V20 = Zet + zej, respektivno.

Shodno svemu tome, ako se i ovaj vektorski prostor, kao Abelova (aditivna) grupa, dopuni
binarnom operacijom proizvoda elemenata g, — (a,b) i @, — (¢, d), na taj nacin da

(a,=b) (c,d) = (ac + bd,ad — bc) — (@, - @;) &1 + (01 N 02) N €1,

gde A je oznaka za spoljasnji (vektorski) proizvod dva vektora, odnosno

1
(21,21) (22, 22) = (2120, 2120) — 5[(91 - 0;) (€] +€5) + (0, N oy) A (e +e3)] =
1 — * — *
=3 (01 - 02) €l + (0, N oy) Nes+ (01 - 02) €5 + (01 A 0y) NeT],

dvo-dimenzionalni realirealni vektorski prostor R @i R!, kao potprostor tro-dimenzionalnog
realirealnog vektorskog prostora R'@i R?, postaje polje i to takode polje kompleksnih brojeva
C. Jasno, realnom delu kompleksnog broja, kao proizvodu neka druga dva kompleksna broja,
koji su u korespondenciji sa elementima (vektorima) @, i @, dvo-dimenzionalnog realirealnog
vektorskog prostora R! @ i R!, korespondira Hermitov (unutradnji) proizvod @, - @, ova dva
elementa (vektora), dok imaginarnom delu korespondira intenzitet spoljasnjeg (vektorskog)
proizvoda elemenata (vektora) g, i @,. Dakle, moze se re¢i da je polje kompleksnih brojeva
C izomorfno Hilbertovom dvo-dimenzionalnom realirealnom vektorskom prostoru R! & i R*.

Ako se uvede geometrijski proizvod elemenata g, i g, dvo-dimenzionalnog realirealnog
vektorskog prostora R! @ i R!, takav da

0,0, = 0,0, = (0, - 92) + (91 A 92) ) (1-1)

na osnovu osobina komutativnosti unutrasnjeg i antikomutativnosti spoljasnjeg (vektorskog)
proizvoda elemenata @, i ©,, sledi da

B 1 _ 1 _ .
(0, 02) = 5 (010, +0:01) = 5 (010, + 010,) i

2 2
1 _ 1 _
(1 Noy) = 3 (010, — 0201) = 5 (010, — 010,) - (1.2)

Jasno, geometrijski proizvod dva elementa (vektora) realirealnog vektorskog prostora nije
elemenat (vektor) tog prostora, ve¢ linearna kombinacija unutrasnjeg i spoljasnjeg proizvoda
elemenata (vektora), pa shodno tome nosi naziv kovektor. Kovektor geometrijskog proizvoda
baznih vektora realirealne ravni

Fing = €,85 = bap + captd 1 B = €ae” = 60+ Y _ 65,¢Mn, (1.3)
il



ge e =%, (e e’ = 6,13, €Ne* =0), cas = (€ N gs) Tie = (e A ¢”) -1 (eapje
. 0 1 . . 1 . ) .
2 X 2 matrica 1ol bas kao i e*?), je geometricki kovektor realirealne ravni R! @4 R!.

U tom slucaju

Eap0 = 0ap0 + eapn A @ = 0ap(€1-0) €1 +eap[(nA€1) - 0]~
—bap(@AN@)Ner —eqpl(mAer) Aol ANeri
Eape1061 = fzpgi0e1 + cap[(mA€1) - 0le1 —eap[(BA Q) Aol Ner =
=bap(€1-0)e1 —dap(e1N@) Ne1+eqp[(mAer) Bler —epsl(mAe) Aol Ne. (1.4)

Iz prethodne dve kovektorske jednakosti, koje su o¢igledno ekvivalentne, sledi da jedini¢ni
bazni vektor €; je unitarni element (vektor) realirealne ravni, koji geometrijskom proizvodu
dva elementa (vektora) ili dva kovektora, odnosno kovektoru, korespondira elemenat (vektor)
realirealne ravni, korespondentan proizvodu dva kompleksna broja, dok drugi jedini¢ni bazni
vektor ey, realirealne ravni R! @i R!, geometrijskom proizvodu dva elementa (vektora) ili dva
kovektora, odnosno kovektoru, korespondira elemenat (vektor) realirealne ravni, ortogonalan
na element (vektor), korespondentan kovektoru, buduéi da

(010:€1) - (0102€2) = [(01- @) €1 — (01 N @) Ner] - [(01- @2) €2+ (01 N @) N©o] =

= (01 0){e1-[(01 N o) NG| —[(01 N @) Nei] - e} = 0.

Sa druge strane, na osnovu prve od dve kovektorske jednakosti (1.3), sledi da

Y Ease® =Gt Y capn A =0
« «

D Ems€ = est > casm N = 25, (1.5)
o a
odnosno
YD Ewgie’=2) e’ =2) o;=
a g B B
D) Eagetd’ =) esd’+ ) Y eamne’d’ =20 (1.6)
a f B o f
Uz to

D> Emsolyopy = 0uyplpyt DD €aptliydinyd = 010s. (1.7)
a g a B

B
Shodno tome, konacno se dobija da

80(1)0 03 = w60(1)0 2) 03+ €ap0(1)0(2) 2 N 03, -
ZZ Er ZZ b DD castlye; (1.8)
P

odnosno @,0,0; = (0, - 0,) 05 + (0, N 05) N @3, §to je u korespondentnoj formi proizvod tri
kompleksna broja (a, —b)(c,d) (g, h). Na osnovu toga sledi da

(Ql/\QQ)/\_Qg_(Ql/\Qs)/\§2: (_91'93)92_(51‘92) 031

20 ZZFM@ o’ Z@@ = (1.9)



Uz geometricki kovektor E,g, koji je po definiciji geometrijski proizvod baznih vektora
{e,} realirealne ravni R! @ iR', od interesa za analizu su i geometrijski proizvodi baznih
vektora visega reda:

Fap€, = 0ap€, +eapn N gy

Eas€,¢0€1 = [0mpdqs + €ap (B A €;) - s €1+
+oas (€, Nes) Ner —eap[(BA€) NG| Aer =
= (6ap055 — €apqs) €1 + (Oapeys + €apbys) DA €1 =
= Oap (65661 + €15€2) + €ap (07662 — €46€1) = baplmsgr + eaplmsga. (1.10)

Na bazi karakteristika geometrijskog proizvoda sledi da uz dvo-dimenzionalni Hilbertov
realirealni vektorski prostor (realirealnu ravan) i dvo-dimenzionalni Euklidov realni vektorski
prostor, sa sistemom {e,} (a = 1,2) baznih vektora, koji je dopunjen binarnom operacijom
proizvoda elemenata p; — (a,b) i p, — (¢, d), na taj nacin da

(a,=b) (c,d) = (ac + bd,ad — bc) — (py - py) €1+ (p1 A pa) N e,

je takode izomorfan polju kompleksnih brojeva C.
U tro-dimenzionalnom realirealnom vektorskom prostoru R! & i R?

B = b5+ Z eine, (1.11)
I

gde g3 =1, ¢ en =05, 1 > ejug’ =ginen (3 eMer =e/A ).
Po analogiji, moze se i ovaj Vektorski prostor, koji je Abelova (aditivna) grupa, dopuniti
binarnom operacijom proizvoda elemenata g3 — (a,b,g) i to — (¢, d, h), na taj nacin da

(CL, _b7 _g) (07 d7 h) = (bh - gd7 gc— CLh, ad — bC) - (El A E2) i

ac+bd + gh — T - ga.

Tada i tro-dimenzionalni realirealni vektorski prostor R' & i R postaje polje.
Ako se zna da je ¢’- ¢, = 67,1 . €/ Ag; = 0, odnosno

1_ @& & € /\ €1 & SRAL
€ (& €
e=c(ene’),e=c(ere') ies=c(e' Ne), (1.12)

<

gde € = 22( € = €123 = €931 = 6312), sledi

ZZ CECh Gk :ZZ E}kéj%k =1, (1.13)
- ,

J ik
buduéi da
BHITLES HH IS By AL
i k1
odnosno



Uz sve to
Bf =) e =t =0+ g n ¢ =8+ DD G, (1.14)
l I m
odnosno
BY =) 556 =fg =8+ N g =8+ > Y 5.6 (1.15)
l I m

€;€k€em = 05,€.8m + €j3€m + ejum + [(€5 A\ er) Ne Aen =

= 5k + 0tk — Ok + €6m. (1.16)
gde
bju=1(¢j - &) ejum = [(¢ AN €r) Nl €n = Opm0jt — 05 0mt 1
[(&j A er) Nel Aem =385 (ex Aem) — O (€ A em), (1.17)
odnosno

€;€k€,8m€, = 65,18, + €jlimn + [(¢5 A er) Nel€,€, = 65 Eim€, + ejubmnt

+ ejklmécn + €jkimn + {[(éc] A Eck) A 6cl] A 6cm} A Ecn = (%k]j—;imécn—i_
+01 5,80 — Oil5,,8n + €j3ibimm, (1.18)

gde
ejimm = {[(ej A\ &) ANel Aen} €, = Sjermn — Onejmn i

{[@& A &) A& NGt NG = 8 (0@ — Grunh) — Okt (6jn€ — Omn€;) - (1.19)

U N + M-dimenzionalnom realirealnom vektorskom prostoru (N >3 i M > 2)

By = 65+ Y ejuegs (1.20)
l

G.-e. — & i el —e. iKle, —ein ek el. e — &7 i JIAN e —
gde € ep = b5 1 )5 eime =¢gifNer (X ;€M e =€'Ne", eep =6 1) ;€N e; =0).

c] <
Ikl su permutacioni simboli, odnosno asimetri¢ni e simboli (Andeli¢, 1980),

Sistemi eji; i e
takvi da

1. ejr = 0, u slucaju kada su bilo koja dva indeksa jednakih vrednosti

2. e =0,zaj#k (1< (j,k) SN)IiN<I<N+M

3.em=0,zaj#k j#lik#1(N<(j,k 1) <N+ M)

4. e =0,2aj#1 (1< (j))SN)iN<kE<N+M

5. €jp = %, zaj#k,j#lik#1(1<(4,k,1) <N)ipozitivno cikliénu kombinaciju
indeksa j i k

6. ejr = —NN, za j#k (N < (j,k) <N+ M) i pozitivno ciklienu kombinaciju indeksa
jik (1<I<N)

7. eji = _A\//[F, zak #1 (N < (k,l) < N+ M) ipozitivno cikli¢tnu kombinaciju indeksa
jik(1<j<N)

8. ejkl:—ekﬂ,zaj%k,j#lik%l(1§l§N—|—M).




Pozitivno cikli¢na kombinacija indeksa j i k je kombinacija svih vrednosti indeksa od 1
do N + M, poredanih u krug, na taj nacin da se kombinuju indeksi od najmanje do najvece
razlike svojih vrednosti, pocevsi od indeksa najmanje vrednosti (7 = 1), cikli¢no po krugu u
pozitivnom matematickom smeru (smeru suprotnom od kretanja kazaljki na satu).

Na osnovu prethodno definisanih e simbola moguce je i u slucaju N + M-dimenzionalnog
realirealnog vektorskog prostora, prema algoritmu koriséenom u sluc¢aju tro-dimenzionalnog
realirealnog vektorskog prostora, definisati kovektore i vektore geometrijskog proizvoda vise
baznih vektora ovog realirealnog vektorskog prostora, koji su od krucijalnog znacaja za dalju
analizu. Shodno tome, spoljagnjem proizvodu tri bazna vektora, u N + M-dimenzionalnom
realirealnom vektorskom prostoru, koordinira se jedini¢ni vektor pomoc¢u e simbola cetvrtoga
reda ;i itd.

Algebra realirealnih vektorskih prostora fundamentalno se razlikuje od Grasmanove i od
Klifordove algebre vektorskih prostora. Ta fundamentalna razlika je u definisanju spoljasnjeg
proizvoda dva ili vige elemenata vektorskog prostora. Naime, za razliku i od Grasmanove i od
Klifordove algebre, gde se pojam orjentisane duzi, kao vektora iz klasi¢ne vektorske algebre,
generalizuje na pojam bivektora, trivektora itd., drugim re¢ima na pojam orjentisanog dela
ravni ili visedimenzionalnih prostora, pri ¢emu je element spoljasnjeg proizvoda od dva ili
vise elementa vektorskog prostora u ravni i visedimenzionalnim prostorima, definisanim tim
elementima, u prethodno definisanoj algebri realirealnih vektorskih prostora (N + M > 3),
spoljasnji proizvod dva i vise elementa (vektora) je elemenat (vektor) vektorskog potprostora
realirealnog vektorskog prostora na kome su ovi vektori ortogonalni. Spoljasnjem proizvodu
dva i vise vektora koordinira se elemenat realirealnog vektorskog prostora pomoéu e simbola.
Kovektori realirealnog vektorskog prostora, kao geometrijski proizvodi elemenata (vektora)
vektorskog prostora, su linearna kombinacija unutrasnjeg i spoljasnjeg proizvoda elemenata
(vektora).

Medutim i pored ove razlike, moguce je na bazi Hestenesove simplifikacije fundamentalne
teoreme (integralnog) racuna (Hestenes, 1968; Hestenes i Sobczyk, 1984; Hestenes i Ziegler,
1991), cesto apostrofirane kao Stoksova teorema, dalje generalizovati rezultat ove integralne
teoreme. Kamen temeljac za buduéu analizu, odnosno dalju generalizaciju, ¢ini¢e redefinisani
pojam ostatka funkcije u realirealnim vektorskim prostorima, odnosno novodefinisani pojam
rezidualnih vrednosti funkcija skalarnog i vektorskog polja, analogan pojmu diferencijalnih
formi geometrijskog ra¢una. Na osnovu, prethodno zasnovanog, izomorfizma realirealne ravni
i polja kompleksnih brojeva C, mogucée je neke od dobijenih rezultata proveriti uporedujuéi ih
sa fundamentalnim rezultatima kompleksne analize. Jednostavnost izvodenja ovih rezultata
trebalo bi da ima prednost u poredenju sa izvodenjima u kompleksnoj analizi, koja su ¢esto
veoma komplikovana. Naime, formulacija, pa i dokaz, generalizovane fundamentalne teoreme
(integralnog) racuna, zasnivace sa na pojmu prostornog (integralnog) izvoda, koji ¢e biti tako
koncipiran, odnosno definisan, da ¢e u¢initi formulaciju i dokaz generalizovane fundamentalne
teoreme $to je moguce jednostavnijim.

Ono sto ¢e biti fundamentalno novo, u odnosu na Hestenesovu i sve ostale generalizacije
fundamentalne teoreme (integralnog) rac¢una, to je uvodenje u analizu pojma singularne, kao i
totalne vrednosti nesvojstvenih integrala, ¢ime ¢e se otvoriti moguénost generalizacije pojma
integrabilnosti skalarnih i vektorskih polja, u smislu mogucnosti integraljenja i po konturnim
prostorima, koji su singularni prostori skalarnih i vektorskih polja, drugim re¢ima vektorski
potprostori realirealnih vektorskih prostora, ¢ije pojedine tacke su singularne tacke skalarnih
i vektorskih polja.



Glava 2

O diferencijabilnosti i integrabilnosti u realirealnim prostorima

Problem pronalazenja neke funkcije na osnovu njenog izvoda je takozvani problem primitivne
funkcije. Rimanov integral, najpoznatiji od svih integrala, integrali ograni¢ene izvode koji su
kontinualni skoro svuda, a Kogijeva ekstenzija Rimanovog integrala (poznatija pod imenom
nesvojstveni integral) uvedena je da integrali izvode, kontinualne skoro svuda, sa prebrojivim
skupom tacaka neogranicenosti. Uz sve to, Harnakovom ekstenzijom ova klasa integrabilnih
izvoda moze se i dalje progiriti. Na slican nacin, klasu Lebeg integrabilnih izvoda (Arsenovi¢ i
ostali, 1998) prosirio je Denzu (Gordon, 1994) i svoj proces integracije nazvao totalizacijom.
Na potpuno razli¢it nacin Peron definise jo§ jedan integral, koji je ekvivalentan Denzuovom
integralu i koji integrali neograni¢ene izvode koji nisu Lebeg integrabilni (Gordon, 1994).

Sa druge strane, prvi generalizovani Rimanov integral u R!, definisan preko Rimanovih
suma i sa izvesnom modifikacijom podela intervala, bio je Henstok-Kurcvajlov integral, §to je
napomenuto i u predgovoru disertacije. Ovaj integral, ekvivalentan Denzuovom i Peronovom
integralu (Gordon, 1994), resava problem formulisanja fundamentalne teoreme integralnog
racuna, kadgod prvi izvod postoji. Preciznije, za klasu kontinualnih funkcija diferencijabilnih
svuda, osim na najvise prebrojivom skupu tacaka kompaktnog intervala realne prave (videti
Teoremu 9.6 u Gordon, 1994). Meksejnov integral (Schwabik i Kurzweil, 2004), ekvivalentan
Lebegovom integralu, drugi je generalizovani Rimanov integral. Uz to, pitanje pronalazenja
minimalnog integrativnog procesa, koji bi vodio ka Rimanovom tipu integrala, opstijem od
Lebegovog integrala, reseno je takozvanim C-integralom (Bongiorno, 2000).

Za razliku od jednodimenzionalnog slucaja, Henstok- Kurcvajlov integral u R™ ne integrali
sve izvode (Pfeffer, 1987). Dodatnim uslovom, koji se odnosio na klasu dozvoljenih podela
kompaktnog n-dimenzionalnog intervala, Mauhin je uspesno prevazisao i ovaj problem. Ovo
je prirodno vodilo ka jos jednom tipu Rimanovog integrala, pod nazivom integral regularnih
particija (rp). Koristeé¢i se ovim generalizovanim Rimanovim integralom, Mekdonald je uspeo
da prevazide nekonzistentnosti u Hestenesovom dokazu fundamentalne teoreme integralnog
racuna (Macdonald, 2002). Naime, Hestenes je dao briljantno kratak i intuitivan dokaz, koji
nazalost nije bio i matematicki rigorozan (Hestenes, 1968). U stvari, Hestenes je svoj dokaz
bazirao na integralnoj definiciji izvoda i standardnoj definiciji Rimanovog integrala, sto je
rezultiralo aproksimacijom izvoda interval funkcijom, ali bez prethodno uvedenog uslova koji
bi to eventualno mogao opravdati. Integralnu definiciju izvoda koristio je i Mekdonald, ali ne
i onu koja se, u jednodimenzionalnom slucaju, a za razliku od Hestenesa, svodi na takozvani
simetri¢ni izvod (aritmeticku sredinu levog i desnog izvoda). Time je oc¢igledno klasa funkcija
za koju vazi fundamentalna teorema integralnog ra¢una suzena. Shodno tome, u onome §to
sledi, dace se rigorozan dokaz Stoksove teoreme za Siru klasu kovektorskih polja i to u duhu
Hestenesovog dopadljivog dokaza.

Jasno, Hilbertov tro-dimenzionalni realirealni vektorski prostor H bi¢e osnova svake dalje
analize. Drugim re¢ima, mnogi topologki pojmovi, kao i pojmovi diferencijalne geometrije,
narocito diferencijalne geometrije tro-dimenzionalnih realnih vektorskih prostora, bi¢e osnova
na kojoj ¢e se zasnovati teorija iz koje ¢e se dobiti novi integralni procesi. Uz to, nezaobilazna
osnova ove teorije bi¢e prirodno i Kosijev ra¢un ostataka, odnosno teorija analitickih funkcija
kompleksne promenljive.
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Pojam mnogostrukosti je fundamentalni pojam diferencijalne geometrije i jednostavno
receno diferencijabilna mnogostrukost je topoloski prostor, koji lokalno izgleda kao Fuklidov
prostor, na kome je mogucée zasnovati diferencijalni i integralni ra¢un. Shodno tome, u onom
sto sledi, analizirace se uglavnom vektorske diferencijabilne mnogostrukosti (mnogostrukosti)
M, u Hilbertovom tro-dimenzionalnom realirealnom vektorskom prostoru ‘H, sa pozitivno
definitnom metrikom. Tacke mnogostrukosti, kao nulto-dimenzionalne mnogostrukosti u H,
su determinisane vektorima ¢. Kriva je jedno-dimenzionalna, dok je povrs dvo-dimenzionalna
mnogostrukost. Konac¢no, bilo koja tro-dimenzionalna oblast u ‘H, ograni¢ena nekom povrsi,
je tro-dimenzionalna mnogostrukost. Granica OM od M-dimenzionalne mnogostrukosti M
je (M — 1)-dimenzionalna mnogostrukost. Stoga, granica tro-dimenzionalne oblasti je povrs,
granica povrsi kriva, dok su dve krajnje tacke krive granica krive. Jasno, mnogostrukost koja
je kompaktna i ¢ija granica je prazan skup je zatvorena mnogostrukost. Shodno tome, granica
mnogostrukosti je uvek zatvorena mnogostrukost (00M = 0).

Funkcije ¢ — F i ¢ — f, definisane u svakoj tacki ¢y mnogostrukosti M, su vektorsko
i skalarno polje u M, respektivno. Shodno tome, kriva £ = {g |g(s)} je skup tacaka u H
parametrizovanih kontinualnom vektorskom funkcijom x(s), definisanom na segmentu [s1, s
skupa realnih brojeva R. Parametar s je koordinata krive £. Ako se krajnje tacke tp =1x(s1)
i gg =1x(s2) krive £ poklapaju, kriva L je zatvorena kriva. Uz to, glatka kriva je neprekidno
diferencijabilna kriva u H. Kontura je deo po deo glatka kriva u ‘H. Kontinualno vektorsko
polje

v

T (1) = (2.1)

Q.|Q.
)

je vektorska funkcija jedini¢nog vektora tangente u tacki r mnogostrukosti L.

Jasno, jedno-dimenzionalni vektorski prostor 7, (L), ¢iji elementi su skalarni umnosci
jediniénog vektora tangente 7 (x), je tangentni vektorski prostor u tacki ¢ krive L.

Povrs P = {g |g(u,v)} je skup tacaka u H parametrizovanih kontinualnom vektorskom
funkcijom g(u,v), dve skalarne promenljive u i v, koje su koordinate povrsi. Glatka povrs
je neprekidno diferencijabilna povrs u H. Konturna povrs je deo po deo glatka povrs u H.
Vektorski prostor 7, (P), ¢iji elementi zadovoljavaju uslov

r r
(EAE) r@ =0, (22)
je tangentni vektorski prostor u tacki ¢ povrsi P. Ukoliko vektorsko polje 7 (x) zadovoljava
prethodno navedeni uslov u svim tackama ¢ povrsi P, tada je ono tangentno vektorsko polje
povrsi P. Jedno-dimenzionalni vektorski prostor N, (P), €iji elementi su skalarni umnosci
jedini¢nog vektora
1 or Ot

BN 23)

n(x) = ES
je normalni vektorski prostor u tacki ¢ povrsi P. Smer vektora y(x) determinise orjentaciju
povrsi P, kao sto smer jedini¢nog vektora tangente 7 (x) krive £ determinige orjentaciju krive
L.

Ako je n () normalno vektorsko polje granice M mnogostrukosti M, ¢ija orjentacija se
po konvenciji usvaja tako da je usmereno od unutrasnjosti mnogostrukosti M i I\, kovektor
orjentacije mnogostrukosti M, tada je, po konvenciji, kovektor Iy orjentacije granice OM
mnogostrukosti M determinisan uslovom

Iv(x) =Iom (x)n(x). (2.4)
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Neka je e, kao geometrijski proizvod sistema baznih vektora {¢;}, kovektor orjentacije Iy
tro-dimenzionlne mnogostrukosti G u H, forme kvadra, koju ogranicava povrs S, ¢ije strane
su paralelne koordinantnim ravnimas:

Ig = eigugs = e = i°. (2.5)

Tada, primera radi, kovektor orjentacije I» donje osnove kvadra, paralelne realirealnoj
ravni @ — (x,y), po prethodno navedenoj konvenciji, zadovoljava uslov

i = ~Ip(t) 1, (2.6)

odnosno I» = —n. Ako je kovektor orjentacije Ins mnogostrukosti M konstanta, kao $to je
u ovom slucaju, mnogostrukost M je ravna mnogostrukost.

Kako je za krivu £ kovektor orjentacije I (t) = 7 (x), kovektor orjentacije I4 (¢) krajnjih
tacaka o i 1y krive, koje su granica 0L krive L, je

Li(p2) =1=—La(x1). (2.7)

Ako se glatka i ogranicena kriva £, kao jedno-dimenzionalna mnogostrukost u ‘H, podeli
u prvom koraku na x; elementarnih lukova £, (A1 =1,2,...,k1 > 2), tako da UJ"_ Ly, =L

(skupovi C A, = int.Ly, sudisjunktni skupovi), svaki elementarni luk £ s, » W narednom koraku,
deli se na nove elementarne lukove Ly, », (A2 =1,2,...,k2 > 2). Shodno tome, beskona¢ni
proces podela D, L! krive £ je beskona¢ni niz skupova uredenih parova (Lapras Eag )
formiranih na svakom (n-tom) nivou podele krive £, tako da za svaki rubni elementarni luk

Lvoan € Lo A NOLU Loy A Ta . a € L, 2, 2a sve ostale elementarne lukove. Ako
su vektori Z €A, 2X = Ay, L vektorske mere elementarnih lukova £y, . »,, vektori
dx = hm Ax,,.. 2% su vektorski infinitezimalni linijski elementi krive £, takvi da

dx=7(x)ds=dp=)» > Ooidx" =) ) e;thdx" =) d, (2.8)
ik j k J

glex =3 %e; i d; = erdd =g;d.

Jasno, budu¢i da
=) geds® =) Eydxt =) Spdet+ Y " ejdxle, (2.9)
k k ko1

k

—a.d

J

u"s

diferencijalna forma
(ds)? = didy Z dipdx’ => > " dxidixt =) 0> Eydxldx” (2.10)
ik ik

je diferencijalna metricka forma tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora H.

1 Ako u nekom beskonaénom procesu podela D, M, mnogostrukosti M, a za svako & > 0 i beskonaéni
niz konaé¢nih skupova uredenih parova {My, . ., 1;,\1},,,,,\n}/’\i1 i y,—1, takvih da je za svako n (n € N):
U)l\ill;.l?]')\nleAlnu,)\n =Mi {I)\lynw)\n})l\ill;.ll.{:_n)\nzl C {gAI:' - n+1})\1 1nn)t,1+1 1’ postoji me, takvo da je
[T — fmase (Mg, xan) /min (Mg, < € (e Ma, . a, — R o+ je skalarna funkcija Lebegove mere
elementarnih mnogostrukosti My, 1, ), za sve nivoe podele n > n., kao i sve elementarne mnogostrukosti
Moy, n,, podela Dy M = {Mx, Ay Taon, [ Aq=1,2,,kg > 2 (¢=1,2,...,n)}(n € R) je apsolutna
podela mnogostrukosti M.
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Po analogiji i svaka konturna povrs P, kao dvo-dimenzionalna mnogostrukost u ‘H, koju
ogranicava zatvorena konturna kriva £, moze se podeliti na x; elementarnih konturnih povrsi
Py, (A1 = 1,2, ...,k > 2), ograni¢enih elementarnim konturama L), , u prvom koraku. Svaka
elementarna konturna povrs P,,, u narednom koraku, deli se na nove elementarne konturne
povrsi Py, x, (A2 = 1,2,..., k2 > 2). Ako su vektori >, >, €,exhy A, o7* vektorske mere

povrsina elementarnih konturnih povrsi Py, . a,, Vektorl do = lim Z > 1€k A, 2, 00"
n—>—|—oo

su vektorski infinitezimalni povrsinski elementi konturne povrsi P, takvi da

do =n(x)do :Z éjdgj :ZZ éjdkajk ZZ ‘]deU]k
—ZZ By do?* ZZZZ B, 610 dxdx™ (2.11)

gde simbol 6 ., je meSoviti sistem, takav da 5] = 0, za svako j # [ ili k # m, kao i za svako
j=1>k=m, odnosno & = (—1)]_1 za svako j =1 < k = m. Jasno,

do’ =) " dio’* =) erdo ZZZ er 6" dx!dx™
k k

Ako se i proizvoljna oblast G, kao tro-dimenzionalna mnogostrukost u H, koju ogranicava
zatvorena konturna povrs P, podeli, naravno u prvom koraku, na x; elementarnih oblasti Gy,
(M =1,2,...,k1 > 2), ograni¢enih elementarnim konturnim povrsima P,, , sve se elementarne
oblasti G, , u narednom koraku, dele na nove elementarne oblasti Q,\l A (A2 =1,2) . Ky > 2).

Ako su Ay, »,w mere zapremina elementarnih oblasti Gy, . ,, tada dw = hm Dxy, AW
n—-+00

su infinitezimalni zapreminski elementi oblasti G, takvi da

i*dw = do - dx :Z éjdaj -dx :ZZZ Fs - e do* dx! :ZZZ ejmdw®  (2.12)
j i ko1 i k1

gde dwif = dokdx! =3 S S, 6 dxmdxtdx" 1 67, = 69F ol e, = 67F 6.

mnh mn (. <
Ako se uvede kovektor orjentisane mere ¢Mx M- dlmenzmnalne mnogostrukosti MuH:

dMx =Ty (xr) dMx, tada za jedno-dimenzionalnu mnogostrukost £
d'x=qdx=7(¢r)ds =7 (r)d'x :ZZ Qké?dxj :Z erdx", (2.13)
ik k

za dvo-dimenzionalnu mnogostrukost P

dx=do=n(do=n(x)d™x=) > > > Bdj,de'dx" =
j k I m
—ZZZZ S dx' dix™ sz: B, do’* (2.14)

i za tro-dimenzionalnu mnogostrukost g

d3x = d2x -dx = i?dw = i%d3x —ZZZZZZ k -e) 5mnhdxmdxndxh _
DI et dxmdx"dx" =D Y "N ejda’M (2.15)
j k I m mn h i k1
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2.1 Prostorni (integralni) izvod kovektorskog polja

Podsetimo se da je svako polje, koje je definisano nad nekom kolekcijom intervala u R!,
interval polje. Shodno tome je i svako polje, definisano nad nekom kolekcijom elementarnih
mnogostrukosti u H, elementarno polje.

Akosur — f(x)ix — F(x) skalarno i vektorsko polje u H, respektivno, polje ¢ — Q(x):

Q(x)=f(x) +F(y), (2.16)

je kovektorsko polje u H.

Definicija 1 Neka je My, ., — i (Max,...a,) elementarno kovektorsko polje uwH. Tada,
i konwergira ka [ u tacki Tx,. x, € Up2{T0oan b A 21

lim }(M)\l, Y An ):L

n—-+00

ako za svako € > 0 postoji n. € N takvo da

‘Z/ (M)\L...,)\n) - ﬂ <g,

kadgod je (My, .. x> Tayidn) € DM in > n,.

Ako u svakoj tacki Tx,.x, € USS {1 M Pt —15 20 svaku apsolutnu podelu DM,
elementarno kovektorsko polje 7 konvergzm tada ¢ je konvergentno elementarno kovektorsko
polje po mnogostrukosti M.

Elementarno kovektorsko polje | konvergira, tacka po tacka, ka kovektorskom polju [ (),
po mnogostrukosti M, ako | konvergira ka [(1) u svakoj tacki mnogostrukosti M.V

Definicija 2 Neka je My, . a, — ¢(My, .. x,) konvergentno elementarno kovektorsko polje
u H, koje konvergira tacka po tacka ka kovektorskom polju Q (1), po mnogostrukosti M.:

nl_lglooq (Mi,n) = Q.

Za linearno kovektorsko polje Q(@x) = dMx Q(), kome konvergira, tacka po tacka, po
M, elementarno kovektorsko polje In(AMx, ¢), gde IM(Z’/\l,...,/\n)A%,,,,,AnX su kovektorske
mere elementarnih mnogostrukosti M, ... x,, kaZe se da je diferencijalna forma stepena M,
ili samo M -forma, kovektorskog polja Q(1).V

Grani¢na vrednost parcijalnih suma, formiranih na n-tom nivou apsolutne podele D, M
mnogostrukosti M (osobina kompaktnosti mnogostrukosti M se ovde i nadalje u disertaciji

podrazumeva), sa granicom OM (M = int.M):

Kl...Kn

im > Tulo,. ) (AY 5 @) (Ma,a) =3 d¥xQ 1) = 9(d

n—+o0o
A1=1... \p=1 e M e M
je apsolutna integralna suma kovektorskog polja Q(x) po mnogostrukosti M. Ako je, uz sve
to, kovektorsko polje Q(x) i Riman integrabilno na mnogostrukosti M, tada postoji konacna
i jedinstvena grani¢na vrednost

lim Zn T (Dl, S A )A)\l, o An xQ( LOSIND) /d xQ(x / (d X)~

n—-+o00
A1=1... \p=1
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Definicija 3 Neka je za M -dimenzionalnu orjentisanu mnogostrukost M, koja ima granicu
OM, M-forma Q(dMx) kovektorskog polja T+ Q(1) definisana na mnogostrukosti M svuda,
osim na skupu tacaka Jo € M ineka je My, ., — D (M. x,) proizvoljno elementarno
kovektorsko polje, koje konvergira, tacka po tacka, ka kovektorskom polju 7+ P(T), po M
svuda, ostm na skupu tacaka Jp € M. Ako postoji konacna i jedinstvena graniéna vrednost,
koja je nezavisna od izbora podele D,, M,

dm > Do ) AV ) 0) (M) =
=3 ((@V%.Q.P) (1= Qd"x)P(r), (2.17)
reM TEM

kovektorsko polje T — P(T) je apsolutno (totalno) integrabilno uz diferencijalnu formu (g™ x)
po M.V

Definicija 4 Diferencijalna M-forma ¢™xQ(t) je polje rezidualnih vrednosti kovektorskog
polja © — Q(1).¥

Neka je dMxI(x) diferencijalna forma kovektorskog polja I(r) u H, kome konvergira tacka
po tacka, po mnogostrukosti M, elementarno kovektorsko polje My, ., +— 1 (M, a.):

lim Tng(gn,, 0 ) (A%, 1) (M, 0,) = 4V,

n—-+o0o

takvo da je

(@) O (Mo = > 3" '%Q(n),

,,,,,

mnogostrukosti M.

Definicija 5 Ako za sve apsolutne podele M -dimenzionalne orjentisane mnogostrukosti M,
sa granicom OM, takve da je (M, . »,,T) € DM, postoji konacéna i jedinstvena granicna
vrednost elementarnog kovektorskog polja Ing u tacki 7

s M 1
L@ = Ji7 Q) eos =Jim —s >~ @M1 Q(n) =
r€OM
= Lu(T) nl_igloo Mg,a) an_igloo A% Z d" 'xQ(r), (2.18)
A

gde p(M) = >\ dMx je mera mnogostrukosti M, kovektorsko polje Q(1) je prostorno
(integralno) diferencijabilno u tacki T mnogostrukosti M.V

Na osnovu Definicija 8 1 5 moze se konstatovati da apsolutna (totalna) integralna suma
D e m@Q(x)P(x), kadgod ona postoji, generalizuje pojam Riman-Stiltjes-ovog integrala, a
da kovektorsko polje I (x)I(x), kome konvergira, tacka po tacka, elementarno kovektorsko
polje Iy, u smislu Definicije 1, je polje prostornog (integralnog) izvoda kovektorskog polja
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Q(x). Kako konvergencija elementarnog kovektorskog polja I ne zavisi od izbora forme
mnogostrukosti M, ve¢ samo od njene dimenzionalnosti, moze se na mesto mnogostrukosti
M uzeti bilo koja okolina O tacke T, koja je odgovaraju¢e dimenzionalnosti. Shodno tome,
ako se za okolinu O tacke T izabere paralelepiped g, parametrizovan koordinatama x7, tada
granicu paralelepipeda ¢ine Sest pravougaonika S, centriranih u tackama Z‘ji, sa konstantnim
kovektorima orjentacije Is;, takvim da i> =Ig& (j = 1,2,3). U ovom naglagenom slucaju,
pod izvesnim okolnostima,

1®) =2 lm - 3 d%Q) ~lm = 37 (Y Q) - 3 ¢d*Q) -

p—T W p—T W

1€ 9 T ¥ e s
Y dim 2 QE) - Q) =Y €00 ks = S Q.  (219)
- Axi 0+ AxI - d3x
gde , '
0; = % i % :Zj: % :Zj: e’0;. (2.20)

Za jedno-dimenzionalnu mnogostrukost £ u H, okolina O tacke T je luéni deo krive L, sa
grani¢nim tackama .. Kovektor orjentacije I () krive £ je jedini¢ni vektor tangente 7 (I).
Kako su kovektori orjentacije I 4 (¥, ) grani¢nih tacaka: +1, na osnovu definicione jednakosti
(2.18), sledi da

7 () 1(x) —hm N Z d°xQ () m Al Z d°xQ (x)
. Q) -Qx) _ ¢ B
= Jim ST = Q) ——Q(I;)! _ (2.21)

Konacno, u slu¢aju dvo-dimenzionalne mnogostrukosti P u H, za okolinu O tacke T moze
se uzeti projekcija IT dela povrsi P, u ¢ijem sredistu je tacka T, ogranicen luénim delovima
C* i CF krivolinijskih koordinantnih krivih C, i C,, determinisanih sistemom baznih vektora
Oux(u,v) 1 0yx(u,v), na tangentnu ravan 7, (P) povrsi P u tacki . Shodno tome, buduéi da
je kovektor Ip (%) orjentacije povrsi P Jedlmcm vektor normale 1(T) povrsi P u tacki g, sledi
da

~

B@1@ —fim — > 45w = Jim Q) - Q& ))-

re oIl

a 2

— dm LQE,) - Q) =& ®AQE - & @HQE) = Q) (222)

Aly—0+ Alv

gde €, = dix(u,v) = Our(u, v) 1 € = Orx(u,v) = dux(u, v).
Jasno, na osnovu rezultata (2.21) i (2.22):

4 _swadt —geAY e, (2.23)
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Komentar 1 Ako je na izvesnom skupu tacaka {T} C U2 {rx,.. x, to2i™ —1 ograniceno
kovektorsko polje P(t), ali i lineana diferencijalna forma Q(dMx), koja nije infinitezimalna
na tom skupu tacaka, a skup tacaka {7} je Lebegove mere nula (Kantorovi¢ i Akilov, 1984), ili
jo§ preciznige najvise prebrojiv i uz to konacan skup tacaka, u tom slucaju, kao v u slucaju kada
je na skupu tacaka {T}, takvih da pripadaju uniji skupova tacaka: U {Ts, . a ) s 1
takode Lebegove mere nula, odnosno prebrojivom, preciznije konacnom skupu tacaka, linearna
diferencijalna forma Q(g™x) infinitezimalna i |P(T)| = +oo, apsolutna integralna suma

> dYxQP(r) =) Ad"x)P(1),

TeEM reM

kadgod ona postoyi, deli se na dve apsolutne integralne sume:

> d"xQPm+ Y, ¢"xQPm = >  Ud"P(®+ > AdYx)P(r)

re M —{7} re {7} re M —{7} re {7}

od kogjih je druga na skupu tacaka {7} Lebegove mere nula. Ako je P(r) = 1 uH i kovektorsko
polje Q(1) ograniceno i merljivo, na merljivom skupu tacaka M —{T}, to na osnovu Lebegove
teoreme o dominantnoj konvergenciji sledi da .. vz Q(g"x) = [, Qd"x), gde je na
desnoj strani Lebegov integral linearne diferencijalne forme Q(g™x). Jasno, iz ovoga sledi da
pojam apsolutne, odnosno totalne integrabilnosti, je opstiji od pojma Lebegove integrabilnosti,
iz razloga sto je Lebegov integral, po mnogostrukosti M, invarijantan u odnosu na restrikcije
mmnogostrukosti M na mnogostrukosti M — {7}, gde {7} je skup tacaka Lebegove mere nula.
Stoga, Lebegov integral nije primenljiv © u slucaju kada je meophodno integraliti kovektorska
polja Q(1) po mnogostrukostima, unutar kojih postoji najvise prebrojiv skup tacaka, u kojima
rezidualne vrednosti tog kovektorskog polja mogu biti konacne @ razlicite od nule.
Primer za to je Hevisajdova funkcija x — . (x):

7. (x) = ¢, ako jex >0
7. (x) =0, ako jex <0’

gde c € R, koja je skoro svuda® diferencijabilna na segmentu |a,b] € R, takvom da 0 € (a,b).
Sa druge strane, na osnovu defenicije Dirakove funkcije x — 6. (x), kao graniéne vrednosti

funkcionalnog niza
Fon () = Dol + ) — el — )
en \T) = Z |\ —) = X\ — — )|,
2 n n
gde n € N, koji konvergira, tacka po tacka, ka Dirakovoj funkciji 6. (), kada n — 400, u

smislu konvergentnosti monotonih nizova u R:

.3 . n 1 1
HETOO ben (2) —nl_{r_{loo {5[%::(33 + E) — (7 — ;)]} = bc(2),
sledi da Dirakova funkcija x — 6. (z) je funkcija prostornog (integralnog) izvoda Hevisajdove
funkcije x — 3. (x). Kako je, sa jedne strane, Dirakova funkcija Lebeg integrabilna na skupu
tacaka |a,b] — {0}, a skup tacaka {0} Lebegove mere nula, sledi da je Dirakova funkcija Lebeg

integrabilna na segmentu [a,b] i
b

[ be@dn= [ s@au=0< [ i) = ) - sala) =

[a,b]—{0} [a, b] a

2 Kaze se za funkciju da poseduje neko svojstvo skoro svuda, ako ona to svojstvo poseduje svuda osim
na skupu tacaka Lebegove mere nula.



18

Sto se i moglo ocekivati, buduéi da Hevisajdova funkcija >, je funkcija ogranicene varijacije,
koja nije uz to i apsolutno neprekidna funkcija, na segmentu [a,b]. Sa druge strane, za svaku
podelu Dy, [a, ] segmenta [a, ], nizovi parcijalnih suma Y 70" _ (A, A) (2y,,..,,) interval
funkcije, koja konvergira, tacka po tacka, u smislu Definicije 1, na skupu tacaka [a,b]—{0}, ka
diferencijalnog formi dsc.(x), gde Ac (T, a,) = [#(04x; .. a0 ) =2 (Or-@ay, 30 ) ]/ Dry A0 T
konvergiraju:

Z b (x) dx :nl_iglOo Z (Agy A) (zry0,) =
z€ (a,b) A=L.Ap=1
Kl... Kn b
Sdm Y D@, a) — #@an, )] = (b) —la) = e = / dseu(z).
A=l A=1 a

Dakle, apsolutnu (totalnu) integralnu sumu ) ., y
je podeliti na dve apsolutne (totalne) integralne sume:

Y be(z)dr= > be(x)dz+ Y b (z)dn,

z€ [a, b] z€ [a, b]—{0} ze{0}

0c (x) dz, na segmentu [a,b], moguce

od kojih je prva apsolutna (totalna) integralna suma jednaka Lebegovom integralu Dirakove
funkcije na segmentu [a,b], a druga rezidualnoj vrednosti Dirakove funkcije, koja je funkcije
prostornog (integralnog) izvoda Hevisajdove funkcije, u tacki prekida.

Indikativan je i primer funkcije f (x) = —1/x, definisane nulte vrednosti u nultoj tacki.
Funkcija x — 1/2%, kao funkcija prostornog (integralnog) izvoda funkcije f (x), na segmentu
[a, b] iz prethodnog primera, nije definisana na skupu tacaka {0}. Za svaku podelu segmenta
a, b] postoji konacna, ali i jedinstvena, granicna vrednost lim > 5" _ (@A) (2r,,.. 2, )-

n—-+00
Funkeija @, takva da ® (zy,.. ) = [(f (Oray,.. ) —F(O42x, an))]/ DAy 2T, Je interval
funkcija, koja konvergira, tacka po tacka, u smislu Definicije 1, na skupu tacaka [a,b] — {0},
ka funkciji 1/z%. Shodno tome

Z (1/&02) dr = lim Zn (D, A) (zry,0,) =
z€ [a, b] e A1=1..Ap=1

b

. K1... Kn b .
= — hm Z (1/8HL‘)\17“.7)\” - 1/6% mA1,~~~,An) = aba = — / df (ZL‘) .

n—-+00
Ar=1...A,=1

Dakle, u slucaju da, na proizvoljnom skupu tacaka A, Lebegove mere nula, nije definisano
kovektorsko polje, koje je kovektorsko polje prostornog izvoda nekog kovektorskog polja i taj
skup je skup izolovanih tacaka mnogostrukosti M, konforno bi bilo formirati sumu rezidualnih
vrednosti kovektorskih polja ma mnogostrukosti M, kao sumu grani¢nih vrednosti dva niza
parcijalnih suma, odnosno kao sumu apsolutnih integralnih suma na skupovima tacaka M—A
1 A\, kadgod one postoje, ili samo kao graniénu vrednost jednog niza parcijalnih suma.

Shodno tome, jedna potpuno nova generalizacija pojma Rimanove integrabilnosti, tacnije
glavne vrednosti nesvojstvenog Rimanovog integrala, na pojam totalne vrednosti nesvojstvenog
Rimanovog integrala, u smislu apsolutne, odnosno totalne integrabilnosti, daje osnov za dalju
generalizaciju rezultata fundamentalnih integralnih teorema, kao $to je, na primer, Stoksova
teorema, tako da se generalizacijom te teoreme dolazi do teoreme ¢iji rezultat generalizuje 4
rezultate fundamentalnih teorema Kosijevog racuna ostataka. Konkretnije o svemu tome u
onom §to sledi. Vv
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2.2 Prostorni ostatak (rezidijum) kovektorskog polja

Na osnovu definicije prostornog (integralnog) izvoda kovektorskog polja moze se izvesti
zakljucak da u zavisnosti od konvergentnosti ili divergentnosti definicionog izraza

1
lim M=1xQ (¢ .
Jm D IEZW 4"xQ(x) (2:24)

zavisi da li je to kovektorsko polje Q(x) prostorno (integralno) diferencijabilno ili ne, odnosno
da li je kovektorsko polje prostornog (integralnog) izvoda kovektorskog polja Q(x) definisano
ili ne u pojedinim tackama proizvoljne M-dimenzionalne mnogostrukosti M.

Definicija 6 Bilo koja M -dimenzionalna mnogostrukost M uH, u kojoj je kovektorsko polje
Q(1) prostorno diferencijabilno, je reqularna oblast kovektorskog polja Q(T).¥

Definicija 7 Bilo koja M -dimenzionalna mnogostrukost M u'H, u kojoj je kovektorsko polje
Q(1) prostorno diferencijabilno skoro svuda, je singularna oblast kovektorskog polja Q(t).V

Definicija 8 Tacka A, singularne oblasti M kovektorskog polja Q(T), u kojoj je definisano
kovektorsko polje prostornog izvoda kovektorskog polja Q(t), je reqularna tacka kovektorskog

polja Q(1).V

Definicija 9 Tacka A, singularne oblasti M kovektorskog polja Q(T), u kojoj nije definisano
kovektorsko polje prostornog izvoda kovektorskog polja Q(t), je singularna tacka kovektorskog

polja Q(1).V

Definicija 10 Ako je kovektorsko polje prostornog izvoda kovektorskog polja Q(1) ogranic¢eno
u okolini singularne tacke A, singularna tacka A je prividno-singularna tacka kovektorskog

polja Q(1).V

Definicija 11 Ako je kovektorsko polje prostornog izvoda kovektorskog polja Q(1) ograniceno
u singularnoj oblasti, singularna oblast je prividno-singularna oblast kovektorskog polja Q(1).¥

Definicija 12 Rezidualna vrednost kovektorskog polja, koje je kovektorsko polje prostornog
izvoda kovektorskog polja Q(1), u tacki A, je prostorni ostatak (rezidijum) kovektorskog polja
Q1) u tacki AV

Definicija 13 Suma prostornih ostataka (rezidijuma) kovektorskog polja Q(t), u prosirenom
(dovrsenom) tro-dimenzionalnom realirealnom vektorskom prostoru H, jednaka je nuli.V

Kako je na svakom nivou jedne ravnomerne podele M-dimenzionalne mnogostrukosti M,
koja ima granicu oM,

Lu(D, ) OM5 DMaa) = Y, d¥7'xQ (), (2.25)

sledi da ako elementarno kovektorsko polje In(AMx, i) jedinstveno konvergira za sve podele
D, M mnogostrukosti M i za svako gy, x, € U 5{xn. A} a2, —1, odnosno za svako
L€ M, tada

lim Y @ 'xQ(r) = lim Ta(my, ) (A% 1) (Ma, a) = dYx1 (2.26)

n—-+00

n
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Za kovektorsko polje kaze se da je Riman integrabilno sa merom p, po M -dimenzionalnoj
mmnogostrukosti M, ako i samo ako za konacno, po volji malo, € > 0, postoje 6. > 0 i merljivi
skup tacaka {A;}, takav da je p({A;}) < 6., a kovektorsko polje je Riman integrabilno po
M —Upyint.E(A; €), gde E(A;, €) je e-okolina tacke A;, odnosno M-dimenzionalna sferna
oblast (centrirana u tacki A; i radijusa € ), koja ima granicu 0. Ako je uz to i {A;} neprazan
skup, Lebegove mere nula, kovektorsko polje je Riman integrabilno skoro svuda po M.

Pretpostavimo da je skup singularnih tacaka singularne oblasti M (sa oznakom vsM) u
H, kovektorskog polja ¢ — Q(x), najvise prebrojiv (ili konacan ili beskonacan ali prebrojiv)
skup, a da je kovektorsko polje Iy (r)I(x), prostornog (integralnog) izvoda kovektorskog polja
Q(x), Riman integrabilno skoro svuda po singularnoj oblasti M (vpM = M —vsM je skup
regularnih tacaka singularne oblasti M). Tada, postoji po volji mala, izolovana u odnosu na
druge, e-okolina £ svake singularne tacke A, takva da u toj okolini, osim te singularne tacke,
nema drugih singularnih tacaka kovektorskog polja Q(x). U tom naglasenom slu¢aju, moguée
je diferencijalnu formu (2.26), odnosno polje rezidualnih vrednosti kovektorskog polja, koje
je kovektorsko polje prostornog (integralnog) izvoda kovektorskog polja Q(x), definisati kao
grani¢nu integralnu vrednost

d"xl = ¢MQ (@M 'x) = lir(r){r Q (dM_lx) . (2.27)

o€

Ako je tacka A regularna tacka kovektorskog polja Q(x), na osnovu definicije prostornog
(integralnog) izvoda kovektorskog polja Q(x) sledi da je diferencijalna forma ¢ (§¥~'x), u
regularnoj tacki A, nulte vrednosti, budu¢i da tada i samo tada definicioni izraz za prostorni
ostatak (rezidijum) kovektorskog polja Q(x) konvergira, odnosno svodi se na neodredeni izraz
0o0, koji u svakom konkretanom sluc¢aju ima i konkretnu kona¢nu vrednost. U singularnoj
tacki A definicioni izraz za prostorni (integralni) izvod kovektorskog polja ¢ — Q(x) odredeno
divergira, pa shodno tome diferencijalna forma ¢*Q (¢*~'x), u singularnoj tacki A, moze
imati kona¢nu vrednost.

Definicija 14 Prostorni (ili integralni) ostatak (rezidijum), sa oznakom BMes, kovektorskog
polja T — Q(1), u izolovanoj singularnoj tacki A, singularne oblasti vsM tog kovektorskog

polja Q(1) v H, je po definiciji

es Q= hmf gV 'x (2.28)

e—0t

U daljem tekstu ovoga poglavlja disertacije, ako se drugacije ne naglasi, vazic¢e sledeta
pretpostavka.

Pretpostavka 1 Skup singularnih tacaka singularne oblasti kovektorskog polja v +— Q(71),
po kojoj je kovektorsko polje v +— In (7)I(1), prostornog (integralnog) izvoda tog kovektorskog
polja, Riman integrabilno skoro svuda, je najvise prebrojiv skup.V¥

Shodno svemu ovome, moze se re¢i da su stvoreni svi uslovi za izvodenje fundamentalne
integralne relacije kovektorskih polja, koja generalizuje fundamentalne integralne relacije iz
Rimanovog integralnog ra¢una.
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2.3 Fundamentalna integralna relacija kovektorskih polja

Neka se konturna M-dimenzionalna mnogostrukost M, koja ima granicu OM i koja je
u nekoj od singularnih oblasti kovektorskog polja x— Q(x) u H, podeli na skup regularnih
vp M i skup singularnih vs M tacaka i uz to se svaka singularna tacka A dodatno izoluje po
volji kona¢no malom, izolovanom u odnosu na druge, e-okolinom £ 4, takvom da u toj okolini,
osim singularne tacke A, nema drugih singularnih tacaka kovektorskog polja Q(x). U tom
slucaju moze se formirati apsolutna integralna suma rezidualnih vrednosti kovektorskog polja
Ir (x)l(x), kao prostornog (integralnog) izvoda kovektorskog polja Q(x), na skupu regularnih
tacaka M— U &4 kovektorskog polja Q(x):

Acvs M

> d¥xl(y), (2.29)

eEM—- U €&
t Acvs M A

kao i suma rezidualnih vrednosti kovektorskog polja Iy (r)I(x) u svim singularnim tackama
kovektorskog polja Q(x):

> = Y B Qw= Y lm § dUQm.  (230)

rcvs M Acvs M Acvs M

,,,,,

.....

M uH. Tada, ako elementarno kovektorsko polje In(AMx, ), takvo da
Lu(tr o)AMY (M) = > Y% Q(), (2.31)

konvergira, svuda osim na skupu tacaka J; € M, ka kovektorskom polju ¢Mx[(t), tada je

N @ xQ() =Y @Mxi(v).v (2.32)

reIM rem
Dokaz. Iz uslova teoreme sledi da je za svaku apsolutnu podelu D,, M, M-dimenzionalne
mnogostrukosti M, kao i bilo koji nivo podele

K1... Kn Kl... Kn

> Yo d¥ Q@ = ) Lulmn, ) (A5 1D (M, )
)\1=1...)\n:11;68./\/[>\1 ,,,,, An A=l =1
Na osnovu Definicija 1 i 5 suma

K1-.- Kn

> Tulon, ) (A5 1) (My, ),

A=l =1

u grani¢nom slu¢aju, kada broj podela n tezi beskona¢nosti (n — +00), svodi se na apsolutnu
integralnu sumu rezidualnih vrednosti kovektorskog polja I(x), kao prostornog (integralnog)
izvoda kovektorskog polja Q(x):

nl_iglOOA _; _ L (B, A ) (A2, 1) (Mg, 0,) :ZN d"xI(v).
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Sa druge strane, nezavisno od izbora podele D, M, mnogostrukosti M, postoji konacna
i jedinstvena grani¢na vrednost

R S S R R P Bl

A=l An=15€My,  x, reOM

buduéi da se rezidualne vrednosti d™~1xQ(r), na granicama elementarnih mnogostrukosti,
koje razdvajaju dve elementarne mnogostrukosti, anuliraju pri sumiranju, jer su to suprotno
orjentisane rezidualne vrednosti istog kovektorskog polja. Konacno, na osnovu Definicije 3,
sledi da )] o @ 1xQ(x) = ZteMdMXl(I;), sto je i trebalo dokazati u teoremi. m

Ako na granici OM konturne mnogostrukosti M nema singularnih tacaka kovektorskog
polja Q(x), na osnovu rezultata prethodne teoreme sledi da

> 3" Q- > f Q= > dYxl(n). (2.33)
€M Ae stagA KGM—AE %JSMEA
Definicija 15 Kogijeva glavna vrednost nesvojstvenog integrala kovektorskog polja 17— (1)
po konturnoj mnogostrukosti M u 'H, je po definiciji

vp / ¢Mxl(v)= > ¢"x(7) (2.34)

TEvpM

Definicija 16 Zordanova singularna vrednost nesvojstvenog integrala kovektorskog polja J(T)
po konturnoj mnogostrukosti M u 'H, je po definiciji

vs / ¢"x[(v)=>  ¢"x[(r)= > lim f dM1xQ (). v (2.35)

7€ vsM A€ vs M OE A

Definicija 17 Totalna vrednost nesvojstvenog integrala kovektorskog polja (1) po konturnoj
mmnogostrukosti M u H, je po definiciji

vt / ¢"xl(v) =) d"xI(7) (2.36)

reEM

odnosno

o [ @i = [ @i +os [ @@y (2.37)
M M M

Jasno, definisana totalna vrednost (vt) nesvojstvenog integrala kovektorskog polja je po
definiciji suma grani¢nih integralnih vrednosti. U sluc¢aju da su to beskonacne veli¢ine istoga
reda, drugim re¢ima u sluc¢aju kada se definisana totalna vrednost nesvojstvenog integrala
kovektorskog polja svede na neodredeni izraz razlike beskonacnosti: co — 0o, na mesto sume
grani¢nih integralnih vrednosti trebalo bi uzeti grani¢nu vrednost sume integralnih vrednosti,
koja u svakom konkretnom slucaju moze imati i konkretnu kona¢nu vrednost.

Shodno svemu tome, relacija apsolutnih integralnih suma (2.33) svodi se, u grani¢nom
slucéaju kada ¢ — 0, na integralnu relaciju

f d"xQ (x) / dxl(x) = ) RMesQ (2.38)

Acvs M
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odnosno, buduéi da je

o [ @)= 3 dm § @@= Y BUeQE, (@239
M

A€ vs M OE A A€ vs M

f 3 xQ (x) = ot / 4Vx1 (x). (2.40)
oM M

U slucaju da na granici 0 M mnogostrukosti M ima singularnih tacaka A kovektorskog
polja ¢ — Q(x), svaka od tih tacaka se izoluje po volji malom, izolovanom u odnosu na druge,
g-okolinom &4, takvom da u toj okolini, osim singularne tacke A, nema drugih singularnih
tacaka kovektorskog polja Q(x). Shodno tome

> de- Y [ dew-

e aM—Ae vgaMgA Ae vsaMagAmM

na integralnu relaciju

- Y ferew- Y ¢, (2.41)
AGUS/\N/((?SA reEM-— UNgA

odnosno, ako se levoj strani od znaka jednakosti doda i oduzme > [ 4 'xQ(x)
A€My, &

> @ > [ 4 -

€OM— U &4 Ac OM N
AcvsOM 85,,4_./\/(

- Y ferew- Y . (2.42)

reM—- U Ng'A

A€ vs /\N/(asA Ac s

Ako je prostorni ostatak (rezidijum) R¥esQ(x) kovektorskog polja Q(x), u singularnoj
tacki A € vs OM, razlicit od nule, tada u grani¢nom slucaju

e—0+
0E ,NM

lim / g 1xQ () # — hm . A/ gM1x (2.43)

buduéi da je RY esQ(x) = hm fasAmM dM1xQ (¢ +f85,A v @Y7 'xQ (x)]. Drugim recima,

integralna vrednost kovektorskog polja Q(x), duz oba dela granice 0€ 4, okoline singularne
tacke A € OM, koji su unutar i izvan mnogostrukosti M, respektivno, zavisi eksplicitno od
puta integracije.

Sa druge strane, ako su integralne vrednosti kovektorskog polja Q(x), na oba dela granice
0€ 4 okoline €4 singularne tacke A € M, jednakih vrednosti, tada je i prostorni ostatak
(rezidijum) R esQ(x) kovektorskog polja Q(x), u svakoj od singularnih tacaka A € OM,
jednak nuli, §to znaci da su rezidualne vrednosti d™~1xQ(r) kovektorskog polja ¢+ Q(t), u
singularnim tackama A € OM, jedinstveno definisane vrednosti, odnosno

- > lm / d"xQr) = Y lim / dM1xQ ()] =

A€ vs OM OE ANM .AG vs 8/\/( 9E A-M
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= Y lm fdTEWE - Y B W - 3 dURQ). (4

A€ vs OM o€ A€ vs OM A€ vs OM
A

gde t— W(x) je kovektorsko polje, takvo da je Q(x) kovektorsko polje njegovog prostornog
(integralnog) izvoda (sve ovo vazi samo ako je M > 2).

Dakle, na osnovu prethodne analize moguce je, dve ekvivalentne relacije (2.41) i (2.42),
u grani¢nom slucaju kada e — 07, sazeti u jednu relaciju

- A Z@M@S f M dM_lXQ (K)
: M—-1 cvs AN
EliglJr Z 4" xQ(x) + lim

e—0t dM_IXQ I;
geaM—Ae UtéaMgA A;;M(%Af—/\/t ( )
> RMesQ(I;)
— lim dMxI () + { 4 vs M , (2.45)
6—>0+§€M_ZU 4 AEZMRMGS Q (I;)
A€ vs M ve
odnosno
> RMes Q(x)
vt f 3" 'xQ(x) —vp / dVxl (x) = § Acus M - (2.46)
5 RM
5 M Ae%;/\/l AQSQ(I;)
Buduéi da je
> EMGS Q(x)
vt / dMxI (x) = vp / QVxI(5) +q Az : (2.47)
>, RYes Q(x)
M M Acvsm A

vt j{ gM1x =t / dMxI (¢ (2.48)
Prethodno izvedeni rezultat, kao posledica rezultata (2.32) Teoreme 1, analogan rezultatu
vt f Q (@M 'x) = vt / ¢’ (d" 'x), (2.49)
M

oM

je fundamentalna integralna relacija kovektorskih polja (diferencijalnih formi), odnosno dalja
generalizacija rezultata Stoksove teoreme. Zbog vaznosti, ovaj rezultat, u slede¢em poglavlju
disertacije, bi¢i izveden tradicionalanim putem i to aparaturom klasi¢ne teorije polja.



Glava 3

O diferencijabilnosti i integrabilnosti funkcija kompleksne promenljive

3.1 Apsolutne integralne sume funkcija kompleksne promenljive

Ako je vektor g, vektor polozaja proizvoljne tacke A realirealnog vektorskog prostora
g, tada skup tacaka g.: 8, = {04 | A € I'}, dobijen neprekidnim i obostrano-jednozna¢nim
preslikavanjem - kompaktnog intervala (a,b) (a < b) skupa realnih brojeva R u g, definise
Zordanovu krivu I' u dvo-dimenzionalnom realirealnom vektorskom prostoru g. Jasno, glatka
Zordanova kriva je neprekidno diferencijabilna Zordanova kriva u g. Kontura je deo po deo
glatka Zordanova kriva u g. Skup tacaka gg: 8 = {04 | A € D}, realirealnog vektorskog
prostora g, naziva se oblas¢u ako za bilo koje dve razlicite tacke g, i gz toga skupa postoji
luk g . Zordanove krive 0., dobijen neprekidnim obostrano-jednozna¢nim preslikavanjem -y

AB
segmenta [a, f] (o < () kompaktnog intervala (a,b) u g, na taj na¢in da a — g, i f +— gg,
koji je sadrzan u g,. Skup tacaka 7,: 7, = {¥a | A € P}, realirealnog vektorskog prostora
7, dobijen neprekidnim i obostrano-jednozna¢nim preslikavanjem p oblasti gi, realirealnog
vektorskog prostora g u 7, definise Zordanovu povrs P u tro-dimenzionalnom realirealnom
vektorskom prostoru 7. Glatka Zordanova povrs je neprekidno diferencijabilna Zordanova
povrs u 7. Konturna povrs je deo po deo glatka Zordanova povrs u 7.

Ako se, u prvom koraku, luk é}—f’b glatke Zordanove krive 0, podeli na k; elementarnih
lukova Aj, 519@ (51 =1,2,...,k1 > 2), svaki elementarni luk se dalje, u narednom koraku,
deli na nove elementarne lukove Aj, ;, Z)PnQ (jo =1,2,...., ko > 2)'. Neka su Aj,, ;. o merni
brojevi duzina elementarnih lukova Aj, . ;. @’19 i Aj,,. . 0 vektori konacnog prirastaja
vektora polozaja duz elementarnih lukova Aj ;. Z);Q. Vektori dg, 0 :nl—i>I—§I—looAj1"“’jn 0 su
vektori infinitezimalnog prirastaja vektora polozaja duz luka 5};@ krive g.,, odnosno vektorski
infinitezimalni linijski elementi u tackama g, luka @’PnQ krive g, (slika 3.1).

Shodno tome, za svaku ravnomernu podelu

Dnélg\Q = {Ajh.--’jn @)];\Q lgi=1,.ki>2 (=12 ..,n)} (3.1)

luka, @;Q glatke Zordanove krive 0, u realirealnom vektorskom prostoru g

ki...kn
lim > Aj... 0= Y dg,b. (3.2)

n—+oo / L=
J1=1l...jn=1 0A€0 ~
PQ

Beskonac¢na suma nultih vektora )’  dz, 0, kao neodredeni izraz oc0, u ovom slucaju

£Q
svodi se na vektor gp — 8p: > dz,0= [ dd= 0p — dg
8A€8 0~
PQ PQ

1 Ako se beskonaénim procesom podela D"‘E}?Q luka ‘519 , glatke Zordanove krive 0., svaki elementarni
luk Aj Z)};Q svodi na tacku g,: lim A . ;. 0~
n—-+0oo

Jim o = Qa podela D”Qﬁ‘Q je ravnomerna podela luka

I3} o glatke Zordanove krive g., .
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\Q

Slika 3.1: Luk EQ glatke Zordanove krive I' u realirealnoj ravni g

Za proizvoljnu skalarnu funkciju g — f (g), vektorske kompleksne promenljive g, koja je
definisana i ograni¢ena funkcija duz luka 5?@ glatke Zordanove krive 0., dvo-dimenzionalnog

realirealnog vektorskog prostora g

k1. kn
Jm ST F(8 Bg) i 8= 3 1 (84,0 33)
j1=1... jn=1 §A6§I?Q

gde f(A%, . 519@) su vrednosti funkcije f (g) u proizvoljnim tackama unutar elementarnih

lukova Aj, . ;. éﬁQ' Ako je funkcija ¢ — f (g) i integrabilna duz krive g, tada za svaku
— — . - . .o - * — .o -

ravnomernu podelu D, Q;Q luka Q};\Q krive g, isvaki izbor tacaka A}, Q;Q postoji konacna

i jedinstvena grani¢na vrednost integralne sume

nl_l,rfoo Z f(a] Flses G PQ) sy Jn /f (3.4)

Ji=1l...jn=1

Dakle, za funkciju g +— f (g), integrabilnu duz krive g, beskona¢na suma nultih vektora
Y. f(84)ds,0, kao neodredeni izraz 000, jednaka je upravo integralu funkcije f (0):

3.c3
A Q}g\Q

AN / /(@ (3.5)

QAEQA
PQ

Ako se po analogiji proizvoljna oblast g, = {4 | A € D} realirealne ravni g, ograni¢ena
zatvorenom konturnom krivom g, podeli linijama, koje su paralelne ko-ordinantnim osama,
na k; elementarnih oblasti Aj, dg (j1 = 1,2, ..., k1 > 2), ogranicenih elementarnim konturama
Aj, 0., u prvom koraku, svaku elementarnu oblast Aj gg, u narednom koraku, moguce je
podeliti na nove elementarne oblasti Aj, j, 8 (J2 = 1,2, ..., ks > 2). Uz sve to se i tacke, u
kojima linije podele oblasti g, presecaju zatvorenu konturnu krivu g, , spajaju poligonalnom
linijom i na taj nacin se zatvorena konturna kriva g, aproksimira zatvorenom poligonalnom
linjjom. Ako 4Aj . ;. o su merni brojevi povrsina elementarnih oblasti Aj, ;. 0, unutar
zatvorene poligonalne linije, kojom se aproksimira zatvorena konturna kriva g, na svakom
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Slika 3.2: Oblast D u realirealnoj ravni g

nivou podele oblasti g, to vektori dz, & = lim Ay . ;.
n—-+o0 e n—-+o0o

infinitezimalni povrsinski elementi u tackama g, oblasti gg, (slika 3.2).
Za svaku ravnomernu podelu

Dnog ={0j.. i, Oalii=1.k>2(1=12,.,n)}, (3.6)

0= lim 7 A, . j, osu vektorski

n

oblasti g u realirealnom vektorskom prostoru g

ki...kn

lim g A i 0= g ds 0. 3.7

n=-+oo / J1s--5Jn ) - QA ( )
Ji=1...jn=1 0A€ 00

Beskonacna suma nultih vektora )’ dj,J, kao neodredeni izraz 00, u ovom slucaju
84€08q
svodi se na vektor S, ¢iji je intenzitet jednak povrdini oblasti D: > dz,d =[[ dod=S5.
84€0q %a
Budué¢i da su vektori konac¢nog prirastaja vektora polozaja Aj, ;. 0, na onim delovima
elementarnih kontura, koji razdvajaju dve elementarne oblasti, suprotno orjentisani, to za
svaku ravnomernu podelu D,, g, oblasti gq,, koja je ogranicena zatvorenom konturnom krivom

0,

ki...k
n1—1>I—Poo Z Ajl""’j" é - Z dﬁA@ =0. (38)

J1=Ll...jn=1 84€0,

Beskonacna suma nultih vektora )’ dj,d, kao neodredeni izraz 00, u ovom slucaju
04€0,
svodi se na nula vektor 0, imajuéi u vidu ¢injenicu da je suma prirastaja vektora polozaja
Aj,.... j. 0 na zatvorenoj poligonalnoj liniji jednaka nula vektoru.
Za proizvoljnu skalarnu funkciju g — f (g), vektorske kompleksne promenljive g, koja je
definisana i ogranicena funkcija u oblasti g, realirealne ravni g

ki...kn
Jim YT f(@, 8) Ay 8= D [ (@) dg, 01
j1=1l...jn=1 84€0,

ki...kn
dim Y (8] Ba) A, =) f(84)dg, (3.9)
Jji=1...jn=1 04€0q
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gde f(A%, ;. 8,)1f(A}, ;. Oq) suvrednosti funkcije u proizvoljnim tackama onih delova
elementarnih kontura Ay, . ;. @, koji razdvajaju dve elementarne oblasti ili su na konturnoj
krivoj g., kao i u proizvoljnim tackama unutar elementarnih oblasti Aj, ;. 0q, respektivno.
Ako je funkcija f(g) i integrabilna u oblasti gg, tada za svaku ravnomernu podelu D, g,
oblasti gy, i svaki izbor tacaka A% . 0, 1A . 0q postoje konacne i jedinstvene grani¢ne
vrednosti integralnih suma

1ok o
dmo S @ 8) s = [ F@)dE
J1=1,., jn=1 )
&
k1. kn
dm Y 8 8 A = [ [ F@5 (3.10)
j1:1...jn:1 i
Go
O
Simbolom [ je oznacena integracija po zatvorenoj konturnoj krivoj d,, u ovom slucaju
&y

u pozitivhom matematickom smeru.
Dakle, za funkciju g — f (g), integrabilnu u oblasti gg,, beskona¢ne sume nultih vektora

S f(Ba)ds,8i Y f(84)ds,7, kao neodredeni izrazi oo0, jednake su upravo integralima
0A€0, 04€0q

funkcije f (9):
O
S (G0 ds,d= / F@dii Y (@), = / / f@ds. (311)
B4€0, 5, 84€0q %o

Definicija 18 Rezidualne vrednosti funkcije f (9) u tacki g, Hilbertovog dvo-dimenzionalnog
realirealnog vektorskog prostora g su po definiciji

f(84)d3,8 % f(84)d5,5.¥ (3.12)

Definicija 19 Rezidualne vrednosti funkcije F (0) u tacki g, Hilbertovog dvo-dimenzionalnog
realirealnog vektorskog prostora g su po definiciji

F(34) - dg,8. dg, 8 % F(84) . F(84) - dg, 0 i dg, 0 x F (84) .V (3.13)
Sli¢no, kao u slucaju luka 51522 glatke Zordanove krive 0, za svaku ravnomernu podelu

Dafgy = ABiin Ty | =Tkt 2 2 (1= 1,2, cim)}, (3.14)

luka Fﬁ@ glatke Zordanove krive 7, tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora 7 i

proizvoljnu skalarnu funkciju 7'+ f (7), definisanu i ograni¢enu duz luka 7~ krive 7%,
PQ

ki...kn
lim > A =) dr,T (3.15)

n—+0oo / L
J1=1l...jn=1 FAET A
PQ

odnosno
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ki...kn
. * — - — . —
nEI}_lOO Z f(A]lvvjn TﬁQ) Aj17~~~7jn r= Z f (TA> dTAT7 (3.16)
]lzljnzl FAGF{\
£Q
gde f(A% . FﬁQ) su vrednosti funkcije f (7) u proizvoljnim tackama unutar elementarnih

lukova Aj, . Fl_f; . Ako je funkcija f () integrabilna duz krive 7, tada za svaku ravnomernu

podelu D,,7" -~ luka i ~ krive 7, i svaki izbor tacaka A% . 7~ postoji konac¢na i jedinstvena
PQ PQ Il Jn " pQ

grani¢na vrednost integralne sume

n——+0oo ’ PQ
J1=1..jn=1

ki...kn
im Y (85 Tiy) B FZ/ f(7) dr. (3.17)
Fﬁb

Dakle, za funkciju 7 — f (), integrabilnu duz krive 77,, beskona¢na suma nultih vektora
> f(fa)dz,7, kao neodredeni izraz oo0, jednaka je upravo integralu funkcije f (7):
eF

2

PQ

—

A

S F(Fa) ey = / £ () dr (3.18)

Ako se konturna povrs 7, = {74 | A € P}, tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog
prostora 7, koja se oslanja na zatvorenu konturnu krivu 7%, podeli u prvom koraku na k;
elementarnih konturnih povrsi Aj, 7, (j1 = 1,2, ..., k1 > 2), koje su ogranicene elementarnim
konturama Aj, 7, svaku elementarnu konturnu povrs Aj, 7p, u narednom koraku, moguce
je podeliti na nove elementarne konturne povrsi Aj, j, 7 (j2 = 1,2,..., k2 > 2). Uz to, povrs
T, aproksimira se poligonalnom povrsi koja se oslanja na zatvorenu poligonalnu liniju kojom
se aproksimira zatvorena konturna kriva 77,. U tom slucaju, ako su Aj, ;. o merni brojevi
povrsina elementarnih konturnih povrsi na poligonalnoj povrsi i 7 BjyinT jedini¢ni vektor
normale u proizvoljnoj tacki A;*l .., Tp unutar elementarnih konturnih povrsi Aj ;. 7, na

9 "7j
poligonalnoj povrsi, vektori dr, 0 = lim A 0= lim 7 8 Ajy.... . 0 su vektorski

n—-+o0o n—-+00
infinitezimalni povrsinski elementi u tackama 74 konturne povrsi 7, (slika 3.3).

iy

Slika 3.3: Povr§ P oslonjena na konturnoj krivoj I'
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Za svaku ravnomernu podelu
Dyrpy={0j. .| 0i=1.k>21=12,..n)}, (3.19)

konturne povrsi 7, u realirealnom vektorskom prostoru 7

ki...kn
lim E: Br, 0= dnd (3.20)

n—-+4o00 d I /
jl:ljn:l TAGTP

Beskonac¢na suma nultih vektora > dz,d, kao neodredeni izraz oo0, u ovom slucaju
TAETD
svodi se na povrsinski integral po konturnoj povrsi P: > dr, ¢ =/ do.
TAETY p

Budué¢i da su vektori konacnog prirastaja vektora polozaja Aj,  j 7, na onim delovima
elementarnih kontura, koji razdvajaju dve elementarne konturne povrsi na poligonalnoj
povrsi, suprotno orjentisani, to za svaku ravnomernu podelu D, 7, konturne povrsi 7, koja
se oslanja na zatvorenu konturnu krivu 77, vektorskog prostora 7

ki...kn
lim > Aj . T=) dr =0 (3.21)

n—-+40o0 d ﬂ <
jl:ljn:l TAG'rfy

Beskonacna suma nultih vektora Y. dr,7, kao neodredeni izraz co0 i u ovom slucaju
T_"AET_CY
svodi se na nula vektor 0.
Za proizvoljnu skalarnu funkciju 7 +— f (7), vektorske kompleksne promenljive 7, koja
je definisana i ogranicena funkcija na konturnoj povrsi 7, tro-dimenzionalnog realirealnog
vektorskog prostora 7

ki...kn
Hm Y (g B) B T =) [ (Fa)dp, 7

n—-+00

1=l jn=1 FAET,
kr... kn
nl_l)I_iI_loo Z FAS 5 T) Dy O = Z f(7a) d, 0, (3.22)
j1=1o jn=1 A€t
gde f(a% . 7)1 f(A% ., Tp) su vrednosti funkcije u proizvoljnim tackama onih delova

elementarnih kontura Aj, ;. 7, koji razdvajaju dve elementarne konturne povrsi ili su na
zatvorenoj konturnoj krivoj 7%, kao i u proizvoljnim tackama unutar elementarnih konturnih
povrdi Aj, . Tp, respektivno. Ako je funkcija f (7) i integrabilna na konturnoj povrsi 77,

tada za svaku ravnomernu podelu D, konturne povrsi 7, i svaki izbor tacaka A}, ., 7 i

A]*'l vy i 7, postoje konacne i jedinstvene grani¢ne vrednosti integralnih suma
lim E A FEY AL = P dri
n—’+OO / f( J1see05Jn ’Y) Il 0n f (_‘)
J1=1...jn=1 /,
3

ki...kn
ST ) B O = [t (3.23)
Nn==L..on= i
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Dakle, za funkciju 7 — (F') integrabilnu na konturnoj povrsi 7, beskona¢ne sume
nultih vektora > f(74)dr S f(Fa)dy, @, kao neodredeni izrazi oo0, jednake su

FAGF,Y 'I‘AG’I‘p
upravo integralima funkcije f (?)

G d~r_/f (Mdri Y f(F 5://f(f)d5. (3.24)

TAG’I‘W TAG’I‘p

Kona¢no, ako se proizvoljna oblast 7, = {74 | A € G} tro-dimenzionalnog realirealnog
vektorskog prostora 7, ograni¢ena zatvorenom konturnom povrsi 75 = {74 | A € D} (slika
3.4), podeli ravnima, koje su paralelne ko-ordinantnim ravnima, na k; elementarnih oblasti
N, Ty (71 = 1,2, ...,k > 2), ogranicenih elementarnim konturnim povrsima Aj, 7s, u prvom
koraku (slika 3.5), svaku elementarnu oblast Aj, 7, u narednom koraku, moguce je podeliti
na nove elementarne oblasti Aj, j, 7y (j2 = 1,2, ..., ky > 2). Uz to, zatvorena konturna povrs
Ts aproksimira se zatvorenom poligonalnom povrsi. Neka su Aj ;. v merni brojevi za-
premina elementarnih oblasti Aj, . ;. 7, unutar zatvorene poligonalne povrsi. U tom slucaju

dy,v = lim Aj ;. v suinfinitezimalni zapreminski elementi u tackama 74 oblasti 7.
n—+oo

A

iy

Slika 3.4: Oblast G u tro-dimenzionalnom realirealnom vektorskom prostoru 7

Slika 3.5: Podela oblast G na elementarne oblasti
Za svaku ravnomernu podelu

Dan = {Aﬁ,.--,jn Fg | jl = 2, vy ]{Jl (l = 1, 2, ...,n)},
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oblasti 7, u realirealnom vektorskom prostoru 7

ki...kn
lim > Ay v=) dzov. (3.25)

n—-+0o00 d ﬂ /
J1=1...jn=1 TAETg

Beskonacna suma nultih vektora » dg,v, kao neodredeni izraz o0, u ovom slucaju
'FAG’FQ
svodi se na merni broj zapremine oblasti G: 3> dg,v = [f[ dv=V.
TAETg Ty

Buduéi da su vektori Aj, ;. ¢, na onim delovima elementarnih konturnih povrsi, koji
razdvajaju dve elementarne oblasti unutar zatvorene poligonalne povrsi, suprotno orjentisani
(slika 3.6), za svaku ravnomernu podelu D, oblasti 7%, ograni¢enu zatvorenom konturnom
povrsi 75 tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora 7

A

iy

Slika 3.6: Elementarne oblasti izdiferencirane oblasti G

ki...kn
lim > A 0= dr,d. (3.26)

n——+0oo / —
J1=1...jn=1 FAETs

Beskona¢na suma nultih vektora Y dr,d, kao neodredeni izraz o0 i u ovom sluc¢aju
TAETS

O
svodi se na povrsinski integral po zatvorenoj konturnoj povrsi D: Y dr,d =[[ do.
TAETS s
O
Simbolom [ je oznacena integracija po zatvorenoj konturnoj povrsi 7% i u ovom slucaju
s
u pozitivnhom matematickom smeru.
Za proizvoljnu skalarnu funkciju 7 +— f (7), vektorske kompleksne promenljive 7, koja
je definisana i ogranicena funkcija u analiziranoj oblasti 7, tro-dimenzionalnog realirealnog
vektorskog prostora 7

ki...kn
dim Y 5 ) B, F= Y f(Fa)dr G
J1=1...jn=1 TAETS

ki...kn
Hm Y (A5 o) B 0= Y f(Fa) dryo, (3.27)

n—-400 / —
J1=1...jn=1 FAETy
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gde f(a%, . Ts) 1 f(A}, ;. Tg) su vrednosti funkcije 77— f () u proizvoljnim tackama
onih delova elementarnih konturnih povrsi 4;, ;. 7s koji razdvajaju dve elementarne oblasti
ili su na zatvorenoj konturnoj povrs 75, kao i u proizvoljnim tackama unutar elementarnih
oblasti Aj,. . j,. Tq, respektivno. Ako je funkcija 7+ f () i integrabilna u oblasti 7, tada za
svaku ravnomernu podelu D,,r, oblasti r, i svaki izbor tacaka A} . 751 A% T, postoje
konacne i jedinstvene grani¢ne vrednosti integralnih suma

@]
nl—lgloo Z [ iy dn | T Ajlw--vjn 6:// f(r)da i
s

Ji=1l...jn=1

ki...kp
dm S (A ) A v = / / [ 1@a (3.28)

j1=1...jn=1

Dakle, za funkciju 7 +— f (7) integrabilnu u oblasti 7, beskonacne sume nultih vektora

> A) di, @i Y f(Fa)dr,v, kao neodredeni izrazi co0 i 000, respektivno, jednake su
TAETS TAETy
upravo integralima funkcije f (7):

S F(Fa) ey = /C> [10dsi Y 1 dee = [ / [r@a. e

TAETS

Definicija 20 Rezidualne vrednosti funkcije f (7') u tacki ¥y Hilbertovog tro-dimenzionalnog
realirealnog vektorskog prostora ¥ su po definiciji

f(Fa) diy 7, f (Ta) diy & i f (Fa) diy0. ¥ (3.30)

Definicija 21 Rezidualne vrednosti funkcije F (7) w tacki 74 Hilbertovog tro-dimenzionalnog
realirealnog vektorskog prostora ¥ su po definiciji

F (7)) - dp, 7, die, @ % F (F4),

A (
F(Fa) - dz,G, dr,0 X F (Fa) i F(F4) - dr,0.¥ (3.31)

> F(8a)ds 0 >, f(8a)dz,

8A€0, 84€0q

S fF)dry Y fF(Fa)deG i > f(7a)dryv (3.32)

'FAG’FA, FAG'F:S 'FAG’FQ

Definicija 22 Sume

su apsolutne integralne sume skalarne funkcije vektorske kompleksne promenljive. V¥

Definicija 23 Sume

Y F(8a)-ds, 0 Y, dg 0xF(8s), Y, F(8a) ds,6, Y d3,0xF (8,
4

84€0, 84€8, 64€0q 84€8q
S F(Fa) - deyF Y dey X F(Fa), Y F (Fa) - dr, G,
TAETy TAETy TAETS
> dp, G X F(Fa) i Y F(Fa)-dryv (3.33)
TAETS 'I‘AG’Fg

su apsolutne integralne sume vektorske funkcije vektorske kompleksne promenljive. ¥
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3.2 Prostorni (integralni) izvod funkcija kompleksne promenljive

Neka je proizvoljna skalarna funkcija f (') definisana i ograni¢ena funkcija duz proizvoljne
prostorne konturne krive 7, tro-dimenzionalnog Hilbertovog realirealnog vektorskog prostora
7 = 0+ 27 (z = ix), kao obvojnog prostora dvo-dimenzionalnog Hilbertovog realirealnog
vektorskog prostora g.

Definicija 24 Skalarna funkcija ¥ — f () je prostorno diferencijabilna u tacki ¥'s luka F;Q,

duzine L, prostorne konturne krive 7, ako i samo ako, za svaku ravnomernu podelu D”FEQ

luka Fﬁx , nizovi svedenth priradtaja vrednosti funkcije duz elementarnih lukova Aj, . ;. FFQ’
takvih da 74 € int. Dy, g, F;Q:
(8 ) = (i P =
Ajl,.. . jn r J1yeeey Jn TPQ ]17 Jn r J1yeees Jm PQ -
= @n(FA} ’ FAjl ,,,,, inTaA s (334)
PQ
gde A]h in rng je rubna tacka elementarnih lukova Aj, .. ;. T;Q, aTa; j"FI?Q je jedinicéni

—

vektor u pravcu konacnog prirastaja vektora poloZaja duZ elementarnih lukova Aj, . ;. 50

konvergiraju
1
li rp) — f(To)] = i Tr, o wo | =@(Fa) - Tr,.
om0 = FQ)I = Hm (8u(7a) - Ty g ] = §(7a) - Ty ¥

Definicija 25 Funkcija 77— @ (T) je funkcija prostornog izvoda funkcije f (7)) u Hilbertovom
tro-dimenzionalnom realirealnom vektorskom prostoru 7.V

Ako je prostorna kriva 77, ko-ordinantna osa Hilbertovog tro-dimenzionalnog realirealnog
vektorskog prostora 7, parcijalni prostorni izvodi skalarne funkcue f () duz ko-ordinantnih
osa: s*€y, séy 1 2, sa oznakama: V25% f (7), V2.2 f (7) i 2 f (7), respektivno, a na osnovu
Definicije 22, su projekcije funkcije prostornog izvoda skalarne funkcije f (7) na odgovarajuéu
ko-ordinantnu osu:

O . o o o 0 0 L L

\/Ea*f(r):@(r)'ela\/i_f() P(r) e io-f(r)=¢() 7, (3.35)
S ds 0z

odnosno vektorska funkcija 7+ @ (), kao funkcija prostornog izvoda funkcije 7+ f (7), je

funkcija gradijenta skalarne funkcije f (7):

(P + [ (Fle) + (oo (). (336)

Neka je proizvoljna skalarna funkcija f (7) definisana i ograni¢ena funkcija u proizvoljnoj
oblasti 7, koju ogranicava zatvorena konturna povrs 7s u tro-dimenzionalnom realirealnom
vektorskom prostoru 7 i uz to vektorski infinitezimalni povrginski elemenat d& razlozen na
dve komponente, od kojih je jedna dg x dz7i (dg je vektorski infinitezimalni linijski elemenat
krive g., dobijene projekcijom povrsi 75 na realirealnu ravan 0) u realirealnoj ravni g, dok
je druga 1ds*dsn u pravcu jedini¢nog vektora 7 glavne normale realirealne ravni g, tako da
je dd = dQ X dzit + 2ds*ds7i i dv = dG - di = d& - (dg + dzit), odnosno (Sari¢, 2003)

B () = grad f (7) = VE{[s ]

do = g (dsdzéy — ds*dzéy) + = ds dsmiidv= —ds*ds dz. (3.37)
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U tom slucaju, komponente svedenih suma svih rezidualnih vrednosti f (74) dz, & funkcije
f (), u tackama 74 elementarnih konturnih povrsi Aj, ;. 75, koje ograni¢avaju elementarne
oblasti Aj, . j, 7y, na dovoljno velikim nivoima ravnomerne podele D, 7, oblasti 77:

LY s, (3.39)

Bijtyjn V
koje su u ravni, koja je paralelna realirealnoj ravni g:

LS () [ % (e X dey2), (3.39)

Djrrgn U

moguce je, u narednom koraku, projektovati na jednu od ko-ordinantnih osa u realirealnoj
ravni g, primera radi na ko-ordinantnu osu s*e;:

1 — — - — —rk
———— ) f(Fa) [ X (dr, 8 X dr,y27)] - €, (3.40)
Njyoyjn U At Ty

de A;, i T, su poligonalne povrsi na koje se svode zatvorene elementarne konturne povrsi
iy din TP
Aj, ... jn Ts kada se izuzmu delovi paralelni realirealnoj ravni g. Svedene apsolutne integralne
sume (3.40) ekvivalentne su svedenim apsolutnim integralnim sumama

- ST a8y Fa) = F (V25 2),  (341)

gde Ajy g, U1 D, , psuduzine stranica Aj,,.. j, 0)se;, koje su paralelne ko-ordinantnoj
osi sé€y, poligonalnih konturnih krivih Aj, ;. @,, dobijenih projekcijom poligonalnih povrsi
Aj,.....jn Tp DNa realirealnu ravan g, kao i povrsine onih oblasti Aj, ;7 L&y, koje su dobijene
projekcijom poligonalnih povrsi Aj, ;. 7, na ko-ordinantnu ravan za koju je ko-ordinantni
vektor €3 jedini¢ni vektor normale, respektivno. Ako u grani¢nom slucaju, kada broj podela
tezi beskonacnosti, niz svedenih apsolutnih integralnih suma (3.38) konvergira, konvergira i
niz svedenih apsolutnih integralnih suma (3.41)

lim ! ST Eak by 7a) — f P~V 25", 2) =

n—too 2 Ay q LA 5D

— (VI (), =X BN =[x grad, f(F] 65 (342)

Definicija 26 Skalarna funkcija 7'+ f (7) je prostorno diferencijabilna u tacki 7'z konturne
povrsi 7y, koja se oslanja na zatvorenu konturnu krivu 1, u proizvoljnoj oblasti ¥y Hilbertovog
tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora v, ako i samo ako, za svaku ravnomernu
podelu D, T, povrsi 1, nizovi svedenth apsolutnih integralnih suma

1 . L S o
)[R T =1, X BalTR) (3.43)

Ajla'“ajn o =

takvih da 7z € int. Aj, . . T, konvergiraju

) 1 S S - L . Y
[Jim D fFa)de = lm (i, e % Ea(F)] =, % B (F5) (3.44)
TAET

gde P je povrsina povrsi v),.V
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Definicija 27 Skalarna funkcija 7 — f () je prostorno diferencijabilna u tacki 'y oblasti vy,
koju ogranicava zatvorena konturna povrs s, u Hilbertovom tro-dimenzionalnom realirealnom
vektorskom prostoru 7, ako i samo ako, za svaku ravnomernu podelu D,7y oblasti 7y, nizovi
svedenth apsolutnih integralnih suma

— 2. ) f(Fa) diy@ = &,(74), (3.45)

Ajl?"'?jn U g

takvih da 75 € int. Aj,.. . Ts, konvergiraju

. 1 . S ol S
lim o S () ey = lim () = B (7). (3.46)
reTrA TAETS

gde V' je zapremina oblasti 7.V

Definicijama 24 i 25 generalizuje se rezultat (3.42), odnosno Definicijom 25 definisana
je vektorska funkcija ¥ +— @ (7) prostornog izvoda skalarne funkcije 7+ f () u tacki 74
oblasti 7, Hilbertovog tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora 7, Definicijom
22 projekcija vektorske funkcije @ (7) prostornog izvoda skalarne funkcije f () na pravac
tangente u tacki 74 prostorne krive 1, a Definicijom 24 komponenta vektorske funkcije
@ (') prostornog izvoda skalarne funkcije f (7), koja je u ravni normalnoj na jedini¢ni vektor
glavne normale u tacki 74 konturne povrsi 7,, odnosno u tengentnoj ravni konturne povrsi
Tp-

Neka je proizvoljna vektorska funkcija F (7) definisana i ograni¢ena funkcija u proizvoljnoj
oblasti 77, koju ogranic¢ava zatvorena konturna povrs 7s u tro-dimenzionalnom realirealnom
vektorskom prostoru 7.

Definicija 28 Vektorska funkcija 7+ F (7) je prostorno diferencijabilna u tacki 5 oblasti
Ty, koju ogranicava zatvorena konturna pouvrs vs, Hilbertovog tro-dimenzionalnog realirealnog
vektorskog prostora 7, ako i samo ako, za svaku ravnomernu podelu D,7, oblasti 7, nizovi
svedenih apsolutnih integralnih suma

X L . o
—— Y P =0,
J15--50n TAGA31 ..... jnﬁs
1 — =g
O E—— Z di, 0 X F'(Fa) = ©,(77), (3.47)
Djyijn © TAED ..., jnTs

takvih da 7z € int. Ay, . Ts, konvergiraju

1 _
lim — Y F(74)-dr,é = lim ©,(7;) = @ (7y) i

Ts—T 3 Faets n—+00
1 LA oz =
%15% v ZG: dr,G x F (7a) = lim &, (7;) = & (7;) .V (3.48)
TACTS

Definicija 29 Funkcije 7 — ® (7) i 7 — ® (F) su funkcije prostornog izvoda funkcije F (7)
u tro-dimenzionalnom Hilbertovom realirealnom vektorskom prostoru .V
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3.3 Definicija ostatka (rezidijuma) funkcije

Neka su 7 — f (7) i 7 — F () definisane i ograni¢ene funkcije u proizvoljnoj oblasti Ty
tro-dimenzionalnog Hilbertovog realirealnog vektorskog prostora = g + zn.

Definicija 30 Oblast 7, tro-dimenzionalnog Hilbertovog realirealnog vektorskog prostora 7,
u kojoj je proizvoljna skalarna funkcija f (7), odnosno vektorska funkcija F (7), prostorno
diferencijabilna, je reqularna oblast funkcije f (7), odnosno funkcije F (7). V

Neka su 7+ f (7) i 7+ F () definisane i ograni¢ene funkcije skoro svuda? u proizvoljnoj
oblasti 7, tro-dimenzionalnog Hilbertovog realirealnog vektorskog prostora 7= g + 2.

Definicija 31 Oblast 7, tro-dimenzionalnog Hilbertovog realirealnog vektorskog prostora 7,
u kojoj je proizvoljna skalarna funkcija f (), odnosno vektorska funkcija F (F), prostorno
diferencijabilna skoro svuda, je singularna oblast funkcije f (), odnosno funkcije F (7). ¥

Definicija 32 Tacka 74 singularne oblasti 7, tro-dimenzionalnog Hilbertovog realirealnog
vektorskog prostora 7, u kojoj je definisana funkcija prostornog izvoda proizvoljne skalarne
funkcije f (7), odnosno vektorske funkcije F (7), je regularna tacka funkcije f (), odnosno
funkcije F (7).¥

Definicija 33 Tacka 74 singularne oblasti 7, tro-dimenzionalnog Hilbertovog realirealnog
vektorskog prostora 7, u kojoj nije definisana funkcija prostornog izvoda proizvoljne skalarne
funkcije f (7), odnosno vektorske funkcije F (7), je singularna tacka funkcije f (7), odnosno
funkcije F (7).¥

Definicija 34 Ako je funkcija prostornog izvoda proizvoljne skalarne funkcije f (), odnosno
vektorske funkcije F (), ogranicena funkcija u okolini singularne tacke 74, singularna tacka
7a je prividno-singularna tacka funkcije f (7), odnosno funkcije F (7). ¥

Definicija 35 Ako je funkcija prostornog izvoda proizvoljne skalarne funkcije f (7'), odnosno
vektorske funkcije F' (), ogranicena funkcija u singularnoj oblasti v, singularna oblast 7, je
prividno-singularna oblast funkcije f (7), odnosno funkcije F (7).V

Definicija 36 Rezidualna vrednost, u tacki 74 tro-dimenzionalnog Hilbertovog realirealnog
vektorskog prostora T, funkcije prostornog izvoda proizvoljne skalarne funkcije f (7), odnosno
vektorske funkcije F (F), je prostorni ostatak (rezidijum) funkcije f (), odnosno funkcije
F(7), u tacki 74V

Definicija 37 Suma svih prostornih ostataka (rezidijuma) proizvoljne skalarne funkcije f (),
odnosno vektorske funkcije F (7), u prodirenom, odnosno u dovrsenom, tro-dimenzionalnom
Hilbertovom realirealnom vektorskom prostoru ; odnosno suma rezidualnih vrednosti funkcije
prostornog izvoda funkeije f (), odnosno funkcije F (), u prosirenom, odnosno u dovrsenom,
tro-dimenzionalnom Hilbertovom realirealnom vektorskom prostoru v, jednaka je nuli. ¥

2 Za funkciju f kaze se da poseduje neko svojstvo skoro svuda, ako ona to svojstvo poseduje svuda osim
na skupu tacaka Lebegove mere nula.
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Pretpostavimo da je skup singularnih tacaka singularne oblasti 7; u tro-dimenzionalnom
Hilbertovom realirealnom vektorskom prostoru 7, u oznaci vs 77, proizvoljne skalarne funkcije
7 — f (), odnosno proizvoljne vektorske funkcije 7 — F (7), najvise prebrojiv (ili konacan ili
beskonacan ali prebrojiv) skup, a za funkcije njihovog prostornog (integralnog) izvoda da su
Riman integrabilne skoro svuda po singularnoj oblasti 7, (vp 7, je skup regularnih tacaka).
Tada, postoji po volji mala, izolovana u odnosu na druge, e-okolina svake singularne tacke
(sferna oblast 7' (74, €), koju ogranicava sferna povrs 7, (74, €), sa centrom u singularnoj tacki
74 1 radijusom ¢), takva da u toj okolini, osim te singularne tacke, nema drugih singularnih
tacaka skalarne funkcije f (7), odnosno vektorske funkcije F (7).

Ako se uzme u obzir da su vrednosti prostornog izvoda funkcije, u proizvoljnoj tacki 74
tro-dimenzionalnog vektorskog prostora 7, nezavisne u odnosu na geometrijsku formu povrsi
kojom je ograni¢ena oblast unutar koje se nalazi tacka 74, §to je dobro poznata ¢injenica iz
teorije polja, na osnovu definisanih vrednosti prostornog izvoda proizvoljne skalarne funkcije
f (7), odnosno vektorske funkcije F (7), Definicija 25 i 26, moguce je rezidualne vrednosti
@ (74) dv, odnosno ® (74) dv i ® (74) dv, funkeija prostornog izvoda funkcije f (7), odnosno
funkcije F (7), u regularnoj tacki 74 regularne oblasti 7, tro-dimenzionalnog realirealnog
vektorskog prostora 7, svesti na grani¢ne nulte vrednosti slede¢ih povrsinskih integrala:

@ (T4) d’U—hIél // f () da, @ (rs) dv-hr& // (7) - dd i

TO'(TA7 To 7'A 5

o (74) dv = lim // dé x F (7 (3.49)

e—0t

Tg 'T’A,

Sa druge strane, bududi da se i rezidualne Vrednostl funkcija prostornog izvoda proizvoljne
skalarne funkcije f (7), odnosno vektorske funkcije F (), u izolovanoj singularnoj tacki
74 singularne oblasti 7; tro-dimenzionalnog Hilbertovog realirealnog vektorskog prostora 7,
definisu grani¢nim integralnim vrednostima (3.49) i samim tim su funkcionalno odredene
konvergentnoséu ili divergentnoséu tih integralnih vrednosti, te vrednosti mogu uzeti bilo
koju vrednost (skalarnu ili vektorsku) iz skupa tacaka prosirenog tro-dimenzionalnog Hilber-
tovog realirealnog vektorskog prostora, drugim rec¢ima mogu imati konac¢nu ili beskona¢nu
vrednost.

Definicija 38 Prostorni ostatak (rezidijum) skalarne funkcije f (7) i vektorske funkcije F (F),
u oznaci Riesf () i R3esF (1), u izolovanoj singularnoj tacki r'a singularne oblasti 7 tro-
dimenzionalnog Hilbertovog realirealnog vektorskog prostora 7, je po definiciji

Feof () =Jim // e

To (rAv

R365F (7) = lim // T) ’Rgsﬁ = lim // dé x F (7).v (3.50)

e—0t e—0t
TO'(TA7 Tor TA?
Oblast 7,/ . GL_JST int. 75 (Ta,€), gde int. 75 (T'a,€) je deo sferne oblasti 7 (74, €) unutar
A g
sferne povrsi 7, (74, €) koja je ogranicava, je visestruko povezana regularna oblast skalarne

funkcije f (7), odnosno vektorske funkcije F' (7).
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Definicija 39 Prostorni ostatak (rezidijum) skalarne funkcije f () i vektorske funkcije F (F)
u 1zolovanog singularnog tacki 74 prostorne singularne krive 7., u tro-dimenzionalnom Hilber-
tovom realirealnom vektorskom prostoru v, je po definiciji

Rles £ (1) =l [f (Face) = £ (-] i Bles F5) = lim (F (fage) = F 7o), (351)

=74
gde {FA—|—57 FA—s} = fiy N7y, (7?,4, 6).'
Definicija 40 Prostorni ostatak (rezidijum) skalarne funkcije f () i vektorske funkcije F (7)

u 1zolovanoj singularnoj tacki 74 singularne povrsi v, u tro-dimenzionalnom Hilbertovom
realirealnom vektorskom prostoru v, je po definiciji

O
R2es f (7) = lim / (7 dF,
= e—0t
7r (T a,€)
O o
2 N NRT = ., . 7 = N T . = .,
R?es F (7) = lim F(r)-dri R°es F (T) = — lim dr' x F (1), (3.52)
=l e—0t =l e—0t
FW(FA,E) FTF(FA7E)

gde Fﬁ (FA, 6) = Fp N Fa (7?,4, 6).'
Ako je skup singularnih tacaka, singularne oblasti g,, u realirealnoj ravni g, proizvoljne

skalarne funkcije f (g), odnosno vektorske funkcije F (0), najvise prebrojiv skup, postoji po
volji mala, izolovana u odnosu na druge, e-okolina svake singularne tacke (kruzna oblast
0, (84,¢), koju ograni¢ava kruznica g, (g4, ¢€), sa centrom u singularnoj tacki g, i radijusa
e), takva da u toj okolini, osim te singularne tacke, nema drugih singularnih tacaka.

Definicija 41 Prostorni ostatak (rezidijum) skalarne funkcije f (2) i vektorske funkeije F ()
u izolovanoj singularnoj tacki ¢, singularne krive ., u realirealnoj ravni g, je po definiciji

]g%:lgf f@) :Eli%i [f (§A+s) —f @A—e)} i
R'es F(g) =lim [F (Gar.) = F (8a-.)); (3.53)

[
gde {§A+57 éA—e} = §y N §n (QA> 6)"

Definicija 42 Prostorni ostatak (rezidijum) skalarne funkcije f (0) i vektorske funkcije F (0)
u izolovanoj singularnoj tacki g, singularne oblasti oo u dvo-dimenzionalnom Hilbertovom
realirealnom vektorskom prostoru g, je po definiciji

o
Res (@) =lm [ f@az
=04 e—0+
EK,(EA76)
o O
—_— R
R?es F (g) = lim F(g)-doi R°es F(g) =— lim do x F(3).v  (3.54)
6=8a e—0+ 0=04 0+
EK(EA’E) EK(EA’E)

U daljem tekstu disertacije, ako se drugacije ne naglasi, vazi¢e slede¢a pretpostavka.

Pretpostavka 2 Skup singularnih tacaka, singularne oblasti, proizvolyne skalarne funkcije
f(8), odnosno vektorske funkcije F (), po kojoj su funkcije njihovog prostornog (integralnog)
1zvoda Riman integrabilne skoro svuda, je najvise prebrojiv skup.V
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3.4 Fundamentalne integralne relacije funkcija kompleksne promenljive

Neka se luk F;Q proizvoljne prostorne konturne krive 77, koji je u singularnoj oblasti

Ty proizvoljne skalarne funkcije f (7), tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora 7,
podeli na skup regularnih vp FI_?Q i skup singularnih vs F;Q tacaka i svaka singularna tacka

dodatno izoluje po volji malom, izolovanom u odnosu na druge, e-okolinom (sfernom oblaséu
s (T4, €)), takvom da u toj okolini, osim te singularne tacke, nema drugih singularnih tacaka
skalarne funkcije f (7). U tom naglasenom slu¢aju moze se formirati apsolutna integralna
suma funkcije @ (7), kao funkcije prostornog izvoda funkcije f (7) duz onih delova luka 7 s

konturne krive 7, koji pripadaju skupu regularnih tacka 7’15\@ / int. 7 (Ta,€):
7 Aevs A
PQ

Z QB (FA> ' d’FAF? (355)

TAET A [ U int. 7s (T a,€)
PQ TpAE€vsT A
P

kao i suma rezidualnih vrednosti funkcije @ (7) u singularnim tackama luka F;Q konturne

krive 77
> = Lo 1 . — . —
D Bl der= Y0 Rlesf()= 3 dm [f(Far) = f(Fae)]. (350)
rAGvsrg\Q TAG’US’I‘(\ ’I'AGUSTF;’\Q

Teorema 2 Ako za svaku ravnomernu podelu an'lg proizvoljnog luka FF konturne krive 7,

tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora v i sve elementarne lukove Aj, . ;. T

postoje ograniceni nizovi prirastaja vrednosti skalarne funkcije ¥ — f (1): e
FOF i Py B P = P07 Ts) = BalFR) a7 (357)

takvih da nl_lgloo 6,(T3) = @ (73), za svako 75 € UJ1 " "t It Aj g, T, tada je
Fp) = f(TQ) = ) @(Fa) - dr,T (3.58)

FAGFﬂ
PQ
gde ¢ (1) je funkcija prostornog izvoda funkcije f (7). ¥

Dokaz. 1z uslova (3.57) teoreme sledi da je za bilo koju ravnomernu podelu DnFIBf\Q luka

FFQ konturne krive 77, i bilo koji nivo podele

ki...kn
Z [f(Ajl,...,]n ﬂ + A]la o Jn F) - f(Ajl,,]n FﬁQ)] -
j1=1...jn=1
ki...kn
- Z QB (A;L Jn FIS\Q) Djiyyin _»’
J1=1...jn=1

odnosno
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budué¢i da se razlike vrednosti funkcije f (7), u tackama koje dele dva susedna elementarna
luka, anuliraju pri sumiranju, jer su to razlike identicki jednakih vrednosti. Kako se grani¢na
vrednost sume na desnoj strani znaka jednakosti prethodno dobijene funkcionalne relacije,
kada broj podela n, luka Fﬁb konturne krive 77, tezi beskona¢nosti, shodno Definiciji 22,

svodi na apsolutnu integralnu sumu funkcije @ (7), kao funkcije prostornog izvoda skalarne
funkcije f (7):

ki...kn
lim E Qon( A)' Bjiyjn T = E ¥ (TA) ’ dFAT7
n—+0o0 / . —
j1i=l...jn=1 TAET A
PQ

to konac¢no sledi da

8to je i trebalo dokazati. m
Ako obe rubne tacke {7g, 7p} luka FﬁQ konturne krive 7, nisu singularne tacke funkcije

f (7), tada na osnovu rezultata prethodne teoreme sledi da

FFEe)=f(FQ)— Y [f (Faye) = f(Fao)] =

= >, B (Fa) - dr, T (3.59)

TAET ~ / U int. 7s(Ta,€)
PQ Tp€vsT A
P

Grani¢na vrednost apsolutne integralne sume > ¢ (7a) - dr, 7, kada
TAET ~ / U int. 7s(Ta,e)
PQ TpEvST £
PQ

e — 07, svodi se na apsolutnu integralnu sumu funkcije @ (7) na skupu vp FFQ:

Lim, > B(Fa) - deyP= > @(Fa)- dr,T. (3.60)
e— ﬂAGFﬁQ/FAevLsJFﬂ int. 7s(Ta,€) FAevaFfDQ
PQ

Definicija 43 Kosijeva glavna vrednost nesvojstvenog integrala vektorske funkcije @ (), duz
luka FI_?Q konturne krive 7, tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora v, je po defini-
cij
vp / B(F)-dir = B(Fa)-dr,7.V (3.61)
7 AvaF}?Q

7 A

PQ

Definicija 44 Zordanova singularna vrednost nesvojstvenog integrala vektorske funkcije @ (),
duz luka F;Q konturne krive 7., tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora 7, je po
definiciji
vs / F@)-di= Y F(Fa)-de iV (3.62)
TAEVS FI?Q

7 A

PQ
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Definicija 45 Totalna vrednost nesvojstvenog integrala vektorske funkcije @ (1), duz luka
F;Q konturne krive 7, tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora 7, je po definiciji

ot [G)-dr= Y G- ey (3.69)

— FAEF(\
P

odnosno

FF’,“Q T’AEUpF;\Q TAEVST A
=up ¢ (1) - dr' + vs / o (r)-dr.v (3.64)
F}?Q F}?Q

U grani¢nom slucaju, kada e — 07, funkcionalna relacija (3.59), shodno Definicijama 40,
411 42 i funkcionalnim relacijama (3.56) i (3.60), svodi se na slede¢u funkcionalnu relaciju:

F) = f)—w [ @) -di= ¥ Res ), (3.65)
e FAGUSFIg\Q

odnosno, budu¢i da jevs [ @(7)-di= >, R'es f(F), na funkcionalnu relaciju:

7 A FaCvsT ~ T TA
PQ PQ
£ (7p) = £ (Fg) = ot / 3(7) - dr (3.66)
FﬁQ

Ako je jedna od rubnih tacaka {rp,7p} luka F;Q konturne krive 7%, primera radi tacka

Tq, singularna tacka skalarne funkcije f (7), tada se i ona izoluje po volji malom, izolovanom
u odnosu na druge, e-okolinom (sfernom oblas¢u 7 (7, €)), takvom da u toj okolini, osim te
singularne tacke, nema drugih singularnih tacaka funkcije f (). U tom naglasenom slucaju

Fp) = f(Foee)— D [f (Fage) — f(Fa—e)] =

" cvs (7o 7
TAEVS (T}?Q/TQ)

= > B (Fa) - dr, T, (3.67)

TAET ~ / U int. 7s(Ta,e)
PQ Tp€vsT A
P

odnosno, ako se izrazu na levoj strani znaka jednakosti doda i oduzme f (7p_.)

Fp) = fFgee) = Y [f (Fase) = f(Fao)] =

= > B (7a) - di, T, (3.68)
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sto se moze napisati i u sazetoj formi

S S 0 S S
PO = £+ (g () 2 Pra) - dri
TACET A~ /U int. 7s(Ta,€)
PQ TAEVUST A
PQ
[f (Fate) = [ (Tae)]
N TAEVS (FﬁQ/FQ) (3 69)
2 [ (Pave) = f (Fae)] '
TAEUST A
PQ

U grani¢nom slucaju, kada e — 07

. . TAEUS(F;\Q/_'Q)T:TA
ot [F () = £ (o)) —vp [ 3(7)-d = Resp o (70
7 A FAEVST A =74
PQ PQ
odnosno
ot [f (rp) — f(rQ)l =vt [ @(r)-dr, (3.71)
e
gde

. . FAEVS (F}?Q/“Q) T=TA
— up / G (F) - d + Rles () (3.72)
7 A FACUST A =74
PQ Q

Ako se proizvoljna konturna povrs 7, koja se oslanja na proizvoljnu konturnu krivu 77, i
koja je u singularnoj oblasti 7, proizvoljne skalarne funkcije 7+ f (), tro-dimenzionalnog
realirealnog vektorskog prostora 7, podeli na skup regularnih vp 7, i skup singularnih vs7,
tacaka i uz to se svaka singularna tacka dodatno izoluje po volji malom, izolovanom u odnosu
na druge, e-okolinom (sfernom oblas¢u 7 (74, €)), takvom da u toj okolini, osim te singularne
tacke, nema drugih singularnih tacaka funkcije f (7), moze se formirati apsolutna integralna
suma funkcije @ (), kao funkcije prostornog izvoda funkcije f (7) na skupu regularnih tacaka

Tp/ U _int. 7, (7', ) konturne povrsi 7,
TAEVSTp

2. A @ X G (7). (3.73)
TAET/ U _ int.7s(7a,€)

TAEUSTp

kao i suma rezidualnih vrednosti funkcije @ () u singularnim tackama konturne povrsi 7,

O

> dixd) = Y Fef@=Y lw [ @ (3.74)

TACUSTp TACVUSTp TACUSTp FW(FA,E)
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Teorema 3 Ako za svaku ravnomernu podelu D7, konturne povrsi 7,, koja je oslanjena
na konturnoj krivoj v, u tro-dimenzionalnom realirealnom vektorskom prostoru 7, kao i sve

elementarne povrsi Aj, . ;. Tp, postoje ograniceni nizovi apsolutnih integralnih suma skalarne
funkcije ¥ — f (7):

S FF)dr T =05, F X B, (T), (3.75)

takvi da nEIEOO G,(T3) = @(75), za svako 75 € U?j;fffjn:l int. Aj, . O, auzto je i funkeija
@ () prostornog izvoda funkcije f (7) apsolutno (totalno) integrabilna, u smislu Definicije 1,
tada je

> FF)drT =) deyG X B (7a).V (3.76)

'FAG’F»Y FAGFP

Dokaz. 1z uslova (3.75) teoreme sledi da je za svaku ravnomernu podelu D, 7, konturne
povrsi 7, 1 bilo koji nivo podele

klkn klkn
> Yo f(Fa)dr, T = Djr,oin @ X Bu(F2).
1=l n=1FA €A, . jn Ty ji=1...5n=1
ki...k

. oy n — — * —
Prema uslovima teoreme grani¢na vrednost sume » ;5™ ) Ajy g, OX@, (A7 7)),
kada broj podela n, konturne povrsi 79, tezi beskona¢nosti, svodi se na apsolutnu integralnu

—

sumu funkcije @ (), kao funkcije prostornog izvoda skalarne funkcije f ()

kyi...kn
. — — * — o - — /=
lim E DNjyojn O X (pn(Ajl,...,jn ) = E d7, 0 X @ (T4).
n—+00 ‘ .
J1=1l...jn=1 TAETY

Sa druge strane

ki...kn
Jim > o fF)dr, T =) f(Fa)d,T

1=l n=1ra€0 ., jn Ty TAETy

buduéi da se rezidualne vrednosti f (74) dr, 7, na onim delovima elementarnih kontura, koji
razdvajaju dve elementarne povr§i, anuliraju pri sumiranju, jer su to suprotno orjentisane
vektorske velicine identicki jednakih intenziteta.

Konac¢no, na osnovu svih prethodno dobijenih funkcionalnih relacija, sledi da

. FFNdr 7= dpd x (7)),
FAGF,Y FAGFP

to je i trebalo dokazati. m
Ako na zatvorenoj konturnoj krivoj 7, nema singularnih tacaka funkcije f (), na osnovu
rezultata prethodne teoreme sledi da

O

> f(Fa)dr = D> / f (7 dF = > ds @ %X G (Fa).  (3.77)

TAETY FAEUSFP’FW(’FA,E) FAEFP/FAe%stint'FS(FA7E)
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Definicija 46 Kosijeva glavna vrednost nesvojstvenog integrala vektorske funkcije ¢ (7) na
konturnoj povrsi v, tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora 7 je po definiciji

Definicija 47 Zordanova singularna vrednost nesvojstvenog integrala vektorske funkcije @ ()
na konturnoj povrsi 1, tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora 7 je po definiciji

//daxgp Z d7,0 X §(Ta) .Y

7 TACVSTp

Definicija 48 Totalna vrednost nesvojstvenog integrala vektorske funkcije @ () na konturnoj
poursi T, tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora v je po definiciji

odnosno

Funkcionalna relacija (3.77) svodi se, u grani¢nom slucaju kada ¢ — 07, na slede¢u
funkcionalnu relaciju:

/f dr—vp//daxgo(?):ﬂzﬂ}gsf(f&), (3.78)

—
odnosno, budu¢i da je vs [[ do x g(F) = Y. R?es f (), na funkcionalnu relaciju:

Tp TACUST) A

7f(mdf:m//dax¢(f). (3.79)

Tp

U slucaju da na zatvorenoj konturnoj krivoj 77, na koju se oslanja konturna povrs 75, ima
singularnih tacaka skalarne funkcije f (), svaka od njih se izoluje po volji malom, izolovanom
u odnosu na druge, e-okolinom (sfernom oblas¢u 7 (74, €)), takvom da u toj okolini, osim te
singularne tacke, nema drugih singularnih tacaka funkcije f (7). Shodno tome

~

PQ
> f(Fa)de i 30 / f (7) dr-
T'AET’—Y/TAEUST’Y’LHLT_"S(T_"A,E) FAGvsFVFW(FA’s)
O
- ). / f(7) di = > d,& X B (74), (3.80)
Fa€vs (7o /)7 (74 ) FACTy /TAGUS Tpmt. 7s(Fa,e)
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gde {Tpro} =7 N7 (T4, €) 1 7x (Ta,€) = 7, N Ts (T'a, €), odnosno

~

PQ
) fEders 3 [ r@ar
TAGT’Y/TAGL'IJJSTW’Lnt.FS(FA’g) FAGvSFAVFW(FAvs)
QP QP
DI A IGT o S G
FAGUSF’YF@(FA,E) FAGUSF’YF{(FA,E)

O

. / £ () dit = > dr@ X $(Fa),  (381)

FAEVS (TP/T'Y)T_"W(T_"A,E) ’I‘AGTp/TA ELqus Tpmt. 7s(Ta,€)

gde 7¢ (T'4,€) € 75 (Ta,€) /T je prostorna kriva, koja spaja tacke 7p i 7 i na delu je sferne
povrsi 7, (74, €), sa centrom u singularnoj tacki 74 € 7%, koji je van konturne povrsi 7,. Ako
—

je ostatak R%es f () funkcije f (7), u nekoj od singularnih tacaka 74 € 7, razlicit od nule,
T=TA

~

PQ
to znaci da je u grani¢nom slucaju, kada e — 0%: lim [ f(F)dr ;é hm f f(r)dr,
e—0t 7 i
(rAv ) T TA’ )

PQ
budué¢i da je RPes fr = hIgl [ f(7)dr+ f f (7)dr’], drugim re¢ima vrednost
= - R
Rl Tr(Ta,€) 7¢(7a,€)

integrala funkcije f (7), duz lu¢nih delova FI_?Q i Fcfp prostornih krivih 7 (¥a,€) 1 7¢ (T4, €),
respektivno, koji povezuju tacke 7p i 7, zavisi eksplicitno od puta integracije.

Sa druge strane, ako su integrali funkcije f (), duz oba luka FEQ ir o prostornih krivih
T (Fa, € )i_f)'c (7’4, €), respektivno, za svaku singularnu tacku 74 € 7, jednakih vrednosti,

ostatak R2es f () funkcije f (7), u svakoj od singularnih tacaka 74 € 7, jednak je nuli, sto

znadi da su rez1dualne vrednosti f(77,)dr, 7 funkcije f (), u singularnim tackama 7’y € 7,
shodno funkcionalnoj relaciji (3.56), jedinstveno definisane vrednosti

PQ op
f (77, )dr, 7 = lim, / f (7) i = lim, / f(7) di =
o (Tase) 7¢(Tase)
. 2o - 1
:EILI& [Y (Fate) = ¥ (Tae)] ZIF%:??@AS Y (r), (3.82)

gde vektorska funkcija ¥ (7) = ’1} (F)’ 7o (74 je jedini¢ni vektor tangente konturne krive 7%,)

je takva funkcija da je vektorska funkcija 7 — f () 7, funkcija njenog prostornog izvoda duz
konturne krive 77,:

F )7y = (grad | (7)| - 7)7, = (7 - grad) & (7).
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Dakle, na osnovu prethodne analize moguce je, ekvivalentne funkcionalne relacije (3.80)
i (3.81), u grani¢nom slucaju kada ¢ — 0T, sazeti u jednu funkcionalnu relaciju

s I?Q
Y [ fo
lim Z f( )dﬂ 7+ lim ’I'AGUST’YT’W(QA,E) _

e—0t e—0t

= = QP
TAETW/TAE'US'F'Y,L”LTS(TA’E) Z f f(fj dF

L TAEVS Ty Te (F4,€)

> Res [ (M)

T=TA

= lim > dryo X B (Fa) + 4 TASe0p/m) : (3.83)
E_)O+TA6TP/ int. 7s(7a,€) Z 3_295 f(fj
TAGUS p Fa€vsip T TA
odnosno
° > Rles f(7)
vt / f(F)drf = vp / / 45 x 3 (7) = { A< G/ T . (3.84)
) P > 3268 G

™ TP Fa€vsip "

> Res f(7)

vt || () do =wvp // 45 x @ (F) + { Tacvs /M) T : 3.85
// (7) ﬂ G g oo (3.85)

p Tp Fa€vsTy T TA
> Res f(7)
— — —\ F vSs (Fp/’l"»y)r TA - .
gde vs [[dd x @ (F) = ¢ "€ KL , to konacno sledi da
ff > Bes f(r)

Fa€vsTy T~ TA

vt?f(ﬂdfzvt[/ 46 x 3 (). (3.86)

Tp

Ako se i proizvoljna oblast 7, tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora 7,
ograni¢ena zatvorenom konturnom povrsi 75, koja je u singularnoj oblasti proizvoljne skalarne
funkcije f (), podeli na skup regularnih vp 7, i skup singularnih vs 7, tacaka i uz to se svaka
singularna tacka dodatno izoluje po volji malom, izolovanom u odnosu na druge, e-okolinom
(sfernom oblastu 7 (74, €)), takvom da u toj okolini, osim te singularne tacke, nema drugih
singularnih tacaka funkcije f (), onda se i u tom slu¢aju moze formirati apsolutna integralna
suma funkcije ¢ (1), kao funkcije prostornog izvoda funkcije f (7) na skupu regularnih tacaka

Ty/ U int.7s (74, €) singularne oblasti 7:
TAEUS Ty

> B (Fa) diyv, (3.87)

FAGFQ/FAGU _int. 7s(Fa,€)

Vs Tg

kao i suma rezidualnih vrednosti funkcije ¢ (7) u singularnim tackama singularne oblasti 77:

Y ) drv= ) R3esf (7) = lim. / / f(7 (3.88)

TACVSTy TAEvsrg TAEvsrg 7o (7a,€)
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Teorema 4 Ako za svaku ravnomernu podelu D,y oblasti Ty, koja je ogranicena zatvorenom
konturnom povrsi Ts u tro-dimenzionalnom realirealnom vektorskom prostoru v, kao i sve
elementarne oblasti Aj, . ;. T4, postoje ogranicent nizovi apsolutnih integralnih suma skalarne

funkcije ¥ — f(7):

Y FFa)dn G =B,(A% . To) Djrreia Vs (3.89)

11 5e-» in T&

takvi da lim @,(7;) = @ (T3), za svako 7' € U]1 1 " i=1 it g g, v, a uz to je i funkcija
n—-+400

@ (') prostornog izvoda funkcije f (7) apsolutno (totalno) integrabilna, u smislu Definicije 1,
tada je
Y FFNdr G =D F(Fa)drv.¥ (3.90)
'FAG’Fg FAGFQ

Dokaz. 1z uslova (3.89) teoreme sledi da je za bilo koju ravnomernu podelu D, 7, oblasti
Ty 1 bilo koji nivo podele

Z Z f (FA) dﬁAar = @»n(A;l,...,jn Fg) Ajla“'vjn v.

J1=l.. jn=1Fa€Aj

Na osnovu uslova teoreme grani¢na vrednost sume Zﬂ i1 PrlB i Ta) Dy U
kada broj podela n, oblasti 7, tezi beskonac¢nosti, svodi se na apsolutnu integralnu sumu
funkcije @ (7), kao funkcije prostornog izvoda skalarne funkcije f (7):

ki...kn
lim E 5 (A% Ty A -v:E 5(T4) dr .
e Bl G1yeeergn g) Firees Jn @ (7a) dr,
Ji=l..jn=1 TAETg

Sa druge strane

ki...kn
Jm > Y FFEdnG =D f(Fa)ds,a,

j1:1...jn:1FAEA]’1 ’’’’’ jnFﬁ FAers

buduéi da se rezidualne vrednosti f (74) dz,, na onim delovima elementarnih povrsi, koji
razdvajaju dve elementarne oblasti, anuliraju pri sumiranju, jer su to suprotno orjentisane
vektorske velicine identicki jednakih intenziteta.

Konac¢no, na osnovu svih prethodno dobijenih funkcionalnih relacija, sledi da

to je i trebalo dokazati. m
Ako na zatvorenoj konturnoj povrsi 7s nema singularnih tacaka funkcije f ('), na osnovu
rezultata prethodne teoreme sledi da

O

> fF)dra— ) // f(7)dé = 3 B(Fa)dzv.  (3.91)

TAETSs FAEUSFgFg(FA,s) TAETQ/TA Ungznt.Fs(FA,s)
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Definicija 49 Kosijeva glavna vrednost nesvojstvenog integrala vektorske funkcije @ (r) w
oblasti 7, tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora 7 je po definiciji

op /// (7) dv — B (Fa) dr, 0.

TAE’UpT'g

Definicija 50 Zordanova singularna vrednost nesvojstvenog integrala vektorske funkcije @ (7)
u oblasti T, tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora 7 je po definiciji

/// 7) dv = G (Fa) i, 0.V

TAGvsrg

Definicija 51 Totalna vrednost nesvojstvenog integrala vektorske funkcije @ () u oblasti
tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora 1 je po definiciji

ot ///@(m =3 G dro,
vt/// f’)dv—vp/// f’)dv+vs/// ) dv.V

Funkcionalna relacija (3.91) svodi se, u grani¢nom slucaju kada ¢ — 07, na slede¢u
funkcionalnu relaciju

//f mdg_”p/// (Mdv= 3, 3368f (3.92)

TAEVS Ty

odnosno

—
odnosno, budu¢i da je vs [[[ @(F)dv= 3 R3es f (), na funkcionalnu relaciju:

Ty FACusTy "~ TA

/O/ F(7) dG = ot / / / % (7) do. (3.93)

U slucaju da na zatvorenoj konturnoj povrsi s, koja ogranicava singularnu oblast 77, ima
singularnih tacaka skalarne funkcije f (), svaka od njih se izoluje po volji malom, izolovanom
u odnosu na druge, e-okolinom (sfernom oblas¢u 7 (74, €)), takvom da u toj okolini, osim te
singularne tacke, nema drugih singularnih ta¢aka funkcije f (7). Shodno tome

Z f(74) dr, 0+ Z // f (7)do—

TAET U int.7s(Ta,e TAEVS T =
A 6/rA6v5r5 s(Ta,€) A 5 ' (Fa,6)N7y

©)

> // J () dof = ) ¢ (7a) diyv, (3.94)

A€ g /T6)= (= S t. s (T
n US(TQ/T5)TJ(TA,€) n rg/TAevsrgzn 7s(T4,€)
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odnosno, ako se levoj strani od znaka jednakosti doda i oduzme If f(rda

TACVS T57y (T a,€) fint. 7y

> F ) de g+ S // -

TAET U int.7s(Ta,e TAEVS T§ =
A 6/TA€vs7‘5 S( A, ) A S5 (TA7 )/znt Tg

O
- > / / f (7 dé = > B (Fa) dr,v. (3.95)
FAGUSFQFO_(FA’ ) FAGFQ/FAequjngmt' 7s(7a,€)

Ako je ostatak R3es f (7) funkcije f (7), u nekoj od singularnih tacaka 74 € 7, razlicit

=

od nule, tada u grani¢nom sluc¢aju: lim f f f(7)dd # lim f i f (7)dd, buduéi
e—0% To (Ta,8)NTy E_)0+FU(FA,€)/int. Ty
) N\
da je R3es f(@=lm [ [[ f(F)do+ I f (F) d&], drugim re¢ima vrednost
T=TAETs =0 5 (Far o), o (7a,€) int. 7y
integrala funkcije f (), na onim delovima 7, (¥4,€) N7y 1 7y (Ta,€) /int. Ty povrsi 7 (Fa,€),
koji su unutar i izvan singularne oblasti 77, respektivno, zavisi eksplicitno od puta integracije.
Sa druge strane, ako su integrali funkcije f ('), na oba dela 7, (¥4, &)y 175 (74, €) /int. 7y
sferne povrsi 7, (74, €), za svaku singularnu tacku 74 € 77, jednakih vrednosti, tada je ostatak
R3es f () funkcije f (), u svakoj od singularnih tacaka 74 € 75, jednak nuli, $to znaci da su
=74

rezidualne vrednosti f (77, ) dr,d funkcije f (7), u singularnim tackama 7’4 € 7, jedinstveno
definisane vrednosti:

f(7ry) dr 5’—11115r // f?)da-hm // do =
e—0 e—0t
7o (Fa,e)NTg To(Fa,€)/int. Ty
¢)
— —_—
——lm [ G e D, (3.96)
e— T=TrA

-

To (TAvs)mFﬁ

ode vektorska funkcija 1 (7), koja je u tangentnoj ravni sferne povrsi 7%, (74, €): (F) 7, =0
(7, je jedini¢ni vektor glavne normale sferne povrsi 7, (74, €)), je takva funkcija da je skalarna
funkcija f (7) funkcija njenog prostornog izvoda, buduéi da je u opstem slucaju

O

/drxw :—vt// (grad[$ (7) - &) - &5 + grad]d (7) - &) - &+

—

Ty

tgrad[i (7) - 7] - A}dG + vt / / 46 x {grad[§ (7) - &1] x &+

t+grad[ih (7) - & x & + grad[i (7) - 7] x @} + vt / / (d& - grad)i (7). (3.97)
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Dakle, na osnovu prethodne analize moguce je, ekvivalentne funkcionalne relacije (3.94)
i (3.95), u grani¢nom slucaju kada ¢ — 07, sazeti u jednu funkcionalnu relaciju

> Jf f@de

. N L= . FAEUSF(sFU(FA,E)ﬁFg .
Y Gk o -
FA€Ts/ U int7u(ae) > IS f(r)do

TA 'UST(S

TAEV 575 (Fa,€)/int. 7y

S RBes f(7)

: - = 3 o [7s) T=TA
— lim 3y B(Fa)dryv+Q T : (3.98)
FA€Ty/ U _int.7s(7a,e) > 3_?5 [
TACvs Ty FACusTy T—TA

odnosno

vt /Z/f(m dé — vp /!/@(f) dv = FA@%/’%%‘?C Z;;F) . (3.99)

Ta€vsTyg - TA

Bududi da je

o [ s ff 50 ;Rif f:) e

FACusTy T—TA

—
Y. Rlesf(M)
- Facus (Fy/rs) T A . .
gde vs @ (r)dv = acvsrg/re) , to konacno sledi da
f?[gf " >, Res f(r)

FACusTy T TA

y /f/f@ =[] 2 .00

Kako su fundamentalne integralne relacije (3.71), (3.86) i (3.101), za proizvoljnu skalarnu
funkciju f (7), izvedene postupno i na istovetan nacin, to se moze konstatovati da je njihov
postupak izvodenja algoritamske forme, drugim rec¢ima da se istovetan postupak izvodenja
moze primeniti i za dobijanje fundamentalnih integralnih relacija za proizvoljnu vektorsku
funkcije F (7) tro-dimenzionalnog realirealnog vektorskog prostora 7. Sa druge strane, ako
se po analogiji sa teorijom polja tro-dimenzionalnog realnog vektorskog prostora 7, uvede u
analizu i vektorski operator prostornog diferenciranja V u tro-dimenzionalnom realirealnom
vektorskom prostoru 7 (Mihailovi¢ i Tosi¢, 1983; Stipani¢ i Trifunovi¢, 1988):

- 0 0 0
V = V2(o &+ —&2) + —1i, 3.102
\/_(85*61 + (9562)+8zn ( )
tada se funkcije prostornog izvoda: @ (7), ® () i @ (), proizvoljne skalarne funkcije f (7),
odnosno vektorske funkcije F' (7), respektivno, mogu analiticki predstaviti i preko operatora
prostornog diferenciranja V: Vf (), V-F (7) i V x F' (T), respektivno. Shodno tome, imajué¢i
u vidu ¢injenicu da je dd = dg X dzri+ %ds*dsﬁ iuzto dv =do-dr = da-(dg + dzi), moguce
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je fundamentalnu integralnu relaciju (3.101), koja je oc¢igledno vektorska integralna relacija,
u prvom koraku razloziti na dve vektorske integralne relacije:

@) i5¢2(8)
vt/d@x[vt / f(f')dzn——vt///a* *ﬁ*—i- f();]ds*dsdzi
, )

ot //f (7) ds*ds 7 = vt /// 7 ds*ds dz i, (3.103)

gde 511 (0) 1 s (0) su skalarne funkcije dve povrsi, na koje je podeljena zatvorena konturna
povrs 75, tako da je projekcija ovih povrsi na realirealnu ravan g oblast gg, koju ogranicava
zatvorena konturna kriva g., a potom i na tri skalarne integralne relacije:

O i22(0)

vt/[ / f')dzds-vt/// —f )|ds*dsdz,

QW 2%1(9

Ut/[ :/ s _m/// 2 g i

Q

vt//f (7) ds*ds = vt

vt /f/ f(r)dsdz = vt /// [%f(f’)]ds*dsdz,
ot /O/ F(7) ds*dz = vt / / / [—% F(M]ds*dsdz i
ot / / £ () ds*ds = vt / / / £ (M]ds*dsdz. (3.105)

Jasno, ostatak (rezidijum) E?’gs f () funkcije f (7), u singularnoj tacki 74 singularne
T=TA

f(P)]ds*dsdz, (3.104)

odnosno

oblasti 77, takode se razlaze na skalarne komponente

Fes £ (1) =R'es | (7) &5+ Roes” [ (1) 5+ Rles' £ (7)1 (3.106)
= T=TA T=TA
pri ¢cemu je
Rles f (7) = —= hm // f(r)dsdz,
=74 e—0t

TO' (TA7
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Ries* f () = —— hm // f () ds*dz i
=

7o (T'4,€)

Ries! f =3 lim // f(7)ds*ds, (3.107)

F=T4 2 e—0+

7o (T4,€)

tako da je
3 [R3es f(r)er+ RS@S f(F) e+ RPes! f ()]
TAEvs (Tg/Ts) =rA r=ra
// [V £ (7)]dv = D [3365 f (P er+ }§3qs* f(F) e+ RPes! f(7) ]
=74 T=T4 T=T4

TACUS Ty

Za. proizvoljnu vektorsku kompleksnu funkciju F (7) = P (7) éf +Q (7) & + R () 7 i njenu
singularnu oblast 7, ograni¢enu zatvorenom konturnom povrsi 75 u tro-dimenzionalnom
realirealnom vektorskom prostoru 7, fundamentalne integralne relacije se dobijaju tako sto
se prethodno dobijeni rezultati (3.86) i (3.105) primene na svaku skalarnu komponentu P (7),

Q (7) i R(7) funkeije F (7):

O )

vt/ﬁ(f)-df:vt/[P(f)é;*+Q(f)a;+R(f)ﬁ]-df:

—vt// (46 x VP (7)) - & + [d6 x VQ (7)) - & + [d6 x VR (7)) - il =

_w// ) e +V x QM ey +V x R(7)il-d

O
- . V2 \ Lo
vt//F(f).da:vt/ (2P (7) dsdz — Q (7 ds"dz] + 5 R () dsds} =

ot ///{ 83* SSQ(f')]Jr%%R(F)}ds*dsdzi

vt//daxF f’)—vt//{ R(7)ds*dz + = Q()ds*ds]

V2

R )dsdz—lp(mds*ds] & V2

Q (M) dsdz + P (7) ds*dz]ii} =

_WKU% re) - S 2w - 15 2k

+Q 0 Q(7) — %p( i }ds*ds dz, (3.108)

wl%

R() ~ 5P (P63
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odnosno

vt /O/ dé x F (7) = vt /// [V x F (7)]dv. (3.109)

Prve dve integralne relacije su generalizacija dobro poznatih rezultata Stoksove teoreme i
teoreme Gaus-Ostrogradskog, odnosno fundamentalnih integralnih relacija vektorske analize
u tro-dimenzionalnom realnom vektorskom prostoru (Mihailovi¢ i Tosi¢, 1983).

Ako je cilindriéna oblast 7%, ograni¢ena konturnom povrsi 7z sa osnovama dobijenim
paralelnim pomeranjem proizvoljne oblasti gq, koja je ogranicena zatvorenom konturom g,
u realirealnoj ravni g, u pravcu jedini¢nog vektora normale 77 za konstantne vrednosti: —h i
h (51 (8) = —h i 55 (8) = h), singularna oblast funkcije 7 — f (s*, s), takva da na konturnoj
povrsi 7= nema singulariteta funkcije f (s, s*), na osnovu rezultata (3.93) i (3.104) sledi da

//fs sdzds-vt// /—fs s)dz]ds*ds,

@'W —ih —ih
/ /fs s)dz]ds* —vt// /——fs s)dzlds*ds i
O —ih —ih

//f 5, 5) ds*ds = vt /// (st 8))ds"dsd, (3.110)

?f(s*js)ds:vt [/ [%f(s*,S)]ds*dsi

o
0
f(s*,s)ds" = vt [—=f (s",s)|ds"ds. (3.111)
0

Buduéi da su parcijalni ostaci (rezidijumi) funkcije g — f (s*, s) po definiciji

odnosno

V2 b [ rsds—Res £(s70)

0=04
0,(84a,¢)
O
2
—£ lim / f(s*,8)ds* =R%s* f (s*,s), (3.112)
2 e—0t 0=0a
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iz fundamentalne integralne relacije (3.111), shodno integralnoj relaciji (3.92), kona¢no se
dobija da

—{/fs s) s—vp//a* s*,s)]ds*ds} = Z R?es f (s*,s) i

0=04
84€vsdq

——{/f s, 5) ds" —vp// (", 9)lds'ds} = S Rles f(s7,s) . (3.113)

0=04
QA cvs gQ

Definicija 52 Ako i samo ako je u reqularnoj oblasti gq, funkcije f (s*, s) zadovoljen jedan od
uslova: ai*f (s*,8) =0 ili %f (s*,s8) =0, funkcija f (s*,s) je reqularno-analiticka funkcija

u oblasti gV

Definicija 53 Ako i samo ako je u reqularnoj podoblasti vp g, singularne oblasti gq, funkcije
f (s*,s) zadovoljen jedan od uslova: a%*f (s*,8) =0 ili %f (s*,s) = 0, funkcija f(s*,s) je
singularno-analiticka funkcija u oblasti g¢.V

Za proizvoljnu vektorsku kompleksnu funkciju g — F (6) = P(0)ef + Q(0) € i njenu
singularnu oblast gg, ograni¢enu zatvorenom konturnom povrsi g, u realirealnoj ravni g,
primenom prethodno dobijenog rezultata (3.113), na svaku skalarnu komponentu P (g) i
@ (0) funkcije F (0), dobija se da

o
/[deF n—vp//ﬁﬁ | (d& - 17) Z R2esF

0=04

- vs
Z, 04 €vs O

§:§A
0A€Vs g

¢)
/ﬁ(@)-dg—up // [Vx F(g)]-di = Y  Res* F(0). (3.114)

U ovom slucaju

Rles F () =R’es P (g)+ R’es* Q (0) i

0=04 0=04
R?es* F (9 R2€SQ( ) — R2es P(9). (3.115)
0=0a =04 =0a

Definicija 54 Ako i samo ako je u regularnoj oblasti g¢, funkcije F (0) zadovoljen jedan od
sledeca dva uslova: ¥V x F (6) =0 ili V-F (6) = 0, funkcija F (0) je regularno-analiticka
funkcija u oblasti gq, koja je reqularno-potencijalna ili reqularno-solenoidna oblast funkcije
F (0), respektivno.¥

Definicija 55 Ako i samo ako su u reqularnoj oblasti g funkcije F (0) zadovoljeni uslovi:
VX F()=0iV-F(g) =0, funkcija F (9) je reqularno-analiticka funkcija u oblasti gq,
koja je regqularno-harmonijska oblast funkcije F (g).V

Definicija 56 Ako i samo ako je u regularnoj podoblastz vp O smgularne oblasti gq, funkczye
F () zadovoljen jedan od sledeca dva uslova: ¥V x F(3) =0 ili V- F (3) = 0, funkcija F ()
je singularno-analiticka funkcija uw oblasti dq, koja je singularno-potencijalna ili singularno-
solenoidna oblast funkcije F (0), respektivno.V

I)eﬁnicija 57 Ako i samo akg SU U regulgrngj podoblasti vp gq gmgularne oblasti gq, funkcije
F (9) zadovoljeni uslovi: VX F (g) =014 V-F (g) =0, funkcija F (9) je singularno-analiticka
funkcija u oblasti gq, koja je singularno-harmonijska oblast funkcije F (g).¥
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3.5 Fundamentalne leme u realirealnoj ravni

Neka je realirealna ravan ¢ podeljena sa kona¢no mnogo pravaca gy:
O = {04 | 84— 8n =104 — On| B0's ¥ = 91} (3.116)

gde Z)Oﬁlf je jedinicni vektor gy, = (v/2/2)(e~*ke; + ek éy), translatorno premesten u tacku
On, na K (k=1,2,.., K) razlicitih oblasti konvergencije g,

Oy, = {04 | 04— 0Oy = |04 — O] R 1 > @ > @ (Pry1 =27+ 1)}, (3.117)
funkcije g — (3 — V2s*€) f (3 + 0y):
Jim (6~ V3N 3+ 3) = Ao TE B, 3.18)

Shodno tome, e-okolina tacke gy, ogranicena kruznom putanjom integracije g, (dy,€)
(sa centrom u tacki gy i sa proizvoljno malim dijametrom ¢), na kojoj je funkcija g — f (9)
po pretpostavci integrabilna, odnosno kruzna oblast g5, podeljena je pravcima konvergencije
na podoblasti gg, (slika 3.7):

0, =104 |04 — 0y < €6, Ppr1 > © > @t (3.119)
iy
. R, aE) fa
Rl R
7R
. ,
¢
R
0 X

Slika 3.7: Oblasti konvergencije funkcije (g — v/2s*€}) f (8 + 8y) u realirealnoj ravni g

U tom slucaju, pravci konvergencije g, su singularne oblasti integralne funkcije

*

©
i lim [ (8- V2s'EN)f (@4 Bx) dp, (3.120)
‘ 0
N *
odnosno integralne funkcije ¢* — lim [ f(9)ds, gde 8, (By, €)5 je lueni deo kruzne
e—0 *
8.(n,8)8

putanje integracije g, (dy, ), od tacke ¢ = 0 do tacke p = p*.
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Sa druge strane, elementi skupa tacaka, u kojima lu¢ni deo g, (dy, €)§ *, kruzne putanje

integracije g, (O, €), preseca pojedine pravce konvergencije g, su izolovane singularne tacke
)

integralne funkcije ¢* — lim+ i f(9) dg, posmatrano iz perspektive kruzne putanje
NN
integracije g, (Ox,€)-
Ako se pretpostavi da je 0 € (¢g, 2T + ¢, ), bez gubljenja opstosti, na osnovu rezultata
(3.66), sledi da

* *

® ®

i lm [ (3 V25'En)f 0+ By) dp = ot / i lim (3 V2°Er) f (3 + Bx)lde,

|g|—0* lg|—0+

uzimajuéi u obzir ¢injenicu da za svako ¢*, takvo da ¢* < ¢,

*

©
i m [ (@=VSE)F @+ ) dp = i Aok, (3121)
Q —>
0
odnosno
27 K
P dim [ (@256 @+ Bw)dp =Y 4o (3.122)
Q —>
0 k=1

gde 0, = @11 — @, bududi da su rezidualne vrednosti funkcije prostornog izvoda integralne
funkcije (3.120), duz lu¢nog dela g, (dy, 5)5* kruzne putanje integracije g, (dy,¢€), u svim
singularim tackama integralne funkcije (3.120), koje su ocigledno prividne singularne tacke,

jednake nuli.
Kako je

2

lim / f(@ds=1i lim [ (3—V2s"¢)f(3+ Oy)de, (3.123)

6—»0+ |g|]—0+
gN?

na osnovu definicione jednakosti (3.54) Definicije 40, kona¢no se dobija da

s .
R?es = lim / f(8)dg = z@kAOk, (3.124)
o=0n

€—>0+
QNv

. * R RN
gde R%es f (g) = — R’es” [ (0) €+ R’es f(0) €3
0=0nN 0=0nN 0=0nN

Sa druge strane, na osnovu integralne jednakosti

O O
(€] +€3)- / f(0)de = / {(@7° Fl(®) " + oy} - do, (3.125)
8.(8n>¢) 0,.(8o,1/€)

gde
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ta¢nije na osnovu integralne jednakosti

*

)

[@-vaararaae=[ (@0 - 2laui@ cadee @1

i rezultata (3.114), sledi da

2

lim / f(@dé=i lim [(E)‘l—Qfgf]f[(é)‘l+§N]dsoi

0ACEVS O
Ako je realirealna ravan g singularno-potencijalna oblast funkcije g — ( @’)_2 f [(@)_1 +0n]
i ako je zadovoljen uslov (3.118), ta¢nije njemu ekvivalentan uslov
. —\ — 2\/5 —% —\ — — e — —
i Al@ L= =G0 + O} = Ak € By (3.128)
gde /Took = A'Ok, tada
K
S Res {010 + ol = 6 +) Y Bedrs (3129
0p€vS g 8=04 k=1
odnosno
> Bes {(@ 7" (@) +an]} = (& +8) - Bes £ (2) (3.130)
=04 —E&N
QAGUSQ

U inverznom slucaju, ako je zadovoljen uslov

im ([0~ 2%

-\ —1 — g — —
+ = Aok, 0€ 0y,
i, - elfl@) +anl} = Aw, €00,

odnosno njemu ekvivalentan uslov
im (7= V25 f(Z+ )] = Ao, 8 € B (3.131)
gde /Yook = fYOk, tada

lim / f(2)ds = sz/YOOki

8.(8n>€)

op / / i3 x V£ (9) =kZ B A Y Fes [(3),

=0a

(3.132)

Bacvss’
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odnosno
@ +é) > Res f(0) =R’es™ {(0) " fl(@) " + nl} (3.133)
0ACEVSO o4 —co

pod uslovom da u svakoj tacki skupa regularnih tacaka funkcije f (g) u realirealnoj ravni g

je 8(3* f(0) — gs (8) = 0, odnosno da je realirealna ravan g singularno-potencijalna oblast
funkcije (€5 + €3) f (9).

Lema 1 Neka pravei g, = {64 | 84 — 0 = |04 — On] @05,5} (k =1,...,K) dele realirealnu
ravan ¢ na K (K = 2) oblasti g,,, :

Oy, = {84 84— 0n =104 — O §§N7 Prt1 = P > Py (‘PK+1 =21+ @)}

i neka je realirealna ravan g singularno-potencijalna oblast funkcije (€7 + €5) f (8). U tom
slucaju, ako je zadovoljen uslov

lim  [(3— V25€)f (3+ Bx)] = Aser, 8 € By,

|8]—+o0
tada
EEIJPOO / f(0)ds = Z R265 f(8) — 01 Aser, (3.134)
8.(@n;2) Bacvsg’

gde 0, (On, €), je lucni deo kruzne putcmje integracije 0, (Oy,€) u oblasti g,,,1 01 = py—p,. ¥

Prethodna lema je eksplicitna posledica rezultata (3.132). Na osnovu rezultata (3.124)
moze se formulisati lema analogna Lem: 1

Lema 2 Neka pravei g, = {64 | 84 — 0n = |04 — On] 505,5} (k =1,...,K) dele realirealnu
ravan ¢ na K (K = 2) oblasti g,,, :

Oy, =104 | 04 — Oy =104 — On] %", Ple+1) = P = Pk (Prt1 =27+ 1)}

i neka funkcija f (9) zadovoljava uslov

lim (38— V2s'€)f (8 + By)] = An, 8 € By,

U tom slucaju

lim / f(3)dg R?es f(8) — 0, Ay, (3.135)

f;‘—»O+ 0=0n
QN?

gde 0,. (0w, €)y je luéni deo kruzne put(mje integracije 0, (O, €) u oblasti 0,16, = py— 1.V

Komentar 2 Rezultati prethodnih lema su generalizacija rezultata pojedinih fundamentalnih
lema Kosijevog racuna ostataka, u realirealnoj ravni g, poznatijih pod nazivom Zordanove
fundamentalne leme (Mitrinovié i Keckié, 1978; Sarié, 1999). Izvedeni su generalno za slucaj
kada se realirealna ravan g moze podeliti pravcima g;, na vise oblasti konvergencije funkcije
(0 — V2s*€})f(8+ By) 1 ne vaze u slucaju kada je jedna od oblasti, na koju je podeljena
realirealna ravan g pravcima gy, oblast divergencije funkcije (8 — /2s*¢)f (84 8y).¥
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3.6 Potencijal tacke u realirealnom vektorskom prostoru

U realnom dvo-dimenzionalnom vektorskom prostoru intenzitet infinitezimalne promene
jedini¢nog vektora g, vektora polozaja g svodi se na infinitezimalnu promenu ugaone polarne

ko-ordinate (Sari¢, 2003):

pxdp)-n dy — yd
(p _)2) n:xz y2$:darctang:dg0.
7 2ty :

\dpo| = (Po < dpy) - 10 =

Analogno tome, u dvo-dimenzionalnom realirealnom vektorskom prostoru g

_ . (6xdg)-n
(8y X dgy) -7 = % = idep. (3.136)

Definicija 58 Potencijal pgl tacke ¢, u odnosu na proizvoljnu zatvorenu konturnu krivu g,
u realirealnoj ravni g je po definiciji

& _ (6 —84) x dd]| -7
pl = t/ G v (3.137)

Imajuéi u vidu ¢injenicu da je diferencijal dp totalni diferencijal

O
g . 21, 04 € int. g,
oy y 04 Oq
2 =qout | dp = - N , 3.138
pgA _/ 7 { 07 04 ¢ 00 ( )
Oy

gde int. gg je unutrasnjost oblasti g koju ogranicava zatvorena konturna kriva g.,.

U slucaju kada tacka g, pripada rubu g, oblasti g, potencijal pgz tacke g4, u odnosu na
zatvorenu konturnu krivu g, po definiciji je suma integralnih vrednosti funkcije (g, x dgy)-1,

odnosno funkcije idyp, na lu¢nom delu g . zatvorene konturne krive g., od tacke g do tacke
PQ
Op (0p 1 0o su presecne tacke zatvorene konturne krive g, i kruznice g, (d4,€) sa centrom u

tacki g, 1 radijusa €) i na luénim delovima int. g, (64, ¢€) i ext. g, (84, €) kruznice g, (8,4,¢),

koji su unutar i izvan oblasti gdq, respektivno, od tacke gp do tacke g, u grani¢nom slucaju

kada € tezi nuli, odnosno kada se rubne tacke gp i gy luénog dela g . zatvorene konturne
PQ

krive g, svedu, duz konturne krive g,, na tacku g,:

- ' PQ
PQ i lir(lJrl+ J dp y
EV y M e int. En(aAvs) N -1
Y =7 lim do + " =140 + . , 3.139
pQA {5P,§Q}—’§A/ v < pr { 7 (271' — 9) ( )
Gy ¢ lim dy
\ 6_>0+ext' Eﬁ(ﬁA?E)

gde 0 je vrednost ugla, koji ¢ine tangente u tactkama gp i g, konturne krive g., u grani¢nom
slucaju kada se rubne tacke dp i g lutnog dela g . zatvorene konturne krive g, svedu, duz
PQ

konturne krive g., na tacku g,, odnosno

. 0 . ~
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Buduéi da je ﬁ~% =0 (zasvako g # 3,)1 [ (00a)xdglTi _ 97 ode 3, (34,¢)
—fA
Ez (EA?E)
je kruznica sa centrom u singularnoj tacki g, i radijusa ¢, do rezultata (3.138) i (3.140) moze
se do¢i i na osnovu rezultata (3.114).

Definicija 59 Potencijal pi;i 9 tacke 04, proizvoljne konturne krive g, u realirealnoj ravni
0, u odnosu na rubne tacke proizvoljnog luka @19@ krive g, je po definiciji

- d—’ .-
lim / (0—0y) xdd-7i (3.141)
{@p, 80} —0a (6 —34)]

Q;\Q

Na osnovu integralne relacije (3.139), sledi da

, (3.142)

#p. B0 29, §A & nt. @’I?Q
Pg, -

07 éA ¢ 51?62
gde int. 5};@ je unutrasnjost luka 5};@ konturne krive g, omedena rubnim tackama gp i g,

odnosno
ip, B 0o . L
p@f ¢ = { i A € {0p, g} (3.143)

U slucaju glatke Zordanove krive 0., ugao tangenti u rubnim tackama gp i g, luka 51322

krive ., u grani¢nom slucaju kada se rubne tacke gp i gg svedu, duz glatke Zordanove krive
0., na tacku gy, je 7 (6 = ).

Definicija 60 Potencijal prfj tacke 4 u odnosu na proizvoljnu zatvorenu konturnu povrs Ts
u tro-dimenzionalnom realirealnom vektorskom prostoru r je po definiciji

O
pl = vt // Lﬁ*“)ﬁgdav (3.144)
)

(7 —Ta

— - = O - =

Budu¢i da je V- |(S§__;:))‘3 =0 (zasvako7#74)i [[ ﬁd&’ = 4ri, gde 7y (T4, €) je
7o (Ta,€)

sferna povrs sa centrom u singularnoj tacki 74 i radijusa e, sledi na osnovu rezultata (3.109)

da

5 { ATi, Fa €Nt Ty . 7 (3.145)

o — 2 > iplt = ., TA €T

TA 0, 74 & 7y Pry { 4ri AT

gde int. T, je unutradnjost oblasti 7, koju ogranicava zatvorena konturna povrs 7.
Definicija 61 Potencijal p;X tacke T4, proizvoljne konturne povrsi v, u tro-dimenzionalnom

realirealnom vektorskom prostoru 7, u odnosu naproizvoljnu prostornu zatvorenu konturnu
krivu 7., u povrsi 7, na koju je oslonjena povrs rq., koja je deo povrsi Ty, je po definiciji

Ty —TA

pl = lim / / U VIR (3.146)
PRI
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U slucaju glatke Zordanove povrsi 7, lako se dokazuje, na osnovu rezultata (3.145), da

Py { 21, T4 € int.ng (3 147)

pFA N 07 FA ¢ FQ,Y

gde int. 7o, je unutradnjost povrsi 7o, koja se oslanja na konturnu krivu 7%, odnosno
7 o . _ .
Piy =9 9p 2 TAETy (3.148)

s . FPoFQ o a1 = N :

Po analogiji je vrednost potencijala pF: ? tacke 74, proizvoljne prostorne konturne krive
7y, u tro-dimenzionalnom realirealnom vektorskom prostoru 7, u odnosu na rubne tacke
proizvoljnog luka F;Q krive 77

- i, 7y € int. 7 -

P £

TA 0, T4 ¢ 7 A ’
PQ

gde 6 je ugao koji ¢ine tangente u rubnim tackama 7p i 7 luka F;Q prostorne konturne krive

T, U granicnom slucaju kada se rubne tacke 7p i 7y svedu, duz lu¢nog dela 7 . prostorne
P

konturne krive 77, na tacku 74, a int. Fﬁb je unutrasnjost luka Fﬁb prostorne konturne krive

7, omedena rubnim tackama 7p i 7, odnosno
TP,TQ 0 — — —
pFA - { i0 T4 € {pr TQ}

U slucaju glatke prostorne Zordanove krive 7, ugao koji ¢ine tangente u rubnim tackama
7p i 7o luka Fﬁb krive 77,, u grani¢cnom slucaju kada se rubne tacke svedu, duz lu¢nog dela
7. glatke prostorne Zordanove krive 7, na tatku 74, je 7 (6 = 7).

Q
Shodno ovako definisanim potencijalima tacke, moguce je neke fundamentalne integralne

relacije prikazati u ekvivalentnoj formi koja je jednostavnija. Primera radi, u slucaju luka
FﬁQ glatke Zordanove krive 7, kao i glatke Zordanove povrsi 7, u sigularnoj oblasti 7,

skalarne funkcije 7"+ f (7), intgralne relacije (3.70), (3.84) i (3.99) ekvivalentne su slede¢im
integralnim relacijama

ot [f (7p) — £ (7)) — vp / 3@ -di= 3 pFRles £(7),

i TAEVST A A
TI?Q PO
O
Ut/f(F)dF—vp//daxgo Z p”?R%sf()
7 7, FACUSTp
vt//f da—vp/// () dv = Z p §R3esf() (3.149)
TAEVSTy

gde i Rles f (7) =Res f (7), 2mi Rees f (7) =R%es f (7) i 4mi Roes f (7) =R%es f (7).
T=T4 T=TA T=TA T=T4 T=T4 =T/
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3.7 Primeri

Primer 1 Skalarna funkcija s — log s, gde log oznacava glavnu granu logaritamske funkcije,
definisana za arg s € (—m,w|, prostorno je diferencijabilna u svim tackama konturnih krivih:

g%:{Z)A]\Z)A]E[O,a],@z(ﬂ—ﬁ)U]@Mz[O,b],gsz}z'

72:{§AH§A‘ € [07a]7@Z_(W_Q)U’@'A‘:[O>b]790:0}7

gde (a,b € Ry), osim u tacki gp.
Buduéi da je, sa jedne strane, log s = In |g|+ip (Mitrinovié i Keckié, 1981; Sarié, 2003),

odnosno
ael(m—0)

; N pi(m—0) p e—b p b
vp/—szlim( / —S+/—S)zln—i
s e—0t s s a
B i i
ae—z(ﬂ-—e)/ae =0 e—
vp | — =lim / ﬁjt / ds) lné,
S e—0t S S a
Oyq By, Oy
a sa druge
ds
= _ (=01 — _j (1 — ]
vs / —Eli)%l_‘_ {loge —log [ee |} =—i(r—0) i
Oy,
vs / s _ lim {loge — log [ee” Z(”_Q)}} =i(m—0)
S e—0t ’
Gys
sledi da ds ; ;
vt i =ln——i(m—0) zvt/— 1n——|—z(7r—9) (3.150)
s a
Oy, 8y,

U graniénom slucaju, kada 8 — 07, predhodne dve integralne relacije svode se na jednu
integralnu relaciju

vt ds lné F iV (3.151)
s

Primer 2 Oblast g = {0y | a > |on| > ¢, [e,a] € Ry}, u realirealnoj ravni g, ogranicena

kruznicama 8. (80, ¢€) i 8, (8o, a), je regularna oblast funkcije 5 log (s*s) = 3 In (2® + y?), tako
da na osnovu rezultata dobro poznate Grin-Riman-ove teoreme, odnosno rezultata (3.113),

sledi da
O O
/log s*s ds—/log(ss) 3—21// m—i—zyd dy i

—

e

) 22 + 92

Q¢ 0o

o o
- / log (s*s) ds*+ / log (s*s)ds* = 2i // L1y ——dxdy. (3.152)
Ea
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Slicno tome, imajuéi u vidu ¢injenicu da je log < = jarctan ¥
’ 2 s xz’

N\

0p0a B\ 8c¢8p
S s s
/ log —ds+ / log —ds+ / log —ds+
S S S
Ea 51 EE
é’A\/ED
S ‘ T+ 1y .
+ / log ;ds = -2 // Ty dzxdy 1
02 80 \>0q
A = ~
0B0a QB\‘Z’C 8c8p
S S s
/ log —ds*+ / log —ds*+ / log —ds*+
s* s* s*
Ga & o
é’A\/ED
+ / log ds = -2 // dxdy, (3.153)
02 8o \> 8o

gde 0q\ > Oq je deo oblasti g, ogranicen lucnim delovima kruznih kontura integracije g, i
0., kao i segmentima pravih linija g, realirealne ravni g: g, = {0y | On = |On| B0k, ¢ = 1}

(k=1,2). Tacke 8,4, 0g, 0c 1 Op su tacke dobijene presekom kruznih kontura integracije g,
i 8. pravcima gy, (slika 3.8).

Iy
AN
D« 0 X
A ,Qz’ re

Slika 3.8: Oblast dg/ > g u realirealnoj ravni g

Za proizvoljno izabrane uglovne vrednosti ¢y, a u slucaju kada p; — T @ ) — —

©) O =
/logids—/logids+/logid5:— // ac2+zy2d dy i
s* s* s* +y
8a [ Ok
O O = )
s s , T —1y
log —ds*— [ log —d log —ds* = —2 —=dzdy. 3.154
/ogs*s /og s+/0g8*5 z//x2+y2my ( )
0a Oc Ok 8o



65

Drugim recima, skalarna funkcija logs = % [log (s*s) + log si} je singularno-analiticka
funkcija u oblasti oo, = {0y | |0y| < a} realirealne ravni g, tacnije

O = O
/ (log s) ds+ / (logs)ds = h%l (logs)ds i
8, O Oc

/ (log s) ds* — vp / / )ds*ds— / (log s) ds* = — lim / (logs)ds* ¥ (3.155)

e—0+
QQO EE

Primer 3 Skalarna funkcija s — s=* prostorno je diferencijabilna u svim tackama segmenta
[—a,b] realne prave R ([a,b] € R1), osim u tacki 5. Kako je sa jedne strane

b

—& b
1 ) 1 1
vp/?ds :glg(r)i( ?ds%—/?ds) =0
1
vs —ds = — lim [— — | —= ] = —o0,
e—0t "€ 9

totalna vrednost nesvojstvenog integrala [ s—2ds, koja se u ovom slucaju svodi na neodredeni

a sa druge

—a
1zraz 0o — 00, ima tacno odredenu vrednost

b

1
== (3.156)

—a

Poturda prethodnog rezultata sledi na osnovu rezultata sledeéeg primera.

Primer 4 Kruzna oblast g, (8p,a) realirealne ravni g, ogranicena kruznicom g, (0p,a), je
singularna oblast singularno-analiticke funkcije f(s) = (s —a)™, gde k* € N i k* > 2.
Singularna tacka g, funkcije f(s) je na rubu oblasti g, (8o,a). U tom slucaju, integral
funkcije s — (s — a)_k , duz luénog dela @’ng kruzne putanje integracije g, (8o, a), od tacke
Og do tacke 0p, koje su tacke preseka g, (0p,a) sa e-okolinom singularne tacke g, ¢ @’I;\Q,

slika (3.9), svodi se na integral

el iae® ) 2iae??”
/ md@ = / (ae%"* . a)k+2 dp* =
#(2q) v (da)
. m—¢*(20) .
= () / e L (3.157)
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*

Slika 3.9: Singularna oblast funkcije s — (s — a)_k u realirealnoj ravni g

gde ¢ (EQ) je argument tacke @’Q, =201 k=k—2(keN,).
Kao rezultat parcijalne integracije dobijaju se sledeée integralne relacije

T e - (k") (2)
rae N 7 cos (ko™ e (30
k+1 / dp* = (— =)kl cot (%) _
( ) (ae?®" —a)*+? o 2a (sin ¢*)* P e (20)
o+ (30)
m—¢*(dq) m—o* (8o
sin[(k -V, . sin (kg*)
/ oL dg” —i(k+1) / ——sde’] i
(sin p*) (sin ¢*)
‘P*(EQ) o* EQ
™ 99*( 0qQ N k .
(k+2) sin | k+f Lggr = 900 (B2 oy o 7o (o)
(sin p*) (sin ¢*) ¢*(2q)
#*(2q)
m—¢*(3g) | i (k") X
sin | e, sin (ko* m—o* (3
/ k—i—l d(p . k+1 o i *(ﬁ ()Q> . (3158)
(sin p*) (sin p*)" " sing* [#"(%q

v (da)
Kako je ¢ = 2asin ¢* (QQ), integral funkcije f(s), duz lucnog dela 5@3 kruzne putanje

integracije 0, (04,€), od tacke gp do tacke gg, ima sledec¢u vrednost

7T/2+§0*(§Q) (=1)" sm[2ngp( )

F et b
—(k+1) —z(k—i—l o asin @*
) d(,O 2(—1)" cos[ (2n+1)p (@’ )] L — on (n € N) s (3159)
_[7"/24‘90*(5@)] (2n+1) [Qasmgo( )]2n+17
odnosno
_[37T/2—Lp*(§Q)] ( :L )™ [25111[27%9({ %]2”7 E—9n—1
—(k+1) —i(k+1)o* 3 x __ a sin p* (3
) / ‘ W= s wfenne G N - (ned).
nFl s =2n

—[r/2+¢*(30)] (2n+1) [2asin o+ ()]
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Analizom integralnih relacija (3.158) lako se moze zakljuciti da je za k = 2n—1 (n € N),
sa jedne strane

m—¢*(8q) E 1) o
[l el
(sin )"
¢ (%0
1 sa druge
T—p* §Q)
: . 1 9 S
/ s?n(kgokgd@ _ sm[ ne* (8 J’ (3.160)
(sin *) n [smgp ( )}
v (2a)

ako se prethodno pretpostavi da je za k = 2n —1 (n € X) suma integralnih vrednosti funkcije
f(8) duz lucnih delova g . kruznih putanja integracije g, (0o, a) i 0, (04,€), od tacke gg do
PQ
tacke gp i od tacke gp do tacke gy, respektivno, jednaka nuli.
Kako je, u ovom naglasenom slucaju, drugi integral na desnoj strani od znaka jednakosti
prve od dve integralne relacije (3.158), identicki jednak nuli za k = 2n (n € V), sledi da za

k=2n

w—go*(ﬁQ) 2 2ip* 2( 1)77, [(2 + 1) * (_» )}
ae” N — —cos [(2n ©* (0o
do* = eN). 3.161
/ (ae?ie” — a)Q(n—H) 4 2n+1 [Qa sin @* (@'Q)f”‘*‘l 3 (n ) ( )

v ()
Konacno, buduéi da je na osnovu prethodne navedene pretpostavke i integralnih relacija

(8.159) i (3.161) suma integralnih vrednosti funkcije s — f (s), duz lu¢nih delova g . kruznih
PQ
putanja integracije g, (0o, a) i 0, (0a,€), od tacke gg do tacke dp i od tacke op do tacke gy,

respektivono, jednaka nuli i za k =2n (n € X) 4

m—¢*(3q) - . m—¢*(20) . .
PR 3 Ry A ] 5
(ae?* — a)? v a ’ (ae?* — a)? v 202
¢*(2q) ¢*(2q)
21 (30) e (20)
. (=
1 / e—itp*dw* _ cot 90 (QQ) i i / 6—2iap*dw* _ _COt 12 (QQ) ;
€ a g2 2a?
=[r/2+¢*(80)] ~[r/2+¢*(30)]
O *
odnosno totalna vrednost nesvojstvenog integrala [ (s — a)_k ds jednaka nuli za k* = 2
EK(EO?G)

(k=0)ik* =3 (k=1), dokazano je metodom matematicke indukcije da je totalna vrednost
(vt) nesvojstvenog integrala funkcije s — (s —a) ™" na kruznoj putanji integracije 3,, (3o, a)
jednaka nuli za svako k* € N ¢ k* > 2.¥

Primer 5 Realna osa R realirealne ravni g je singularna oblast singularno-analiticke funkcije

s X, (8):
X.(s) = ¢, ako jey >0
()6[ o, akojey =0,
X.(s) =0, ako jey <0
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gde ¢ € R,. Medutim, posmatrano iz perspektive imaginarne ose, odnosno bilo koje prave
paralelne imaginarnoj osi, tacka y = 0 je izolovani singularitet funkcije x. (s). Shodno tome,
ako je singularno-analiticka funkcija 6° (s) funkcija prostornog izvoda funkeije X, (s) duz
imaginarne ose realirealne ravni g, tada za svako yo < 0 < yy

Y1
vp/ég(s)ds:O i

Yo

iy1

vs [ 82(s)ds =Rlgs x(s) =lim [x(ie) ~ x (i) =
Yo
1
odnosno vt [ 62 (s)ds = c.
Buduéi Zfliz funkcionalni niz

80, (5) = —i el + =) — xels = =)

gde n € X, konvergira, tacka po tacka, ka funkciji s — 6° (s), kada n — +oo, slika (3.10):

tim 89, (5) = lim_{~i% s + =) — xals = )]} =62 (s),

n—-+00 n—-+o0o

Y1
prethodno dobijeni rezultat: vt [ 62 (s)ds = ¢, je u saglasnosti sa konstantnom integralnom
Yo

Iy

ial
M
i3
i2
i

0|c/8|c/6|cl4[ci2 i1 A%(1y)
-1
-2
-i3
Yop |
-4

Slika 3.10: Funkcionalni niz 62, (s) za ¢isto imaginarne vrednosti funkcionalne promenljive s

Y1
vrednoséu funkeije 62, (s) za bilo koju vrednost parametran: [ 6%, (s)ds = ¢, odnosno moze
o
se konstatovati da _ _
Y1 Y1
tim [ 8, (s)ds = vt / [ lim_ 80, (s)]ds.v (3.162)

Yo 1Yo
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Komentar 3 Na osnovu rezultata (3.151) i (3.155) iz Primera 1 i 2, moZe se videti da su
rezultati Poglavlja 3.4, kako je to eksplicitno naglaseno Pretpostavkom 2, primenljivi samo
u slucajevima kada je skup singularnih tacaka skalarne funkcije, odnosno vektorske funkcije,
respektivno, u proizvoljnoj singularnoj oblasti vy, Hilbertovog tro-dimenzionalnog realirealnog
vektorskog prostora v, najvise prebrojiv skup. Naime, funkcija logs, iz Primera 1 i 2, ima
prekid prve vrste na skupu tacaka {(x,iy) | * < 0 iy = 0}, buduéi da je za svako s, takvo
da |3 # 0,
log(|g] ™) = log{ lim [|3| '™ ]} # log{ lim [|g] e~ "]}
e—0t e—0t

Drugim recima, negativni deo R_ realne ose realirealne ravni g, je prividno-singularna

oblast funkcije log s, odnosno beskonacni skup singularnih tacaka funkcije log s je neprebrojiv

skup.
Sto se tice rezultata Primera 5 on se moze uopstiti, tako da je u opstem slucaju

S 80 (y, — 5°) dg 6= ot / 8 (5 - 3%)dd = c.
6A€§J§Q -
PQ

gde 6° (8 — 8*) je Dirakovo jezgro, odnosno

S f(8,) 0085, — 8)dg,5=vt | [(@)6 (G- dd=cf (3",
@’AG@‘}?Q En
za svaku skalarnu funkciju g — f (9), takvu da u svim tackama luka ﬁfQ proizvoljne krive g.,

realirealne ravni g, koja je u singularnoj oblasti funkcije f (8), rezidualne vrednosti funkcije
f(8) su konacne, a tacka g* € mt@f@ nije singularna tacka funkcije f (9).¥



Glava 4

Furijeov red jedne klase funkcija sa diskontinuitetima

Poznato je, jos od pre dva veka, da ako red ag/2+> 15 [ax cos (kz) + by sin (kz)] konvergira,
za |z| < m, ka f (), onda njegovi koeficijenti konvergiraju ka nuli i jedinstveno su odredeni
funkcijom f, preko poznate Furijeove formule: ay = (1/7) [ f (z) cos (kz) dz (k= 0,1, ...)
10, = (1/m) [7_f(x)sin (kx)de (k=1,2...).

Ako je funkcija f Riman integrabilna, onda se u Furijeovoj formuli koristimo Rimanovim
integralom, a ako je Lebeg integrabilna, onda Lebegovim. Drugim re¢ima, kako su se menjali
i razvijali integralni procesi, tako su se smenjivali i integrali u Furijeovoj formuli. Taj proces
je zaustavljen ogranicenim Denzuovim integralom. Naime, dat je primer reda, sa sumom f,
koja ima kontinualnu ACG primitivnhu F, koja je diferencijabilna skoro svuda, odnosno sa
sumom integrabilnom u smislu Hinc¢inove modifikacije Denzuovog procesa totalizacije i sa
koeficijentima koji se nisu mogli dobiti primenom Furijeove formule i prethodno pomenutog
integralnog procesa. Zatim je pokazano da suma f, svuda konvergentnog trigonometrijskog
reda, ne mora da bude i integrabilna u bilo kom smislu, do tada poznatom. Primera radi,
svuda konvergentni red ) ., (sin nz/Inn) ima sumu koja nije integrabilna u bilo kom ranije
pomenutom smislu. Dve funkcije f; i fo, koje su jednake skoro svuda, imaju iste Furijeove
redove i obrnuto. A ako dva trigonometrijska reda konvergiraju ka istoj funkciji f, onda su
to identi¢ni redovi, odnosno redovi sa jednakim koeficijentima.

Sa druge strane, ako Furijeovi koeficijenti, funkcije f (), su o (1/k), onda funkcija f (x)
ne moze imati proste diskontinuitete. Drugim re¢ima, ako Furijeovi koeficijenti, funkcije f ()
ograni¢ene varijacije, su o (1/k), onda je f kontinualna funkcija. Tvrdenje, f (z) = 0 (g(x))
znaci da f(x) /g (x) — 0, kada z — +o00. Medutim, postoji klasa kontinualnih funkcija sa
Furijeovim redovima koji neodredeno ili odredeno divergiraju u nekim tackama. U ovom i
njemu sli¢nim slu¢ajevima govori se o zbirljivosti Furijeovih redova. Prema Fatovoj teoremi
ako [f (z 4+ h) — f (x — h) /2h] — [, kada h — 0T, gde [ moze biti i beskona¢no, onda izvod
Furijeovog reda funkcije f je zbirljiv i jednak [, u tacki x, u Abelovom smislu. Abelov metod
zbirljivosti primenjuje se na Furijeove redove sa koeficijentima koji ne teze 0, kada k — +o0.
Tada bi bilo pogresno govoriti o identi¢nosti redova.

Shodno svemu tome, ucini¢e se napor, u onome §to sledi, da se dokaze da su Furijeov:
redovi, klase totalno (apsolutno) integrabilnih funkcija f u nekoj oblasti realirealne ravni g,
zbirljivi. Kako je to klasa funkcija sa diskontinuitetima (konaénim i beskona¢énim), jasno je
da se govori o zbirljivost u oblastima, u kojima je funkcija f ogranicena. Prirodno, na skupu
tacaka beskonacnog diskontinuiteta, Furijeov red funkcije f odredeno divergira. Analogno
dovoljnosti uslova dobro poznate Dirihlejeve teoreme o razvoju realnih funkcija u Furijeov
trigonometrijski red, za ocekivati je da se dobije samo dovoljan uslov zbirljivosti Furijeovog
reda ove klase funkcija.

Ako se zna da je dvo-dimenzionalni realirealni vektorski prostor @ = (v/2/2) (5% + se})
izomorfan sa dvo-dimenzionalnim realirealnim vektorskim prostorom g = R (s)e; + S (s)eo,
moguce je na bazi te izomorfnosti formulisati teoremu o razvoju funkcije iz klase kompleksnih
funkcija u potencijalni red, koja bi bila direktna posledica Dirihlejeve, odnosno Zordanove
teoreme. Jasno, ta teorema bi bila uopstenje Loranove teoreme, kao jedne od fundamentalnih
teorema Kogsijevog racuna ostataka.
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4.1 Uopstenje Loranove teoreme

Za funkciju f (s) = f (z + iy) kaze se da je integrabilna, ogranitene varijacije i sli¢no, a
u odnosu na jednu od realnih promenljivih z ili y, u oblasti D realirealne ravni g, ako njen i
realni i imaginarni deo zasebno zadovoljavaju ove osobine za bilo koju fiksnu vrednost druge
promenljive u oblasti D. Shodno tome, neka je funkcija f (s) ograni¢ene varijacije u odnosu
na promenljivu y u prozvoljnoj oblasti Dg = {(z,iy) | * € [xo,z1], ¥y € [y0,11]} (0 € Dg)
realirealne ravni g.

Za funkciju s — F (s), takvu da za svako s € {x + iy | x € [z, 21], ¥ € (vo,¥1)}

F(s) = % T [f (s +ie) + f (5 — )], (4.1)
odnosno .
Fls) =3 lm {flo+ilo+e)]+ flotil -}, (4.2

na segmentima:

{(z,iy) | @ € [xo, 1],y = wot 1 {(2,1y) | & € [0, 2],y = 11},

pravih paralelnih realnoj osi # (s) i na rastojanjima o i 1 od nje, u kojima je funkcija f (s)
kontinualna u odnosu na y s’ desna i leva, respektivno, kaze se da je normalizovana funkcija
ogranic¢ene varijacije u odnosu na y u oblasti Dy,.

Na osnovu Zordanove teoreme® (Mitrinovi¢, 1980), Furijeov trigonometrijski red funkcije
s+ F(s), takve da

[ £(s), ako je (z,iy) € Da
F(s) = { 0, svugde drugde ’ (4.3)

u svakoj tacki (z,dy) intervala &, = {(x,iy) | z =0, y € (yo + a,y1 — a)}, imaginarne ose &
realirealne ravni g: (z,iy) € Sy, gde a € R, (R, je skup tacaka pozitivnog dela realne ose)
ia <y —yo, konvergira ka funkciji F (s) (Mitrinovi¢ i Kecki¢, 1978):

F(s)=wvp Z o (k) e, (4.4)

k=—o00
gde vp oznacava, kao i u integralnom slucaju, Kosijevu glavnu vrednost:

+oo
up Z o (k) e = lim Z o (k) e%Tﬂs,

n—-+o0o
k=—o0 k=—n

odnosno sumu beskona¢nog reda u Kosijevom smislu i

1

Teorema 5 Ako je funkcija t — f (t) ogranicene varijacije u okolini tacke t = x, tada njen Furijeov red u
tacki x konvergira ka vrednosti 1 [f (x +0) + f (x — 0)].¥
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Ako se pretpostavi, ne gube¢i nista od opstosti, da je |yo| = |y1| = 7 1 da je funkcija f (s)
periodi¢na u odnosu na promenljivu y, sa periodom 27, parcijalna suma S, (s) Furijeovog

reda (4.4) funkcije f (s):
Sn(s) =Y ®(k)e, (4.6)

k=—n

na intervalu Sy = {(z,iy) | © =0, y € (—m, 7)} imaginarne ose  realirealne ravni, svodi
se na integralnu vrednost (Mitrinovi¢, 1980)

Su (i) = 55 / J(s)ds® +—Z / £ (s*) [cos (ky) cos (iks*) — sin (ky) sin (iks*)]ds" =

= [ G S ewint i = g [ RS s =
1 m n + 1/2) ] . . ' . X
_2_[ sin [(i/2) s*] L (i +57) + f iy = 7)) ds™ (4.7)

Ako se za svako (z,1y) € S, funkcija f (s) predstavi u formi sume jedne parne i jedne
neparne funkcije:

fs)=1p(s)+ fuls),

gde

PR LULS I PRI (O (G}

integralna relacija (4.7), u grani¢nom slucaju kada y — 07, svodi se na integralnu relaciju
k2

,(0) = = [ SEEE A (s -

o

:i./sin[i(n—i—lm)«s‘*]{l lim [fp(s*—}-ié)—i—fp(S*—iﬁ)]}dS*:

i sin [(i/2) s*] 2 c—ot

1 Jemlia1ns] L
“w TR p(s7)ds", (4.8)

imajuci u vidu da

5 /f ds—i—z /f cos (iks) d

—iT

_im sinfi(n+1/2)s]
Comi / sin [(i/2) s] Jo(s)d
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5 /f ds—i-z /]3 cos (iks) ds =

—iT

1 Jsmfin+1/2)s) 1
_m'/ sin [(i/2) s] {2

Na osnovu jednakosti (4.8), koja vazi za svako n € Ny, gde Ng je skup prirodnih brojeva
N prosiren nulom, metodom totalne indukcije dokazuje se da za svako |k| € Ng

hm [fp (s +ig) + fp (s — ie)] }ds. (4.9)

S /f cos (isk) d =3 /.7: cos (isk) ds. (4.10)

Razvijajuéi funkcije s +— f (s +im/2) i s +— f(s+imw/4) u Furijeov trigonometrijski red,
na intervalima imaginarne ose S realirealne ravni g: {(z,iy) | x =0, y € (—37/2,7/2)} i
{(z,iy) | x =0, y € (=57/4,37/4)}, respektivno, dokazuje se na potpuno istovetan nacin
da u grani¢nom sluc¢aju kada y — 0"

in/2

S, (0):% / Sms[m(ﬁ;;)/?] Sy (5 in)2)ds” =

—im/2

im/2

1 sin[i (n +1/2) s*] i i
= / [ s] e Fim/2)d

—im/2

13w /4

Sn(O)Z% / Smim(ﬁ%)@] S p (o im/a)dst —

—im/4

13mw/4

L sl 2
_Wi/ sin [(i/2) s*] Fp(s" +im/4) ds, (4.11)

—im/4
odnosno, shodno rezultatu (4.10), da za svako |k| €

im/2 im/2
1
5 /9 : :
27m / f(s+im/2)cos (isk) ds = - / F (s +im/2) cos (isk) ds i
—i3m/2 —i3m/2
i3m/4 i3m/4
1
/ F (s + im/4) cos isk) ds = -~ / F(s+in/A)cos (isk)ds.  (4.12)
i
—i5m/4 —ifm /4

Iz prve integralne jednakosti, smenom § = s+ i7/2, kao i iz druge integralne jednakosti,
smenom § = s+ 4m/4, dobija se da za svako |k| € N i za svako |k*| € X, takvo da |k*| # 2 |k|

T

omi / f (s)sin (isk™) ds = F (s)sin (isk*) ds, (4.13)

—im —iT
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odnosno da za svako |k| € X

- /f sin (isk) d =3 /.7: sin (isk) ds, (4.14)

—iT

ako se zna da je sin [is (k* 4 1)] = sin (isk*) cos (is) + cos (isk*) sin (is).
iy

(A

Ra

1Yo

Slika 4.1: Prava z = ¢ u oblasti konvergencije Rq

Kao posledica Beselove nejednakosti, odnosno rezultata Riman-Lebegove teoreme, sledi
da kliI:E ® (k) = 0 (Mitrinovi¢, 1980). Shodno tome, oba reda u Furijeovom razvoju (4.4)

funkcije f (s):

+o0 -1 +o0
w Y bk =up[ Y (k)Y B (k) e, (4.15)
k=—o00 k=—o00 k=0

pod uslovom da su Furijeovi koeficijenti eksponencijalnog poretka rasta: |® (k)| < Me= e
za k> N i|®(—k)| < Me™a™® za k > N ({N, N} € X; [M, M] € R,), imaju zajednicku
oblast konvergencije Rq = {(z,iy) | * € (Z9,71), ¥y € (yo,¥1)}, takvu da o <012y >0

+oo
(slika 4.1). Jasno, u ovom slucaju, u oblasti konvergencije Rg, beskonaénired vp > |® (k)|
k=—00
konvergira, odnosno Furijeov red (4.4) funkcije f (s) apsolutno i uniformno konvergira. Kako

je funkcija s — F (s), koja je definisana sumom Flirijeovog reda, regularna funkcija u oblasti
konvergencije R reda (Stankovi¢, 1972), oblast konvergencije Rq Furijeovog reda funkcije
s+ f(s) je u oblasti u kojoj je funkcija f (s) regularna funkcija. Jasno, uslov regularnosti
funkcije f (s) je samo neophodan, ali ne i dovoljan uslov, da bi oblast, u kojoj je funkcija
f (s) regularna, bila i oblast konvergencije Rq Furijeovog reda funkcije f (s), §to se najbolje
moze videti iz sledeteg primera.

2

Teorema 6 Ako je f (t) integrabilna funkcija na segmentu [a,b], tada je

b

/\Erfoo/ f(x) cos (\z) dz —)\111}_1 f(x)sin(A\x)dz =0.v

a
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Primer 6 Funkcija s — s je reqularna u oblasti {(z,iy) | v € (—o0,4+00), y € [—m,7|}.

+o0
Furijeov red vp Y, ® (k) e*, gde
k=—o00
B (k) = —— / se ks, (4.16)

—im

. _1)k+1 . . . . .
odnosno ® (0) =0 ¢ ® (k)| en = %, uniformno konvergira na intervalu o, imaginarne
ose realirealne ravni ka funkciji s. Medutim, oblast konvergencije Rq ovog Furijeovog reda
svodi se na imaginarnu osu realirealne ravni, tako da za svako (x,iy) € Sor i ¢ € (—00, +00)

400
vp Z O (k) eket) £ e iy, (4.17)
k=—o00
odnosno Furijeovi koeficijenti ® (k): ® (0) = ¢ i ® (k) en (_1,);+1 ek, Furijeovog reda
en

too
vp Y. ®(k)er funkcije s — s na intervalu (—ir, i) prave paralelne imaginarnoj osi i na
k=—o00
rastojanju ¢ od nje, nisu jednaki Furijeovim koeficijentima ® (k).V

Sa jedne strane, a na osnovu Zordanove teoreme, sledi da za svako ¢ € [Ty, T1] i za svako
y €W —ay+a)

+o0o
F(c+iy)=wp Z P, (k) e*a" i, (4.18)
k=—o00

gde

Y1
1 2km
P, (k) = " / flc+s)e e ®dsi
Y0

_ 2k, Y1 ] c+iy1

o, (k) e e =L / fc+s) e S ds = — / f(s) e o ds. (4.19)
ai ai
Yo ct+iyo
Shodno tome, sa druge strane
Ry ~ 2k .
Fletiy)=vp Y  ®(k)e W), (4.20)
k=—o00

gde ® (k) = @, (k) e, odnosno
] c+iy1
P (k) = pr / f(s)e "a *ds. (4.21)
c+iyo

Dakle, u oblasti konvergencije Rq Furijeovog reda (4.4) funkcije f (s), odnosno za svako
c€ (To,T1) iy € (y1 —a,yo+a)

+oo
fle+iy) =ovp Z (k) e’a (cti), (4.22)

k=—o00
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A

iYo

Slika 4.2: Oblast Dg u realirealnoj ravni g u opstem slucaju

buduéi da je Furijeov red (4.4) funkcije f (s) jedinstven u oblasti konvergencije Rq, odnosno
da postoji samo jedna funkcija Furijeovih koeficijenata koja zadovoljava kako relaciju (4.20),
tako i relaciju (4.22). Drugim re¢ima, u oblasti konvergencije Rq, ® (k) = @ (k).

Shodno prethodnoj analizi, u opstem slucaju ako je funkcija s — f (s) funkcija ogranicene
varijacije u odnosu na y u prozvoljnoj oblasti Dg: Dq = {(z,iy) | x € [xo, z1], ¥ € [yo, 1]},

realirealne ravni (slika 4.2), tada Furijeov trigonometrijski red funkcije

| f(s), ako je (z,iy) € Do
F(s) = { 0, svugde drugde ’ (4.23)

na intervalu S, = {(z,iy) | r = ¢, y € (yo + a,y1 — a)} prave paralelne imaginarnoj osi < i
na rastojanju ¢ od nje, gde a € Ry i a < |y; — yol, konvergira ka funkciji F (¢ + iy):

+oo
Fletiy)=vp Y . (k)e'a™, (4.24)
k=—o00
gde
1 Y1
. (k) = pr / flc+s) e "5 ds, (4.25)
Yo

Na osnovu posledice Beselove nejednakosti, odnosno rezultata Riman-Lebegove teoreme,
sledi da i u ovom opstem slucaju klirin ®. (k) = 0. Shodno tome, kako je
— 00

+oo
F(c+iy) =wvp Z b (k) o (etiv) (4.26)
k=—o00
gde
c+iy1
~ 1 _ 2km
B (k) = - / F(s) e %5 s, (4.27)
ai
c+1iyo

odnosno @ (k) = @, (k) e~ “a"¢, moze se konstatovati da

lim & (k)e’sc = 0. (4.28)

k—+oo
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Uz uslov da su Furijeovi koeficijenti eksponencijalnog poretka rasta: ‘(i) (k) ‘ <M —

(#1>c)zak > N i )&)(—k)) < Me®%0 (5y < ¢) za k > N({N, N} € X;[M, M] € R,),
Furijeov red (4.26), funkcije f (s), apsolutno i uniformno konvergira u oblasti konvergencije
Ra = {(z,iy) | = € (F0,%1), ¥ € (yo,y1)} ka funkciji f (s). Furijeovi koeficijenti ® (k) su
jedinstveno definisani u oblasti konvergencije Rq, odnosno integralna relacija (4.27) vazi za
svako ¢ € (Zg, Z1).

Na osnovu dobro poznatih osobina konformnog preslikavanja s* — s} = €® (Gruji¢, 1980;
Mitrinovi¢ i Kecki¢, 1981), ako je funkcija f (s) perioda 27 u odnosu na y, drugim rec¢ima ako
je funkcija f (s*) = f [Log (s* — s% )] univalentna u odnosu na arg s* u realirealnoj ravni g,
odnosno nije multiformna, integralna relacija (4.5), za a = 27 i —yo = y; = 7, transformise
se u slede¢u integralnu relaciju

1 O
:?_/ kH ds*, (4.29)
G

O

gde simbol | oznacava integraciju po kruznoj putanji G = {g} | |94 = 1} u pozitivnom
G

matematickom smeru, odnosno u integralnu relaciju

O ~

B (k) 2i / ) g, (4.30)
m o (s* — s¥)
gde G. = {04 | |84 — Ox| = €°}, ako se uzme u obzir rezultat (4.21).
Shodno tome, kao neposredna, posledica prethodno pomenute Zordanove teoreme, koja
je nesto opstija u odnosu na dobro poznatu Dirihlejevu teoremu o razvoju funkcija u Furijeov

trigonometrijski red (Mitrinovi¢, 1980), moze se formulisati slede¢a teorema:

Teorema 7 Ako je kompleksna funkcz'ja F (s*) univalentna funkcija ogranicene varijacije u

odnosu na args u oblasti DY = {04 | |64 — ox| € (A, B)}, gde A > 0 i B < +o0, tada u
svakoj tacki g kruznice G. = {g} | |QA onl=C € (A, B)}
+o0o
= Y (k)58 (4.31)
k=—o00
gde
- 1 . * L * e *,—ie
k) =5~ *Hﬂszf@):igﬁjF( )+ F(ste™™)]. (432
Ge

U slucaju da postogi i oblast konvergencije Ry, = {84 | |65 — 8x| € (A, B)} potencijalnog
reda (4.31) funkcije F (s*), tada u svakoj tacki oblasti R

vp > O(k)(s*—sh) = F (s,

k=—o0

o
1 * —%x =% ~
= 9 / & k:+1 ————=ds" i G. = {0} | |81 — on| = ( ,B)}.v (4.33)

Ge
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Ako je funkcija F (s*) regularna i univalentna u disku 0 < |g* — gx| < R (1 < R < 4+00),
tada na osnovu dobro poznate Loranove teoreme, u odnosu na koju je prethodno formulisana

+o0
teorema nesto opstija, Loranov razvoj up Y. @ (k) (s* — s%)* regularno-analiticke funkcije
k=—o00

o *
F(s"), gde @ (k) = 5; | ﬁfﬁ ))k+1d3* i Ge= {84161 — 83| = C € (0, R)}, je jedinstven
- N

21

i uniformno konvergira ka vrednostima funkciju F'(s*) u disku 0 < |g* — gy| < R.
Na osnovu posledice Beselove nejednakosti, odnosno rezultata Riman-Lebegove teoreme,
sledi da i u ovom sluéajukligl (k) =0.
—00

Ako uz gornji uslov funkcija F' (s*) zadovoljava i uslov

lim (s*—sy)F (s*) =0, (4.34)

s*—sh;
tada iz Kodijevog racuna ostataka sledi da @ (k) = 0 za svako k < 0, dok za k > 0

2 F(s) _ FW(sp)
(k) =Res IS i T (4.35)

gde simbol ! oznacava faktorijel (0! = 1), a R?es ostatak (rezidijum) funkcije u realirealnoj
ravni i F®) (s%) je k-ti izvod funkcije F (s*) u tacki gy, odnosno za svako k > ks

Z Res —Ll (4.36)
=0k (5% = sy)
gde k € Ny je najmanji ne negativni ceo broj takav da
S*F (s%)

_ S;\[) 1+koo

=0, (4.37)

|8*|—+o0 (s*

buduéi da svi singulariteti s (k = 1,2, ...,n), odnosno sve tacke beskona¢nog diskontinuiteta,
funkcije F' (s*), su izvan oblasti konvergencije R, = {384 | 0 < |84 — x| < R} (Sari¢, 2002b).

Ako postoji najmanje jedan beskonaéni diskontinuitet (singularitet) singularno-analiticke
funkcije s* — E (s*) koji lezi na putanji integracije G = {g} | |84 = 1}, moze se re¢i da bilo
realni ili imaginarni deo singularno-analiticke funkcije s — F'(s) nije Riman-integrabilan na
segmentu [—im, im|. Shodno tome, moze se postaviti fundamentalno pitanje: Postoji li razvoj
singularno-analiticke funkcije F'(s) u Furijeov trigonometrijski red na segmentu [—im, 7] i
u ovom globalnom slu¢aju? Drugim rec¢ima: Da li je i u ovom globalnom slu¢aju beskonac¢ni
Loranov razvoj funkcije F (s*):

vp Y B (k)(s*—sx)", (4.38)

k=—o0

O ..
gde @ (k) = ﬁ %ds*, zbirljiv? Jasno, trebalo bi prethodno napraviti konceptualnu
be s*—syy
razliku izmedu sumiranja reda u Kosijevom smislu i njegove zbirljivosti (Mitrinovi¢, 1980)3.
Odgovor na prethodna pitanja je u onom §to sledi.

3 Za beskonacni red, koji je ili neodredeno divergentan (konvergentan), ili samo konvergentan, u Kosijevom
smislu, a kome je na ovaj ili onaj na¢in pridruzena suma, kaze se da je zbirljiv.
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4.2 Fundamentalna grani¢na integralna vrednost

Prethodni rezultati su osnova za dalju generalizaciju mnogih fundamentalnih rezultata
kompleksne analize, koji su u eksplicitnoj ili implicitnoj vezi sa Kos$yjevim racunom ostataka.
Jedan takav rezultat je i rezultat ranije pomenute Zordanove teoreme, odnosno Dirihlejeve
teoreme, u vezi sa ekspanzijom realnih funkcija u beskona¢ni Furijeov trigonometrijski red,
o ¢emu je bilo reci u prethodnoj sekciji poglavlja. Naime, na osnovu rezultata iz prethodnog
poglavlja, moguca je dalja generalizacija rezultata Dirihlejeve i Loranove teoreme, odnosno
Teoreme 7 iz ovog poglavlja disertacije.

Neka je oblast Do = {(x,iy) | € [zo,21], ¥ € [Yo,y1]} (0 € Dgq), realirealne ravni g,
singularna oblast singularno-analiticke funkcije f (s), koja je regularno-analiticka funkcija
van oblasti Dg. U ovom naglasenom slucaju, na osnovu rezultata (3.149) i (3.113), sledi da

O

ot [ (s) e, —Zpg Rees {f (s) "0, (4.39)

T

gde w € C je kompleksni parametar, I' zatvorena konturna kriva, koja se sastoji iz segmenta

[—i(, i(], prave paralelne imaginarnoj osi & realirealne ravni g i na rastojanju £ € R, od nje,

kao i luka §££'< proizvoljne glatke Zordanove krive 0., koji obuhvata sve singularne tacke g,
(1

(k =1,2,...,m) funkcije f (s) u poluravni R (s) < &, 7 € (ya, y1), a sz je singularitet funkcije
f (s) najblizi gornjoj granici (y = y1) oblasti Dy, (slika 4.3).

A\] .
2
iyo\
¢

Slika 4.3: Zatvorena konturna kriva I' u oblasti Dg, realirealne ravni g

Shodno tome
£+iC
ot / £ (s) ewlle+inz=sl g —Z pE Fes {1 ()0}~ Bl (waig),  (140)
£-i¢
gde
Fﬁizc w, 1Y) / wlEtim)=slgs,
Ceic
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Ako se pretpostavi, ne gubeéi nista od opstosti, da je luk 5524’ glatke Zordanove krive
(1
0., lu¢ni deo kruzne putanje integracije g, (@’5, ¢ ), u poluravni x < £ realirealne ravni g, tada
u grani¢nom slucaju, kada ¢ — +o0,
&ric m \suf

li ¢ wl(E+ig)—$] li ! - %2 ewl(E+ig)—s
dim ot [ e o i R 0:10) =Dy s {7) }

§—i¢
(4.41)

Sa druge strane, buduéi da je po definiciji
S s lim FlL, (w,ij

vt f (S) 6w[(§+i§)—s]d8 — lim ot f (S) 6w[(§+igj)—s]d8+ {—+o0 fﬂ:zC( ) (442)

(—+oo lim F2, (w,ig) ’
Zico £—ic (oo EFK
gde

Féle (w,ig) = / f(s) elErD=slgs §
8~
e
@’ 2 je lu¢ni deo kruzne putanje integracije g, (557 ¢ ) u poluravni x > £ realirealne ravni g,

za svako w € C

na osnovu poznatih osobina bilinearnog preslikavanja s = £ +1’
iy

RN

Slika 4.4: Kruzne putanje integracije u realirealnoj ravni g~

§tico (ol st1y

O
g -1 (-7
vt / f(s)e?lEFD=slgs — ot / f( S e —ds* =
s§* + 1 (s* 4+ 1)
G

&—ioco

vp Z yn ( *_,_1 SI.T_Dk

s —
— ot ds*, 4.43
v!gfgk+1 EEeT I (1.43)

gde G je kruznica u realirealnoj ravni g* i 5 = e <tan(@-i) (slika 4.4).
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Shodno tome

&+ico £
o [ R = s {7 () eSO
&—ioco
m o &3 i
#3og Bes {f ()€, (4.44)

“+ o0
Rill3
— 00 _ G
gde Plgetoo = Pg*,> odnosno

§tico m \mf

vt / f (s) ePlEti=sl gy —Zpﬂ 3%263 {f (s) e“lErm—sly _

—100

\s\ \5 n

%HWZ%§U erlerm=dy, (4.45)

buduéi da suma svih ostataka (rezidijuma) funkcije f (s)e?lE+#)=5l y dovrsenoj (prosirenoj)
realirealnoj ravni ¢ U {|g| = +o00}, je po definiciji jednaka nuli.

Na pravoj, koja je paralelna imaginarnoj osi & i na rastojanju £ +c od nje (¢ € R je takvo
da su sve singularne tacke g.(k = 1,2...,n) funkcije f (s) levo ili desno od prave paralelne
imaginarnoj osi 3 i na rastojanju ¢ 4 ¢ od nje), integralna vrednost funkcije f (s) e®l(E+#)=sl.

(&+c)+ioco +<x£> n
vt / f(s) el D=slgs — sign (c) Plgi— o0 Z% es {f (s) ewlEFD=sl1 (4.46)
(§+c)—ioo
gde sign (c) je funkcija znaka, svodi se smenom g = g— c—\f (€7 + €5) na integralnu vrednost:
&+ioco 5 n
vt / f(c+s) el =slgs — sign (c) Piget o0 Z% es {f (c+s)elETD=s1  (4.47)
£—ioco o

Jasno, na osnovu rezultata (4.47), regioni konvergencije R, integralne vrednosti funkcije
wf (c+ ) el D=5l za c>01ic<0, kada |w| — +oo:

£+ico
‘ ‘lim vt / wf (c+ s)e?lErD=slgs — 0, (4.48)
w|—+00

£—ico

. . . R . . . __p,max __.min
su one oblasti, u realirealnoj ravni g,,, koje su definisane uslovima: ¢, € (gj;yﬁ’;m ) g;fiyf{in )
K K

i, € (%,QW + %) (slika 4.5), gde s™™ i s gu singulariteti funkcije f (s),
za koje ¢, ima ekstremalne vrednosti, respektivno. Pod uslovom da je kompleksna funkcija
s +— f(s) regularno-analiticka funkcija u realirealnoj ravni g, odnosno singularno-analiticka
funkcija u realirealnoj ravni g sa ostatkom (rezidijumom), na skupu tacaka u beskonac¢nosti

(|8| = 4+00), jednakim nuli, region konvergencije R, totalne integralne vrednosti funkcije
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RW) g W
2
Rw > 0 Rw
\z\: ﬁ;’;‘\
0 E) RW)
™l ) ,\,EJ\A \S‘;
P o Ty
%(W\'Q"/ y—}h s
c>0 c<0

Slika 4.5: Regioni konvergencije R,, integralne vrednosti funkcije wf (c + s) e?l(E+#) =l

wf (c+ s)e?lE+9) =8l na dovrsenim (prosirenim) pravama, koje su paralelne imaginarnoj osi
$ realirealne ravni g i na rastojanju £ od nje, je cela realirealna ravan g,,, buduéi da je, za
svako ¢ € R, u oba slucaja

£+ioco
vt / f(c+s)evlEF=slgs =0, (4.49)

£—ioo
Drugim re¢ima, pod uslovom da je kompleksna funkcija s — f (s) Riman-integrabilna
funkcija u realirealnoj ravni g, totalne integralne vrednosti funkcije wf (s) e[+ =3l na
dovrsenim (prosirenim) pravama, koje su paralelne imaginarnoj osi & realirealne ravni g i na
rastojanju ¢ € R od nje, identicki su jednake nuli, odnosno region konvergencije R,,, totalnih
integralnih vrednosti funkcije wf (s) e*l€+%)~s! na dovrsenim (prosirenim) pravama, koje su

paralelne imaginarnoj osi & realirealne ravni g i na rastojanju £ € R od nje, je cela realirealna
ravan g,,.

Primer 7 Na osnovu integralne relacije (4.42), za svako w € C

e s*+1
vt / e ds = 2ut / —ds”, (4.50)
| (= +1)
—i00 G
odnosno .
. X —_w)* *_1\k
i o up 3 5 (551)
vt / e “*ds = 2ut / h=0 5 ds* =0, (4.51)
. (s*+1)
—i00 G
ako se zna, 1z Kodijevog racuna ostataka, da je za svako k € N
s —1)" 1 d (st - 1)
Rles (s ,3+2 - ' (s - ) =0 (4.52)
g =2 (eime; teimey) (5* +1) (E+1! - (ds*)
Shodno tome
if(Fio0)iyo igiyo
vt =9 ds = ut / e W@=3) s, (4.53)
+oo +o0o
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#§(Fi00)iyo
gde

+oo
oznacava mtegmczyu na delu dovrsene (pTOSZT@TLe) zmagmarne ose ¥ koyzm se
OO

“+oo
N

—o0

povezuju tacke 1yy i 1y preko beskonacnosti, odnosno

i§(Fioo)iyo
vt e W= ds = l[ew(@_iy()) —

1].v
w

(4.54)

Ako je i rubna tacka iy intervala (iyg,iy) prave paralelne imaginarnoj osi S realirealne
ravni ¢ i na rastojanju £ od nje, singularna tacka singularno-analiticke funkcije s — f (s),
odnosno ako je segment [zg, x1], linije paralelne realnoj osi R i na rastojanju g od nje, skup
tacaka kona¢nog diskontinuiteta funkcije f (s), koja je kontinualna funkcija u odnosu na y
s’ desna i leva, respektivno, na tom segmentu, tada

E+r E+if
(=) / f(s+iyo) e ds + " f(s+7)evlEri=slgs
3 §+iyo
&+ §+ig
/Clu%a+ fls+i(g—))e ™ ds — vt / f(s) ewEr=slgs —
3 &+iyo
E+if CE+THiT
me €+1y0 E+7+iyg (7_ > 0)
. Ok w iy)—s
= sign (7) Z E+THIG E+iT @{63 {f(s)e &) ]}7 (4.55)
re=1 %+T+lyo E+iyg (7_ < 0) e Qng
rg
gde sa konturama: gigoﬂgﬂigo (r>0)1 gi:ig(ﬁlgigo (1 < 0), u realirealnoj ravni g, su
obuhvac¢eni samo smgularltetl O, (Re =1,...,m¢) funkcije f (s) na pravoj, koja je paralelna
imaginarnoj osi & i na rastOJanJu & od nje.
£ty .
Jasno, integralna funkcija w — vt [ f (s) e?lE+#¥)=lds je regularno-analiticka funkcija

E+iyo

u realirealnoj ravni g,,, uzimajuéi u obzir ¢injenicu da su i preostale tri integralne funkcije,

u prethodnoj relaciji, regularno-analiticke funkcije u realirealnoj ravni g,,.

Y, € (m/2,m),zaT <0
€(0,7/2),za0 <7

Budu¢i da u regionima

}, realirealne ravni g,
(Mitrinovi¢ i Kecki¢, 1978)

{2l ien)

E+ig
| |lim we "7 / f(s+7)erlEt=slds =01
w|—+400
E+iyo
Etr
‘ ‘lim we?(I—io) / f (s +iyy) e 9ds = 0, (4.56)
w|—+00
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odnosno
47
i [t fls i@ Qe Ods—lim FlEiG-Ol (@D
3
navedeni regioni su u regionu konvergencije R,, totalne vrednosti nesvojstvenog integrala
§+iy
‘w‘li_{rioo vt / wf (s)e?lEH=slgs — hm flE+i(g— )], (4.58)
§+iyo

odnosno region R, = {(|8,|,7¢) | ¥, € (0,7)} je region konvergencije totalne integralne
vrednosti (4.58), buduéi da je grani¢na integralna vrednost (4.58) invarijantna u odnosu na
vrednosti realne konstante 7, pa samim tim i u odnosu na R (w).
0, € (M/2,m),2a T <e

Kako je i u regionima {(|Qw| L 10y) | o c(0.m/2), 7ae <7

}, realirealne ravni g,,,

§+iy
lim  we @~ / f(s+7)evlEr=slgs — 0,
e &+iyo
(&+e)+7
lim  we® o) / f(s+iyg) e Wl=EHlgs =04
el Ete
(&+e)+7
[ Jim f s Qe s = T F(€+9)+iG- 0] (@59
{+e

region {(|8,|,¢,) | ¢ € (0,7)} je region konvergencije R,, integralne vrednosti
E+ig
lim wf (s +¢) e?lErD-slgs — Clir(r)l+ flE+e)+i(G—0). (4.60)

|w]—+o0
E+iyo

Po analogiji, za w € {(|g,|,ip,) | ¢, € (=7,0)},

E+iy1
| |lim vt / wf (s) e?ETD=slgs _Ch%l flE+i(m+Q)]. (4.61)
w|——+00 —

§+iy

Komentar 4 Ako se ima u vidu éinjenica da obe totalne integralne vrednosti (4.58) i (4.60)
konvergiraju i za ¢, = 7/2, tada uporednom analizom rezultata (4.56) i (4.57) dolazi se do
zakljucka da i u sluéaju kada je ¢, = /2

E4r
li i + —w(s—f)d —
|w|i>H—il-oo/ v Cl%l+ f [S ! (y C)] °
3
§+iy
— ‘ ‘lim we” T / f (s + 7’) el =l g5 :CliI(T]l+ f [f +1 (?J - C)] v
w|—+00 -

E+iyo
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4.2.1 Fundamentalna grani¢na integralna vrednost: Alternativno izvodenje Rezultat (4.58)
je od krucijalne vaznosti za dokazivanje teoreme o razvoju singularno-analitickih funkcija u
Furijeov trigonometrijski red, na intervalu (iyo, iy;) prave paralelne imaginarnoj osi & i na
rastojanju & od nje, pa shodno tome, imajué¢i u vidu njegov znacaj, prezentuje se, u onome
sto sledi, alternativni put kojim se moze do¢i do pomenutog rezultata.

Neka je u singularnoj oblasti D, tacka (0,0) jedina singularna tacka funkcije s — f (s),
v (0) = i(g;y0)6i9+ i(g;yo) obostrano-jednozna¢no preslikavanje kompaktnog segmenta [—, 0]
(0 € [—m,0]) skupa realnih brojeva R u g i n-podela P, = {6y = —m,04,...,0;,....,0,, = 0}
(n € X) jedna od moguc¢ih n-podela segmenta [—, 0].

Ako se uzme u obzir ¢injenica da je kompleksna funkcija 6 — f [y (6)] e?#=7@) realne
promenljive 6, diferencijabilna na segmentu [—, 0], na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti,
za svaki parcijalni segment [0;_1, 6;] segmenta [—, 0]

%{d% {£ 1y (6)] e i1y, =

_ RS @) e} - R{f [y (0i)] O
0; — 01

Iy L OOy =

R 0,)] ewlid=1 _ 0;_,)] ewlig—(0:-)
_S{f v (6)] %i—ej_{m )] }, 2

gde {07,607} € [0;—1,6;]. Shodno tome, ako se formiraju integralne sume

2 RE T by (0] 5O Yo (0~ 0um) = RIT ()] — R [ (igo) "]

n

%{diﬁ {f [v (8)] 6w[i3}—’y(9)]}}9:9:* 0, —0;_1) =S [f (ig)] — S [f (iyo) ew(iﬂ—iyo)] . (4.63)

(3

one se, nakon izvrSene operacije diferenciranja funkcije, pod znakom integralnih suma, svode
na integralne sume

S {R( 7 by (0] _g: (6~ 0,1) -

=1

—R {wf [y (0)] "7y (0)},_y. (6= 0;1)} = R[f ()] — R [ (igo) "] i

> S Iy (O] 57O _gee 6 6,1) -

=S {wf [y ()] " TONY(O)} .. (05— 1)} = SF (1)) — S [f (igo) "], (4.64)

gde v (0) je funkcija prvog izvoda funkcije v (6). Sa druge strane, za 6 € (—m,0)

i (g ; y(])] (1 o eie)

w[ig — 7 (0)] = w]

= (= 80) 1 (1) + 65 ()] (1 — cos) [1 — i—S0

5 ], (4.65)

1—cosf
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buduéi da v () = 1 QyO)ew + (y";y U tom slucaju e?l@—70) — 0t kada

_ N B sin 0

(1 —cosf) [S(w) — R (w) T cosd cosﬁ] — 4-00. (4.66)

Ako se ima u vidu da je ngg = tan g, uslov (4.66) je zadovoljen za ¢, € [0, 5], odnosno
lim ¥l = 0, za svako ¢, € [0,2]16 € (—m,0).

|w|—+o00

Shodno tome, u grani¢nom slucaju, kada broj podela segmenta [—, 0] tezi beskonacénosti
(n — 400), odnosno kada se maksimalni parcijalni segment [0;_1,0;], segmenta [—, 0],
sazme u tacku, uslov ¢,, € [0, 3] definise region konvergencije R,,, u realirealnoj ravni g,,,
parametarskog konturnog integrala

i w / £ () ") ds — _ £ (i) (4.67)
w|——+400
gde v, = {(z,iy) | z = —ELsinf, y = LR cosf + L0 i § € [—7,0]}.

U slede¢em koraku, na mesto krive ”yp, uzima se, za putanju integracije, ravanska kriva
Yy koja se sastoji od segmenata: [iyo, —ic] i [ie, iy] (z’s € 3 ), imaginarne ose  realirealne

ravni g iluka g_~_ kruzne putanje integracije g, (8p,€) = {04 | 84 = 5%( —ieer 4 evey)},

koji je definisan obostrano-jednoznaénim preslikavanjem « () = ice? kompaktnog segmenta
[—m,0] (0 € [—m,0]) skupa realnih brojeva R u g. U tom slu¢aju, suma integralnih vrednosti

zyzyo —zezyo zyzs

up / f(s)evl=9 s—hm {/ f(s)ewt- sds—l—/f Z'g_s)ds}i

ifiyo f f (s) evt=2)
w(ig—s) — 1 zz—: —ie
vs / f(s)e ds EIE(I)L f £ (5) ewi-5)ds (4.68)

Ry

—’LE i€

po definiciji je totalna vrednost nesvojstvenog integrala funkcije s — f (s) e?(¥=9),
Za putanju integracije v (0) = ice® (0 € [—,0])

wig —v(0)] = [R(w) + i (w)][i (§ — e cos @) + esinb)]. (4.69)
Shodno tome, za 0 € (—,0), e*#@7O] — 0+ kada
R (w)esinf — F (w) (g — ecos )] — —o0. (4.70)

Buduéi da je § > €, postoji k € R, takvo da § = (1 + k)e. Na osnovu uslova (4.70),
koji se u ovim okolnostima svodi na uslov

sin 6

ES (w) + (1 — cosf) [ (w) — R (w) ] = +o0, (4.71)

1 — cos@

sledi da uslov ¢,, € [0,7/2 + arctan k| definise region konvergencije, u realirealnoj ravni g,,,
parametarskog konturnog integrala

w]—+o00

lim w / f(s)e?@=9ds =0, (4.72)

18 —1ie
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Sa druge strane, na segmentima: [iyo, —i€| 1 [i€, 7], imaginarne ose & realirealne ravni
g, funkcija f (s) zadovoljava dobro-poznate Dirihlejeve uslove, tako da za svako ¢, € (0, 7)

|w|—+o00

lim w / f(s)e?@9ds =01
o

lim / £ (5) €09 dg — — f (i) (4.73)

|w| =400

Ako se uzme u obzir ¢injenica da u grani¢nom slu¢aju, kada e — 0T, a za svako § > 0,
k — 400 (g = (1 + k) €), konacno sledi, na osnovu prethodna dva rezultata (4.72) i (4.73), da
u regionu Ry, = {(|8,|,i¢,) | ©u € (0,7)}, realirealne ravni g,,, konvergira totalna vrednost
nesvojstvenog integrala funkcije s — f (s) e®9=3):;

vy

‘w‘li_{rioo vt / wf (s) e @) ds = — f (i7)) . (4.74)

io
Po analogiji, u regionu R, = {(|8,,],1¢y) | ¢ € (—7,0)}, realirealne ravni g,,,

Y1
lim vt [ wf(s)e?@¥ds = f (i) i

|w| =400

ig

lim ot / wf (s) e?®=ds = f (iyo), (4.75)

|w|—+o00
1Yo

za svako § € (yo, y1)-

Komentar 5 Analizom postupka izvodenja fundamentalnih graniénih integralnih vrednosti
(4.74) i (4.75), lako se moze izvesti zakljucak da za razliku od graniénih vrednosti integrala:

|w|—=+o00

lim w / f(s)e?@=9ds = —f (i) i
Vb

vy

lim ot / wf (s) e?@=ds = — f (ig) , (4.76)

wj—too
o
koje su jednake, regioni konvergencije R, definisani uslovima: ¢,, € [0,7/2] i ¢,, € (0,7),
respektivno, su razliciti.

Jasno, ukoliko je kompleksna funkcija s — f (s) Riman-integrabilna duz dela imaginarne
ose S realirealne ravni g, Kosijeva glavna vrednost integrala funkcije s — f (s) e@=%), na
bilo kom segmentu [iyo, 17| toga dela imaginarne ose S, upravo je jednaka samoj integralnoj
vrednosti te funkcije na tom segmentu, odnosno Zordanova singularna integralna vrednost
funkcije s +— f (s) e®~%) na tom segmentu toga dela imaginarne ose 3, jednaka je nuli.V
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4.3 Integralne transformacije

Fundamentalne grani¢ne integralne vrednosti (4.58) i (4.61) mogu se, u Kosijevom ratunu
ostataka, tacnije kompleksnoj analizi, zbog njihove primenljivosti pri konturnoj integraciji,
efikasno primeniti u postupku generalizacije fundamentalnih integralnih relacija, prvenstveno
u teoriji integralnih transformacija, kao sto sledi.

Neka je realirealna ravan g,, podeljena pravcima @3(5) i0, ole) .

_' (E) = {éw ‘ §w - §wA = ’éw - §wA’ §w07 Puw = Oé(E)} i

515 a(f {ﬁw | §w - éwA - |§w - §wA| 5100’ P =T — & (8)}’ (477)

gde € — « (¢) je realna ugaona funkcija, kona¢no malih pozitivnih vrednosti, koja zadovoljava

uslov a(¢) — 07, kada ¢ — +00, a g,4 je proizvoljna tacka realirealne ravni g,, na dve

oblasti, za neko kona¢no ¢ (¢ € Ry).

§+iy

Kako je integralna funkcija w — vt [ f (s evlE+w)=slds regularno-analiticka funkcija
E+iyo

u realirealnoj ravni g,,, neposredno sledi, na osnovu rezultata (3.132), kao i fundamentalne

granicne integralne vrednosti (4.58), da za svako gy > 0

“No §+iy 0/¢ §+iy
el{g-noo { / {vt / £ (s) e?lEHD=sl g5} day+- / {uvt / f(s) e?EFD=slgsy day) =
gr-ale)  E+iyo o) E+igo
~ §+ig
:sgrfoo / {vt / f (s) el & D=5l gl dw = i 411%1+ fle+i(g—0Q)], (4.78)

Ewn(EwAvs)Z(_EC;(E) £+1y0

gde 8, (8 a, )Z(_E) je luéni deo kruzne putanje integracije g, (8,,4,€) u oblasti realirealne

ravni g,, koja je u regionu konvergencije R,, integralne vrednosti funkcije f (s)e®lE+@)=s]
omedene pravcima @{j(s) ig, a(e),
Jasno, region konvergencije R,,, fundamentalne grani¢ne integralne vrednosti (4.58), ima

ugaoni raspon koji obezbeduje egzistenciju Kosijeve glavne vrednosti nesvojstvenog integrala

E+ig -
integralne funkcije w — vt [ f (s) e?lE+ ) =slds, drugim recima za svako ¢, € R
E+iyo
iCoptw E+ig
lirf {vt / f(s) el D=8l gs)dw = i Clim+ flE+i(g—q)], (4.79)
w——+00 —0
iC'uj_w £+7'y0

sto je u saglasnosti sa Mitrinoviéevim rezultatom na str. 22 u (Mitrinovi¢, 1966).
Po analogiji, za svako ¢, € R

lim / {vt / f(s) e?l D=8l gsY duy = i hm flE+i(g+0Q)]. (4.80)
1Qyy—w §+ig

Shodno tome, za svako (,, € R i svako s # sy, takvo da R (s) = £ 1 3 (s) € [yo, y1]
iy tw E+iyt

lim / / (s) e™"¥dsle*dw = F (s), (4.81)

27TZ w—s+00
1y —w &+iyo
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gde F (s) je normalizovana funkcija f (s).
Ako postoji region R, = {(R (w),iS (w)) | B8 > I (w)} (8 € R), realirealne ravni g, u
§+i¢
kome apsolutno konvergira integralna funkcija w +— vt f f(s)esds:
£+1i0

&+i¢
lim ot / f(s)e™ds = F (w), (4.82)

(=00
£4i0

sledi, na osnovu rezultata (4.81), da za svako s # s, takvo da R (s) = £ i I (s) > 0, kao i
za svako (,, < f3

1 ij—H") £+Z<
5 WEIEOO CEI—POO vt / f(s)e dsle* dw = F (s) . (4.83)
1€y —w £+10

U slucaju da i u regionu R,, = {(R (w),iS (w)) | a < F(w)} (o < B), realirealne ravni
£+i0
0., apsolutno konvergira integralna funkcija w — vt [ f(s) e "*ds:
§—iC

£4i0

lim vt / f(s)e™ds = F (w), (4.84)
—i¢

¢(—+oo

sledi, na osnovu rezultata (4.81), da za svako s # s, takvo da R (s) = &, kao i za svako

Cw € (@, 5)

) iy Fw £+i¢
— lim [ lim vt / f(s)e dsle*dw = F (s) . (4.85)

271 w—+oo C—>+oo
1Cq —w
Ako se dalje pretpostavi, ne gube¢i nista od opstosti, da kompleksna funkcija s — f (s),
koja je singularno-analiticka funkcija u realirealnoj ravni g, nema drugih singularnih tacaka
u poluravni R (s) < ¢ realirealne ravni g, osim singulariteta u tacki (,40) i onih singularnih
tacaka g, (k =1,2,...,m) koje su unutar konturne krive I' (slika 4.1), sledi da

£+i¢
vp / f(s)e ™ ds = —F{; (w) + 2mi 2%263 (s) e ™) + mi R%es [f (s) e ™]. (4.86)
0=0 o= Q,g
§—i¢

Shodno rezultatu jedne od Baskinovih opstih teorema (Baskin, 1962), za svako w takvo
da sf (s)e ™ = of|s| ) za p € (-2 5+ 5) (preporucljivo je pogledati (Mitrinovi¢, 1966) str.
22 ili (Mitrinovi¢ & Kecki¢, 1978) str. 103)

up / f(s)e ds = —2mi Z 3@_2@3 [f (s)e %] —mi %Qes [f (s) e %], (4.87)

— 0=0 Qg

4 (e) = 0{v ()} - znaci da za kompleksne funkcije u (o) i v (o), definisane na skupu {e | |#| > R}, postoje

R > R i funkcija  — ¢ (o), takva da ¢ (o) — 0 (Jo| — 400) i u(e) = ¢ (8)v (o), za svako || > R.
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gde g, (k = m+ 1,m + 2,...,n) su singularne tacke funkcije s — f (s) u desnoj poluravni

R(s) > &
Na osnovu integralnih relacija (4.86) i (4.87), konac¢no sledi da

£+ico

e Wds = — i F +2 §R2 —ws]
w [ Fs)emds = lim Fl(w ngg; (s) e
£—ico
+mi R2es [f (s) e %] = —2mi Z R%es [f(s)e ] —mi R2es [f (s)e ],
0=0; oo B8 0=0c
za svako w takvo da sf (s)e % = o(|s| ") za ¢ € (— 5+ %), odnosno

i Pl () =271 3 Wes () (489

Ako su sve singularne tacke funkcije f (s) u poluravni R (s) > ¢, gde ¢ € R_ je takvo da,
za 0 <72 < (€ — ¢)® + ¢ (slika 4.6),

1o (i0) = {(,i9) | (3 — 0) +iy = re™ ™™= U (5 — ¢) +iy = re T (4.89)
odnosno f (s) = o(|s| ™) za ¢ € [0, 27], eksplicitno sledi, na osnovu izvedene relacije (4.88),
daza S (w) =0, R(w)>01iR(s") <c

1y
: [
A4 ¢
%('Z)/ Dq
X C o] [& X X
%N/
Slika 4.6: Konturna kriva +, (i) u realirealnoj ravni g
* 1 ) *
. 2 —ws s*w _ : sTw —
WL”EOO {Z% s |f Jevdw =5 tm [ [ P (w)le”dw =
o0+
E—iCE+iC
—w(s—s*) _
27TZ wEI—QI—loo\/ CEI-FOO / f (S> © ds]dw
] g—iCEtic f( )
s
=—— 1 ds = ). 4.90
2 C_I)Iiloo / (3 — 3*) S f(S ) ( )

Ye
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4.4 Generalizacija rezultata Zordanove teoreme

Analizom integralnih relacija, koje definisu kona¢nu, unilateralnu i bilateralnu Laplasovu
integralnu transformaciju i koje su izvedene u prethodnoj sekciji ovog poglavlja disertacije,
na osnovu rezultata (4.81) i fundamentalnih grani¢nih integralnih vrednosti (4.58) i (4.61),
moguce je do¢i do zakljucka da se prethodno dobijeni rezultati mogu generalizovati i na klasu
singularno-analitickih funkcija, koje na nekom intervalu (iyo, iy; ) prave paralelne imaginarnoj
osi & realirealne ravni g i na rastojanju & € R od nje, osim singulariteta u formi konac¢nog
diskontinuiteta, imaju i singularitete u formi beskona¢nog diskontinuiteta funkcije. Drugim
re¢ima, rezultat (4.85), kao posledica rezultata (4.81) i fundamentalnih grani¢nih integralnih
vrednosti (4.58) i (4.61), koji generalizuje rezultat Furijeove integralne teoreme, implicitno
dokazuje da se i rezultat Dirihlejeve teoreme, odnosno Zordanove teoreme, kao opstije, ¢ija
je posledica i Teorema 7 iz uvoda ovog poglavlja disertacije, moze generalizovati, u smislu da
je aplikativan i na prethodno pomenutu klasu funkcija. Iz razloga fundamentalnosti jednog
takvog rezultata, formulisace se i ekplicitno dokazati teorema, kojom se generalizuje rezultat
Zordanove teoreme.

Teorema 8 Ako je linearna oblast Dy = {(x,iy) |z =&, vy € [yo +a,y1 —al} (a € Ry),
prave paralelne imaginarnoj osi S realirealne ravni g i na rastojanju & € R od nje, singularna
oblast kompleksne funkcije f (s), tada za svako s € Dg,¢ i s # S, gde sy, su singularne tacke
beskonacnog diskontinuiteta funkcije f (s) u oblasti Dy, vazi

Fs)=vt Y d(k)ee, (4.91)

gde F (s) je normalizovana funkcija f(s) i

] E+iyr
D (k) = ot / f(s) e ds.y (4.92)
E+iyo

Za totalnu vrednost (vt) sume beskona¢nog funkcionalnog reda relacije (4.91), prethodno
formulisane teoreme, moze se re¢i da je definisana u opstijem smislu u odnosu na Kosijevu
glavnu vrednost (vp). Drugim recima, ovaj beskona¢ni funkcionalni red, a koji neodredeno
divergira u Kosijevom smislu, je zbirljiv i ima definisanu sumu. Shodno tome, za koeficijente
funkcionalnog reda ® (k), generalno govoreéi, ne vazi rezultat Riman-Lebegove teoreme, koji
je i posledica Beselove nejednakosti, cak $ta vise moguce je da je, u pojedinim slucajevima,
kgrfw ® (k) = to0.

Kao neposredna posledica Teoreme 8, moze se formulisati slede¢a teorema.

Teorema 9 Neka je kompleksna funkcija F (s*) univalentna (uniformna) funkcija u oblasti
D = {04 |01 — 0x] € (A,B)}, gde A > 0 i B < +00, koja je singularna oblast funkcije
F (s*). Tada, u svakoj tacki g # 8, kruznice G. = {8} | |63 — x| = C € (A, B)}, gde g;;
su singularne tacke beskonacnog diskontinuiteta funkcije F (s*) na kruznici G,

F(s)=vt > @(k)(s*—sp)", (4.93)
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gde
1 [ F(s)
(i (k)) = —‘Ut / —Sklds* 1
27 ) o s
Ge
F(s*) = 1 lim [F (s*e”) + F (s*e™)]. (4.94)

e—0t

U slucaju da postogi i oblast konvergencije Ry, = {34 | |64 — 8x| € (A, B)} potencijalnog
reda (4.93) funkcije F (s*), tada u svakoj tacki oblasti R

o0
F(s)=vt Y  @(k)(s*—sy)" i
k=—o00
1 ) F( *)
s *
Gc
gde o
Ge={04 04— x| =C € (A, B)}.Y (4.96)

Jasno, rezultat prethodne teoreme generalizuje rezultat Loranove teoreme, kao i rezultat
Teoreme 8.

4.4.1 Dokaz Teoreme 8

Analiza ideje dokaza teoreme. Pretpostavlja se da funkcija w — g (w, &+ ig), gde w € C
je promenljiva, nezavisna u odnosu na drugu promenljivu (£ 4+ ij) € C, ima beskona¢no,
ali prebrojivo mnogo, singulariteta g,, (k € Z) na realnoj osi ®,, realirealne ravni g, sa
tackama nagomilavanja u beskonac¢nosti. Ako u realirealnoj ravni g,, postoji jedinstvena
granictna vrednost lim [wg (w,& +i9)] = f(§+17), ¢, € [0, 27], odnosno samo parcijalne

|w|—4o00
fE+ig), ¢, € (0,7)

granicne vrednosti  lim  [wg (w, € + ig)] = { , tada sledi, na osnovu

[ =+o0 0, ¢, € (=7,0)
Definicije 35 i rezultata (3.134) Leme 1, da
+o0o
vt Z ﬁfgs g(w,&+ig) =—  Res g(w,&+1ig) = f(E+17). (4.97)
e oo 99k 0={84l[84|=+00}

Komentar 6 Beskonacna suma ostataka (rezidijuma) funkcije g (w,& + iy), odnosno suma
beskonacnog funkcionalnog reda relacije (4.97), definisana je u opstijem smislu od Kogijevog.
Naime, niz parcijalnih suma ostataka (rezidijuma) funkcije g (w, €+ ig), koje su jednake
integralnim vrednostima funkcije g (w, €& +ig) na kruznim putanjama integracije g, (@C’ sn)
(C € R in e N), takvim da na njihovim granicama nema singulariteta funkcije g (w, & + i7),
moze konvergirati, ili neodredeno divergirati (konvergirati), kada n — +oo. Medutim, u oba
slucaja beskonacna suma ostataka (rezidijuma) funkcije g (w,& +1g), u formi beskonaénog
reda, postoji i jednaka je vrednosti ostatka (rezidijuma) funkcije g (w, & + i) u beskonacnosti,
odnosno, u prvom slucaju, postoji suma beskonacnog reda, w relaciji (4.97), uw Kosijevom
smislu, dok je u drugom slucéaju beskonacni red, u relaciji (4.97), zbirljiv.V
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Za funkciju s — f (s), koja zadovoljava uslov Teoreme 8, funkcija w — g (w, & + i7) je,
u jednom slucaju, integralna funkcija

E+ig

p(w) / w((é+ig)—s]
w — ——=ot f(s)e Yslds, 4.98
s (5 (195)
§+iyo
a u drugom, integralna funkcija
( ) E+iyn
r(w -
w — ——=ut f(s)evlErm=slygg, 4.99
[ 10 (4:99)
E+ig

gde w — p(w), w — r(w) i w — g (w) su regularno-analiticke funkcije u realirealnoj ravni
0., takve da q (w) = p (w) + r (w), kao i da u oblastima ¢,, € (0, 7) realirealne ravni g,

T A ) S P o ) B T L e (4.100)
|w|—=+oc0 q (w) |lw|—+o00 q (—w) |w|—=+oc0 q (—w)
odnosno
im o dm T i im T eeen-m _ (4.101)
|w|—=+oc0 q (w) |w|—=+oc0 q (—w) |lw|—+oc0 q (w)

gde ¢ € C i da skup tacaka {(R(w),iS(w)) | S(w) = O,R(w) = 22} (k € Z, Z je
skup celih brojeva), realne ose R,, realirealne ravni g,, je skup singularnih tacaka integralne
funkcije w — ¢ (w,iy), gde iy je tacka iz intervala (iyo,iy;) prave paralelne imaginarnoj osi
& realirealne ravni g i na rastojanju & od nje, u kojoj funkcija s — f (s) nema singularitet
u formi beskona¢nog diskontinuiteta.

Na osnovu uslova (4.100), kao i fundamentalne grani¢ne integralne vrednosti, u oblastima
¢, € (0,7) realirealne ravni g,

E+ig

. p(w) / w(E+iF)—s] . g .
lim vt wf(s)e ¥ =%ds = —c lim +i(y — i
im0 (s Jim FlE+i (-0
E+iyo
§+iy
— lim p(=w) e~ (=io)yt / wf (s)e?ls=Ermollgs — 0, (4.102)
lw|—4o0 q (—w)
&+iyo

Druga, od prethodne dve integralne konvergencije, je konvergencija integralne funkcije
(4.98) u oblastima ¢,, € (—m,0) realirealne ravni g,,.
Po analogiji, na osnovu uslova (4.101), u oblastima ¢,, € (0, 7) realirealne ravni g,,,

E+iyr
im0 i)y / wf (s) e?lEFW=slgs = 0§
w|—+o00 q (W)
E+iy
( ) E+iyr
r(—w -
— lim vt wf (s)e?E=ETDlgs — ¢ lim +13 (g + . 4.103
lw|—+oo q (—w) / 1 (s) S0+ Fle+i(g+0)] ( )

E+iy
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Na osnovu prethodno dobijenih rezultata i rezultata (4.97), konac¢no sledi da za svako
iy (ig je tacka iz intervala (iyo,iy;) prave paralelne imaginarnoj osi & realirealne ravni g i
na rastojanju £ € R od nje, u kojoj funkcija f (s) nema singularitet u formi beskonaénog
diskontinuiteta), kao i za ¢ = 1,

§+iys
(w)
vt Z §);E2§I;9{ ) vt / f(s)e?lE+D=slgs) — F (¢ + 7). (4.104)
a £+iyo

Iz analize ideje dokaza Teoreme § jasno sledi da krucijalnu ulogu u dokazivanju teoreme
imaju fundamentalne grani¢ne integralne vrednosti (4.58) i (4.61). Imajuéi to u vidu, dokaz
je, sam po sebi, trivijalan.

Dokaz teoreme. Dokaz. Neka kompleksna funkcija s — f (s) zadovoljava uslov teoreme,

p(w)=—1ir(w)=e"", (4.105)

gde a € R,
U tom slucaju, skup tacaka {R (w),iS (w) | R (w) = 2=, S (w) = 0} (k € Z), realne ose
R, realirealne ravni g,, je skup singularnih tacaka funkC1Je w— g (w):

1
-t =, 4.1
¢ ()= - (4.106)
Kako je rezidijum funkcije w — ¢! (w) u tacki 2'” (ke Z)
1 1
Ries — = — (4.107)

=8, et —1 w
i funkcije w — e w@T0) j o s £ em(W17W) konvergiraju, u oblastima ¢, € (0, )
realirealne ravni g, za ¥ < yo +a iy > y; — a, respektivno, konacno sledi, a na osnovu
rezultata (4.104), daza § < yo +a i g > y1 — a (ig je tacka iz intervala (iyo + a, iy — a)
prave paralelne imaginarnoj osi & realirealne ravni g i na rastojanju £ € R od nje, u kojoj
funkcija f (s) nema singularitet u formi beskona¢nog diskontinuiteta)

400 1 E+iyr
t —ut [(E+i)=slgg = m 4.108
o 3 ot [ e s=F(E+if), (4.108)
k=—00 &+iyo
odnosno
FE+ig)=vt Y &(k)es €D, (4.109)
k=—o00
gde
E+iyr
1 2k
B (k) = ot / £(s) e~ ds, (4.110)
al
E+iyo
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4.5 Primeri

Primer 8 Za ilustraciju rezultata Teoreme 8, u Furijeov trigonometrijski red, na segmentu
[—im, iw] imaginarne ose I, realirealne ravni g, razvija se funkcija s — 8° (s), koja je funkcija
prostornog izvoda funkcije s — x. (), iz Primera 5 prethodnog poglavlja disertacije. Buduéi
da je, na osnovu rezultata iz Primera 5, za svako k € Z

vt / 82 (s) e *ds = c,

sledi, na osnovu rezultata Teoreme 8 (a = 27), za svako R (s) = 0, I (s) € [—m, 7| i ¥ (s) # 0,
da

+oo
vt Yy e =0, (4.111)
k=—o0
odnosno, za svako y € [—m, 7| iy #0
+oo
1+ 2vt Z cos (ky) =0.v (4.112)
k=1

Primer 9 Prethodni rezultat moguce je upotpuniti primenom rezultata Teoreme 8 na razvoj
funkcije s — 151:0(228), u Furijeov trigonometrijski red, na segmentu [—im, iw] imaginarne ose

S, realirealne ravni g. Naime, kako je singularna tacka s = 0, funkcije

_sin(is) u segmentu
1—cos(is)’ g

[—im,im], sa jedne strane

T

sin (is) . y siny
vp/ 1 — cos (is) § z[vp/ 1 —cosy vl

—im -7

- siny sin y
= —i lim ——dy+ | ———dy| =0,
e_>0+[ 1 —cosy Y / 1 —cosy vl
—T €

a sa druge
i

sin (is) ‘ sin y S gl
oo [ Eesds = v [ ey = i} Wesin (1 — cosy) =

—im -7

1—
— 7 lim In——2F __g,
e—0t 1 —cos(—¢)

Shodno tome

i

1 sin (is)
—t ————ds=0. 4.11
o / 1 — cos (is) s=0 (4.113)

Ako se zna da za k € X (formula 6 (Mitrinovié, 1980), str. 95)
/ sinfi(k + 1)s] P / sin[(k + 1)y]

sin(%s) sin(3y)

dy =im i / cos (iks) ds = 0,

—im
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sledi da, za k € N,

1 T sin (s) sin (iks) 1 7 is, . .
—ut ds = —uvt [ cot(Z)sin (iks)ds = 1. 4.114
o / T cos(is) = gmtt | otlg)sin(ihs)ds (4.114)

sin y cos(ky)

Sa druge strane, buduéi da je funkcija y — T cosy

neparna funkcija, sledi da

i

op / sin (is) cos (ik;s)ds _ —ivp] sin y cos (ky) dy =01

1 —cos(is) 1 —cosy
T . . k- ™ . k'
o [ G T e,
1 — cos (is) 1 —cosy
—im -

Y €
3 siny cos (k sin y cos (k
= —ip3, Rles / Sy Cos kY ( y>dy — i Lim [ 2RYCOSEY) ( y>dy =0,
o 1 —cosy e—0+ 1 —cosy
—r —&

odnosno '
ot / sin (is) cos (iks)

1 — cos (is)

ds = 0. (4.115)
Na osnovu prethodnih rezultata, kao i rezultata Teoreme 8 (a = 2m), za svako R (s) =0,

S (s) € [~mm] i S(s) £ 0

Lw)) = 20t f sin (iks) , (4.116)
k=1

1 —cos (is
odnosno, za svako y € [—m, 7| iy # 0

sy = 2ut Z sin (ky) . (4.117)

Shodno tome, uzimajuéi u obzir i rezultat (4.112),

1 siny R
31 _cosy —vt;sm ky) 21+2vt;cos ky) =0, (4.118)
odnosno
1—
= —2ut iy 4.119
1—cosy cosy ! Z ( )
Zay==xm

+00 +oo I
vty sin(kr) =0i1+20t» cos(kr)=1+2vt» (-1)"=0.v (4.120)
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Komentar 7 Ako je, u singularnoj tacki, ostatak (rezidijum) singularno-analiticke funkcije
razlicit od nule, tada Zordanova singularna vrednost nesvojstvenog integrala funkcije zavisi
od izabranog puta integracije, tako da nije, u opstem slucaju, jedinstveno definisana vrednost.
Shodno tome, na mesto nulte singularne vrednosti nesvojstvenih integrala

i

/ sin (zs). s i / sin (is) sin (,st)ds,
1 — cos (is) - 1 —cos(is)

—im —im

1z Primera 9, mogu se uzeti vrednosti ovih integrala na luénim delovima kruzne putanje, koja
je e-okolina singularne tacke s = 0:

T T

VS / L(w).ds = 271 1 vs / sin (is) sin (Z s) ds = +2,
1 —cos (is) - 1—cos(is)

buduéi da, za k € X,

g it
Shodno tome, za svako R (s) =0, S(s) € (—m,m) 1 S (s) #0
sin (is) ‘ < . = .
m = Fi[l + 2vt Z cos (iks)] + 2vt Z sin (iks) . (4.121)

Dobijeni rezultat je u saglasnosti sa prethodno dobijenim rezultatima.V

Primer 10 Prethodni rezultat moze se potvrditi i primenom rezultata Teoreme 9 na razvoj

funkcije s* — i:ﬂ u Furijeov trigonometrigski red. Naime, buduci da
(
{ 2 , 20 k<0
O 0
1 s*+1 1 . 1
2—m’Ut / ﬁwds = 1 za k=0 P (4122)
a
_02 ,za k>0

\
gde G je jedini¢na kruznica u s*-ravni, sledi da za svako |s*| =11 s* # 1
+ .

20t Y e 1

=1 sy

= —— 4.123
—21}154%06““3/—1 1 —cosy’ ( )

odnosno

1 siny
tg (yk) + —O tg (yk) = o ——
v cos (yk) ) sin (yk) 31— cosy’

Sta vie, za svako |s*| >1i|sf] <1

400 s*

UpZ(S*)_k— _1“)pz DR

k=1




respektivno, buduci da

1 © 41 1 2, za k<0
T *—1wd8*: 1, za k=0 P
chs— (s*) 0, za k>0

gde G. = {s*"| |s*| = ¢} (c € (1,400)), odnosno

1 © 1 1 0, zak <0
o | S s = ~Lak=0
mGas— (s*) —2,za k>0

gde G, = {s* | |s*| =a} (a € (0,1)).V

Primer 11 U slucaju kompleksne funkcije s* — s* (1 — s*)72, bududi da

o {g,zak<0
2mvt/ kds = OO, za k=0 ,
G {k,zak>0

gde G je jedinicna kruznica u s*-ravni, za svako |s*| =1 i s* # 1

1
2ut Z ket =

1—cosy

odnosno za svako |s*| > 14 |s*| <1

400 * +o00 *

vak(s*)_ zm iUP;k(S*) :m7

respektivno. ¥
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(4.124)

(4.125)

Primer 12 Prethodni rezultat moze se dobiti © primenom rezultata Teoreme 8, odnosnom

razvojem funkcije s — [1 — cos (is)] ™!

ravni g, sa singularitetom u tacki s = 0, u Furijeov trigonometrijski red.

Sa jedne strane
T s

ds , dy
1 — cos (is) 1 —cosy
—4T —Tr
T 1
_ ds x
[ dy 3 @'f g0 dy
Y B perrrh i TR +/17]
e — oS 1 — CoS
—T 4 f 0 l—cossdS € 4
EN(EO’E)—‘I\'
" ds
. 2sine *f o 1T
— llm o (907 )
e—0+ 1 —cose T ds
1—coss

, na segmentu [—im,im| imaginarne ose  realirealne



Sa druge strane

2 0

ds eet? sin (ee”?) |,
= —df) = —————— % =—
1 —coss 1 — cos (g€) 1 — cos (ge?)

EN(EO’E)SW -

Shodno tome ‘

ds
1 —cos(is)
Kako je, za k € N:
(s—1)s"

= 1’
|s—1|—07F s—1
odnosno , B
s — i i ot S 0
Vs —ds=Fmiiv S 1% o
6.(80,1) 880, 1)
sledi da
O
ok
vp / ds =mi i
S JR—
EK(EO?l)
sk etk icos (ky)
d - d =
P / s—10 " ) T Up/Q(l—cosgo)
8x(20,1) - -
' k+1
. /zcos[( + Mo]dgpzm,
2 (1 —cosp)
buduéi da, za svako k € N
T k . s
vp/ dezo i /sin(kgp)dwzo.
1 —cosp

Sa druge strane, za k € R

ssin (1ks) sin (is)

! T — 04 I _0
\s\l_rg+ [s cos (iks)} = 04 \s\l—{%"" 1 — cos (is) 0
Shodno tome, za k € N
1 /iTr . _ .
s / cos (iks) — cos[i (k +1) 5] gs —
2mi . 2[1 — cos (is)]
1 ¥ . sin (iks) sin (is) ,
Ll / [cos (iks) + T = cos (is) lJds =01

—iT

2sine

1 —cose’

99

(4.126)
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™

Ut[/ %d@_/%@?%% (4.127)

Dalje, na osnovu funkcionalne jednakosti cos (2¢) = 1 — 2 (sin p)?, sledi da

™ K ™

cos (2¢) dp / (sin )’
g 88 g %2 [ Sme)
! /2(1—cosg0) 7 U[/Q(l—cosgo) 1 —cosp @l
odnosno i _
ut/Md ——/(1—|—cos )dp = —21 (4.128)
2(1 — cosyp) e PIa0 = ' '

Imajuéi v vidu rezultate (4.127) i (4.128), dokazuje se, metodom matematicke indukcije,
da za svako k € X

T

1 cos (iks)
—ut —— " —ds = —k. 4.129
o / 1 — cos (is) ° ( )
Usled neparnosti funkcije ls_“lff(ﬁ), na segmentu [—im,iw| imaginarne ose & realirealne
ravni g, sledi da za k € R
1 ; / sin (iks) P :I:Zk (4.130)
— —aSs = — .
2mi ) 1 —cos(is) 2’
buduéi da
lim ssin (iks) ik

|s|—0+ 1 — cos (is)

Na osnovu prethodnoh rezultata i rezultata Teoreme 8, za svako R (s) =0, S (s) € [—m, 7]

3(s) #0,

1 +oo +oo
Tcosfis) 27 ; k cos (iks) % ivt ; ko sin (iks)] i
1 +oo .
- - 2[vt Z k cos (ky) + vt Z ksin (ky)] = —2vt Z ]{3€¢Zky’ (4.131)
1- cosy — 2 >
odnosno
= Y keos (k)
57 _ ..~V Cos 7
21 —cosy P Y
+o00
vt Y ksin (ky) = 0. (4.132)
k=1

U rubnim tackama segmenta [—m, |

+oo
- =—ut Z kcos (km) = —ut Z k(—=1)" it Z ksin (km) =0.¥ (4.133)
k=1
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Komentar 8 Ako se ima u vidu da je sa jedne strane, na osnovu rezultata iz Primera 8, za
svako R (s) =0 i3 (s) € [—m, 7] i za svako s*, takvo da R (s*) =013 (s) = (s*) € (—m,7),

i85, (s ) =t Z ehls=s

k=—o00
odnosno
+o0o
169, (s — %) = 1+ 20t Z cos|ik (s — s¥)],
k=1
a sa druge

271

)= Lt / £ (5) [i8S, (5 — 5*)ds,

za bilo koju singularno-analiticku funkciju f (s), takvu da u svim tackama segmenta [—ir, ir|,
imaginarne ose S realirealne ravni g, rezidualne vrednosti funkcije f (s) su konacne, a tacka
s* € (—im,im) nije singularna tacka funkcije f (s), sledi da

f(s) :—vt/f {1+20thoszk (s —s)|}ds,

21

odnosno

— —vt / f(s)ds+ vt Z {] —vt / f (s) cos (iks) ds] cos (iks*) +

271

—vt / f (s)sin (iks) ds] sin (iks*)} = )+ vt Z ) cos (iks™) + ¢ (k) sin (iks™)],

—im

gde za svako k € N

(k)= —vt / f(s)cos (iks)ds i ¢ (k) = —vt / f (s)sin (iks)d

Ako je, za svako k € Ry, ® (k) = 5 [ (k) +i¢ (k)] i ® (—k) = ®* (k), odnosno

tada

Sto je implicitna potvrda rezultata Teoreme 8 © Primera 8.
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Na osnovu razvoja realnih funkcija

siny b7<< |y| Sﬂ—
f@%:{PWWC<M”§Wig@%= 0, |y <¢ (¢ >0),
07 |y|§C G,—7T<y<—<

koje zadovoljavaju Dirihlejeve uslove u segmentu |—m, 7] € R, u Furijeov trigonometrijski red

™

F) =Yl [ T sin (k) dy)sin (k) (1] € (G, i

— 1 —cosy
1 — w oo 4 —< w
g(y) = %(Zr ady+ [ bdy)+ ; ;{[_/ﬂasin (ky) dy+ [ bsin (ky) dy] sin (ky) +
- -
+ [[acos )yt [ beos (ky) dylcos ()} (o] € (€.
—_r ¢
odnosno® ¢ e
Fly) = (=2 = ==)sin(ky) +
+00 k-1 . .
¢ sin (k¢)  sin (k¢), .
EPILEEEEDY — 2 - o sin (ky) (Jy| € (Com)) 0
+oo .
g@)za;b—a;b%+§:§%%gaﬁ®wk+
k=1

+’?—Ta S [cos (kC) - <_1>k]sm§fy> (Iy] € (¢, 7)),

sledi, za a = b, |y| € (¢, 7] i ( >0, da

+oo .
%—i- ; % cos (ky) = 0. (4.134)

® Na osnovu trigonometrijskih jednakosti izvodi se rekurentna formula za Furijeove koeficijente funkcije
f (y) u segmentu [—,7]:

1 ] sinysin [(k + 1) y] 1 ] siny sin [(k — 1)y]d _ 2sin(k() sin[(k+1)¢] sin[(k—1) C]’ ke

1 —cosy dy:w 1—cosy 4 km (k+1)m (k—1m=

¢ ¢
Sa druge strane, za k =11k = 2:

s s

1 . 2 1 .

—/Mdy:—/(1+cosy)dy:1_£_51n<1

T 1 —cosy T m m

¢ ¢
1 7 sin(2y)si 2 ] i in (2
—/—Sm( y)smydy——/(1+cosy)cosydy—1—£—2—Sm< _sn20) O,
T 1 —cosy T T us 27
¢ ¢

respektivno.
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Shodno tome, zay € ((,m) i { >0,

T prsin (ky)
5 =2 o)~ (-0,

odnosno, za y € (¢, ),

<= sin(ky) m vy
Z cos (kC) =3 o (4.135)
k=1
ako se zna da za y € (—m,m) (Mitrinovié, 1980)
+ZOO (—1) sin(ky) _y
P k 2

Sa druge strane, buduéi da je

im 11— ¢ _y sin (k¢)  sin (k()] o,
k—-00 T c~ KT km
konacno sledi, za ¢ € (0,7), da
+oo .
sin(k() m (
; =g (4.136)

odnosno, za ( = 7,

= osin(kE) XRsin[(2k-1)%] o«
Z 4 :Z T T 1 (4.137)

k=1 k=1

Kako realni parametar ¢ uzima vrednosti iz intervala (0, ), pa i konaéno male vrednosti,
postavlja se pitanje da li relacija (4.134) vazi i u granicnom slucaju, kada ¢ — 0% ¢ Drugim
recima, da l1 je granicna vrednost sume, u ovom naglaSenom slucaju, jednaka sumi granicnih
vrednosti, kada ¢ — 072 Jasno, odgovor na prethodno postavijeno pitanje, kao posledica do-
bijenih rezultata, je pozitivan. Medutim, ostaje otvoreno pitanje generalizacije jednog takvog
zakljucka.

Po analogiji, ako se zna da je d%(liiilozy) = —(1_(}0521) i d% In[2(1—cosy)] = %, za
ly| € (0,7), postavija se i pitanje, u vezi sa rezultatima (4.121) i (4.131), kao i rezultatom iz

+oo
teorije redova: In[2 (1 —cosy)] = -2 > %, za |y| € (0,7) (Slavié, 1970), kada je izvod
k=1

sume beskonacnog funkcionalnog reda fednak sumi 1zvoda svakog ¢lana reda, separatno, kao
Sto je to u prethodno pomenutim slucajevima? Ovo pitanje takode ostaje otvorenim.
Sa druge strane, interesantan je, sam po sebi, rezultat (4.120) iz Primera 9. Alternativni

+oo
numericki red 3" (—1)", koji je neodredeno divergentan (konvergentan) u Kosijevom smislu,
k=0

zbirljiv je 1 njegova suma je %, upravo onako kako su to pretpostavili, bez dokaza, davno jos

Ojler i Lagbnic, koji su, koristeéi se tom hipotezom, dobijali korektne 1 tacne rezultate. Mnogo
godina kasnije, redefinisanjem samog pojma sume alternativnih redova u KoSijevom smislu,
dokazana je vrednost sume ovog alternativnog reda. Sto se tice rezultata (4.133) Primera 12

+o00
on je kauzalno povezan sa rezultatom (4.120). Naime, ako se zna da je vt >, ksin (kt) =0 za
k=1

400 400 +o00
t =7, odnosno vt ) (2k +1) (=1)" =0, sledi da 20t . k(=1)" = —vt 3 (1) = —
k=0 k=0 k=0

1
lv



Glava 5

Zakljucak

U uvodnom delu disertacije uveden je i pojam realirealnih vektorskih prostora 7 (vektorskih
prostora definisanih nad poljem realnih brojeva R), kao opstiji pojam u odnosu na pojam
realnih vektorskih prostora. Vektorska baza realirealne ravni g (dvo-dimenzionalnog ravnog
realirealnog vektorskog prostora) je ortonormirani realni vektorski sistem {éx} (k =1,2).
Ako se na mesto ortonormiranog realnog vektorskog sistema {€x} (k = 1, 2), uvede u analizu
ortonormirani kompleksni vektorski sistem {ﬁk} (k=1,2), gde hy=¢ ihy= 1€5, kao baza
dvo-dimenzionalnog Hilbertovog vektorskog prostora g = zhy + yl;% definisanog nad poljem
realnih brojeva R, tada je vektorski sistem {&;} (k = 1,2), takav da &1 = (v/2/2)(h1 — hs)

i @y = (V2/2)(hy + hs), koji je konormiran, u smislu da &; - &; = 655, gde 65; je ekvivalentni

Kronekerov 6-simbol, ta¢nije matrica , koja je ekvivalentna jedini¢noj 2 x 2 matrici,

1
10
baza dvo-dimenzionalnog vektorskog prostora g = £01 + (Wo, gde E =z —y i ( = x 4y, koji
je definisan nad poljem realnih brojeva R. U ovom naglasenom slucaju by = (v/2/2) (@1 +@»)
i hy = (V2/2)(&y — @), Sto znaci da vektorski prostori: f = xé&) + yéh i p = s*D1 + sy,
definisani nad poljem realnih brojeva i sa bazama u formi ortonormiranog realnog vektorskog
sistema i konormiranog kompleksnog vektorskog sistema, respektivno, su izomorfni vektorski
prostori. Dakle, shodno svemu §to je prethodno re¢eno, moguce je kompletnu analizu, koja je
sprovedena u disertaciji, fokusirati i na realni vektorski prostor, definisan nad poljem realnih
brojeva, sa bazom koja je u formi ortonormiranog realnog vektorskog sistema {éy} (k = 1,2),
koji je izomorfan sa realnim vektorskim prostorom g, definisanim nad poljem realnih brojeva
R i sa bazom u formi konormiranog kompleksnog vektorskog sistema {J;} (k= 1,2), a §to
moze biti interesantno i sa tacke gledista uporedne analize dobijenih rezultata.

Kroz rezultat Teoreme 7, jednako bitan rezultat Poglavlja 4 disertacije, a koja je opstija
od poznate Loranove teoreme i neposredna posledica Zordanove teoreme, tvrdi se da Loranov
potencijalni red univalentne (uniformne) funkcije, iz klase kompleksnih funkcija, konvergira u
linearnoj oblasti Dg, realirealne ravni g*, u kojoj je kompleksna funkcija funkcija ogranicene
varijacije u odnosu na argument (arg) kompleksne promenljive. Kako je oblast Dg singularna
oblast kompleksne funkcije, budué¢i da funkcija prostornog (integralnog) izvoda kompleksne
funkcije nije definisana u svim tackama oblasti Dg, prethodno pomenuti rezultat Teoreme 7
je otvorio mogué¢nost da se dokaze jos opstiji rezultat, u smislu da se u Furijeov beskonacni
trigonometrijski red mogu razviti i one funkcije iz klase singularno-analitickih funkcija, koje
u singularnoj oblasti realirealne ravni g imaju i diskontinuitete u formi beskonaénosti, sto je
i dokazano u Poglavlju 4 disertacije. Medutim, da bi se jedan ovakav fundamentalni rezultat
i dokazao, bilo je neophodno da se prethodno redefinise pojam Rimanovih integralnih suma,
kao i pojam Kogijevog ostatka, odnosno rezidijuma kompleksnih funkcija, sve sa ciljem da
se definigu, kako pojam Zordanove singularne, tako i pojam totalne vrednosti nesvojstvenih
integrala kompleksnih funkcija, uz prethodno veé¢ definisani pojam Kogsijeve glavne vrednosti
nesvojstvenih integrala, $to je i u¢injeno u Poglavljima 2 ¢ 3 disertacije.

Sam pojam totalne vrednosti nesvojstvenog integrala kompleksnih funkcija, koji uopsteno
govore¢i nema jedinstveno definisanu vrednost, iz razloga §to je po definiciji suma grani¢nih
integralnih vrednosti, kompleksnih funkcija, na putanjama integracije, koje se u grani¢cnom
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slucaju svode na putanju integracije, na kojoj funkcija ima jednu ili vise singularnih tacaka,
je kamen temeljac za dalju generalizaciju fundamentalnih rezultata matematicke analize.
Shodno tome, u Poglavljima 2 i 3 disertacije, generalizovan je dobro poznat rezultat Stoksowve,
odnosno Grin-Rimanove teoreme, kao i rezultat teoreme Gaus-Ostrogradskog, rezultati koji
su i ranijih godina bili predmetom generalizacije, isto tako na bazi prethodne generalizacije
pojma Riman integrabilnih funkcija, odnosno na bazi Lebegove integrabilnosti.

Shodno svemu prethodno re¢enom, veoma je vazno naglasiti da rezultat (2.33) Teoreme 1
ekvilibrira apsolutne (totalne) integralne sume kovektorskih polja, §to drugim re¢ima znaci da
oba kovektorska polja, kaja figurisu u tom rezultatu, ne moraju da budu i a priori definisana
na kompaktnoj mnogostrukosti M. Dovoljno je da su apsolutno (totalno) integrabilna po M.
U tackama u kojima nisu definisana kovektorska polja difinisane su rezidualne vrednosti tih
kovektorskih polja. Stoga, primera radi u slu¢aju da je kovektorsko polje Riman integrabilno,
ali ne i prostorno diferencijabilno (M je singularna oblast tog kovektorskog polja), postoji
apsolutna (totalna) integralna suma kovektorskog polja, koje je kovektorsko polje prostornog
izvoda tog kovektorskog polja. Ako je uz to, na skupu regularnih tacaka singularne oblasti
M, kovektorsko polje prostornog izvoda tog kovektorskog polja identicki jednako nuli, tada
rezultat (2.33) Teoreme 1 generalizuje rezultat Kosijeve integralne teoreme Kogijevog racuna
ostataka. Uz zadovoljeni uslov Pretpostavke 2, integralna forma rezultata (2.33) Teoreme 1,
u ovom naglasenom slu¢aju, dobija se iz rezultata (2.41).

Svi ovi rezultati, koji trasiraju jedan orginalan put generalizacije fundamentalnih, ali i
izvodenja novih rezultata, kako u realnoj, tako i u kompleksnoj analizi, su posledica, manje
ili vise, uvodenja u analizu i neodredenih izraza tipa oo — oo ili 000, koji mogu imati egzaktno
odredenu vrednost, sve u zavisnosti od prirode izraza koji se u grani¢nom slucaju svode na te
neodredene izraze. Tako, primera radi, rezidualna vrednost funkcije prostornog izvoda neke
funkcije, u tacki u kojoj nije definisana funkcija prostornog izvoda, svodi se na neodredeni
izraz, koji vrednosno determinigse ostatak (rezidijum) funkcije u toj tacki. Drugi primer je
beskona¢ni Furijeov trigonometrijski red klase kompleksnih funkcija u Teorem: 8 disertacije,
pojedinim tackama, na alternativni red, neodredeno divergentan (konvergentan) u Kogijevom
smislu, ¢ija suma je determinisana vrednos¢u neodredenog izraza tipa co — 0o, na koji se
svodi taj alternativni red, kao §to je to ilustrovano primerima iz Poglavlja 4 disertacije.

Krucijalnu ulogu u dokazivanju rezultata Teoreme 8 odigrale su fundamentalne grani¢ne
integralne vrednosti Poglavlja 4 disertacije, koje su posluzile i za izvodenje integralnih relacija
fundamentalnih integralnih transformacija. Akcenat bi trebalo staviti na kona¢nu Laplasovu
integralnu transformaciju, budué¢i da ona do sada nije bila definisana. Bitno je naglasiti da u
svim integralnim transformacijama figurisu totalne integralne vrednost singularno-analitickih
funkcija, tako da su to fundamentalno novi rezultati, koji se mogu veoma dobro iskoristiti u
procesu izvodenja novih rezultata u mnogim granama matematike, ta¢nije u svim oblastima
matematike i primenjene matematike gde se koriste integralne transformacije.
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