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>roblemi vezani za numeri&ko re$avanje diskretnih

analogona konturnih zadataka tipa (KP), nastalih ekvidistantnom
su u mnogim knjigama i radovima. Na-

[2a, ¢, 4, e, £], [3], [5])., [7]. (11],

12a, b}, [10]. U [3] je dato 20 shema za numeritko reSavanje
konturnog zadatka (KP) pomocu ekvidistantne diskretizacije. Pored

novih rezultata [3] sadrZi i mnoge dobro poznate rezultate koji
] J P J

se odnose na ekvidistantnu diskretizaciju (KP).

U [3] se za I = :a,b], a,b e R, a<b, definise korak
diskretizacije h = (b-a)m-!, m eN , i odgovarajuéa mreza
1, =g, =-a 4 i = G;:1;..h,m ), pri cenu 4€  my € {m,m-1}

o

n

(3to zavisi od funkcionala Ri). Diskretni analogon konturnog pro-
blema (KP) je oblika (DKP), tj. predstavljen je sistemom neline-
arnih jedna&ina. Inverzna monotonija matrice Ah pokazuje se u
|3] kao veoma vaZna u dokazivanju resSivosti sistema (DKP) , jedno-
znaénosti resenja i konvergencije diskretnog reSenja ka redenju
problema (KP) kada h » 0. Takodje, inverzna monotonija matrice A
koristi se za dokaz stabilnosti sistema (DKP) i konvergenciju ni-
za aproksimacija dobijenih pomocu Newtonove ili metode paralelne
sedice ka re3enju sistema (DKP).

Slu&aj p(t) = 0 posebno je obradjen u [2c, e, £], a

sluaj p(t) = 0 i £ & c(I) u [8a].

3. Matrica A, nastala ekvidistantnom diskretizacijom

=3

konturnog problema (KP) je trakasta i relativno jednostavnog ob-
lika, 3to pruZa moguénost da se sistem nelinearnih jedna&ina (DKP)
dosta lako resSava. Pored toga, inverzna monotoniija matrica Ah s
dokazuje bez veéih teZkoéa, [3], [12a]. Medjutim, iako ekvidistan-
tna diskretizacija pruZa mnoge pogodnosti u numeriékom resavanju
problema (KP), postoji potreba i za neekvidistantnom diskretiza-
cijom, koja bi vodila ra&una o karakteru traZenog resenja. Ilus-

trovademo to primerom. Jednacina

I
o

(1) - x" = a2(1 - x), na I, x(0) =x7(1)

ima resSenje



x(t) =1 - = -
e + P
7a a = 100 va%i x(t) € (0.9999977, 1] za t € [0.13, 1]. BAko

vrednosti redenja x(t) za t € 0.13, 1 smatramo poznatim 1 jed-

nakim sa 1,onda moZemo posmatrati broj tacaka mreze 1,. iobijene
ekvidistantnom ili neekvidistantnom diskretizacijom, koje pripa-

daju intervalu [0,0.13). U [8] su posmatrane dve ekvidistantne

diskretizacije sa mreZama Ihj = {i/n : 1 =0,1,...,n} 22 N = 20

(3=1) 1 n = 100 (j=2), i neekvidistantna diskretizacija sa mre-

Zom Ih 3 = iki/BOO & 1 = 0,1,2,0.2+:20); (Ko, Kiso-osk20) = (0,1,
’

l,1,1,1,1,3,2,2,4,4,4,8,&,20,44,86,146,200,267). Ozna¢imo sa n

ukupan broj tacaka mreze I 3 sa m. broj tadaka iste mreZe koje
v n, J

pripadaju intervalu [0, 0.13),1i neka je

|
t

1]
pri Cemu je X, redenje diskretnog analogona (DKP) nastalog dis-

kretizacijom nad mrezom Ih .. Tada imamo sledeéu tabelu
r )

~n
w

0.030350

2 101 14 0.014087

vidimo da neekvidistantna diskretizacija u navedenom
primeru daje bolje rezultate od obe ekvidistantne diskretizacije,

pri Cemu uporedjujemo brojeve m., €., 1 broj nepoznatih u siste-

(]
\

mu nelinearnih jedna&ina (DKP) n

Konturni problemi tipa (KP), ¢ija resSenj)a u veéem de-

lu posmatranog intervala I imaju pribliZno konstantn vrednost,
a u malim podintervalima intervala I se n me , Srel €




4 mehanici fluida (problem granicnog sloja) [14a], [13], [6], i

u kvantnoj mehanici (WKB problemi) [14a,b],[16],[17], u teoriji

elasticiteta [6], [14a], [18], zatim u elektriénim kolima, he-
mijskim reakcijama itd. Primeri pojednostavljenih Navier-Stokes-
ovih jédnaéi:a, ¢ija redenja imaju osobinu da su konstantna sem
osmatranog intervala, gde se naglo menjaju,
i u [18] za

u jednom delu nala-

ze se u [14b] za sluZaj udarne talasne jedna&ine

slu&aj hidrodinamicCke teorije o podmazivanju.

Kako pri diskretizaciji (KP) teZimo da dobijemo sto

tadnije aproksimacije i %to manje jednacina i nepoznatih u sis-
temu (DKP), prirodno se pojavljuje neekvidistantna diskretizaci-
ja. Pritom na raspored tacaka diskretizacije uti&e i karakter

reSenja za (KP).

A . Numeri&ko reavanje konturnih problema tipa (KP) ne-

4
se u [l4a,b], [2i]. U (18]
edjufaza u tamo

okesovih

ekvidistantnom diskretizacijom srece

neekvidistantna diskretizacija koristi se kao m

navedenoj metodi re$avanja pojednostavljenih Navier-5St
slucaj hidrodinami&ke teorije podmazivanja. Medju-
eekvidistantna diskretizacija ni-

a(t,x) ¢ C(I xR) umes-

jednac¢ina za
tim, na&in na koji se koristi n

je naveden. U [12¢c,d] se posmatra (KP) sa
to p(t), - ex" umesto x" i dati interval se deli na dva podinter-
itog kora-

postavljaju ekvidistantne mreZze razlic
od-

vala u kojima se

ka. Kako se tu radi o singularnom perturbacionom problemu, u p

intervalu, u kojem se uticaj &lana - ex" moZe zanemariti,koristi

se neka od metoda za numeriZko regavanje pocetnog problema (npr.

a u podintervalu gde se ¢lan -ex"
[3]. u [14a] konturni problem (KP)

metoda Runge-Kutta), ne zanema-

ruje koriste se neke od shema iz
sa f(t,x) = g(t)x - h(t), g,h € c(I), svodi se na resavanje si-

stema linearnih jedna&ina i kori
nih vrednosti resenja.
jonog problema tipa

sti se Gaussova metoda eliminaci-

je za izralunavanje pribli
Pri refavanju singularnog perturbac

(KP) u [2i] se koristi neekvidistantna diskretizacija na mreZi
I, = {to =0, ty =ty , # kjh ; 4w $;2y0.078F, Pri tom je M €N,
kj € N(j = 1,2,...,M), b7 = 5L, Ky iza 1 < Nj< Np<M 1

2



A ’

k, =1

i

ti se k i ti is-

kretnog 2y I

Takodje su navedene tri sheme tantnoj re-=

%i. Kao 8to se vidi, za tu mx 1 K

(J =1,...,M) prirodn

na¢in. Interval I >ji -

drze ekvidistantne treci

intervalu.

P ka
nesimet-

ricnin
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turnog proble .
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sebno se posmatra aproksimacija prvog i drugog izvoda, koji se

koriste za formiranje diskretnog analogona (DKP) konturnog prob-

lema (KP).

U §4. posmatra se sedam slulajeva konturnog problema

(KP) i njihova diskretizacija pomoéu neekvidistantnih mreza. Pr-

vih pet slulajeva su isti kao u [3], a preostala dva su nastala

z prethodnih pet promenom jednog konturnog uslova. Pri defini-

sanju neekvidistantnih mreZa predpostavljeno je da redenje kon-

urnog problema (KP) u intervalu [a,1], O0<a «1, ima pribliz-

+

no konstantnu vrednost, a u intervalu LO,aI da se brzo menja.

Opisano je 12 neekvidistantnih shema, od kojih prvih 8 sadrie

kao specijalne (ekvidistantne) sludajeve odgovarajuce sheme iz
[3]. Preostale sheme su dobijene na osnovu prethodnih osam.

U poslednjem paragrafu drugog dela dokazana je i in-
verzna monotonija matrica Ap nastalih diskretizacijom (KP) na
osnovu shema iz §4. Iskaz teoreme 5.1, koji se odnosi na sher
mu I, u ekvidistantnom siudaju je veé poznat [2f]. Medjutim, do-
kaz teoreme 5.1 je potpuno razli&it od dokaza odgovarajufe teo-
reme iz [2f].

Treéi deo rada posveéen je iterativnom redavanju dis-
kretnih analogona konturnih problema iz §4. Kao Sto je za ekvi-
distantne diskretizacije u 131 dato pod kojim uslovima inverzna
monotonija matrica Ay uslovljava konvergenciju iteracije paralel-
ne sedice, tako je u §5. na osnovu rezultata §5. dokazana kover-

gencija iteracije paralelne selice za neekvidistantne diskreti-

zacije iz §4.
7a razliku od ekvidistantnog slu&aja, gde je h = e o
neN,i h->0kadan > «, u slugaju neekvidistantne diskreti-

zacije potrebno je posebno prouditi pod kojim uslovima parametar

h te%i nuli. To je u&injeno u paragrafima 6. 17
Ispitivanje nejednadine stabilnosti i konvergencije
8

reSenja (DKP) ka reZenju (KP) kada n »> « sprovedeno je u §7

Koristedi se rezultatima §5. i §6. i tehnikom iz [3] dobijeni su

rezultati koji se u ekvidistantnom sludaju svode na odgovarajuc

rezultate iz [3].
U §8. navedeno je nekoliko primera koji treba da ilus

truju odredjene prednosti neekvidistantne diskretizacije u odno-
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x € RLD

ili krace

§2 Neke oznake, definicije 1 teoreme
( definicije i teoreme navedene u ovom paragra-
e su uglavnom iz [1a], [2a], [3], leai. Navedimo pr-
nake
N s R, skup prirodnih, realnih poz it ih
realnih brojeva -
I zatvoreni interval [0,1],
1 konaZan podskup od I,
e, ) . : o .
Y skup preslikavanja definisanih u X sa vrednos-
tima uY,
L(X,Y) skup linearnih preslikavanja definisanih u X sa
vrednostima u Y,
L (X) = LiXX)
E identitet,
cC (X) skup k-puta neprekidno diferencijabilnih real-
nih funkcija u XCR,
0 nula elemenat posmatranog vektorskog prostora,
n n- = - . n ;
S INE b niz sa &lanovima x (n € N),
$ vektor &ije su sve komponente jednake jedinici,
") prazan skup,
§(t) = 1, ¢t 61,
Ako je n kardinalni broj skupa I, onda se elementil
jdentifikuju sa vektorima x = (X{Ti), (t2), ’
n N : -
X = (X1,X2,.200X_) €ER , a linearni operat
n

sa matricama



A = (2 ) & R
A ) € .
ij nxn
-
% §
ve] sa 'Y € Ui plsacen
(<) ¥ ako je x(t) (<) y(t) T E
i
xjte) = x(t) (t. € L.
s 2
‘ 7 = I ~Ih
Defir ja 7a svako e , € € n 3 € R
< oznacava max x(t)le(t)™ = t € I,}.
e n
= - It
Prema |2a; sa X je defin norma u R .
L J e -
" 1 I o L .
4 Za svako e ; ©€ € IR ¢ IR oznaca-
Ml CAL LR & ,
: I 1
va skup 11X € R h . e(t) =0 x(t) = 0;’.
DY YA te B S »1h S o
Preslikavanje F skupa K u samog se-

F e -l A3

be naziva se monotono ako

x <y = Fx < Fy za svako x,yYy € R .
: : ~4 4} - - \IT. Y.
ih linearnih monotonih operatora na R oznaca-
vademo sa L (R

I i
*inieija 2.¢ preslikavanje A € L(R h) se naziva

inverzno-monotono (skraceno i.m.) ako postoji inverzno preslika-

vanje A e L, (R

preslikavanje F na R e naziva

: N . - b -

L (R"P) i ako za svako X,Y¥ e RD aZi
+ y

Fx - Fy| < P|x - y|-.




10

Za A,B € L(RIh) definisSemo

~ ] TR Sl 2 ,
Za svako A € L(R ") definiSemo matri-

2
“h) na sledeéi naé&in

A(t,s) ako je t =s

]
e

ako je t

.
0]

A(t,s) ako je A(t,s) 0

n

ako je A(t,s) <0

odskupovi

2
1)
=
41}
0
[
[l
-
[
-
B
o}
"
L]

.
[ &1
=]
~
ot
= §
-

0

Reéi Cemo da A € L(R M) povezuje I, sa 1} ako za sva-
r

postoje tadke to = t, ti,..., t_ € Ih (r = r(t) € N)

takve da je A(ti_

# 0 i tI € IB'

+ . "
I, oznatavaju sledece skupove
1



De { .11. Matrica A € L(Rh) je L-matrica ako
je Ld >0 i A i
. Matrica A € L(R" ") je M-matrica

-2 | rh | .
2h™% |1 - cos |75 P » .0/ € F
Funkcija (h) monotono opada za h € |0, 57 i vazi
(0) = T’T’XA ’ \ (h) 0 (12f ’ By s
7a preslikavanje u samog
za sva-

j nejednacinu

be kaZemo da

sel
" 1 X
ko ¢, Y € R h vazi
R - ajle,. =%
Y 2 X y
pri Cemu je > 0 konstanta nezavisna od X,Y-.
Iy

> 0 za sve t € Ih'

S5 & EabEyE)

(1) e
(ii) A je i.m., tj. A Jje M-matrica.
eorema 2.2. Neka je A B i pretposta-
o da je B i.m.. Tada je A i.m. ako te o da je
B~! Ae 0




Neka za A,R
A = . Bursu-dsm,.s 2R £ P + Q.

Tada (A - F) } postoji i (A - P) '- ogranifeno je, i

iteracija paralelne selice

PCI: x% e gTh,

konvergira za svako x% jedinstvenom reSenju jednacine

Ax = FX.




DRUGI DEO

DISKRETIZACIJA SA NEEKVIDISTANTNIM MREZAMA

U §3. navodi se opsta diferencna formula za aproksi-
maciju m-tog izvoda x“ﬂ(to) funkcije x(t) u tadki t,, koju je
dao E. Pflanz u [15b]. posebno se posmatraju sludajevi m = 1 1
m = 2. Diferencne formule u tim sluajevima imaju osobine
(3.6)-(3.8) zam = 1 { H{3:23) aAK0 vazi (3.12), za m = 2. Ove
osobine su znacajne za dokaz inverzne monotonije matrica Ay
nastalih diskretizacijom na osnovu shema iz 84. zbog toga su
sheme I -VII iz §4. tako postavljene da su osobine (3.6)-1(3.8) 1
(3.13) sacuvane.

Kao 5to je veé napomenuto, posmatrademo konturne pro-
bleme (KP) za &ije regenje je poznato da je pribliZno jednako
konstanti u intervalu [8,1); 0 <A = 1, i da se u intervalu
tO,a‘ brzo menja. Zbog toga je pozeljno da fiksni broj tacaka
mreze I, rasporedimo tako,da ih 3to vise pude u intervalu [0,a].
S obzirom na to uslov (4.8), pod kojim su konstruisane sheme,
je prirodan.

sludajevi kada je reenje problema (KP) pribliZno jed-
nako konstanti u intervalu [0,1-a], a v intervalu [1-a,1] se brzo
menja , mogu se prevesti u oblik pogodan za primenu shema iz §4.

Uz male promene mogu sé sheme iz §4. koristiti za dis-
kretizaciju (KP) i u sludajevima kada njegovo resenje ima prib-
li¥no konstantnu vrednost u [a,b], a < Db, 0« b« 1, au

[0,a] | r1-b,1]7 brzo se menja. To demo prikazati na primeru

v




sheme I,

Sve sheme opisane u §4. u specijalnom slucaju (videti

primedbu na kraju §4.) svode se na poznate ekvidistantne sheme.

formiranju shema I - IV interesantna je uloga parametra a,.
Naime, s obzirom na (4.10), pruZa se moguénost da se matrica
A, u sludajevima I - IV formira kao M-matrica ili matrica sa

slobode u "dijagonalnom ometanju" (videti teoreme Sy ik

D

5.7 i njihove posledice).

U f] je za jednu klasu simetri&nih diferencnih for-

N

mula iznet rezultat koji je u teoremi 5.1 prenet i na diferenc-

ne formule iz sheme I. Dokaz teoreme 5.1 se bitno razlikuje od

)

dokaza analognog rezultata za ekvidistantnu diskretizaciju.

Koristeéi se rezultatom teoreme 5.1 u teoremama B 2:05 .8 625

7.3, 7.4 formulisani su i dokazni iskazi o neekvidistantnim

2y

jiskretizacijama koje su u sluaju ekvidistantne diskretizaci-
je dati u [3]. :

Ostale teoreme iz §5. dokazane su koriséenjem ML-kri-
terijuma datog u [3], a iskazuju tvrdjenja o neekvidistantnim

1 ~ 2 - v __ sl r 1
shemama koje se u ekvidistantnom sluaju nalaze u 13], [12a].

§3. Diferencne formule za izvode prema E. Pflanzu

1. E. Pflanz u [15b] je dao u eksplicitnom obliku
diferencne formule za m-ti izvod xm(to) funkcije x(t) u tacki

t,. Njegov rezultat iskazuje sledeéa teorema:

1

- 2 " . N+ " b
Teorema 3.1. Neka je x € C (1), ne N, h e R_,

n)

(§=172, % .n)y 90, & oy za 41 # 3. (1,3 =1,2,...,D),

}
. 1
B tol to “’HO.,-_ e I.
)

Tada je za m < n, m € NN,



—
o

x(m)(

(3.1) to) = h ™(-1)™ m!s_x(to) +
iU
n n
=D me 1 a, - .
=] - |=
] | J ] )
« X(t + a.h) R
j m,n
S5d
n+l-m (=1) m! i n }Zi F(m,n,a .
t3.2) )\ﬂl n n —— — ) —‘F——*' i
8 o g |
! (n+1)! j=1 Bl
i=1 ] =
CxtHD) (e 4 ¢.h)
J ]
( i) 3 P ke e PP
L k-1 k-1

U (3.1) i (3.2) je F(l,n,0;) =1, Fmn,oay) =) (-1 . &
( ( ) Je (1, 3 * Ly ) 3 S -1

(m = 2,3,...,n), pri cemu je So =1, a S, suma brojeva

(a, * © 4. )Y gde (d1,32s60e0dy) prolazi skupom kombina-

cija k-te klase bez ponavljanja ele r e aghi) » PXOLZ=

n
vod 1 (o; - xj) (za fiksno j, 1 £ J < n) se formira za

i=1 3 g ! "
i =1,2,...,n BA jzuzetkom i = J, @ za n =1 je 1. Umesto poa-

vu&enih izraza n+l, n+l-m, n-m u (3.2) mogu se uzeti za 1 po-
vedani brojevi n+2, n+2-m, n-m+l tada i samo tada kada je m pa-

ran broj a tacke to * ‘jh su simetri¢ne u odnosu na tg.

(
m 2 3 1 : 441 17vod (m)
Teorema 3.1 daje aproksimaciju 1izvoda (to) u
opitem slucaju, tj. sa neekvidistantnim cvorovima interpolaci-

je, u obliku




E 322] .

postavkama teoreme 3.1 u [5] i [9] se navodi postupak za formi-

Pod pret-

sa koeficijentima ag,ay,-..,2 koji su dati u

ranje sistema n+l linearne jednaline sa n+l nepoznatom

@grayse-esdy tako da vaZi (3.3), ali opste reSenje nije dato.
Aproksimacije drugog izvoda (m=2) pomoéu neekvidistantnih &vo-
rova interpolacije za n = 3 nalazimo u [12a] i [4], azan =2

r

u [12a], [14a,b] i [6]. Diferencne formule za prvi izvod (m = 1)

sa neekvidistantnim &vorovima interpolacije navode se u [12a] i

[14a,b].

Diferencne formule za X(m)(tg) sa ekvidistantnim &vo-
rovima interpolacije to, + jh, j = Bl e sre— =27 w2 "Ps
n=p+q (p,g >0 suceli brojevi, p + g 2 1) su specijalni

slutajevi formule (3.1) i nalaze se u radovima E. Pflanza [15Db]
[5] je dao tabele sa diferencnim formula-

ma za izvode reda 1,2,3 i 4 nastale pomoéu ekvidistantnih &vo-

i [15a]. L. Collatz u

rova interpolacije sa razlic¢itim brojem &vorova interpolacije i
svrstao ih u dve grupe - simetricne i nesimetriéne.

Pri numeri&kom reZavanju diferencijalnih jedna&ina
zasnovanom na aproksimaciji izvoda diferencnim formulama
najée8ée su koriZdéene formule dobijene pomoéu ekvidistantnih
&vorova interpolacije, posebno simetri&ne formule. Navedimo sa-

mo [2a,f,c,d,e], [3], [5]. (7], [9]. [21]., [12a,b]. Razlog za

Eestu primenu simetriénih diferencnih formula izmedju ostalog
i : . n+2-m (n+2)
je i taj da je R = = O(h V. ZB X € C (I), umesto
+1- : ! e N ' 3
R o(h" e opitem slu&aju pri istom broju n+l interpo-
5

lacionih ¢&évorova.

Diferencne formule dobijene pomoéu ekvidistantnih ¢vo-
rova interpolacije, odnosno pomocu neekvidistantnih &vorova
interpolacije, nazivademo ekvidistantne diferencne formule, od-

nosno neekvidistantne diferencne formule.

2. Posmatrajmo sada formule (3.1) i (3.2) zam= 2 i
. . (2 , 1 -
m=1 i obelefimo x‘2) (t) sa x"(t) i x {1 (£) sa x"(¢).
Neka su za n = 2 i m = 1 ispunjene pretpostavse

ne 3.1, tada je



ier e F(1,2,a.) = 1(j =1,2), a kako je

3
1 1 X P 1
S, = - + - = —m—
A
Qs
neposredno sledi | 3.A) A AFD)»
Lako se vidi da vaZzZi
\ ©) (0 x2) (a” > 0, b~ 0, c° 0),
{3s1) (a 0, a; + a 0) = (a 0, b 2 - Q) .,
(3.8) (o X 5 0) (a 0, b”> 0, c” 0).
su unjene pretpostavke teoreme 3o za
n = i m = 2.
{ - x"(ty) = n (ax(t, * h) + bx(t, + +
-+ L“\'\O -+ % N -+ [V‘!r )
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§4. Diskretizacija konturnih

e 5 o ke et Tl
problema drugog reda

| U ovom paragr 0 1< za diskretizaci-
I - x" - t)x i FE, ) na I, R.x = Y (i =0,1

a odgovarajudu mrezZu I, na I sa

(4.2)

4
]
(ns
|
o
t
()
I
-+
(WX
—
+
o
s
-
w
]
b
»
.

Ako je k, # kﬁ bar za jedno i # j, i, € {1,2,...,n},
4 o~

n

rna ([2i]). za

v

mreza IH se naziva neekvidistantna ili neregul
I

k. =1 (j =1,2,...,n) mreza I, je ekvidistantna.

Diskretni problem koji odgovara problemu (KP) ima

kanonic¢ki cblik

(DKP)



+
C

jovarajuéim

iferencnih se aproksimiraju

prime rom.

3

T W R (8

diskretizaciju

t
m

]

-




emente matrica .»'-..” i ?"."1 oznacimo by (103)
rJ 1 {9 gy ,n), a i-tu kompone ; .Y sa
hl
I ; ta je ina iz (DKP) ¢e biti
N n
i,3)x. = B, (i,3)F + r. |To,Y (1),
« Z 0 i . h h J n
J =9 J*U
o femo zapisivati kracde (| 3 ) u obliku
(1200 i e v Ah{l,n)) =
B fded )wneea By A )) ¥
r }"lk I’ l I ’ h r
¥ Ik s} £5)
10
rito o zajednicki faktor elemenata odgovarajuce matrice
pisati ispred zagrade, a elemente jednake nuli nedemo pisati.
T imer, diskretizaciju opisanu sa (4.3) mozemo skrace-

b
]
o
.’
o
]
o
—

h™%(-1,2,-1) = (1) T A

Dijagonalni elementi su podvuceni.

?. sada demo opisati sheme koje cemo koristiti za diskre-

tizaciju (KP). Razlikovacemo sledede slucajeve:

x(0), Ryx = x(1), p = U.




I1 R, ( ¢(0) - x"(0), Ryx = g (1) + X L - ;
g; € t (i =0,1), jo > 0, g1 2 0, gg + 9 :
[II Ra2 X {03 R.Xx = g,x(1) + x° (1), p 0, R,

\Y R, i R; kao u sludajevima I - IV 1i“p £ 0.

VII R g i R, kao u vI, x(1-t) = x(1+t) za t ¢ I, p £ 0.

U svim sludajevima femo pretpostaviti da je n ¢ N,

n 3, k. & R (3 =" 1525.5,0) 3 definisati h sa (4.1). Mreza

liskretizacije €e biti Il‘ iz (4.2) sa ili bez tacke t_ =1, Sto
i il
zavisi od funkcionala R,. Za aproksimacije prvog 1 drugog izvo-
i

da koristicdemo formule (3.4) i (3.9):

(4.6) x“(t) ~ h1(a’x(t + a;

s
~J

x"(t) »~ h-2(ax(t + a,h) + bx(t) + cx(t 1,h) +

pri &emu su koeficijenti a”, by ¢, @, Dy c, d, k z2avise




odredjeno sa (4.8), a
odredjuje tako da

P S A

(4.11) sledi




N
w

e 1,25 1 & 12,081y

t  + a3(i)h e I (53 = 1,200+ n-2

Zbog (4.13) su tacke T_,: =t _, 7 x;(n-1)h 1
1-1
5 s = tn—l + a(n-1)h simetriéne u odnosu na tacku & . .

te na osnovu teoreme 3.1 imamo

(4.15) - x"(To) = (a2(n=-1)h) “ (= x(T ) + 2% (Tqg) = X(T +

Formula (4.15) sledi takodje iz (3.9), sa oy = 1; (n-1) 3

= a, (n-1), na osnovu (3.14) .

Na osnovu (4.13) i (4.14), s obzirom na (4.15), moOZe¢
se aproksimacija (4.7) koristiti u svim tackama t. (1 = s SR
..,n-1). Ako sa a;, b., c., d. oznadimo keoficijente a,b,c,

i .1 i i
dobijene iz (3.10) sa a; (i), ap (i), a3z(i) umesto sa ay, Qzs

amo slededu shemu.

i s i i i I e
P —r
|
- - = 1) za = t
h kdn_l,O,. ;JO,bn_l,Ln_l) L1 t e

Primedba. Ukoliko Zelimo da mreZa I, ima vise tadaka blizZe le-

vom kraju intervala I, onda je prvi deo uslova (4.8) prirodan.
Drugi deo istog uslova nije bitno ograni&enje za k_, jer se la-
ko ispunjava. Na prim k =Kk (p = 0). Us.ov (4.11) je
punj a primer, K kn—l Pn-1 v 3
takodje lako zadovoljiti, na primer, dovoljno je zeti p, =0

(L #1522 )

Ako refenje problema (KP), u sluc¢aju I, a priblizno

konstantnu vrednost u [a,b], 0 < a,b «1, au ), a J -b, 1]
brzo se menja, moZe se shema I za dis acij P




ER (i =1,2,...,n) ispunjavaju uslov (4.

su o3 (i), az2(i), «3(i), Pj td = 1,2, .niwpn=1) definisa-

ni kao u sludaju I ((4.9) - (4.11)). Ako definisSemo

n
. =k (1= 1,40 Ha==bo b} k.
n+l Rtl—i i 'D) o g
j=1
f = k 0 i =0 slw gzl )
- ! *431 = RAR T o (i 0,1, % f
IF T= e, i =:0,1%.45.n},
i 4
I = 1t, i = n+l, n+2,. e ENT %
i
n = (n = Kk y =% + k =
\ \n) . X3 \n) Xn Ka=-17 P, ’
moZemo (KP) diskretizovatl prema:
(1) =(1) + i' ea £t=4,]1
b Z(a. 0005 s 05D, sC s ) =(1),za t, €I )
l/ I/hl‘I«I ’ i i ol - | t
P; F )
h™ ( > > 0 a =(1),za t, €1 1
(“_r—»’bir—l'LZn 1'JL;L»'O’ 2n-1 o i h
P
Pritom se koeficijenti a.., bl, c,, d radunaju kao u shemi I.
E B P 8

e

Sludaj II. Neka Jje lh kao u slu&aju- I, k, (1 = ., 2% Sheynyrhexs
a

zadovoljavaju (4.8), o, (i), v, (1) 4 as; (1) (1 = 1% 2hieiake yiietd)
neka su definisani prema (4.9)-(4.11). Za diskretizaciju

shemu

ovom slucaiju
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definisani

diskretni

sa

analogon

(as

€ I 10, t
“h o
b o+ b g + gh,
0 0, &
da VIL"I"'ILY:} 27
+ a 0
= A __~HrVy ey
) 0.a
1‘.‘]’U’."'L'uﬁ"1’

O,...,U,br_

e —

“n-1
za t =

za t =

n2* " i

C ~) = (1)
r.-ﬁ. -
- o ]
3 P o' B9y

=rn=a,
D =
)
g b
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oVl
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h

fe
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f et
151

4.
e
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-
r &y
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541 ka3 * K441/

Koeficijenti a/, b, ci se odredjuju prema (3.5)
1 R,, R: kao u slugaju II: I, Ay Bh’

u shemi V.1l.

, R: kao u slucaju III: Iy \%, B,
Qami o I I
i ITI; AY kao u shemi V.1

n

R, i R, kao u slu&aju IV: Ly Ag, B
mi V

kao u shemi

+ }
h “n-l’tn
’;‘."‘pitll_l/(f)_Sk;}:, Oiis 5.5 210 3 —0.5};;1‘,0_)

Neka je kao u slucaju I,

VI. In
zadovoljavaju (4.8), a a

L (1), an(d

neka su definisani prema (4.

Koristeéi se osobinom

x(1-t) = x(1+t), t € I

refenja x problema (KP) 1

me.

0

ti sledeée dve sh

shemama I 1 1I,sada moz

‘J;(ﬂ) =k _, (13\/;'1) = k + kj‘,-—-l

kao

kao
i

t;
. »isiF R




c

10Vu

m

o

I




pri &emu je ko € R neka konstanta, red konzistencije tih formu

k+2 . . 1 .
£ (), 't3. za svako t € Ir i svako
i

g
"
N
fn
h
b
(-
)
=
N
C

funkcije y koja je definisana na
k

o
(t), u op3tem slu&aju zavisi O
Nz

1 u tacdkama t = 0,

t mreze I i od sheme. Za sheme I i

t =1 i za sheme VI.1 i VII.1 u tadki t =0 je k (t) = =, a

(W]

™

k(t) = 2 u preostalim ta&kama mreZe I, . Za sve ostale sheme

a3

Sheme I - IV, V.i (i = 1,2,3,4) u ekvidistantnom

sheme

§T o d )iy



uje

sSe

e

L

o

zna . formir
iste t A M-Krit
fl2al,; 31 5 12a
naved a s 2 ivaju
ysebno p« trati u tacka
Matrica A, dobijena pomocu shen
- 3
a Y C d
a az k C 1
§ =
= a a " -9
“n-2,n-3 "n-2,n-4, n-2,0, n-2

paragrafu se

Sy4a.
da 0Os
y Lo
she
&~y
a
n-2
C

T
nc
<y




jednakosti

(3.13) sledi da od elemenata van glavne dijagonale matrice Ah

pozitivni mogu biti samo elementi Ah(i, i+2) 4d=1,2,.

0

Ako uvedemo oznaku

imamo

Takodje na osnovu

I

’

<0,

pri &emu uzimamo da je

vektora e

U daljem radu je od posebnog inter

O r

e € R

Ih

7

ako je

J # ps-

ako je d. > 0,

dn—l

i -

tako da vazi A e 2 0.

Neka,

kao u slucaiju I,

za

S obzirom na na&in formiranja sheme I, vaZe

k.
4

(4.11) - (4.13). Na osnovu tih nejednakosti i (3.12),

{1 : ay (1) +azx(i) > 0, 17 Y20 o sn=2} ,
. . &
di > 0, ako je 1 € T3
(4.11) - (4.13), vaZi za LR [ SRR ) |

esa odredjivanje



—

[ 8]

da

e,

.

2 €
h
gledno

1

()

N




Sada je

gde je

)]
-
o
ol
'

te je

Zbog ¢

Neka je

Oy =

5.7) dokazano
,n=-1) .
za i = n-1 imamo

36

- a;(i) = az(i) = kn'
mh
+ € = 2 C 4 y
€ij-1 7 Cis1 e; 05 T3¢ *n
-0 ) = b = 2a3%(n-1)
A_cn_l 2C <1 bn_] 202 (n-1) .
h
(A e) = - <4 )
(Ap®)n-i y (2e, ) = (eqp * &)
15 ({n-1)
28" ( ma, (n=-1)h
gy = e 1‘1 - cos
as(n-1) { 1 + 2¢
= ) =151 = )\ ,
(az(n-1)h)e__, n-1%n-1
\th) =2h72 @1 = _Th > -
(h) 2h (1 cos 1+2E), e >0, ER.
L
Imamo n > 3, az(n - 1) = Ly h-' = )
J=1
n-1
k< 1 ki
n j=1 j
k
-1 - D i d
h 2k i az{n - 2)h < = =.
= n = 2k 2
0, sledi \(az(n - 1)h) > 0
Dokazademo sada da je A, 0 za i.¢€
za proizvoljno ali fiksno 1 € {1,2 , 7




144 h | v
J
da je e, = n ¢ = 'Sino T - . ’
) 3 i r Cs s raa e : - '
' 8 ] : Fi ‘
sin pri emu I LJjer d ST
-1- ! . ; 7 ' A -
znat je da Vv 1
vol a kKaze 1a 1
= e) F X € . =k,
1 . % ami rikazati u obliku
¥ + r
: A ——— — I ( ’
1
10) f(x) = =(81 v - :
’ X
R T ¢ N 0 X ) v
Rako Je X, = X > U, Y = O3 > U, X - X )y T je el
I . b 1 alkers 3 T ko -
zZa X € (- , — 1 , ako 1 samo axo =
(x): = (0% - a2)f(x) - 5 I P
b Y ¢ € = g




Sada moZemo dokazati da

novu toga imamo da

imo najpre sledecu
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S1I

valazimc




a
N
e
n
|
i
R

imamo

w0
')

[N
f

a kako je m/2

Imamo

2ax cosa(t+x) +

o’ x%cosa(T+x),

Vo

’

o

’

ako

n/ o

to je

je X
je X
je X
je X
je X

x € [0,03

(%] Lo

£ (10)

a~Ccosa

~

0.

(2 -a?x?)sina (T+x)

Time je tvrdjenje leme pod (c) dokazano.




r 1
balje
1

Ka

>

to zk
Si

1¢a’j

4
( (
Time je lema

3

axKo ) €
1

ax( €
axKo €
ako Je

’ K
4

ra ¢

dokazan

kg

€ (-

x =
X U,

X € |

€ X €

in
Ty ’

(x) 0
) + 2x(f

foy =
(X)
Jje a

2_6)
(0)

N

o))




(a), Lema 1,

= (a2
j=1 3!
Kako je £(0) = g°(0) = acosat, to je
g3 (0)
Ul L 5 i "L]—l e li‘lj_l
=2 3! o
igledno vaZzi
-1 2k- . : : .
t—l)k C = lcos;(-+x), ako je j = 2k-i,
(3) e -
g (x) = (5 = 1,2,...)
2k . g :
(—l)k; Ksina( ™x), ako je Jj = 2k.
Zzbog toga Je
$(0) = - o?sinat(adas - a2az) - a’cosatlalal - 15a%)

- L i 2k-1 , 2k-1
+ singt § (-1) = (a3a yia,” )
k=2 (2k) &
- 2k-1 e
- 2k-2 , 2k=2
+ cosat |} (-l)k 1 o (a3 a, -a3 02 ) »

k=3 (2k-1) !

odnosno



+ A
A 21 .
4K
:‘x‘ +
4 K

Kako Jje

(=1}

X
-
TR
Al 4 —
GKT<

Q(

Bax+2

%
k+2)

N

(4k+2

— (7 0
+1) ¢
11
e P ) AL 17
( GKTLZ
i (L3 Qn
4k+3)!
(k
imamo sin
4K=J5
4k~-1
4k-3
X “1‘!{—:;
— (L 3 .

) (4k+1)

W=

2 4k-1

)+ |
1 K
1 2
-~ g &~ g
.
4k-3
4k-1
2 )
A1 B
K=>

’
= 1,2
N
.
+3
)
)
i cosa




4k+1

= 3 2 (1 - F) -«

(4k+1) !

4k+1 e
X A3 K= . :
12 Q (< . 8 ’
4k+1)!
H2K=2 . 1 r > 1 y 3
jer je P " 1 za kK s Q 2 2002 1
- 2 =
A e
4k 4k 2 4k-2
(o - % ) 1" a3*Q 1 11
) A - 3 i e 3 S/
- o 51 .

Zbog oaa; < T.

Kako smo pokazali da su svi sabirci u 1z

pozitivni, sledi

u’g) 'r/



S
wm

. 2 > = , (
.t > ma. U ovom sludaju imamo je £"(x) D en iR -
(Lema 1, (c)). Zbog £F°(x) <« 0 za X € |=T0 (Lema 1, (b)) va-
zi
0 < £(0) - f(az) < £(0) - £(c
ier je 0 < a; < a3. Sada imamo situaciju f ik 1 de
lici.
[ {
| |
f ?
| | £ :
| {7 ‘
| | ¢ |
|
| |
-
—~—] ;
\\:_
—
——
jer je £(0) - cosa 0 zbog T/2 ’ . Iz trouglova AABI
1 { sledi
f - f f =, )
£ £
I L - i
y» otuda (zbc £(0) - f(o
& 4 ) - f(az)) (£(0) - £ ) )
]
ili
(0) = (a2 - a2)£(0) - 2f(a,) + a3f(as) > 0.
~ R . ey < 4 3 = ¥
Time je tvrdjenje teorer 5.1 u potry e ] ano.
a2 . = - 2 -oéi
U specijalnom se © nest




e

teor

avke

ST

unjene pretp

2y
0

3




st

lo je jos da se

]
K

3 funkcija u intervalu -7

za X € T 50
L . h :
D(x) Q (X) 0,
( X - £ )
D(x) : = (a - ) g =~ X X} T X +
o ( st £ (x) + - )
C £™ ) 2 € a P 1¢ 2 1, d ;s azl
€ - ’
11) X X £" % L 3) <
PC 1t rame D(x) i dokazimc ia jJje D(X) e & jled
X ) A - A n - <1 -
- 2 - x) £ + - x)f
r)y €0 2 e
) = (s = az) (0 = ) (a3 = X) ( - 2(a
[ v, = X)f(az) - (a; = x)£f(aj)
{ - v\ f —— - w)f X 3




0 cza x € fJ=1:0] n@time i E"(X)

Sto je i trebalo dokazati.

U sluaiju ki = 1 {4 = 1.2, ,5,0) imanc

h =n i sa a,(i) = - a;(i) = 1 dobijamo dobro poznatu mat-
ricu A, _((4.4)). Tada je ie; = x(h) (1 = 1,2,...,0-1). U ovom
specijalnom (ekvidistantnom) sluéaju tvrdjenje teoreme 5.1 na-

1 >4 ce 1u ) £

lazl se u Z

Koristedéi se rezultatima prethodne teoreme mozZemo do-

kazati nekoliko sledecih teorema.

5.2. Matrica A iz sheme I je
h

(a) M - matrica, ako je 15, = 9,
o

2 1 .
(b) i.m. matrica, ako je 714 # @ i ako za svako i €
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+ ( == 1) a (o \
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y £ - y = P
| 1 € < ’ - 4 o
) € - § i A . . =5 - - .
, . i 1VK A -
1
£ o ' -1 -1 n-1
g ey =
+b+=C.+d a 1 ’
1 1
1 1 J
Me) = =a.+ + 20+ Aa~C; = §
- i 1 <A | 1 1
1 z 1
\ 1 1 , € 1
=a + b+ = za 1 €
=a e 5
M (
( ( i =é ’ -




(4 mogu odredi-

prema

- -
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4
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edec

n
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su
(1 =1,2
A
ekvidist

0

se mozZe

(4.8),

aju kao posledicu teoreme

[N
0

slovi (4.
o
PP, - )
3 samo ako
& disk
P
Xi, o
& T

pPOs

dokazati

(=
De

Matrica

Y
1

sN=1) ,

2

i jednostavnije.

2

1

*n-1

onda

ta

cd

12

imamo

iz sheme I je

zZa

oy (1)

P O SR

lednji uslov je uvek zadovoljen.

slede

vazi

¢u

svako i €
(1 = 1,2

ovom

Q +

ovom

matrica.

teoremu,

I mozZe

b
D

iti

daje poznatu

slucaju



a; b
A = h
Li
ko se proverava da je =
|
U
0
A
{1 ) b
2 \1)
!

0O







k. =Kk (o I I (S SRR o (| 8 1 + 1
4
o - 3 1 ) P T
1 = y E € 0, I = 1, i = 1,4 o
i i
€ A e AR o » s M
- i ’ L= J‘ 4

4. Matrice A, iz shema II, III, IV razlikuju se

)
J

A. iz sheme I samo u prvoj i poslednjoj vrsti, u prvoj

li poslednjoj, odnosno u prvoj, i poslednjc e
& dokazu teoreme
Za matrice iy ma II, III, IV vazi
ijenje k) o
Neka je : = h*A, . T o da je 2 i .
matrice tako $to femo pokazati da je A i.m. matrica. Dokaz
emo dati u tri dela, za svaki od tri navedena slucaja ¥ :
. Ne e matrica B defir 8a (5. 28 i sé z R &~
X , di m, predposlednjom i poslednjc rstc Loje sada
g
(0, - azh) - prva - y
(3 3 3.) Irua reta
\5a,., Y g;Ci. a - Q1) - qQr a vrsta
o 3 ; i
(ga Sp—— = -0 ’
*3%n-1,n-2" *9%p-1,0’ = 2
(2 0) - poslednja 1,

-~ 4 >~ - —~ c 1 2 nr i 71 19no i
ri € )€ qe (0,1/< proizvodijn 1
. . .
1/2, je k Ko




ekvivalent

T
Z




o




ako je

o
]
A

-

ako je go > 0, g1 > 0,

—

{n}, ako je g, > 0, g, = 0.

O¢igledno je da matrica M povezuje skup 1’ (M3) sa

I, (M6) = {0,1, ,n I° (M8)
) h
Kako je Mg = B < 0, sledi prema M-kriterijumu da je

matrica M M-matrica.
Zbog L, < 0 i drugi uslov ML-kriterijuma je ispunjen.

U shemi II je g > 0, 1> 0, g¢ + Q1 > 0, te je

{0}, ako je gs >0, g: = 0,
(5.36) I;lAi) = {0,n}, ako je g, > 0, g, > 0,
{n}, ako je go = 0, g, > 0.

U prva dva sludaja matrica M povezuje skup



sa I, (A§) na sledeci nacCin: za 1g € I, (A) formira se niz
hgiy =ods o m 1 =p (3 &7 0,1;..:,2~1),
J 13
(5.37) ]
i =20
r ’
pri &emu za i, = n, definiSemo P; = s
0
U treem slu&aju, go = 0, g, > 0, povezivanje skupa

. c + s : . .
(a6) = {0,1,...,n-1} sa skupom I, (Aé) = {n; pomocu matrice
aci

s
M ostvaruje se na sledeé¢i n (A8) obrazuje se

Th

Prema ML-kriterijumu sada sledi da je matrica A, 1z

II i.m. matrica.

(Zai III. U ovom slu&aju razlikujemo dve sheme, : = 8
. - s 2 +* <
dve matrice A. Definifimo matrice B i A, kao u slucaju II, sa

prvom vrstom (0) umesto (5.32), (5.34), a zatim M i L prema

(5.16) ako je R¢x = x(0). Tada uslov (ii) nije potreban i ima-

-
r +
>
o
1

{0,n},za g3 > 0.

enjuju sa

w
E
N
I

Za R,x = x(1) se poslednje vrste u (5.32), (5

, te uslov (iii) nije potreban i imamo
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Py




+

I (A8) sa I, (A§) na nacin opisan u slu-

¢
o

= 0 ako je ip, = n-1.

”
dc

(0]

kazano je da matrica A ispunjava sva

o
(o]
|

tri uslova ML-kriterijuma, tj. da je i.m. matrica. Time je t

ovarajuéa matrica Ay je
h : £ 2 ]
'+ Znajuci to sada mo-

5. "Za svaku shemu I - IV odg
I

.. i B = diagll,;1;),;:aps1s0) € 1L

1 + 1
emo formulisati dve teoreme, &ije rezultate €femo koristiti u

Uvedimo,najpre, sledede oznake:

. ' - ¢ (1-2) { ————i

N
Il
NI~

)
S

(0]
.

(0]
w
P

N
m
=
—
N
V]
~
(o]
-4
o
-
]
o

© , ako je g =] o T
d
0. = ) (1, =02 ;3 arii=1}

Neka su A (j = 1,2,3,4) matrice koje

L Olels hed
odgovaraju shemama I, II, III, IV respektivno. Ako za svako i €

)

vazi (5.13) , tada

jmanja sopstvena pozitivna vrednost

»

) postoji

sopstvenoc problema A, .X = AB X (3 = 1,2,3,4);
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D; = diag(d,.d;

""’dn) takva matrica

(1 = 1,2, ce-n-1)l . Da < Dy, - Tada se

=1,2,3,4) razlikuju od matrica Ay
iy

lavnoj dijagonali. Ta&nije, vazi

" - B.D;) (A, )d' za svako j € {1,2,3,4} inverzna mono-
tonija 1 = dokazuje pomodu ML-kriterijuma sa
atricam dokazima teorema 5.2 i 5.6, pri
cemu je Ay = \Rn,j - BhD;>J. Kako su éi odredjeni tako da dru-
yi uslov ML-kriterijuma bude ispunjen, a prvi i treéi uslov
raze (3to se dokazuije isto kao u teoremama 5.2 i 5.6), sledi

ja je matrica A, . - B, D1 i.m..
- !
Ako je sada Di < D, £ uiL( 0 < % P 15" bice
o= A - A, 15 = B.Di,
r ] = i e J L
te n teoreme 2.3 sledi da su matrice Ah,* = Bth
(2 ) i.m. J
Time je teorema dokazana.
Primec O¢igledno 51 (i =1,2
od h. Ako je potrebno da za elemente yu,
vazi y. €(-=,), ), to Je moguce postici
i 1,
S I ako je j; = ¢ . Dovoljan uslov
5.3. U ostalim slu&ajevima, j = 2,3,4, s obzirom na i: : in—l

tako nesto nije moguce .
U sludaju ekvidistantne diskretizacije ki =1, Py =0

(i =1,2,3,...,n) tvrdjenja teoreme 5.7 se svode na osobinu PO

1z 300
Ako se matrice A, 3 (3 = 1,2,3,4) formiraju sa p; < 0
, i
(1 =1,2,...,n-1) i ako se pretpostavi nesto vide o k; (i = 1,2,

...,n) nego 3to je dato u opisu shema, izraz za g, moZe biti

iednostavniji. Tako, na primer, ako je
J J

1,
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matrica A i o Tl W
e B4 h

teoreme i relaciju

Specijalan (ekvidistantan) slucaj ki =1,

=1,2,...,n) ove teoreme nalazi se u [3], osobine PC
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(c,l - cihpi) (Ciﬂ

(2,405 s50=2}







0, Pjyq & 0. Sa p .o waZi;, isti Je

kao u prethodnom slucaju.

~. dokaz da (5.44) vaZi, isti je
Pj




rnaci
Povez
10,n;

~kriteri

skupa I,
h

M

matrice M

ra se niz

(A
\A

(
YT €
e (pre
Y ae VN9
CJ = o A

ostvaruje

’ za J
za j
za j
za J

sada sl




matrice

lec¢e izmene

m
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uslov ML-kriterijuma svodi se na (5.44)

£

Jje 1ispunjen.

i, prema

u matrici matricu Ak i

3,1
iterijuma se

2 -

3(“ agh) (c1 - cihpi),

a “h{ - a_ .br .

al 4n=1 “n-1 Hn—l)

2 1
= = 2C); = — , - cqg = c1 = = 4ajg

ekvivalentan sa

2hp: .

(7]

L

(uslov b), teorema 5.9) sledi
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= + -
k 2k k| k-
I 1 n n
le) = h(za  + + h“g, = h°c > 0 (g, > 0).
i 2 ii —
AkOo je 0, onda je T Ae) = "1n Zbog
i1
(n,n-1 ha” # atrica M je M-matrica. Za g 0 Je
n :
e ) i I (RAe) = @ , te Je, prema M-kriterijumu, M -ma-

) dato sa (5.36), to u sludajevima kada

Kako je l;&%

~ 2 . 0 » 3 1 T A
je g > 0 matrica M povezuje skup If(Af\ =m0 S Ty ) I, (AS)
1 h
sa I, (A§) na sledeéi nain: za i, € 1’ (A§) obrazuje se niz
w0 Pl 3 (3 = O s » s g X71)
) 4
(5.49
i_ =0
r
Kada je gg = 0, g > 0 povezivanje
o
skupom IY(AE) ostvaruje se pomocu trice L

ga. 1 37T Ié(ASi obrazuje se niz

i. = 1. 41, (3 = 0,1,...,r-1)

prema ML-kriterijumu sledi da je matrica 4, , 1.M.
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l1._.
gaogch;

c(n-1,0) = C(n-1,n) iz (5.43).

o%igledno vazi B < 0, C < 0 i A =B + C. Sa matricama
M =235+ B, L = E + AZ!C prvi uslov ML-kriterijuma svodi se

= . + ;
na (5.44) za i € rdn{2,4,...,n—2} i (5.46) i (5.47), te je,
ranije dokazanpo , ispunjen.
Sa e = "(1,87/5:),.ssels3(4) dobijamo

(Me)i = (Mzi)i 500 £ =134 5 -3,
gde je (M%)i odredjeno prema (5.45). Za i = 0 dobijamo
(Me)s = gh? + goh(-bi - ai) + gih(b’ + 3a°) =
i e s ‘ J5= ! n 4n
- 1.2 13 5 L 5
= gh*® + 30K, 0 (g 0).
7a i = 1,2,n-2,n-1 analogno kao i u dokazu pod b) dobija se
(Me‘;l > 0. Otuda je lﬁ(Me) = ¢, te je matrica M M-matrica.
Kako je g > 0, to je I;(Aé) = {0}. Matrica M povezu-
je skup I;(Ag) = {1,2,...,0-1} s2 I;(Aé), tako Sto se za

i, € I;(Aﬁ) formira niz (5.49).

Na osnovu dokazanog i ML-kriterijuma sledi da je i

Ah,4 i.me.

c) U ovom sluaju razlikujemo dve sheme, tj. dve mat-

sem u 0-toj vr-

rice Ah,3- Ako je Rox = x(0) matrica Ah,3 ima,
Kako

sti, sve elemente jednake elementima matrice Ah 2°
iy
n) to je

= h? i j) = (A = Ve dsle 9]
Ah,B(O’O) he % Ah’3(0,j, 0 (3 | e j

{0} , za g, = 0,



Ako je R;x = x(1) matrica Ah , ima elemente J¢ ak
h;3
elementima matrice A, ,, Sem u poslednjoj vrsti. K ]
Il ,
Ay 3(n,n) =h® 1 By 3(n,jJ = Qai(y =0,1,.s.4n=1), tO J€
’ ’

{0,n}, za go > 0,

Matrice B i C definisu se prema (5.42), odnpsno (5.4
1z izmene
2_ . : .
Bl0,1) = = zdgh, €l0,;1) =.= h ako je R =Ix 1) ;
C(n,n=1) = ha;, ako je Rex = x(0).

Da su uslovi ML-kriterijuma ispunjeni dokazuje se
sada kao pod b). Zna¢i, matrica Ah 3 je i.m..
sdy
Time je teorema 5.9 dokazana.
k., =1 \/l:l,-—r
i
...,n) uslovi teoreme 5.9 se pojednostavljuju. Tada se, naime,

U ekvidistantnom slucaju,

parametar P, dobijen iz uslova (i) ML-kriterijuma, javija samo

kod matrica A _ 5 (3 = 2,3,4) i to samo na jednom ili dva mesta.
h,d
Tada je P = - 1 i pretpostavke teoreme se svode na poznate pret-

postavke [12a,b].

Pod navedenim pretpostavkama matrice Ahlj'(j ) o2 354)
koje odgovaraju shemama V.j (J = 1,2,3,4) respektivno, su i.m..
To nam omoguéava da tvrdjenje teoreme 5.7 prenesemo i na ove
matrice, ali sa ii(p) > 0 koje zavisi od funkcije p(t). Paramet-
re ii(w) odredjujemo, kao i u teoremi 5.7 paramet:e 51' tako da
prvi uslov ML-kriterijuma bude zadovoljen. U opsStem sludaju iz-

razi za qi(p) su glomazni, te ih ne navodimo.




7. Matrica A, iz sheme VI.1l razlikuje se od matrice

h
A. iz sheme I samo u poslednjoj vrsti, koja glasi

= 3 o= ~2 a2
S 2kn ’ 2kn ).

Teorema 5.10. Za matricu Ah iz sheme VI.1l vaZe tvr-

djenja teorema 5.2, 5.3, 5.4 i 5.5.

okaz. Postupajuéi na potpuno isti nacin kao sa mat-

ricom Ah iz sheme I dokazuje se da tvrdjenje teoreme 5.3 vaZi i

za matricu Ak iz sheme VI.1.

Kako su teoreme 5.4 i 5.5 direktne posledice teoreme
5.2, dovoljno je dokazati da za matricu A, iz sheme VI.1 vazi
tvrdjenje teoreme 5.2.

Neka je najpre 15 = ¢ . Tada je matrica Ay L-matrica
(dokaz a) teoreme 5.2). Da bi dokazali da je A.r i M-matrica

posluZidemo se M-kriterijumom. Kako je Ig(Ahf) = {1,2,...,n}
i I;(nb¥\ = {0}, to je dovoljno dokazati da Ah povezuje skup
- + . -
I‘(Awi) sa skupom IH(Ahé). To povezivanje se ostvaruje na sle-

deéi nadin: za i, € IQ(AH&) formira se niz (5.37), pri Cemu je
h 't

Ry = 0 za i, = n.
0
g - - o 2 &
Ako je 1, # § definisimo A : = h*Ah. Inverznu monoto-
a ) §
niju matrica A dokazademo pomoéu ML-kriterijuma. Neka su matri-

ce M i L definisane sa (5.16), pri &emu je A, = diag(h?®, by,...

Stk SR

sa (5.20) uz izmenu poslednje vrste koja sada glasi (k;z, 0).
+

Matrica C je odredjena sa C = A~ - B, gde je A" =2 - Ad - Agy.
Da je A < ML dokazuje se potpuno isto kao u teoremi 5.2.

5 + _ . .
2k6‘), A, je dato sa (5.19), matrica B je definisana

Kako je (M§) =k * >0, (M§), = h? a (M§), (i =1,2,...,n"1)

dato sa (5.17) imamo da je Iﬁ(M&) = ¢. Zbog M, < 0 sada na osno-

vu M-kriterijuma sledi da je M M-matrica. Povezivanije skupa

+ - - =
Iﬁ(AG) = {1,2,...,n} sa skupom Ih(Aé) = {0} pomofu matrice M

ostvaruje se pomoéu niza (5.37) za svako i, € I;(Ahﬁ, za i

je pio = 0).



8. Sada demo posmatrati maticu A nastalu na osno-

1

vu sheme VI.2.

Teorema 5.11. Za matricu Ah iz sheme VI.2 vazZi tvr-
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