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Uvod

Klasi¢na teorija mere je bazirana na prostoru mere sa merom koja je pre-
brojivo aditivna realna skupovna funkcija, [65, 75]. Osobina prebrojive adi-
tivnosti mere ¢esto predstavlja problem jer ne omoguéava modeliranje nekih
pojava, kao §to je na primer interakcija izmedu kriterijuma u teoriji odludi-
vanja, te se pojavljuje potreba za njenim uop$tenjem. Zato je razvijena
teorija neaditivnih mera i odgovarajucih integrala, [27, 33, 34, 42, 64, 88|.
Zmacaj integrala baziranih na neaditivnim merama takode se ogleda kroz
njihovu Siroku primenu u prepoznavanju oblika, ekonomiji, fazi kontroli itd.

Interval iz proSirenog skupa realnih brojeva sa uopsStenjima uobicajnih
operacija sabiranja i mnozenja u obliku pseudo-sabiranja i pseudo-mnozenja,
koji ¢ine strukturu poluprstena, daju vezu sa neaditivnim merama tzv.
pseudo-aditivnim merama i odgovarajué¢im integralom, videti [62, 63, 64,
65, 66]. Na osnovu tih pojmova su izgradene teorije idempotentne analize,
[39, 44, 45|, i opstije pseudo-analize, [62, 63, 64, 65, 66].

Kako klasi¢ne integralne nejednakosti igraju vaznu ulogu ne samo u
matematickoj analizi, ve¢ i u drugim oblastima matematike, pre svega vero-
vatnodi, to je vazno ispitati u kom obliku se te nejednakosti prenose na
integrale bazirane na neaditivnim merama. U [10] je navedena veza izmedu
klasi¢ne teorije verovatnoce i teorije odluéivanja, te na osnovu tih rezulta-
ta, uopstenja integralnih nejednakosti u vezi sa odgovaraju¢im klasi¢nim
nejednakostima koje imaju primenu u teoriji verovatnocée, mogu omoguciti
njihovu primenu u teoriji odluc¢ivanja.

Prve nejednakosti koje su uopstene za neaditvne integrale su nejedna-
kosti Cebigeva [29] i Jensena [71] za fazi integral. Ubrzo pocinju da se
objavljuju radovi sa uopstenjima mnogih nejednakosti za integrale bazirane
na neaditivnim merama (|7, 8, 9, 19, 20, 21, 22, 41, 55, 56, 59, 72, 73, 74]).

Ova disertacija je posvec¢ena nejednakostima za integrale bazirane na nea-
ditivnim merama sa akcentom na nejednakosti za pseudo-integral i njihovoj
primeni.

Pocevsi od definicije fazi mere u prvoj glavi ovog rada date su defini-



cije i osobine gokeovog, Sugenovog, univerzalnog i pseudo-integrala ([16, 27,
36, 64, 86]). Takode, data su poredenja Sokeovog i Lebegovog integrala
([48]), a zatim Sokeovog i Sugenovog integrala ([64]). Sokeov i Sugenov inte-
gral imaju Siroku primenu kao funkcije agregacije. U sekciji 1.1.5 data je
definicija funkcije agregacije, primeri kao i njihova veza sa ova dva integrala
(I33]). Univerzalni integral (|36]) je uopstenje Sokeovog i Sugenovog inte-
grala i njegova konstrukcija je data u sekciji 1.2. Definicije pseudo-operacija,
poluprstena i @-mere koja nam omogucava da definiSemo pseudo-integral
(|63, 64, 65]) date su u sekciji 1.3.

Druga glava je posvec¢ena nejednakostima za Sugenov, Sokeov i uni-
verzalni integral, odnosno dati su rezultati iz [2, 4, 9, 29, 30, 31, 71, 84]
vezani za uopstene nejednakosti Jensena, éebiéeva, Holdera, Minkovskog,
Stolarskog i Bervalda za ove integrale. U sekciji 2.1 su navedene pomenute
klasi¢ne nejednakosti za Lebegov integral. Originalni rezultati iz [4] vezani
za uopstenje Bervaldove nejednakosti za Sugenov integral dati su u sekciji
2.8.

U trecoj glavi dati su originalni rezultati iz [68] vezani za uopstenje
Jensenove nejednakosti za pseudo-integral. Ovaj tip nejednakosti je pokazan
za dva slucaja poluprstena. U sekciji 3.3 su dokazane posledice ove nejedna-
kosti koje ¢e kasnije biti primenjene u pseudo-verovatnodi.

Originalni rezultati, vezani za dve nejednakosti poznate kao nejednakosti
Cebigeva za pseudo-integral, dati su u ¢etvrtoj glavi ovog rada. Takode, data
je njihova primena u pseudo-verovatnoci. Prva nejednakost Cebiseva ima
veliki znac¢aj u teoriji verovatnoce, dok se druga odnosi na integrale funkcija
koje su iste monotonosti. U sekciji 3.3 je navedena nejednakost Stolarskog
koja je posledica druge nejednakosti Cebigeva.

Nejednakosti Holdera i Minkovskog za pseudo-integral date su u petoj
glavi, $to su takode originalni rezultati ove disertacije (|5]). Pokazana je
Holderova nejednakost u slu¢aju kad su pseudo-operacije definisane pomocu
monotonog i neprekidnog generatora, zatim kad je pseudo-sabiranje ide-
mpotentna operacija dok je pseudo-mnozenje definisano pomocu generatora
g. Takode je navedena nejednakost u slu¢aju kada su obe pseudo-operacije
idempotentne. Nejednakost Minkovskog za pseudo-integral za tri slucaja
poluprstena je pokazana u sekciji 5.2. U sekciji 5.3 dat je kratak pregled
definicija osnovnih pojmova i rezultata vezanih za teoriju odlu¢ivanja iz [10].
Analogija izmedu optimizacije i klasi¢ne teorije verovatnoce je proucavane
od strane vise autora u [10, 11, 12, 13, 25, 26, 45]. U sekciji 5.3.2 date
su nejednakosti koje su analogne nejednakostima Holdera i Minkovskog u
klasi¢noj teoriji verovatnoce.

vi



Sli¢no kao u klasi¢noj teoriji mere nejednakosti Holdera, Minkovskog i
Cebigeva za pseudo-integral se mogu primeniti prilikom uopstavanja klasi-
¢nog LP prostora. Naime, u Sestoj glavi data je definicija uopstene metrike
na poluprstenu, a zatim je uvedeno uopstenje LP prostora i uopstena metrika
na njemu. Za dva slu¢aja poluprstena tipovi konvergencija i teoreme konve-
rgencija niza funkcija date su u sekciji 6.1.

Ovom prilikom se zahvaljujem komisiji Akademiku Olgi Hadzi¢, dr Arpa-
du Takaciju i dr Tatjani Grbi¢ na podrsci i sugestijama koje su doprinele
boljem kvalitetu ovog rada. Zahvaljujem se mentoru Akademiku Endre Papu
na pomodi i svim korisnim savetima koji su mi pomogli tokom pisanja ovog
rada.
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Glava 1

Integrali bazirani na
neaditivnim merama

Klasi¢na teorija mere je bazirana na prebrojivo aditivhim merama i Lebe-
govom integralu. Medutim, aditivnost mere ne omogucéava modeliranje
mnogih pojava. Iz tog razloga uvode se monotone skupovne funkcije koje
se nazivaju fazi mere i one predstavljaju uopsStenje klasi¢ne mere. Sokeov
i Sugenov integral su bazirani na fazi merama. U sekciji 1.1 dat je pregled
definicija fazi mere, Sokeovog i Sugenovog integrala sa njihovim osnovnim
osobinama (|16, 27, 86]). Takode, dato je poredenje Sokeovog i Lebegovog
integrala ([48]), a zatim Sokeovog i Sugenovog integrala ([64]). Ovako de-
finisani intergali zbog njihovih osobina imaju Siroku primenu kao funkcije
agregacije. Pored definicije funkcije agregacije dati su primeri kao i nji-
hova veza sa Sokeovim i Sugenovim integralom ([33]). Zbog specijalnih ope-
racija koje se koriste u konstrukciji Sokeovog i Sugenovog integrala njihova
primena je ogranicena. Iz tog razloga u [36] uvodi se univerzalni integral
koji je uopstenje gokeovog i Sugenovog integrala. Konstrukcija univerzalnog
integrala je data u sekciji 1.2, dok su u sekciji 1.3 date definicije pseudo-
operacija i poluprstena, a zatim primeri poluprstena. Sledi definicija -
mere koja nam omogucava da definiSemo pseudo-integral ¢ija konstrukcija
je sli¢na konstrukceiji Lebegovog integrala ([63, 64, 65]). Pseudo-verovatnoca
je uopstenje klasi¢ne verovatnoce i bazirana je na neaditivhim merama i
pseudo-integralu ([53]).



2 Glava 1. Integrali bazirani na neaditivnim merama

1.1 Sokeov i Sugenov integral

Sokeov i Sugenov integral su bazirani na fazi merama u Sirem smislu |16, 27,
64]. Neka je X neprazan skup i A o-algebra na X. (X, .A) nazivamo prostor
sa o-algebrom.

Definicija 1.1. Fazi mera je funkcija pu : A — [0, 00] za koju vazi:

ii) za svako A, B € A ako je A C B, tada je u(A) < u(B).

(X, A, 1) se naziva fazi merljiv prostor.

Fazi mera koja zadovoljava uslov m (X) = 1 naziva se normirana fazi
mera.

U radu koristimo oznake

xVy=sup(z,y) ixAy=inf(z,y).

Definicija 1.2. Fazi mera u je

i) neprekidna od dole ako za svaki rastuci niz skupova (Ay), oy iz A vazi:
Jim 1 (An) = 1 (UpZ 4n) s

ii) neprekidna od gore ako za svaki opadajuci niz skupova (A,), .y iz A
takav da je u (A1) < oo vazi:

[e.e]
g e (dn) = 1 (ﬂl An> 7
n—=
iii) modularna ako za svako A, B € A vazi:

p(AUB) +pu(ANB) = pn(A)+pu(B),

iv) maksitivna (V-aditivna) ako za svako A, B € A vazi:

p(AUB)=p(A)Vu(B).

v) submodularna ako za svako A, B € A vazi:

W(AUB) +u(ANB) < p(A)+ u(B).
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Zbog ispitivanja aditivnosti i maksitivnosti integrala potrebno je uvesti
pojam komonotonosti funkcija. Svaka funkcija f : X — [—o0, 00] definiSe
na X relaciju <;:

y1 <py2 & fy) < f(y).

Funkcije f i g su komonotone, u oznaci f ~ g ako i samo ako ne postoji
par y1, y2 € X takav da je y1 <j y2 1 y2 <g ¥1.

Neka je F' skup svih merljivih funkcija iz X u [—o0, 00] .

Za svako a € [—00,00] i A € A funkcija definisana sa

a , x€A,

b(a,A)(x):{ 0 . zdA

se naziva bazi¢na funkcija.

Merljiva funkcija s : X — R™ se naziva jednostavna funkcija ako je njen
skup vrednosti konacan skup.

Svakoj jednostavnoj funkciji s sa skupom vrednosti {a1, ag, ..., ap } se pri-
druzuje konac¢na particija {A;, Ag, ..., A, } ,gdeje Ay ={z € X | f(x) = a;}.
Funkcija s se moze predstaviti pomoc¢u bazi¢nih funkcija na sledeéi naéin:

s=Y bla,A) = \/blai, A).
i=1 i=1
1.1.1 Sokeov integral

Sokeovog integral je uveden u [24]. Sledi definicija i osnovne osobine Sokeovog
integrala ([16, 27, 64]).

Definicija 1.3. Sokeov integral je funkcionela iz F (X) u [—oc,c0] defini-
sana sa

© [ sdu= [ ulye X 1) >
Osnovne osobine Sokeovog integrala su:

(C1) Za svaku bazi¢nu funkciju vazi

<@/b@AMM=wum>

za svako a € RT i A € A sa konvencijom 000 = 0o -0 = 0.

Karakteristi¢na funkcija x4 je specijalan sluc¢aj bazi¢ne funkcije za
a=11vaz

@/mw:mm
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za svako A € A.
Neka su f, g € F(X).

(C2) (Monotonost) Ako je f < g, tada je (¢) [ fdu < (c) [ gdp.
(C3) (Homogenost) (¢) [(a- f)dp <a-(c) [ fdu za svako a € RT.

(C4) (Komonotona aditivnost) Ako je f ~ g, tada je
(C)/(f+g) dp = (C)/fdu+ (C)/gdu-
Vige o Sokeovom integralu se moze naéi u (16, 27, 64]).

1.1.2 Sugenov integral

Sugenov integral je takode baziran na fazi meri [16, 27, 64, 81, 86|. Uveden
je u [81] i u originalnoj formi definisan je na funkcijima ¢iji je skup vrednosti
u [0, 1] i na normiranoj fazi meri.

Opétiji integral u odnosu na uopstenu fazi meru proucavani su u [47, 52,
70].

Sledi pregled definicije i osnovnih osobina Sugenovog integrala iz [86].

Neka je (X, A, p) fazi merljiv prostor, u : A — [0, 00| fazi mera. Neka je
sa G (X) oznacen skup svih kona¢nih nenegativnih merljivih funkcija defi-
nisanih na X.

Definicija 1.4. Sugenov integral funkcije f € G (X) nad A € A u odnosu
na pu je definisan sa

(S)/Afduz sup [aAp(ANEF,)

a€l0,00]
gdeje Fy ={z | f(x) > a}, a€|0,00].

Ocigledno za Fy, vazi: ako je o < 3 onda je Fjg C Fy,.

U slucaju da je A = X, koristicemo oznaku (s) [y fdu = (s) [ fdpu.

Ako je X = (—o00,00), A Borelova o-algebra, p Lebegova mera i f :
X — [0,00) unimodalna neprekidna funkcija, Sugenov integral (s) [ fdu je
duzina stranice najveéeg kvadrata izmedu funkcije f i xz-ose.

Osnovne osobine Sugenovog integrala su:

(S1) Ako je pu(A) =0, tada je (s) [, fdp = 0 za svaku funkciju f € G (X).
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(S2) (s) [y fdu=(s) [ f-xadu

(S3) Ako je f < g, tada je (s) [ fdu < (s) [ gdp.
(S4) (s) [,adu < a A p(A) za svako a € [0,00) .
(S5)

S5) (s) [4 (f+a)du < (s) [, fdu+ (s) [, adp za svako a € [0,00).

Dokazi navedenih osobina se mogu naci u [16, 27, 64, 86].

1.1.3 Poredenje Sokeovog i Lebegovog integrala

Neka je (X, .A) prostor sa o-algebrom. U ovoj sekciji pod pojmom monotone
mere podrazumevacemo fazi meru m : A — [0, c0] sa osobinom m (X) > 0

(148])-

Teorema koja sledi daje vezu izmedu Sokeovog i Lebegovog integrala
[16, 64].

Teorema 1.1. Ako je m o-aditivna mera onda se Sokeov integral poklapa
sa Lebegovim integralom, tj.

© [ sam= [ sam.

Za dve monotone mere mj,ms : A — [0, 00] koje se poklapaju na F =
{{f = t}}2, (lina {{f > t}},2,), Sokeovi integrali u odnosu na te dve mere
takode se poklapaju, tj.

(C)/fdml = (C)/fdmg.

Vazi sledeca teorema ¢iji se dokaz moze pronaci u [48].

Teorema 1.2. Neka je (X,.A) prostor sa o-algebrom, m : A — [0, c0] mo-
notona mera i f : X — [0,00] merljiva funkcija. Ako je X konacan skup
ili f: X — [0,00] jednostavna funkcija, tada postoji o-aditivna mera py :
o (F) — [0,00] takva da ps|r = m|r, gde je o (F) najmangja o-algebra koja
sadrzt F = {{f > t}};0,, 1 vazi

© [ gam =) [ fing= [ sin.

Takode na osnovu [16| imamo slede¢u teoremu.
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Teorema 1.3. Neka je (X,.A) prostor sa o-algebrom, m : A — [0, 00] ne-
prekidna od dole monotona mera. Tada za svaku merljivu funkciju f: X —
[0, 0] vazi

(c)/ fdm = sup {(c)/ sdm | s je jednostavna funkcija, s < f} .
X X

Ako je monotona mera submodularna, imamo sledec¢i rezultat pokazan
u [27].

Teorema 1.4. Neka je (X, A) prostor sa o-algebrom, m : A — [0, 00| sub-
modularna monotona mera. Tada je skup

M={p|p: A—10,00], p<m, p je aditivna}

neprazan i za svaku merljivu funkciju f : X — [0, 00] vazi

(C)/demzsup{(C)/deu!uEM}-

Stavise, za svako A € A, m (A) =sup{u(A) | p € M}.

Ocigledno, ako je X konacan ili f jednostavna funkcija, onda (c) [ fdu =
fX fdu je na desnoj strani Lebegov integral za svako pu € M.

Lema 1.5. Neka je X konacan prostor i neka je T : [0,00)° — [0, o]
neopadajuce preslikavanja po obe koordinate. Tada za sve funkcije f,g: X —
0,00] funkeija T (f.g) : X — [0,00] data sa T (f.g) (x) = T(f (x) , g (x))
je T-merljiva, gde je

P
T:{UAmBi |peN, 4; € F, Bieg}
i=1
najmanja  familija  skupova iz 2% koja sadrzi F={{f >t}}2, i
G ={{g>1t}};2,, i zatvorena u odnosu na uniju i presek.
Sledi teorema u ¢ijem dokazu se koristi prethodna lema i notacija nave-

dena u njoj (videti [48]).

Teorema 1.6. Neka je X konacan prostor, m : 2% —[0,00] modularna
monotona mera na T i neka su date funkcije f, g : X — [0,00]. Tada postoji
aditivna mera p : 2% — [0, 00] takva da za svako neopadajuce preslikavanja
po obe koordinate T : [0, 00]> — [0, 00] vazi

© [ fam = [ 7190
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U opstem slucaju Sokeov integral nije aditivan.

Posledica 1.7. Neka je X konacan prostor, m : 2% —[0,00] modularna
monotona mera na T i neka su date funkcije f,g: X — [0,00]. Tada vaZi

© [ (r+ayin=(@) [ sam+) [ gim.

1.1.4 Poredenje Sokeovog i Sugenovog integrala
Za specijalan slutaj fazi mere Sokeov i Sugenov integral se poklapaju ([64]).

Teorema 1.8. Neka je f: X — [0,1] merljiva funkcija.

(1) Ako je p: A — |0, 1] neprekidna od gore i od dole fazi mera takva da
je w(X) =1, tada vazi

o [ san- [ fdu' <L

(2) Ako je u: A —{0,1} fazi mera, tada vazi

() [ fdn =) [ fdn.

1.1.5 Sokeov i Sugenov integral kao funkcije agregacije

Neka je I neprazan interval realnih brojeva. Sledi definicija funkcije agre-
gacije [33].
Definicija 1.5. Funkcija agregacije je funkcija A : I" — I koja je neopada-

juca (po svakoj promenljivoj) i ispunjava grani¢ne uslove

inf A® (z) =infli supA™ () = supl.
zeln xeln

Najpoznatije funkcije agregacije su: aritmeticka sredina, geometrijska
sredina, aritmeticka sredina sa teZinama, minimum, maksimum, medijana
itd. Navescemo neke od njih. Neka je [n] = {1,2,...,n}ix = (x1,22,...,2p) .

i) Aritmeticka sredina je funkcija AM : 1" — I definisina sa

AM (z) = % S
=1
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ii) Za svako k € [n] projekcija je funkcija Py : I — I definisina sa
Py (x) = zk.
iii) Minimum je funkcija Min: [ — I definisina sa
Min () = min{z1, 22, ..., zn}.

iv) Maksimum je funkcija Min: I"™ — T definisina sa

Max () = max {x1, 22, ..., Tn} .

v) Za vektor tezine w = (wi, wa, ..., wy) € [0,1]" takav daje Y i w; =1
aritmeticka sredina sa tezinama je funkcija W AM,, : I — [ definisana
sa

WAM,, (x) = szmz
i=1

vi) Za vektor tezine w = (w1, ws, ..., w,) € [0,1]" takav da je /I ; w; =1
il =0, 1] maksimum sa tezinama u odnosu na w je funkcija WM az,, :
I™ — T definisana sa

WMazxqy, (x) = \/ (wi A ;).
i=1

vii) Za vektor tezine w = (w1, wo, ..., wy,) € [0,1]" takav da je /I ; w; =1
i I=10,1] minimum sa tezinama u odnosu na w je funkcija WMin,, :
I" — I definisana sa
n
W Ming () = N\ (1 —w;) V).
i=1

Neka je u : 2M— [0, 00) fazi mera, x = (21, T2, ..., z,) € [0,00)". Ako je
funkcija f =3, (xa(i) — 370(1'71)) X4, gde je o permutacija na [n] takva
da je 2,1y < ZTp(2) < oo < To(n)s Too) = 01 Agy = {0 (i) ,...,0(n)}, tada
je Sokeov integral funkcija agregacije u odnosu na p i ima slede¢i oblik

() / fdp =" (To(i) = To(i-1)) 1 (Ao(i)) -
=1

U tom slucaju koristimo oznaku C,, () = (¢) [ fdp.
U teoremi koja sledi data je veza Sokeovog integrala sa drugim funkci-
jama agregacije (|33]).
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Teorema 1.9. Neka je p : 2M— [0, 00) fazi mera takva da je p([n]) = 1,
I =R. Tada vazi;

i) C,, =Min ako 1 samo je |1 = fimin, gde je pmin fazi mera za koju za
svako A G [n] je pimin (A) =0,

it) C,, =Mazx ako i samo je u = lmax, gde je pmax fazi mera za koju za

svako A C [n], A# 0 vaZi pmax (A) =1,
iii) C, = Py ako i samo je p Dirakova mera &y,
) C, = WAM,y, ako i samo je p aditivna i za svako i € [n] je u({i}) =

Wws.

Sada ¢emo posmatrati Sugenov integral kao funkciju agregacije na I".

Neka je p : 2" —1[0,00) fazi mera i € [0, ([n])]". Ako je funkcija
f=Vy (ﬂ%(i) A XAU(i)) gde je o permutacija na [n] takva da je 741y <
To2) < v < Ty, Too) = 01 Agy = {0 (i),...,0(n)}, tada je Sugenov
integral funkcija agregacije u odnosu na p i ima sledeéi oblik

(5) [ fdn=\/ (2ot A1t (Aoi)).
i=1

Koristicemo notaciju S, (z) umesto (s) [ fdu.
Teorema koja sledi daje vezu Sugenovog integrala sa funkcijama agre-
gacije (|33]).

Teorema 1.10. Neka je p fazi mera i 1 = [0, u ([n])]. Tada vazi;

i) Sy =Min ako i samo je p = pimin, gde je fmin fazi mera za koju za

svako A C [n] je pimin (4) = 0.

i) Sy =Maz ako i samo je [t = fimax, gde je fimax fazi mera za koju za
svako A C [n], A # 0 vaZi pimax (A) = 1.

iii) S, = Py ako i samo je p Dirakova mera 0.

v) S, = WMaxy ako i samo je p maksitivna fazi mera takva da je
p([n]) =11 za svako i € [n] je p({i}) = w;.

vii) S, = W Miny, ako i samo je p minitivna fazi mera takva da je p ([n]) =
17 za svako i € [n] je p([n]\{i}) = p([n]) — w;.
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1.2 Univerzalni integral

U ovoj sekciji ¢emo takode pod pojmom monotone mere podrazumevati
fazi meru m : A —[0,00] sa osobinom m (X) > 0. Univerzalni integral
je definisan na proizvoljnom prostoru sa o-algebrom (X,.4) u odnosu na
monotonu meru m : A — [0, 00| i za merljivu funkciju f: X— [0, 0] .

Sledi pregled definicija, notacija i rezultata iz [36].

Funkcija f : X— [0,00] je A-merljiva ako f~!(B) € A za svako B €
B ([0, 00]) gde je B (][0, oo]) Borelova g-algebra na [0, oo] . Koristi¢emo slede¢u
notaciju:

Definicija 1.6. Neka je (X, .A) prostor sa o-algebrom.

(1) FX&A) oznacava skup svih A-merljivih funkcija f : X— [0, 00| ;

(2) Za svako a € (0,00], MG je skup svih monotonih mera koje zado-

voljavaju m (X) = a i

MEA — | ] A,

a€(0,00]

Koristec¢i prethodnu notaciju Sokeov [24], Sugenov [81] i Silkretov [77]
integral, respektivno su dati za prostor sa o-algebrom (X,A), za svaku
funkciju f € FXA) i za svaku monotonu meru m € MA) ga

Ch(m, f)= [~ m((f =0} a (11)

Su (m, f) = sup {min (t,m ({f = t})) | ¢ € (0,00]},
Sh (m, f) = sup {t-m ({f > t}) [t € (0,00]},

uzimajuéi da je 0- oo = 0.

Nezavisno od prostora sa o-algebrom (X, .A) integrali (1.1), (1.2) i (1.3)
preslikavaju M4 x FEGA) 4 [0,00] . Ako fiksiramo m € MEA) oni su
funkcije agregacije na FXA) . Prethodni integrali su takode neopadajuce
funkcije iz M) u [0, 00] ako fiksiramo proizvoljnu funkciju f € FHA),

Neka je S klasa merljivih prostora i

Doy = |J MEA x XA,
(X, A)eS
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Integrali (1.1), (1.2) i (1.3) preslikavaju Djg o) u [0, 00] i neopadajuci su po
obe koordinate. Pored toga oni ispunjavaju jednakost I (m1, f1) = I(maq, f2)
kad parovi (m1, f1), (ma2, f2) € D« zadovoljavaju jednakost

my ({f1 =2 t}) =ma ({f2 = t})
za svako t € (0, 00].

Definicija 1.7. Ako parovi (my, fi) € MEAD) 5 FELAD G (;my fo) €
M2 A2) o F(X2.A2) zadovoljavaju

m1 ({f1 > t}) =ma({f2 > t})

za svako t € (0,00], tada kazemo da su (mq, f1) i (ma, f2) integralno ekvi-
valentni, u oznaci

(ma, f1) ~ (ma, fa2).

Univerzalni integral je baziran na operaciji koja u ops$tem slucaju nije ni
asocijativna ni komutativna. Sledi definicija binarne operacije na kojoj se
bazira univerzalni integral.

Definicija 1.8. Neka [ : [0, 00]? — [0, 00] funkcija koja zadovoljava sledece
osobine:

(1) @ je neopadajuca po obe komponente, tj. za svako ai,as,bi,by €
[0, 00] sa osobinom a1 < ag i by < be vazi a1 by < ag [ by,

(2) 0 je anhilator za [, tj. za svako a € [0,00] vazi a 10 =08a =0,

(3) [ ima neutralni element e razli¢it od 0, tj. postoji e € (0, c0] tako da
za svako a € [0,00] vazi aJe =eHa = a.

U [36] dat je aksiomatski pristup za univerzalne integrale. Naime, polazi
se od aksioma koje zadovoljavaju Sokeov, Sugenov i Silkretov integral.

Definicija 1.9. Univerzalni integral je funkcija I : Dy ) — [0, 00] koja
zadovoljava sledece aksiome:

(1) za svaki prostor sa o-algebrom (X, A) restrikcija funkcije I na MXA) x

FXA je neopadajuca po svakoj koordinati;

(12) postoji funkcija [ : [0, 00]* — [0, 00] takva da za svaki par (m, ¢ - x4) €
D[O,oo] vazi
I(m,c-xa)=cm(A);
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(I3) za sve integralno ekvivalentne parove (m1, f1), (ma, f2) € Djg ) vaZi
I(mlafl) = I(m2af2) .

Teorema 1.11. Neka je [ : [0,00]* — [0,00] binarna operacija u smislu
definicije 1.8. Tada je najmangi univerzalni integral I i najveéi univerzalni
integral 1 baziran na [ dat sa

In(m, f) = sup{tm{f=1})|te€ (0,00},
ID(m,f) = essmsuprsup{tDm({th})]tE(O,oo]},

gde je esssup,, f =sup{t € [0,00] | m ({f > t}) > 0}.

Ocigledno je Su = Iy, i Sh = Ipoq gde su operacije Min i Prod date
sa Min(a,b) = min (a,b) i Prod(a,b) = a - b. Iz nelineranosti Sugenovog
integrala (videti [37, 49]) sledi da univerzalni integral takode nije linearan u
opStem slucaju.

Ako fiksiramo neutralni element e € (0, 00|, najmanja operacija [le i
najveca operacija [1° u smislu definicije 1.8 sa neutralnim elementom e su
date sa

0, (a,b) € [0,¢)"
alleb = max (a,b), (a,b) € [e, 0]
min (a,b), inace,

2

min (a,b), min(a,b) =0ili (a,b) € (0,¢]?
allfb = { oo, (a,b) € (e, 00]”
max (a,b), inale.

Teorema 1.12. Neka je [ : [0, 00]° — [0,00] binarna operacija u smish
definicije 1.8 na [0,00] sa neutralnom elementom e € (0,00], i neka je K
skup svih univerzalnih integrala 1 takvih da

i) za svako m € MEA i svako ¢ € [0, 00] vaZi
I(m,c-xx)=c,
i) za svako m € MEA) i svako A € A vazi

L(m,c-xa) = m(A).
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Onda I, 4 I su najmanji i najveéi element iz KC respektivno, njihove
eksplicitne formule su date sa

Ig, (m, f) = max (m ({f > e}) , essinfy, f) ,

gde je essinfy, f =sup{t € [0,00] | m ({f >t}) > e} i

min (ess sup,, f; lir&m {f> t}))
t—
ako max (ess sup,, f, lirél+m {f> t})) <ee,
t—
00
I (m, f) = ako min <ess sup,, f, lir(l)rhm {f > t})) > e,
t—
esssup,, f
ako hn}ﬂn({f >1t}) <eiesssup,, f>e,
t—0
lim m ({f > t}) inace.
t—0t

U [36] univerzalni integral se uvodi na jo$ jedan naéin.

Za datu operaciju [ na [0, oo] pretpostavljamo da postoji operacija B :
[0, 00]2 — [0, 00] koja je neprekidna, asocijativna, neopadajuca i ima 0 kao
neutralni element (tada sledi komutativnost operacije B, videti [35]) i koja
je distributivna sa leve strane u odnosu na [, tj. za sve a,b, ¢ € [0, 00| vazi

(aBb)He=(alc)B (bEc).

Par (M, ) se naziva integralni par operacija.

Neka je (X,.A) prostor sa o-algebrom.
Svaka jednostavna funkcija s € F(X4 | tj. funkcija koja ima kona¢an skup
vrednosti Ran (s) = {a1,as2,...,a,} gdejea; < az < ... < an, A; = {s > a;},
ap=01b; =inf{c € [0,00] | aj—1 B e = a;}, ima jedinstvenu prezentaciju

o)
S = Hﬂbl *XA;-
=1

Skup svih jednostavnih funkcija iz F(*4) obelezicemo sa fiﬁ;ﬁl.
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Sli¢no kao kod konstrukcije Lebegovog integrala za svaki prostor sa o-

algebrom (X,.A) i svaku monotonu meru m na (X,A) neka je I%’%p e,

MEXA) o F XA [0, 0o] funkcija data sa

simple
00 o0
I%’%ple (m, Eﬂlbi . XA¢> = iiﬁlbi Om(4;). (1.4)

Teorema 1.13. Neka je (H,[]) integralni par operacija. Funkcijo Impm :
Dig,00] — [0, 00] data sa

IEH,EV (ma f) =

sup {I‘Eé%ple (158) | (1, 8) € Dyo,oq]s 8 Je jednostavna, R < h(m’f)}

je univerzalni integral koji je profirenje I‘Z’.f%ple u (1.4).

1.2.1 Univerzalni integral na [0, 1]

Za monotone normirane mere m € M&X’A) i funkcije f € F&A koje zado-
voljavaju uslov Rang (f) = [0,1] (pisacemo krace f € F; (OXI’}A )) univerzalni
integrali su bazirani na binarnoj operaciji [J u smislu definicije 1.8 sa neu-

tralnim elementom 1. Restrikcija univerzalnog integrala na klasu

X, A X, A
Doy = | MY xFgy
(X, A)eS

naziva se univerzalni integral na skali [0, 1] ili fazi integral.

Semikopula (konjuktor, t-seminorma) [15, 28, 82| je binarna operacija
G : [0, 1]2 — [0,1] koja je neopadajuc¢a po obe komponente, 1 je neutralni
element i zadovoljava a [ b < min (a,b) za svako (a,b) € [0,1]*.

Ako je jo§ operacija [J : [0, 1]2 — [0, 1] asocijativna i komutativna, onda
se naziva triangularna norma (krace t-norma [14, 35|).

Slede Cetiri najcesée koris¢ene t-norme:

(1) T (z,y) = min (z,y) za (z,y) € [0,1)%>. Ova t-norma je najveca
semikopula i na njoj je baziran originalni Sugenov integral uveden u
[81].

(2) Tp (z,y) = xy za (x,y) € [0,1]%. Silkretov integral uveden u [77] i
Sokeov integral na [0, 1] su bazirani na 7p t-normi.
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(3) T, (z,y) = max(a+b—1,0)

0, (x,y)€]0, 1)2

A , $to je najmanja semikopula.
xy, inace

) 7o () = {
Kopule ([79], videti i [14, 54]) su takode specijalan slu¢aj semikopula i
imaju vaznu ulogu u statistici i teoriji verovatnoce. Pridruzuju se funkciji
raspodele na [0, 1]2 dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive (X,Y") ¢ije kor-

dinate X i Y imaju uniformnu raspodelu na [0,1]. Kopula C' ima osobinu
dazasvako 0<a<b<1i0<e<d<1 vazi

C(a,c)+C(b,d) — C(b,c)— C(a,d) > 0.

Konstrukcija univerzalnog integrala na [0, oo baziranog na fiksiranoj bi-
narnoj operaciji u smislu definicije 1.8 se moze takode primeniti na uni-
verzalni integral na [0, 1] pocevsi od fiksirane semikopule. Ako je ® semi-
kopula, najmanji i najveéi univerzalni integral na [0, 1] i dati su sa:

Ie (m, f) = sw{tem{f=1t})|te01]},

I°(m,f) = esssupf ®sup{t@m({f > 1})|te (01},

Za fiksirinu striktnu t-normu 7', odgovarajuci univerzalni integral I je Su-
geno-Veberov integral [87|, dok za opstiju semikopulu 7', odgovarajuéi uni-
verzalni integral I se naziva seminormirani integral i dat je u [82].

U sledecoj teoremi data je jos jedna konstrukcija univerzalnog integrala
pomocu kopula.

Teorema 1.14. Neka je C : [0,1]* — [0,1] kopula i preslikavanje K¢
Dio1) — [0, 1] definisano sa
Ke (m, f) = Po ({(@.) € 0.1 |y <m({f 2 a})}).

gde je Pc mera verovatnoée na B <[O, 1]2) indukovana sa C, tj. za svako

(a,b) € [0,1]? imamo Pc ((0,a] x (0,b]) = C (a,b). Tada je Ko univerzalni
integral na skali [0,1] .
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1.3 Pseudo-integral

Pseudo-integral je baziran na é&-merama u odnosu na odgovarajuce pseudo-
operacije ([63, 64]).

1.3.1 Pseudo-sabiranje i pseudo-mnoZenje

Pseudo-sabiranje i pseudo-mnozenje su uopstene klasi¢ne operacije (|63, 64]).
Ove pseudo-operacije su definisane na nekom zatvorenom intervalu [a,b] C
[—00,00] (ili poluzatvorenom intervalu da bi se izbegli slucajevi (400) +
(—o0) ili 0+ (+00)).

Operacija @ (pseudo-sabiranje) je funkcija @ : [a,b] X [a,b] — [a, b] koja
je komutativna, neopadajuca (u odnosu na relaciju parcijalnog uredenja <),
asocijativna i ima nulti elemenat, u oznaci 0, tj. za svako x € [a,b] vazi
09z=x.

Neka je [a,b], = {z: 2 € [a,b],0 X z}.

Operacija ® (pseudo-mnozenje) je funkcija ® : [a, b] X [a,b] — [a, b] koja
je komutativna, pozitivno neopadajuca, tj. * < y implicira x ® 2 X y ®© 2,
z € [a,b] ., asocijativna i sa neutralnim elementom 1 € [a,b], tj. za svako
z €la,b,10x=uw.

Pretpostaviéemo da je 0©x = 01 da je ® distributivno pseudo-mnozenje
u odnosu na @, tj. 2O (yPz2) = (zOy) ® (x© z). Tada je ([a,b],®,0)
poluprsten. Poluprsteni se mogu posmatrati i opstije na nekom parcijalno
uredenom (relacijom =) skupu P umesto na [a,d].

Na osnovu ovih operacija razvija se pseudo-integralni rac¢un, koji se ko-
risti za reSavanje nelinearnih parcijalnih, obi¢nih diferencijalnih i diferencnih
jednacina. Slede primeri poluprstena (|63, 64]).

Posmatramo samo sledec¢e slu¢ajeve poluprstena kod kojih su obe pseudo-
operacije neprekidne (neprekidnost pseudo-mnoZzenja ® moze biti narusena
eventualno u slu¢ajevima 0©a =a©0ili0©b = b®0, tj. u tatkama (0, a)
i(a,0)ili (0,b) 1 (b,0)) :

Slucaj 1: Pseudo-sabiranje je idempotentna operacija dok pseudo-mno-
Zenje nije.

(a) x@®y = sup(z,y), ® je proizvoljno neidempotentno pseudo-mnozenje
na intervalu [a,b] kancelativno na (a,b)?. Neutralni elementi operacije @
je 0 = a. Idempotentna operacija sup indukuje totalni poredak na sledeéi
na¢in: x < y ako i samo ako sup(zx,y) = y, tj. uobiajeni poredak. Staviée,
pseudo-mnozZenje ® je generisano funkcijom g : [a, b] — [0, 0o koja je rastuca
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funkcija i bijekcija, tj. * @y = g~ (g(x) - g(y)) (ovaj rezultat sledi iz [34],
videti i [32]). Tada je 1 = g~ *(1).

(b) x ®y = inf(x,y), ® je proizvoljno neidempotentno pseudo-mnozenje
na intervalu [a, b] kancelativno na (a,b)?. Tada je 0 = b i idempotentna
operacija inf indukuje totalni poredak na sledeé¢i nacin: = < y ako i samo ako
inf(z,y) = y, tj. poredak obrnut uobic¢ajenom. Stavise, pseudo-mnozZenje
® je generisano funkcijom g : [a,b] — [0,00] koja je opadajuca funkcija i
bijekcija, tj. x@y = g~ (g(x)-g(y)) (ovaj rezultat sledi iz [34], videti i [32]).
Tada je 1 = g~ 1(1).

Slucaj 11: Pseudo-operacije su definisane pomoc¢u monotonog i nepreki-
dnog generatora g : [a,b] — [0, 00], tj. pseudo-operacije su date sa

r®y =g "g9(x)+gy) 1 roy=g"(9(x)- gy)).

Ako je nulti element za pseudo-sabiranje a, posmatrac¢emo rastuce gene-
ratore. Tada je g(a) = 01 g(b) = oco. Ako je nulti element za pseudo-
sabiranje b, posmatracemo opadajuce generatore. Tada je g (b) =01 g (a) =
00.

Kada je generator g rastuci (respektivno opadajuci), operacija @ indu-
kuje uobicajeni poredak (respektivno obrnut poredak uobi¢ajenom) na inte-
rvalu [a, b] na sledeéi na¢in: z < y ako i samo ako g (z) < g (y).

Pseudo-operacije @ i ® u ovom slu¢aju nazivamo g-sabiranjei g-mnozenje,
a odgovarajuci poluprsten g-poluprsten.

Slucaj I1T: Obe operacije su idempotentne.

(a) x @y = sup(z,y), x ©y = inf(z,y) na intervalu [a,b]. Tada je 0 = a
i 1 = b. Operacija sup indukuje uobi¢ajeni poredak (z < y ako i samo ako
sup(z, ) = y).

(b) z®y = inf(z,y), * ©y = sup(z, y) na intervalu [a,b]. Tada je 0 = b
and 1 = a. Operacija inf indukuje obrnut poredak uobi¢ajenom (z <y ako
i samo ako inf(z,y) = y).

U |51] je pokazano da se poluprsten sa idempotentnim pseudo-sabiranjem
(® = sup ili @ = inf) moze dobiti kao grani¢na vrednost familije poluprstena
sa pseudo-operacijama koje su definisane pomocu generatora.

Neka je ([a,b],®,®) poluprsten sa generisanim pseudo-operacijama, tj.
r®y=g "g(x)+9(y)izoy=g'(g()- g(y)). Funkcija g* (funkcija g
na stepen ), A € (0,00) je generator poluprstena ([a,b], @y, ®)), gde je

zory = (") (¢ (@) + W)
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vory=(s) (@0 =g (9la) - 90) =z 0,

o -1 IRVt
jerje (¢*)  (x)=g! (zm) :
Dokaz sledece teoreme se moze naci u [51, 63].

Teorema 1.15. Neka je g : [a,b] — [0,00] striktno monotono opadajuéi
generator poluprstena ([a,b],®,®) i g funkcija g na stepen A € (0,00).
Tada je g* generator poluprstena ([a,b],®x,®) i za svako € > 0 i svaki par
(z,y) € [a,b]? postoji \g tako da je

|z @\ y —inf(z,y)| <e

za sve A > \g. Ako je g rastucéi generator, vazi odgovarajuéi rezultat za sup .

Sada ¢emo uvesti pseudo-stepen [5].
Za x € [a,b], i p € (0,00), pseudo-stepen a:g) se definiSe na sledeci
nadin:
ako je p = n prirodan broj, tada je xgl) =20z0..0.
—_—
n—puta
oG (n) o CE) ) -
Dalje je " =supiy | yo < a¢. Tadajex*” =z’ dobro definisano

za svaki racionalan broj r € (0,00), nezavisno od predstavljanja r = 2 =

n
%, gde su m, n, my, ny pozitivni celi brojevi (rezultat sledi iz neprekidnosti
i monotonosti ®). S obzirom na neprekidnost pseudo-mnozenja ®, ako p nije
racionalan broj, tada je

g;g) = sup {g:g) | 7€ (0,p), r je racionalan broj} .

Ocigledno, ako je z ®y = g 1 (g(x) - g(y)), tada je xg) =g 1(¢?(2)). S
druge strane, ako je ® idempotentno, onda je :z:g) = x za svako z € [a,b] i

p € (0,00).

1.3.2 &-mera i pseudo-integral

@-mera je specijalna neaditivna mera koja je uopstenje klasi¢ne mere. Takva
mera nam omogucava da definiSemo pseudo-integral. U ovoj sekciji su date
definicije ®-mere, pseudo-integrala kao i njegove osnovne osobine([63, 64]).
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Neka je ([a,b],®,®) poluprsten na intervalu [a,b] C [—o0, +00]. Neka
je sa A obelezena o-algebra podskupova skupa X.

Definicija 1.10. Skupovna funkcija m : A — [a,b], je ®-mera ako vazi

i) m () = 0 (ako @ nije idempotentna ),

i) (VA,Be A)(ANB=0=m(AUB)=m(A)®m(B)).

U slucaju kada je & idempotentna, moguce je da m nije definisana na
praznom skupu.

Definicija 1.11. &-mera m je o-@-mera ako

m (U Ai> = @ m (A;), (o -@ -aditivnost)
i=1 i=1

vazi za svaki niz {A;},.y po parovima disjunktnih skupova iz A, gde je

Dy vi = nh_{go Dy i

U slucaju kada je pseudo-sabiranje idempotentna operacija disjunktnost
skupova u definicijama 1.10 i 1.11 moZe biti izostavljena ([64]).

Ako posmatramo slucaj poluprstena II, skupovna funkcija m : A —
[a,b], je o-@-mera ako i samo ako je gom : A — [0,00] klasicna mera, tj.
o-aditivna mera.

U jednoj od narednih sekcija posmatra¢emo specijalne sluc¢ajeve ¢-mere.

Maksitivna mera, tj. mera koja zadovoljava

(VA,Be A)(m(AUB) =max (m(A),m(B)))

je kompletna maksitivna mera ili kompletna sup-mera ako za svaku familiju
merljivih skupova {A4;},.; vazi

m (UA) = supm (4;).

icl el

Pretpostavimo dalje da su ([a,b],®) i ([a,b],®) polugrupe koje su ko-
mpletne mreZe sa poretkom. Kompletna mreza zna¢i da svaki skup A C [a, b]
ogranicen odozgo (odozdo) postoji sup A (inf A). Takode pretpostavimo da
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je [a,b] snabdeven metrikom d kompatibilnom sa limsup i liminf, tj. iz
limsupz, = z i liminf z,, = x, sledi nh_)rgo (zn,x) = 01 koja zadovoljava
jedan od sledec¢ih uslova:

(a) d(z Dy, 2’ ®y) <d(z,2') +d(y,y)

(b) d(z@y,2’ ®y') < max{d(z,2’),d(y,y)}.

Iz uslova (a) i (b) sledi:

d(xn,yn) = 0=d(x, ® 2,9, ©® 2) — 0.
Takode ¢emo pretpostaviti monotonost metrike d, t;j.
r=z=y = d(zy)>max{d(y,z2),d(r,2)}

Neka su f, h : X — [a,b] funkcije. Tada za svako z € X i A €

[a,b] definisemo: (f @ g) (z) = f(z) @ g(x), (fOg)(z) = f(2) ©g(2)
TAOf)(x)=20 f(x).
Definicija 1.12. Neka je ¢ pozitivan realan broj i B C [a,b]. Podskup {I}
od B je e-mreza ako za svako = € B postoji [{ takav da d(I5,z) < e. Ako
imamo [§ < x, onda ¢emo {I} zvati opadajuca e-mreza. Ako vazi I <[5,
onda je {I{} monotona e-mreza.

Definicija 1.13. Preslikavanje

0, z¢ A
XA(x):{ 1 :czéA ’

se naziva pseudo-karakteristi¢na funkcija. Preslikavanje e : X — [a,b] je
elementarna (merljiva) funkcija ako ima slede¢u reprezentaciju

o0
e= @ai ® X4;, @i € [a,b]
=1

i A; € A (i € N) su po parovima disjunktni skupovi ako @ nije idempo-
tentna.

Funkcija f : X — [a, b] je merljiva od dole ako za svako ¢ € [a, b] skupovi
{z | f(x)<c}i{x]| f(z)<c} pripadaju A. Funkcija f je merljiva ako je
merljiva od dole i skupovi {z | f (z) > ¢} i{x | f () > ¢} pripadaju A.
Teorema 1.16. Neka je f : X — [a,b] merljiva od dole funkcija ako je
pseudo-sabiranje idempotenino, ili je f merljiva i za svaki pozitivan realan

broj € postoji monotona e-mreza u f(X). Onda postoji niz () eleme-
ntarnih funkcija takvih da, za svako x € X,

d(¢n (2), f (z)) — 0 uniformno kad n — oo.
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Definicija 1.14. Neka je m o-@-mera.

n

i) Integral jednostavne funkcije s = @ a; ® x4, za a; € [a,b] sa disju-
i=1

nktnim supovima Aj, Ao, ..., Ay, ako @ nije idempotentna, je definisian

sa
D n
/ s@dm:@aiQm(Ai).
X i=1

i1) Integral merljive (odozdo za @ idempotentnu) funkcije f : X — [a, b],
za koju, ako @ nije idempotentna, za svako € > 0, postoji monotona
e-mreza u f (X), je definisan sa

o o
/ f©®dm = lim on () © dm, (1.5)
X e JX

gde je (yy,) niz jednostavnih funkcija konstruisanih u prethodnoj teo-
remi.

Teorema 1.17. Integral definisan sa (1.5) ne zavisi od izbora niza (@) .

Pseudo-integral nad skupom A, kad je A proizvoljan podskup skupa X,
je dat sa

/A@dem:/X@(XA@f)Qdm-

U narednim teoremama su date osnovne osobine pseudo-integrala.

Teorema 1.18. Neka su operacije @ i © neprekidne 1 @ beskonacno komu-
tativna 1 asocijativna operacija. Tada vaZe osobine:

® @ &)
i)/X(fleafz)dez/X ﬁ@dm@/x f2 ® dm,

® ®
m)/X (c®f1)®dm:c®/X fiodm zac€la,b].

Teorema 1.19. Neka su X1 i Xo neprazni disjunktni podskupovi od X, takvi
da X1, X5 € A. Tada vaZi

D D @
/ foOdnm = foOdno fodm.
X1UXo X1 Xo
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® ®
Teorema 1.20. Ako je fi1 = fo, tada je / fiodm =< / fo ®dm.
b'e X

U narednim sekcijama posmatrac¢emo tri razli¢ita slucaja poluprstena
(la, b], ®, ®), naime I(a), ITiIII(a). Slucajevi I(b) iIII(b) su dualno povezani
sa sluc¢ajevima I(a) i ITI(a).

Prvi slucaj je kad su pseudo-operacije definisane pomocéu generatora g,
tj. monotone i neprekidne funkcije g : [a,b] — [0,00], slucaj II iz sekcije
1.3.1. Pseudo-integral merljive funkcije f : X — [a,b] tada ima oblik

/Xeafcadm:gl</x(gof)d(gom)>7 (1.6)

gde je integral sa desne strane jednakosti Lebegov integral. U specijalnom
slucaju, kad je X = [e,d], A= B(X)im =g 'o), gde je A Lebegova mera
na [c, d], koristimo notaciju

g ! </Cdf(a:)dx> :/X@fca dm.

Odnosno (1.6) ima sledeci oblik

=gt ([Co@n ).

[c,d]

tj. dobijamo g—integral, videti |60, 61].

Slededi slucajevi su kad je poluprsten tipa ([a, b] , sup, ®) , odnosno sluca-
jevi I(a) i III(a) iz sekcije 1.3.1. Posmatracemo kompletno maksitivou meru
m i A= 2%. Ako je X prebrojiv (specijalno, ako je X konacan), tada je
svaka o-sup-mera m kompletna i m (A) = sup ¢ (z), gde je ¥ : X — [a,b]

€A

funkcija gustine data sa ¥ (z) = m({z}). Tada pseudo-integral funkcije
f: X — [a,b] ima sledeci oblik

/@f@mnzsmwf@wawm».
X

zeX

1.3.3 Idempotentni integral kao granica g-integrala

Svaka sup-mera koja je esencijalni supremum neprekidne funkcije gustine se
moze dobiti kao grani¢na vrednost @-mera u odnosu na pseudo-sabiranje
koje je definisano pomocu generatora ([51]).
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Neka je p Lebegova mera na R i

m(A):esssip(az|x6A):sup{a|,u({x|;L'EA, x >a})>0}.

Sledece teoreme su dokazane u [51].

Teorema 1.21. Neka je m sup-mera na ([0, 00|, B ([0, 00])), gde je B ([0, o))
Borelova o-algebra na [0,00], m (A) = esssup (¢ (z) |z € A) i ¢ : [0,00] —
I

[0,00] neprekidna funkcija gustine. Tada za svako pseudo-sabiranje @ sa
generatorom g postogi familija {my} ®x-mera na ([0,00),B), gde je ®y ge-
nerisano sa g*, A € (0,00), tako da je )\lim my = m.

—00

@
Za svaku neprekidnu funkciju f : [0, 0o] — [0, 00| pseudo-integral / fo
dm se moze dobiti kao granica g-integrala, [51].

Teorema 1.22. Neka je ([0,00],sup, ®) poluprsten i © pseudo-mnoZengje
generisano rastué¢im generatorom g, tj. x ®y = g *(g(x)g(y)) za svako
x,y € [0,00]. Neka m ispunjava uslove teoreme 1.21. Tada postoji familija
{my\} @x-mera gde je @y i generisano funkcijom g*, X € (0,00), tako da za
svaku neprekidnu funkciju f : [0, 00] — [0, 00] vazi

sup D
/ f®dmn = lim fO©dmy

A—00

- g () ([P @),

Analogno, odgovarajudi integrali u odnosu na inf-meru se mogu takode
dobiti kao granica familije g-integrala ([51]).

1.3.4 Pseudo-verovatnocéa

Motivisani rezultatima iz [17| posmatramo uopstenje klasi¢ne teorije verova-
tnoce bazirano na @-meri i pseudo-integralima. Naime, pseudo-verovatnocéa
je specijalan slucaj @-mere. U ovoj sekciji date su definicije pseudo-verova-
tnoce, pseudo-promenljive, funkcije raspodele, gustine i pseudo-ocekivanja
iz [53].

Neka je ([a,b],®, ®) poluprsten, gde je [a,b] C [—00, +00] i 2 neprazan
skup.

Definicija 1.15. Neka je A o-algebra podskupova skupa 2. Skupovna
funkcija P : A — [a, b] je pseudo-verovatnoca ako vazi
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i) P(0) =0,
i) P(Q) =1,

iii) P (Uj2; Ai) = @;2, P (A;), vazi za svaki niz {A4;},.y po parovima
disjunktnih skupova iz A.

U slu¢aju kada je pseudo-sabiranje idempotentna operacija disjunktnost
skupova moze biti izostavljena.

Trojka (€2, A, P) se naziva prostor pseudo-verovatnoce.

Ako posmatramo IT slucaj poluprstena, pseudo-verovatnoca je P (A) =
g 1 (P(A)) gde je P verovatno¢a. U tom slu¢aju pseudo-verovatnocda je
deformisana verovatnoca ([23]).

Definicija 1.16. Funkcija Y : Q — [a,b] je pseudo-slu¢ajna promenljiva
ako je
Y (L) ={weQ|Y (w) <z} ={Y <z} € A,

za svako x € [a,b].

Definicija 1.17. Funkcija Fy definisana sa:
Fy (x) =P ({Y < z})
je funkcija raspodele pseudo-slucajne promenljive Y.

Neka je o ([a,b]) minimalna o-algebra koja sadrzi otvorene lopte iz se-
parabilnog metrickog prostora ([a,b],d) gde je d kompatibilna metrika sa
@ 1 ®, m o-®-mera definisana na prostoru sa o-algebrom ([a,b], o ([a,b]))

([53])-

Definicija 1.18. Ako postoji merljiva funkcija ¢y : [a,b] — [a,b] takva da
vaZi
o
Fy () = Py ©dm,
(-,LE)

tada je ¢y gustina za Y.

Definicija 1.19. Pseudo-ocekivanje pseudo-slu¢ajne promenljive Y je defi-
nisano sa:

@
E(Y):/[ b}x@g{);z(m)@dm.
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Integralne nejednakosti za
Sokeov, Sugenov 1 univerzalni
integral

Klasic¢ne integralne nejednakosti imaju vaznu ulogu ne samo u matematickoj
analizi, ve¢ i u drugim oblastima matematike, pre svega u teoriji verovatno-
¢e. U sekciji 2.1 date su nejednakosti za Lebegov integral koje ¢e kasnije
biti uopstene za integrale bazirane na neaditivnim merama. U narednim
sekcijama dati su rezultati iz [2, 4, 9, 29, 30, 31, 71, 84]. Jensenov tip ne-
jednakosti za Sugenov i Sokeov integral, dokazan u [71, 84|, dat je u sekciji
2.2. Nejednakost Cebieva za Sugenov ([29, 30]) i Sokeov integral ([84]),
navedena je u sekciji 2.3. Sokeov integral baziran na submodularnoj fazi meri
takode zadovoljava Holderovu nejednakost, dok je ta nejednakost oslabljena
u slucaju kad fazi mera nije submodularna (|84]). Pregled ovih rezulata dat
je u sekciji 2.4. U sekciji 2.5 navedene su nejednakosti Minkovskog iz [84] za
Sokeov i iz [2, 9] za Sugenov integral. Uopstena nejednakost Stolarskog za
Sugenov integral, dokazana u [31], data je u sekciji 2.6. Razni tipovi konve-
rgencija i teoreme konvergencija, ¢iji su dokazi bazirani na nejednakostima
za Sokeov integral ([84]), dati su u sekeiji 2.7. Zatim, u sekciji 2.8 navedeni
su originalni rezultati iz [4] vezani za uopstenje Bervaldove nejednakosti za
Sugenov integral. Dat je primer koji pokazuje da u opStem slucaju ne vazi
Bervaldova nejednakost za Sugenov integral, a zatim je posmatrano pod
kojim uslovima je ta nejednakost zadovoljena.

25
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2.1 Klasi¢ne integralne nejednakosti za Lebegov
integral

Jedna od integralnih nejednakosti vezana za konveksne funkcije je Jensenova
nejednakost (Jensen’s inequality). Sledeca teorema vazi u klasi¢noj analizi

([73])-

Teorema 2.1. Neka je (2, M) prostor sa o-algebrom i y mera na M takva
da je 11 (Q) = 1. Neka je h realna funkcija koja pripada L' (), a < h(z) < b
za svako x € X. Ako je ¢ konveksna funkcija na (a,b), tada vazi

90(/th/i> S/Q(cpoh)du- (2.1)

Klasi¢na Jensenova nejednakost ima svoju ulogu u mnogim teorijskim i
prakti¢nim poljima. Ona omogucéava razumevanje i predvidanje varijacija u
dinamitkim sistemima u smislu klasi¢nog oc¢ekivanja ([46]). U teoriji vero-
vatnoce vazi sledeca teorema (|17]).

Teorema 2.2. Neka je (2, M, P) prostor verovatnoce i ¢ konveksna funkcija
na skupu vrednosti slucajne promenljive Y. Ako slucajne promenljive Y 1
¢ (Y) imaju matematicko ocekivanje, tada vazi:

e(E(Y)) <E(e(Y)).

Posmatrac¢emo dve nejednakosti poznate kao nejednakosti Cebiseva (Che-
byshev’s inequality). Prva nejednakost je poznata i pod nazivom nejedna-
kost Bijenemea-Cebiseva (Bienaymé-Chebyshev inequality) i ima primenu u
teoriji mere i teoriji verovatnoce. U teoriji verovatnoce se primenom ove ne-
jednakosti dokazuje zakon velikih brojeva, kao i uporedivanje razli¢itih vrsta
konvergencija niza slu¢ajnih promenljivih (|17]).

Teorema 2.3. Neka je (X, M, u) merljiv prostor i f : X — [0, 00] merljiva
funkcija. Ako je g merljiva i neopadajuda funkcija na skupu vrednosti funkcije
f, sa vrednostima u [0,00], tada za svako t > 0 vaZi nejednakost

p{re X | f(x)>th) < 1/ (9o f)dp.
9() Jx
Druga nejednakost Cebigeva se u literaturi naziva nejednakost Cebigeva
za monotone funkcije kao i nejednakost kovarijanse (covariance inequality).
Ova nejednakost ima Siroku primenu u primenjenoj matematici i to najvise
u ekonomiji, finansijama i teoriji odlu¢ivanja (videti [78, 85]). Vazi sledeca
teorema ([18]).
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Teorema 2.4. Neka su f i g nenegativne merljive funkcije na [a,b] koje su
obe rastuce ili obe opadajuée. Tada vazi nejednakost:

Jﬁbfdu-jébgduf;jﬁbdu-jﬁbfgdu, (2.2)

gde je p mera na R.

Prethodna nejednakost se moze primeniti u teoriji verovatnocée na sledeci
nacin ([83, 85]).

Teorema 2.5. Ako je Y slucajna promenljiva i f, g funkcije koje su obe
rastuce ili obe opadajuce, tada vazi nejednakost

E(X)NE(@GX) <Ef(Y)g()). (2.3)

Sledece nejednakosti, ¢ija ¢emo uopstenja za integrale bazirane na nea-
ditivnim merama kasnije posmatrati, su nejednakosti Holdera i Minkovskog.
Pojam konjugovanih eksponenata je vezan za Holderovu nejednakost.

Definicija 2.1. Ako su p i ¢ pozitivni brojevi takvi da je % + % =1, tada
su p i q¢ par konjugovanih eksponenata.

Nejednakosti Holdera i Minkovskog su date u sledecoj teoremi ([75]).

Teorema 2.6. Neka su p @ g konjugovani eksponenti, 1 < p < oo 1 neka je
(X, M, p) merljiv prostor. Ako su f i g merljive funkcije na X sa vredno-
stima u [0, 00|, tada vazi

i) Holderova nejednakost (Holder’s inequality)

/mw<Uﬁ%Q<Aw@% (2.4)

i1) nejednakost Minkovskog (Minkowski’s inequality)
1 1 1
p P P
(/ (f+9)7 du) < (/ fpdu> + (/ gpd,u> : (2.5)
b's b's b's

U klasi¢noj teoriji mere prlikom pokazivanja osobina LP prostora pri-
menjuju se Holderova i Minkovskog nejednakost. Takode se mogu primeniti
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i u teoriji verovatnoé¢e gde dobijamo nejednakosti vezane za matematicka
oc¢ekivanja sluc¢ajnih promenljivih ([17]), tj.

1 1
E(YZ) <[E(YP)] [E(Z]))], (2.6)
1 1 1
[E(Y + 2" <[E(YP)]r +[E(Z])]. (2.7)
gde su pi g konjugovani eksponenti, 1 < p < 0o, aY i Z slu¢ajne promenljive.
Sledec¢a nejednakost se naziva Bervaldova nejednakost (Berwald’s in-

equality) (videti [69]). Ova nejednakost ima primenu u teoriji informacija.

Teorema 2.7. Ako je f nenegativna konkavna funkcija na |a,b], tada vazi

(1+s)% (fffs (a:)da:)‘l‘ - (WY (2.8)

b—a b—a
za 0 <r<s<oo.

Nejednakost Stolarskog (Stolarsky’s inequality) ima interesantne primene
na nejednakosti za Gama funkcije (videti [80]). U [40] dokazan je uopsteni
tip nejednakosti Stolarskog baziran na nejednakosti Cebigeva. Naredna teo-
rema je klasi¢na integralna nejednakost Stolarskog ([80]).

Teorema 2.8. Ako je g : [0,1] — [0, 1] nerastuéa funkcija, tada za svako a,
b > 0 vazi nejednakost

1

/olg(xaib) dx>/019($;>d$/0 g(l‘%>dx.

2.2 Jensenova nejednakost za Sugenov i Sokeov inte-
gral

Zbog svoje primene u mnogim oblastima jedna od prvih nejednakosti koja
je proucavana i uopstena za integrale bazirane na neaditivnim merama je
Jensenova nejednakost. Klasi¢na nejednakost (2.1) ne vazi u opstem slucaju
za Sugenov i Sokeov integral, te je u [71, 84] pokazano pod kojim dodatnim
uslovima je ova nejedankost ispunjena.

Jensenova nejednakost za Sugenov integral pokazana je u radu [71]. Slede
teoreme iz [71].

Neka je p fazi mera na X takva da je pu (X) < oc.
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Teorema 2.9. Neka je (X, A, u) fazi merljiv prostor, funkcija f : X —
[0, c0] merljiva i takva da (s) [ fdu = p. Ako je @ : [0,00) — [0,00) rastuca
funkcija takava da je ® (x) < x za svako x € [0,p], tada vaZi:

o (6) [ ran) <) [ @5 dn

Teorema 2.10. Neka je (X, A, n) fazi merljiv prostor i ® : [0, 00) — [0, 00)
rastuca funkcija takava da je ® (x) < x za svako x € [0, u (X)], tada vaZi:

( )| fdu> 9 [e(an

za svaku merljivu funkciju f: X — [0, 00].
Jensenova nejednakost za Sokeov integral pokazana je u [84].

Teorema 2.11. Neka je (X, A, ) fazi merljiv prostor i f funkcija takva da
¢) [ fdu < co. Ako je p fazi mera takva da je p(X) =11 :[0,00) —
[0,00) konveksna funkcija, tada vaZi:

o (@ [ i) <@ [o ) dn

2.3 Nejednakost CebiSeva za Sugenov i Sokeov inte-
gral

Nejednakost Cebigeva ko ja ima veliku primenu u teoriji verovatnoce vazi i
za Sugenov integral, tj. vazi sledeca teorema iz [30].

Teorema 2.12. Neka je p : A — [0,00] fazi mera, g : [0,00] — (0, 0]
neopadajuéa funkcija it > 0. Tada za svako A € A vazi

g0 Anlae Al 1@ =0) <) [ g0 rdn

U sledecoj teoremi data je prethodna nejednakost za Sokeov integral,
koja je dokazana u [84].

Teorema 2.13. Neka je (X, A, 1) fazi merljiv prostor i f realno-vrednostna
nenegativna merljiva funkcija definisana na X. Ako je g : [0,00] — (0, 00]
neopadajuca funkcija, tada vazi nejednakost

1

pANreX | fl@) 2 ) <

© [ g0 i
A
za svako A € A.
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Ako je u prethodnim teoremama funkcija g indenticko preslikavanje, ne-
jednakost CebiSeva se svodi na nejednakost Markova. Nejednakost Markova
za Sugenov integral posmatrana je u [30].

Generalizacija nejednakosti CebiSeva za monotone funkcije za Sugenov
integral pokazana je u [29].

Teorema 2.14. Neka su f, g : [0,a] — R funkcije i p fazi mera takva da je
(s) f[O,a] fdu <11i(s) f[o,a] gdp < 1. Ako su f, g obe rasuée ili obe opadajuce
funkcije, tada vazi

<<s> /M fdu> (<s> /[0 } gdu) <o) [, Sodn

U radu [29] je dokazana sledeca teorema koja je takode uopstenje nejed-
nakosti Cebiseva.
Teorema 2.15. Neka je (X, A, u) fazi merljiv prostor i neka su funkcije f i
g nenegativne merljive funkcije takve da su integrali (s) [, fdp i (s) [, gdp
konacni. Neka je x : [0, 00)2 — [0,00) neprekidna i neopadajuéa po oba
argumenta i ogranicena od gore minimumom. Ako su f i g komonotone
funkcije, tada vazi nejednakost

((8)/Afdu) * <(8)/Agdu> < (S)/Af*gdu-

2.4 Holderova nejednakost za Sokeov integral

U radu [84] pokazana su sledeca dva tipa Holderove nejednakosti.

Teorema 2.16. Neka je (X, A, p) fazi merljiv prostor i neka su funkcije f
1 g realno-vrednostne nenegativne merljive funkcije definisane na X. Ako je
w submodularna fazi mera, p 1 q konjugovani eksponeneti 1 1 < p < oo, tada

© [ fadn < ((e) /. fpdu)’l’ ((e) /. g%m);.

Ako izostavimo pretpostavku da je g submodularna fazi mera, vazi sledeci
oblik Holderove nejednakosti.

Teorema 2.17. Neka je (X, A, p) fazi merljiv prostor i neka su funkcije f
1 g realno-vrednostne nenegativne merljive funkcije definisane na X. Ako su
p i q konjugovani eksponeneti, 1 < p < oo, tada vazi:

© fgdu§2<(6) /. f%)’l’ ((e) / quu)é.
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Sledi posledica teoreme 2.16.

Posledica 2.18. Neka je (X, A, u) fazi merljiv prostor i neka su funkcije f
1 g realno-vrednostne nenegativne merljive funkcije definisane na X. Ako je
w submodularna fazi mera, 1 < p, q, r < 00 1 % + % = %, tada

((a) /. <fg>7"cm)i < ((a) /. fpdu); ((a) / quﬂ)?

2.5 Nejednakost Minkovskog za Sokeov i Sugenov
integral

Jedna od nejednakosti dokazana u radu [84] je nejednakost Minkovskog za
Sokeov integral.

Teorema 2.19. Neka je (X, A, p) fazi merljiv prostor i neka su funkcije f
1 g realno-vrednostne nenegativne merljive funkcije definisane na X. Ako je
u submodularna fazi mera 11 < p < oo, tada vaZi:

Cn <f+g>pdu)’l’ <(0f f”du>;+<(6) /. gpdu)’l’.

Nejednakost Minkovskog za Sugenov integral posmatrana je u |2, 9]. U [9]
dokazana je klasicna nejednakost Minkovskog za Sugenov integral monotone
funkcije baziran na proizvoljnoj fazi meri.

Teorema 2.20. Neka je p fazi mera na [0,a] i f,g : [0,a] — [0, 00] re-
alne merljive funkcije takve da je (s) f[o ] (f+9)Pdu < 1. Ako su f,g obe
neopadajuce ili obe nerastuce funkcije, tada vazi:

1 1 1
P p P
<<s> JAREY du> < (<s> / f%) ¥ <<s> / gpdu)
[O,CL} [070'] [070‘}
za sve 1 < p < o0.
Opéstija nejednakost za Sugenov integral dokazana je u [2]| gde je operacija

sabiranja zamenjena sa neprekidnom, neopadaju¢om i ograni¢enom od dole
maksimumom operacijom * (tj. max (z,y) < x *y za svako z,y € [0,00)).
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Teorema 2.21. Neka je (X, A, 1) fazi merljiv prostor i neka je x : [0, 00)* —
[0, 00) neprekidna i neopadajuéa po oba argumenta i ogranicena od dole maksi-
mumom. Neka su funkcije f i g nenegativne merljive funkcije takve da je
() [4 (f x g) dp konacan. Ako su f i g komonotone, tada vazi nejednakost

(4 o) =( ) )

za sve 1 < p < oo.

2.6 Nejednakost Stolarskog za Sugenov integral

U radu [31] pokazana su dva sluc¢aja nejednakosti Stolarskog. U prvom
slucéaju je podintegralna funkcija opadajuca dok je u drugom rastuca. Naime,
vazi sledec¢a teorema.

Teorema 2.22. Neka je a,b > 0. Ako je f : [0,1] — [0, 1] neprekidna i strogo
opadajuca (rastuca) funkcija i p Lebegova mera na R, tada vaZi nejednakost

(<s> /M f (%) du) ((s) /M f (a%) du) < (s) /[0 N (77 di.

2.7 Teoreme konvergencija za Sokeov integral

Pored nejednakosti Jenesena, Cebiseva, Holdera i Minkovskog u |84] prouca-
vani su i razni tipovi konvergencija za Sokeov integral, §to je ujedno i primena
pomenutih nejednakosti. U ovoj sekciji dat je pregled definicija i rezultata
iz [84].

Neka je u definicijama i teoremama u ovoj sekciji (X, A, p) fazi merljiv
prostor, {f,} niz merljivih funkcija, f,, : X — [0,00) i f : X — [0,00)
takode merljiva funkcija.

Sledeca definicija je prosirenje konvergencije u srednjem, konvergencije
u meri, fundamentalne konvergencije u srednjem i fundamentalne konverge-
ncije u meri.

Definicija 2.2. i) Niz {f,} konvergira u srednjem redu p (p > 0) ka
funkciji f ako

i () [ 14~ 1 du =0,

n—oo
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ii) Niz {f,} fundamentalno konvergira u srednjem redu p (p > 0) ako

lm<@/m—nﬁw=a

T,1M—>00

iii) Niz {f,} konvergira u meri p reda p (p > 0) ka funkciji f na A ako
lim g (An{a | [fn— fI" 2€}) =0
n—oo

za svako € > 0. Ako je A = X, onda se kaze da niz {f,} konvergira u
meri p reda p (p > 0) ka funkciji f.

iv) Niz {f,} fundamentalno konvergira u meri p reda p (p > 0) na A ako
lm p(An{z||fo—fml">e})=0
n,M—00

za svako € > 0. Ako je A = X, onda se kaze da niz { f,,} fundamentalno
konvergira u meri p reda p (p > 0).

U slede¢im teoremama data je veza izmedu prethodno definisanih vrsta
konvergencija ([84]).

Teorema 2.23. Ako niz {f,} konvergira u srednjem redu p, onda on konve-
rgira u meri | reda p.

Teorema 2.24. Ako niz {f,} fundamentalno konvergira u srednjem redu p,
onda on fundamentalno konvergira u meri u reda p.

Teorema 2.25. Ako niz {f,} konvergira u srednjem redu p i p je submo-
dularna fazi mera, onda on fundamentalno konvergira u meri p reda p.

Holderov i Minkovskog tip nejednakosti (teoreme 2.17 i 2.19) se prime-
njuju u dokazu sledec¢ih dveju teorema ([84]).

Teorema 2.26. Ako niz {f,} konvergira u srednjem redu p, 0 < p’ < p, tada
niz { fn} konvergira u srednjem redu p!. Ako niz {fn} konvergira u srednjem
redu p 1w je submodularna fazi mera, tada

i (o) [ Sl = (o) [ 17dn

n—oo
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2.8 Bervaldova nejednakost za Sugenov integral

U ovoj sekciji dati su originalni rezultati iz [4]. Pokazano je da u opstem
slu¢aju ne vazi Bervaldova nejednakost (2.8) za Sugenov integral, a zatim
posmatrano pod kojim dodatnim uslovima je ta nejednakost zadovoljena.
Koristimo oznaku (s) f[a’b} fdm = (s) f; fdm.
Sledec¢i primer pokazuje da u opstem slucaju Bervaldova nejednakost
(2.8) ne vazi za Sugenov integral.

Primer 2.1. Neka je f (x) = /z dok z € [0, 1]. Funkcija f jeste nenegativna
konkavna funkcija. Neka je r = %, s = % i m Lebegova mera. Tada imamo

°}))

v

(s)/olfédm = sup [ozf\m([(),l]ﬁ{(\/i)é

a€[0,00]

= sup [oz/\ (1—a6)]
a€0,00]

= 0.778.

(s) /01 f%dm = sup [a/\m ([0, 1N {(\/5)% > a})}

a€l0,00]

= sup [oz A (1 — a4)]
a€[0,00]

= 0.724.

Dakle, imamo

(1+§)2< b ) _
iy (s)/o frdm) = 049756

<(s) /01 fédm>3

Odakle se vidi da ne vazi nejednakost (2.8), tj.

8132 ((s>/01 f%dm)2 > (1 [ f%dm)g.

Vazi sledeé¢a teorema.

0.47091.
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Teorema 2.27. Neka je 0 < r < s < oo, f : [a,b] — [0,00) konkavna
funkcija 1 m Lebegova mera na R. Tada

(a) ako je f(a) < f (D), tada

(] b fram) %

b—a

(1)

(b—a)7 (145)% <

> min

147 1
(b_a)T(i+s)§ ((5) f(i) fsdm>
b—a

0=

+af(b)—bf(a)

1
(s) f: fsdm> s )

1
T

b _ (1+7)7

f(®)—f(a)

1

(b) ako je f(a)= f(b), tada

((a) /abffdm)T > min {f (a), (b~ a)" },

(c) ako je f(a) > f(b), tada

(10 i)’

(b—a)* (1+s) <(s)
b—a

(14r)7

j‘b fsdm>i

> min

0=
<

1+r
(b—a) T

1
(1+s)s
1
(147r) 7

+af(b)—bf(a)

((s) I fsdm>
b—a

[OESIO) —a

Dokaz. Nekaje0 <r < s < ooi(s) ff fidm = t. Kako je f : [a,b] — [0,0)

konkavna funkcija, za x € [a, b] imamo

flz) = f<<1”;:2>a+”z:2b)
> (1—jjj)f<a>+§jjf<b>=h<x>.
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(a) Ako je f(a) < f (D), tada

(] ﬂozm)i
- (i [ ran)’
= :aes[léﬂo} [a/\m <[a,b] n {(1 - i:Z) f(a) + "Z:Zf(b) = a})ﬂ

_ - su aAm|a x|z a%(b_a)_’_af(b)_bf(a)
__ae[ogo}[ : (me{ e f )= fla) }>”

| S ()

> |min o :
> =) T AT (¢ ) o) bf(a)
a+n)7™
m | ja,b)nSz|z> F®)—f(a)
- \ _
1 )
(s A7)

b—a) 7 (148)F L
(el DS ((0) 5 taf (b)-bf(a)
b _ (14r)7

f(b)=f(a)

/

). Kao posledicu osobina
2) imamo

(b) Ako je f(a) = f(b), tada je h(z) = f(a
Sugenovog integrala (S3) i (S4) (sekcija 1.1.

(@ ran)" = (0 [ van)
(] 'F (@) in) %

= [/ (@A®B-a)

v

— f@A(b—a)r.

S =

S
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(c) Ako je f(a) > f(b)

((s) / ’ ffdm) %
o)

>

, tada

r—a

= s fanm(oon{(1-522) r@+ 2502
_OZE[O,OO} b- b=
_ 1
ar (b—a)+af (b) = bf (a)
= | sup |aAm||a,bNiz|z<
o [ ([ ) { | f () = f(a)
_ 1 1 1
(b—a)r(14+s)s (>
(14r)7 (b*“) ’
> . 14r 1
> |min o0 a0s (e bia)
(14r)T
m | [a, 0Nz |z < T —f(a)
2 1 1 1
(1+7")% (b—a) ’
= min lfr 1 1 g
(b—a) T (i+s>s (bia)g.mf(b)—bf(a)
(tr)r —a
f()—f(a)

Primer 2.2. Neka je f(z) = In(14+2), 2z € [0,2],r =1, =2im
Lebegova mera. Tada imamo

) [ sim

suwp_ [ Am ([0,2] N {In (1 + ) > a})]

sup [a A (3—¢€)]
a€[0,00]

0.79206,

S =
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2
(3)/ ffdm = sup [aAm([0,2]N{In®(1+2) > a})]
0 a€[0,00]
= sup |aA(3— eVe
a€0,00] |: ( >}
= 0.69637,
1
921493 [ (s) [2 f2dm \ 2
éi&z < kz ) —2f(0)
= 1.8606.
f(2)—=1(0)
Dakle, imamo
2
0.79206 = (s) fdm
0
1 )
22(1+2)7 ((S) f02 dem> 2
(1+1) 2 ’
> min

a+1) 2

F(2)-1(0)

1
22(14',2)% ((.s) f()Q f2dm> 2
2 —

= 1.022Vv 0.1394 = 0.1394.

Analogno se moze dokazati sledec¢a teorema.

Teorema 2.28. Neka je 0 < r < s < oo, f : [a,b] — [0,00) konveksna
funkcija i m Lebegova mera na R. Tada

(a) ako je f(a) < f(b), tada

(0] ram)

( 1 1 b s :
(=a)t (14} <(s) I dm)

\

< max 14r 1 b sgm § [
o) F (<s>f;_{L dm) +af(b)=bf (a)

f(®)—f(a)
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(b) ako je f(a) = f(b), tada

1

((8) /ab frdm> < min {f (a),(b—a)

(c) ako je f(a) > f(b), tada

(00 ram)

" (b—a)%(l—&-s)% <(5) f: fsdm> s 3\

(14r) i b—a

S =

b

=

< max

S

147 1 &) b $5am %
o) * (lHS)S (Ufélf{zd ) +af(b)—bf(a)
(47 4
f(b)—f(a)

Dokaz. Nekaje0 <r < s < ooi(s) ff ffdm =t. Kako je f : [a,b] — [0, 00)
konveksna funkcija, za = € [a, b] imamo

fz) = f<<1—i:2>a+:£:sb)

a

§< j_j)f(aw”g_af(b):h(x).

(a) Ako je f(a) < f(b), tada

(0f )
(0 o)
- [z fonm(oin{(=52) o 02

ar (b—a) +af (b) = bf (a)
[ael[%foo !a\/m([a b]ﬁ{x!xz FO = F @) })”

| A
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(nr b7/
S max 1t7‘ % 3
%(bia)s-kaf(b)—bf(a)
+r)7
m [ [a,b]N ¢z |z > F6)=f(a)
(nyr \bma)
— max <b7a>1irr(1+5)% t )% :
(bma) 7 (49 F (Lt )5 af(b)—bf(a)
b— (A4rT
f®)—f(a)

(b) Ako je f(a) = f(b), tada je h(x) = f(a). Kao posledicu osobina

J

)
Sugenovog integrala (S3) i (S4) (sekcija 1.1.2) imamo

IN

(] b ﬂczvn)i

IN

(c) Ako je f(a) > f(b), tada

(o ro)
(o form)

= | sup [a/\m([a,b]ﬂ{(l—x_a
a€l0,00] b—a

(o om)
(] "F (@) i) %

[/ (@) A (b= a)]r.

3=

fl@)A(b—a)r.

S =
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IN

IN

Primer 2.3. Neka je f(z) = 322, 2 € [0,2], s = §, 7 = 3
mera.

) ~ 1
or (b—a) +af (b) = bf (a
sup |aAm|[0,00]Nqz |z <
L | ([ ] { | f(b) = f(a)
) i 1
inf |aVm|[a,bN $’xgar(b—a)+af(b)—bf(a)
| a€[0,00] | For= gt
- 1 ; .
(1+r)% (b—a) ’
max o :
=) T AT (Y30 f()bf(a)
m | [a, ) N{ o< —H
( (b )l(1+ )l E \
LmaJriirs)E (L) ®
(1+r)% (bfa) ’
max T 14e)d 5 %
(bma) T (4)S (1 )5 40 p(b)—bf(a)
(14m)7 —a
f®)—f(a)
\

1
Tada imamo

2 1
(s)/0 fzdm = aes[tégo] [a/\m([O,Q]ﬂ{\/nga})}
1
= aes[%io] [a/\<2—3a\/§>}
— 1.2679,
(S)/O2f4dm = aes[léio} [a/\m([O,2]ﬂ{\4/3?Za})}

sup

o)
a€0,00] 3

1.1868,

1)

S =

i m Lebegova

S =

3=
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112 2 %m 2
$1+2)4)1 <(5)fo2f d ) _2f(0)

F2) = F0) = 0.98769.

Dakle, imamo

1.9839 = ((s)/:fidm>

2(143)° ((s) J2 f2dm 2
(1+1)" 2 ’

max (

4

IN

3 2 s) [2 3 m 2
+z>)21 <(>f02f2d ) _250)

2- FO—70)

= 5.9261V (2 — 0.98769)*

= 5.9261 v 1.0502 = 5.9261.

Napomena 2.1. Poslednji korak u dokazu teoreme 2.27 pod (a) i teoreme

1
2.28 pod (a) vazi kad je [a, b]N {x | z > w(b_a)Jraf(b)_bf(a)} # (). Analogno,

F®)—F(a)
poslednji korak u dokazu teoreme 2.27 pod (c) i teoreme 2.28 pod (c) vazi

1
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2.9 Integralne nejednakosti za univerzalni integral

U ovoj sekciji dati su originalni rezultati vezani za nejednakost koju zado-
voljava univerzalni integral, ¢ije su posledice nejednakosti CebiSeva i Minko-
vskog (]6]).

Teorema 2.29. Neka je x : [0,00)2 — [0,00) neprekidna i neopadajuéa
funkeija po obe komponente i ¢ : [0, 00)% — [0,00) bijekcija koja je neprekidna
i striktno rastuca funkcija. Neka su f,g € FCOA dve komonotone funkcije,
[, : [0, 00]% — [0, 00] najmanja operacija u smislu definicije 1.8 na [0, 0] sa
neutralnim elementom e € (0,00] i m € M4 monotona mera takva da
sulm, (m, @ (f)) i Im, (m,¢(g)) konacéni. Ako je

¢ (e (akd) He€) > (97 (p (@) He ) % b) V (ax o™ (9 () e ), (2.9)
tada vazi nejednakost
¢~ (Im, (mye (fx9))) = o~ (Im, (m, o () * 07" (I, (m, 0 (9))) (2.10)

Dokaz. Neka je e € (0, 00| neutralni element za [e. Ako je Im, (m, ¢ (f)) =
¢ (a)iIm, (m,¢(g9)) = ¢(b), onda za svako € > 0, postoje ¢ (az) 1 ¢ (be
takvi da

m{e(f) 2 ¢la)}) = m{[f>a})=a,
m({p(9) 2 ¢ (be)}) = m{g=be}) =b,

gdeje p(as)Eear > p(a—e)ip(be)Heby > @ (b—e). Kako je {f > ac}N
{g>b} C{frxg>a-xb-}1f1igkomonotone funkcije, to je

¥
¥

m({f*xg>ac*xb:})>a; Nby.
Iz uslova (2.9) sledi

v (Im, (m, e (f *9)))

“(sup {tBem ({p (fxg) > t}) | ¢ € (0,00]})

- (¢ (ae *be) Ce (a1 A b))

- (¢ (ae xb:) Ce ar) A 90_1 (¢ (ae % be) Cle by)
e (p(a:) Bear) %) A (ae %7 (p (b)) e by))
a—e)xbe)A(ae*(b—¢))

—e)*x(b—¢).

Vv
€ € €

(AVAR VARV

S
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Odakle o~! (Im, (m,¢ (f x9))) = ¢~ (Im, (m, 0 (f))) * ¢~ (Im, (m, ¢ (9)))
sledi iz neprekidnosti *. O

Ako je ¢ (z) = 2%, s > 0, tada se nejednakost (2.10) svodi na tip ne-
jednakosti Minkovskog za univerzalni integral.

Posledica 2.30. Neka su f,g € FA dve komonotone funkcije, [, :
[0, 00)* — [0, 00] najmanja operacija [, u smislu definicije 1.8 na [0, 0] sa
neutralnim elementom e € (0,00] i m € MEA) monotona mera takva da su
I, (m, %) i Ig, (m, ¢°) konacni. Neka je * : [0,00)* — [0,00) neprekidna i
neopadajuca funkcija po obe komponente. Ako je

1
s

((ab)* Ee ¢)F > ((as He c)s *b> V(ax (b° e e))s

tada za svako s > 0 vazi nejednakost

o [
W |

(I, (m, (f % 9)")* > (I, (m, %))+ * (I, (m, °)) (2.11)

Ako je s = 1, dobija se nejednakost Cebigeva.

Posledica 2.31. Neka su f,g € FA dve komonotone funkcije, [, :
[0, 00]? — [0, 00] najmanja operacija B. u smislu definicije 1.8 na [0, 0] sa
neutralnim elementom e € (0,00] i m € MEA) monotona mera takva da su
I, (m, %) i Ig, (m, ¢°) konacni. Neka je * : [0,00)* — [0,00) neprekidna i
neopadajuca funkcija po obe komponente. Ako je

((axb) Eec) > ((ale ) % b) V (a* (b ¢)),
tada vazi nejednakost
(g, (m, (f x9))) = (Ia. (m, [)) * Iz, (m, 9)) - (2.12)

Ako u teoremi 2.29 umesto intervala [0, co] posmatramo interval [0,1],
tada je [Je = ® semikopula (t-seminorma) i takode vaze nejednakosti (2.10),
(2.11) i (2.12) za odgovarajuce univerzalne integrale.

Napomena 2.2. U [57] dat je primer koji pokazuje da uslov
((axb) ® c) > ((a®@c) xb) V (ax (b@®c)),

(takode i uslov (2.9) u teoremi 2.29) ne moze biti izostavljen.
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Neka su U,V : [0,1]> — [0,1] dve binarne opercije. Kazemo da V do-
minira nad U, u oznaci V > U, ako vazi

V(U (a,b),U (¢,d)) >U(V (a,c),V (b,d))

za svako a,b,c,d € [0,1].

Ako je semikopila (t-seminorma) ® minimum, * ograni¢ena od gore mi-

nimumom i ¢ neprekidna i striktno rastuca funkcija, tada x dominira nad
minimumom. Stoga kao posledice imamo sledece nejednakosti za Sugenov
integral koje su redom rezultati iz [1],[58] i [50].
Posledica 2.32. Neka su f,g € .7-"[(0X1’]A)
* : [0, 1]2 — [0,1] neprekidna i neopadajuca funkcija po obe komponente
i ogranicena od gore minimumom 1 ¢ : [0,1] — [0,1] bijekcija koja je
neprekidna i strikino rastuéa funkcija. Tada nejednakost

P (Su(m o (fxg))) = ¢~ (Su(m,¢(f) *¢~ ! (Su(m, v (g)))

vaZi za svako m € ng,A)'

dve komonotone merljive funkcije,

Posledica 2.33. Neka su f,g € .7:[(0X1’]A) dve komonotone merljive funkcije,

* : [0, 1]2 — [0,1] neprekidna i neopadajuca funkcija po obe komponente i
ogranicena od gore minmimumom. Tada nejednakost

(Su (m, (f x9)*))
A)

o [
w [=

> (Su(m, %)% * (Su(m, g¢*))

vazi za svako m € MﬁX’ i svako 0 < s < 00.

Posledica 2.34. Neka su f,g € .7-"[(0‘7{17]“4) dve komonotone merljive funkcije,
* : [0, 1]2 — [0, 1] neprekidna i neopadajuéa funkcija po obe komponente i
ogranicena od gore minimumom. Tada nejednakost

(Su(m, (fx9))) = (Su(m, f)) x (Su(m,g))

vazi za svako m € ./\/ng’A).

Sada ¢emo posmatrati uopstenu nejednakost koju zadovoljavaju integrali
bazirani na semikonormi.

Ako je T t-seminorma, S njena dualna t-semikonorma, S (z,y) = 1 —
S(1—=z,1—y)im normirana fazi mera tada

(Ir (m. ))* = 1=y (m,1 = f) = Is (m", f) .
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gde je m? dualna fazi mera data sa
mé(A)=1-m(X - A).

Zbog dualnosti svi rezultati za integrale bazirane na t-seminormi mogu se
preneti na rezultate za integrale bazirane na t-semikonorma. Sledeca teo-
rema se analogno dokazuje kao teorema 2.29.

Teorema 2.35. Neka su f,g € .7:[(0)’(1’]“4)
* : [0, 1]2 — [0,1] neprekidna i neopadajuca funkcija po obe komponente
i ogranicena od gore minimumom 1 ¢ : [0,1] — [0,1] bijekcija koja je
neprekidna i striktno rastuda funkcija. Ako semikonorma S zadovoljava uslov

P71 (S (¢ (axb),0)) < (971 (S (¢ (a),0)) xb) V (ax ™! (S (¢ (b),0))),

tada nejednakost

e (Is (mp (f%9) <@t s (myo () * et (Is (my ¢ (9)))

dve komonotone merljive funkcije,

vazi za svako m € ./\/ng’A).

Ako je ¢ (x) = z°, s > 0, tada dobijamo tip nejednakosti Minkovskog
za univerzalni integral baziran na semikonormi. Nejednakost Cebigeva za
univerzalni integral baziran na semikonormi se dobija kad je s = 11 ta
nejednakost je dokazana u [57].

U slucaju kad je semikonorma S maksimum, x ograni¢ena od dole maksi-
mumom i ¢ bijekcija koja je neprekidna i striktno rastuca funkcija, tada S
dominira nad . Kao posledice toga imamo uopstenu nejednakost Cebige-
va ([1]), nejednakost Minkovskog ([2]) i Cebigevljevu nejednakost ([57]) za
Sugenov integral.



Glava 3

Jensenova nejednakost za
pseudo-integral

U ovoj glavi dati su originalni rezultati iz [68] vezani za uopstenje Jensenove
nejednakosti za pseudo-integral. Ovaj tip nejednakosti je pokazan za dva
slu¢aja poluprstena. Takode su date njene posledice koje ée kasnije biti
primenjene u pseudo-verovatnodi.

Koristeéi teoremu 2.1 dokazuje se uopstenje Jensenove nejednakosti za
pseudo-integral. Posmatramo dva sluc¢aja realnih poluprstena. U prvom
slu¢aju pseudo-operacije su definisane pomoc¢u monotonog i neprekidnog
generatora ¢, a u drugom slucaju pseudo-sabiranje je idempotentna ope-
racija, dok je pseudo-mnozenje definisano pomoc¢u generatora g.

3.1 Jensenova nejednakost u generisanom polu-
prstenu

2]
Familija svih funkcija f : X — [a, b] za koje postoji / f ®dm kao konac¢na

b's
vrednost u smislu poluprstena ([a,b],®,®), §to znadi da ako @ indukuje

S2)
uobicajeni poredak, / f®dm < b, a ako ® indukuje poredak obrnut
X

b
uobiajenom, znadi da je / f ®dm < a, bi¢e obelezena sa LQB (m).
X

Specijalan slu¢aj, kad je X = [0,1], A=B(X)im =g 1o, gdeje A
Lebegova mera na [0, 1], sledece teoreme dokazan je u [68].

47
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Teorema 3.1. Neka je (X, A) prostor sa o-algebrom i m o-®-mera na A,
takva da je m (X) = 1. Neka je ([a,b], B, ®) poluprsten, [a,b] C [0,00] 7 g :
[a,b] — [a,b] generator pseudo-sabiranja & i pseudo-mnoZenja ® konveksna
i rastuca funkcija. Ako je ® konveksna i nerastucéa funkcija na [a,b], tada
za svaku funkciju f € LL (m), f: X — [a,b] vaZi

@(/@fcadm>j/®(q>of)®dm. (3.1)

X X

Dokaz. Ako je ® : [a,b] — [a,b] konveksna i nerastuca funkcijai g : [a,b] —
[a,b] konveksna i rastuca funkcija, tada je kompozicija g o ® o g=1 takode
konveksna funkcija. Naime, kako je g rastuca i konveksna funkcija, njena
inverzna funkcija ¢! je takode rastuca ali konkavna funkcija. Funkcija ® je
konveksna i nerastuca, te je ®og~! takode konveksna funkcija. Primenjujuci
na konveksnu funkciju ® o ¢g~! rastuc¢u i konveksnu funkciju g dobijamo da
je go ® o g~! konveksna funkcija. Kako f € L} (m) i g rastuca funkcija,
ocigledno je go f € L' (gom).

Primenom klasi¢ne Jensenove nejednakosti (2.1) sa ¢ = go®o g™l i
h = go f dobija se

g(@<g_l</X (QOf)d(gom)>)></X(go<1>og_1og<>f)d(gom),
t.
o(2 (s ([ wonawem))) < [a@on agom.

Kako je g rastuca funkcija, njena inverzna funkcija g~! je takode rastuca
1 vazi

(oo (e nssem)))) <07 (oo o).

Dalje sledi

o (s ([ wonatgem)) <ot ([o@enagom).

(I)(/jf@dm)é/j(@of)@dm,

S§to je i trebalo dokazati. O

tj.
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Primer 3.1. (i) Neka je g(x) = z za neko a € [1,00), z € [0,00].
Odgovarajuée pseudo-operacije su x By = 2+ y*ix Oy = xy.
Tada se (3.1) svodi na slede¢u nejednakost

ol (a /[0’1] f(ac)‘%lx) <@ /[0’1}@(f(x))ad:n.

(ii) Neka je g(x) = e*, z € [0, 00]. Odgovarajuce pseudo-operacije su x &
y =In(e"+e¥)ix0y = x+ y. Tada se (3.1) svodi na sledecu
nejednakost

o (1 / @ g | < / B @) de |
[0,1] [0,1]

Analogna teorema vazi za opadajuci generator ([68]).

Teorema 3.2. Neka je (X, A) prostor sa o-algebrom i m o-®-mera na A,
takva da je m (X) = 1. Neka je ([a,b], B, ®) poluprsten, [a,b] C [0,00] 7 g :
[a,b] — [a,b] generator pseudo-sabiranja & i pseudo-mnoZenja ® konveksna
i opadajuéa funkcija. Ako je ® konkavna i neopadajuéa funkcija na [a,b],
tada za svaku funkciju f € L (m), f: X — [a,b] vazi

<I></X@f®dm>j/;9(@of)®dm. (3.2)

Dokaz. Ako je @ : [a,b] — [a,b] konkavna i neopadajuca funkcija i g :
[a,b] — [a,b] konveksna i opadajuca, tada je kompozicija g o ® o g~! takode
konveksna funkcija. Naime, kako je g opadajuca i konveksna funkcija, njena
inverzna funkcija ¢g~! je opadajuca ali konkavna funkcija. Funkcija ® ko-
nkavna i neopadajuca funkcija, pa je kompozicija ® o g~! konkavna funkcija.
Primenjujuéi na konkavnu funkciju ® o g~! opadaju¢u i konveksnu funkeciju
g dobijamo da je g o ® o g~! konveksna funkcija.
Na analogan nacin kao u dokazu teoreme 3.1 dobijamo

o (s ([ aatgem))zo ([ a@pagem).

@(/jf@dm) z/j(cpof)@dm.

Kako je funkcija g opadajuca, pseudo-sabiranje & indukuje poredak obrnut
uobicajenom i vazi nejednakost (3.2). O

tj.



50 Glava 3. Jensenova nejednakost za pseudo-integral

Teoreme koje slede predstavljaju posledicu Jensenove nejednakosti za
pseudo-integral.

Teorema 3.3. Neka je (X, A) prostor sa o-algebrom i m o-G-mera na A.
Neka je ([a,b],®,®) poluprsten, [a,b] C [0,00] i g : [a,b] — [a,b] generator
pseudo-sabiranja & 1 pseudo-mnoZenja @ konveksna i rastuéa funkcija. Ako
je ® konveksna i nerastuca funkcija na [a,b] i h : X — [a,b] merljiva funkcija

®
za koji vazi / h ®dm = 1, tada za svaku funkciju f € LL (m), f: X —

X
[a,b] vaZi
5] 2]
q’(/ (f®h)®dm> j/ (®of)Ohedn.
X X
o
Dokaz. Na osnovu teoreme 3.7 my, (4) = / h®dm, A€ A je o-®-mera
A

&
na A. Kako je po pretpostavci my, (X) = / h ® dm = 1, my, zadovoljava

uslove teoreme 3.1. Primenjujuéi teoreme 3.7 i 3.1 dobijamo:

<I></X@(f®h)®dm) _ @(/jf@dmh)

[ @epeam

X

IA

©®
- / (®o f)©h o dm,

X

§to je i trebalo dokazati. O

Teorema 3.4. Neka je (X, A) prostor sa o-algebrom i m o-®-mera na A.
Neka je ([a,b],®,®) poluprsten, [a,b] C [0,00] i g : [a,b] — [a,b] generator
pseudo-sabiranja ® i pseudo-mnoZenja © konveksna i opadajuéa funkcija.

Ako je ® konkavna i neopadajuca funkcija na [a,b] i h: X — [a,b] merljiva
D
funkcija za koju vazi / h®dm = 1, tada za svaku funkciju f € L%B (m),

X
f:X —[a,b] vazi

<D</X®(f®h)®dm> j/j(@of)@h@dm.
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3.2 Jensenova nejednakost u poluprstenu
([a, 0] ,sup, ®)

Posmatramo slucaj kada je pseudo-sabiranje idempotentna operacija i pseu-

do-mnozenje dato pomoéu monotonog generatora g, tj. & = supi ©® =

g 1 (g(x)g(y)). Rezultati prikazani u ovoj sekciji predstavljaju originalni
deo teze i mogu se naci u [68].

Teorema 3.5. Neka je ([0,00],sup, ®) poluprsten i generator g pseudo-
mnoZenja © je konveksna 1 rastuca funkcija. Neka je m sup-mera na
([0,1],B([0,1])), gde je B([0,1]) Borelova o-algebra na [0,1],

m (A) = 58 Sup (¥ (z) [z € A),

gde je . Lebegova mera na R, 1 : [0, 1] — [0, oo] neprekidna funkcija gustine.
Ako je ® konveksna i nerastuéa funkcija na [0,00], tada za svaku neprekidnu
funkciju f:[0,1] — [0,00], f € L} (m), vazi:

sup sup
@(/ f@dm></ (f) © dm.
[0,1] [0,1]

Dokaz. Neka je ® konveksna i nerastuca funkcija na [0,00]. Po teoremi

1.22 postoji familija {my} @x-mera, gde je @) generisana sa g*, A € (0, 00),
tako da vazi

sup D
f®dm = lim f ®dmy
[0,1] A=eo Jl0,1)

i () ([ 9 epar).

Primenjujuéi na obe strane konveksnu i nerastuc¢u funkciju ® dobijamo

sup S2DY
d / fodn| =92 lim/ fodmy|.
[0,1] A=e0 J10,1]

Kako je ® neprekidna funkcija dalje vazi

sup D
P fodn = lim® fodmy
[0,1] A—o0 [0,1]

= lmo (<9A>_1 </019A (f (x))dx» :
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Kako je funkcija ¢ konveksna i rastuca, takode je ¢* za A > 1 konveksna i
rastuc¢a funkcija. Dakle, kompozicija g* o ® o (g)‘)fl je takode konveksna
funkcija za A > 1. Primenjujuéi prvo teoremu 3.1, a zatim teoremu 1.22

dobijamo
s () ([ 700
<gm () ([ P @)
o KIGEE

.

<1>< ) dm) < /[wpcp(f (2)) da.

[0,1] 0,1]

Primer 3.2. Koriste¢i primer 3.1(ii) imamo da je ¢g*(z) = e’*. Tada

1
lim ~In (e)‘x + e/\y> = max(z,y),
A—oo A

TONY =2+ Y.

Jensenova nejednakost iz teoreme 3.5 svodi se na

@ (sup(f(z) + ¢ (2))) < sup (®(f(2)) + ¥ (2)),

gde je v iz teoreme 1.21.

Napomena 3.1. Odgovarajudi integrali u odnosu na inf-meru se mogu do-
biti kao granica familija g-integrala [51]. Primenjujuéi taj rezultat i teoremu
3.2 mozemo dobiti na analogan nacin slede¢u nejednakost

inf inf
<1>( f@dm> j/ (f)© dm.

[0,1] [0,1]
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3.3 Primena Jensenove nejednakosti u pseudo-ve-
rovatnocdi

Jensenova nejednakost ima znacajnu primenu u teoriji verovatnoce i statisti-
ci. Koristec¢i definiciju i osobine pseudo-integrala mogu se dokazati sledece
dve teoreme koje su analogne odgovaraju¢im teoremama u klasi¢noj teoriji
mere i koje ¢emo koristiti u kasnijem radu.

Teorema 3.6. Neka su (X1,A1) i (X2, A2) prostori sa o-algebrom, my :
A1 — [a,b], o-&-mera i f: X1 — Xo merljiva funkcija. Neka je za svako
A€ Ay, mo (A) = my (f*1 (A)) . Tada je mo o-@®-mera i za svaku merljivu
funkciju g : Xo — [a, b] vaZi:

/®g®dm2=/®(90f)®dm1-

Xo X1

Dokaz. Prvo é¢emo pokazati da je mo o-@-mera. Iz f~1(0) = 0 sledi
ma (0) = 0. Ako je ANB =0, tadaje f~1 (A)Nf~1(B)=f"1(ANB) =0.
Zbog jednakosti f~1 (LU, An) = o2, £~ (A4,) i osobine o-G-aditivnosti
skupovne funkcuje mq, za svaki niz po parovima disjunktnih skupova {4, }
imamo:

(9] = (G o (Gre)

[e.9]

= Umi (F7 (An) = [ ma (4n)

Po definiciji, imamo da je ma skupovna funkcija iz Az u [a,b], . Cime smo
pokazali da je mg : Az — [a,b] | o-@-mera.

Sada ¢emo pokazati drugi deo teoreme. Neka je prvo g jednostavna
funkcija, tj. g = @), a; © x4a,. Tada je

@CLZQXA @azQXf 14y (@)
=1
Koristeci definiciju pseudo-integrala i prethodnu jednakost dobijamo:

@ ®
/g@dmg @al(Dmg @a,@ml (AZ)):/ g (f)©dm;.

XQ Xl
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Kako je g merljiva funkcija i (gn),cy niz jednostavnih funkcija iz definicije
1.14 (ii) takav da d (g, (z), g (z)) — 0 uniformno kad n — oco. Tada vazi:

D D (&) (&)
[ gedma= im [ guodm= lin [ g, (Dedm = [ g(podm.
X n—oo |y, n—oo Jx, X,

]
Teorema 3.7. Ako je v : X — [a,b] merljiva funkcija, m o-®-mera, tada
je

52
mU(A):/ vOdm za A€ A,
A

o-®-mera i za svaku merljivu funkciju u: X — [a,b] je

& @
/u@dmvz/ (u®v) ®dm.

X X

Dokaz. Neka je v jednostavna funkcija, tj. v = ", v; ® x, za v; € [a,b]
sa disjunktnim supovima Bj, Bo, ..., B, koji su particije od X i B; € A,
1=1,...,n.

Prvo ¢emo pokazati da za svaki niz {4;}, y po parovima disjunktnih
skupova iz A vazi m,, <U;i1 Aj> = @52 my (4)).

A;) = /@ UQdm:éLBUi@m(Bim(GAj>>

U;')i1 Aj

My (

T3

n

= Puomn||JBna)|=Puo@mBina)
j=1 i=1 j=1

i=1
[e.e] n oo D o0
- ®Puon®mna) =@ [ vodn-Hm4)
j=1 i=1 j=1"4j j=1

Neka je v merljiva funkcija i (vy),cy niz jednostavnih funkcija iz defini-
cije 1.14 (ii) takav da d (v, (z),v (z)) — 0 uniformno kad n — oo. Zbog
neprekidnosti @ sledi

oo &b o0 @
mU(U Aj) = lim v, ©@dm = lim @/A U © dm
=174

n—oo o0 ) n—00
Uj—l Aj

_ é/@Ude:émv(Aj).
j=1 Aj j=1
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Sada ¢emo pokazati drugi deo teoreme. Neka je u jednostavna funkcija, tj.
U= @le u; © XU, za u; € [a,b] sa disjunktnim supovima Uy, Us, ..., Uy, koji
su particijeod X i U; € A, i =1,..., k.

® koo k ®
/ u®dm, = EB/ uiQXUiQde:@uiQ/ XU, © dimy
i=1 /X i=1 X

X

k k o
= @Ui@mv(Ui):@uiQ/ v©dm
i=1 i=1 Ui

k

- [ (@

ui@XUi> GuvEdm
=1

= /®(u®v)®dm.

X

Neka je u merljiva funkcija i (uy), oy niz jednostavnih funkcija iz definicije
1.14 (ii) takav da d (up (), u (z)) — 0 uniformno kad n — oo. Iz osobina
metrike sledi d ((un, ® v) (z), (v ®v) (z)) — 0 uniformno kad n — oo. Na
osnovu definicije pseudo-integrala i prethodno dokazanog tvrdenja za jedno-
stavnu funkciju imamo:

@ @ @
/ u®dm, = lim Uy, © dm, = lim (up, ®v) ©dm

= /®(u®v)®dm.

X

O
Neka je ([a,b],®, ®) poluprsten, m o-@G-mera na prostoru sa o-algebrom
(la, 0], 0 ([a,0])) -
Ako je ¢y gustina pseudo-slu¢ajne promenljive Y : Q — [a,b], tada za
svaki skup S € o ([a,b]), vazi:

PUY €S)) = /S65 by & dm (3.3)

Ocigledno je
52}
oy ©@dm = 1.
[a,b]
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Ako pseudo-ocekivanje pseudo-slu¢ajne promenljive Y ima kona¢nu vre-
dnost u smislu poluprstena ([a,b], ®,®), tada je Y integrabilna pseudo-slu-
¢ajna promenljiva.

Dokazacemo teoremu koja je uopstenje teoreme poznate kao osnovna
teorema o matematickom ocekivanju u klasi¢noj teoriji verovatnoce.

Teorema 3.8. Ako je Y pseudo-slucajna promenljiva sa gustinom ¢y i f :
[a,b] — [a,b] merljiva funkcija, tada je:

53
E(f(Y)) = [ b]f(x)®¢>y®dm.
52
Dokaz. Ako je mi(A) = / ¢y ©dm za A € o ([a,b]), na osnovu teoreme
A
3.7 my je o-@-mera i vazi:
@ @
f(z)© ¢y ©dm = f(x)®dm;.
[a,b] [a,b]
Koristedi teoremu 3.6 desna strana prethodne jednakosti je
® ®
f(a:)@dmlz/ a:@dmg,
[a,b] [a,b]
gde je mg(A) = my (f~1(A)) za svako A € o ([a,b]). Kako vazi (3.3),

imamo:

ma(4) = mi(fTHA)=P{Yef A} =P (/(4))

= P((fov) ' (4) =P (27 (1) = P({Z € A})

@
= / qbZ ®dm.
A

Primenjujudéi jo§ jednom teoremu 3.7 dobijamo

® ®
/ x@dmgz/ xO oz ©dm,
[

[a,b] a,b]

Sto je po definiciji E (Z).
O
Primenjujemo Jensenovu nejednakost za pseudo-integral u pseudo-verova-
tnodi.
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Teorema 3.9. Neka je (2, A, P) prostor pseudo-verovatnocée, Y : Q —
[a,b] integrabilna pseudo-slucajna promenljiva. Neka je ([a,b], ®,®) polu-
prsten, [a,b] C [0,00] i g : [a,b] — [a,b] generator pseudo-sabiranja @ i
pseudo-mnoZenja © konveksna i rastuca funkcija. Ako je merljiva funkcija
& konveksna i nerastuéa na [a,b], tada vazi:

3 (E(Y) < E(@(Y)). (3.4
S2] 52

Dokaz. Neka je E(Y) = / r ® ¢y ©dm. Kako je ¢y ©dm =1, na
[a,b] [a,b]

osnovu teoreme 3.3 i teoreme 3.8 sledi

52} ®
@(/ x@gby@dm)j/ QO gy ©dm,
[a,b] [a,b]

tj. nejednakost (3.4). O

Kao posledica teoreme 3.4 i 3.8 analogno se moze dokazati i teorema koja
sledi.

Teorema 3.10. Neka je (2, A, P) prostor pseudo-verovatnoce, Y : Q —
[a,b] integrabilna pseudo-slucajna promenljiva. Neka je ([a,b],®,®) polu-
prsten, [a,b] C [0,00], i g : [a,b] — [a,b] generator pseudo-sabiranja & i
pseudo-mnozZenja @ konveksna i opadajuca funkcija. Ako je merljiva funkcija
® konkavna i neopadajuca na [a,b], tada vaZi:

PEY)) ZE(®(Y)).
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Glava 4

Nejednakost Cebiseva za
pseudo-integral

U ovoj glavi je dato uopstenje za pseudo-integral dve nejedankosti poznate
kao nejednakosti éebiéeva, te njihova primena u pseudo-verovatnodi §to su
ujedno i originalni rezultati. Prva nejednakost Cebiseva ima veliki znacaj
u teoriji verovatnoce, dok se druga odnosi na integrale funkcija koje su iste
monotonosti. Data je takode posledica druge nejednakosti Cebiseva, tj. ne-
jednakost Stolarskog.

Teorema 4.1. Neka je (X, A) prostor sa o-algebrom i f : X — [a,b],
merljiva funkcija. Ako je h merljiva i neopadajuéa funkcija na skupu vredno-
sti funkcije f, sa vrednostima u [a,b], , tada za svaku o-@-meru m i za svako
t € [a,b], \ {0} vaZi nejednakost

&b
h(t)@m({weX]f(m)it})j/X (ho f)® dm. (4.1)

Dokaz. Neka je Cy = {z € X | f(z) =t} it € [a,b], \ {0}, tada za svako
x € X vazi

h(t) © xe, (x) 2 h(f () © xe, (#) 2 (f(2)), (4.2)

gde je x¢, pseudo-karakteristi¢cna funkcija. Iz nejednakosti (4.2) i osobina
pseudo-integrala sledi

S S

XCt@dmj/ (ho f)®dm.
X

h(t)@m(Ct):h(t)G)/

X

99
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Specijalan slu¢aj nejednakosti Cebiseva je nejednakost Markova, naime

c@m(ftc)j/@f@dm, (4.3)
X

za svako ¢ € [a,b]  \ {0} i f: X — [a,b] .
Ako je ® kancelativno na (a,b) (videti slucajeve I(a) i Il sa g rastué¢im),
tada se (4.3) moze uopstiti u

®) ®
Domzos [ 2o

gde je p proizvoljna pozitivna konstanta.

4.1 Primena nejednakosti Cebieva u pseudo-vero-
vatnodi

Neka je [a,b] podinterval intervala [—oo,+o00], ([a,b],®,®) poluprsten i m

o-@-mera definisana na prostoru sa o-algebrom ([a, b, o ([a, b])).

Teorema 4.2. Neka je (2, A, P) prostor pseudo-verovatnocée, Y : Q —
[a, b] integrabilna pseudo-slucajna promenljiva i f : [a,b] — [a,b], merljiva
funkcija. Tada za svako t € [a,b], \ {0} vaZi nejednakost

toP{zeQ|f(x)=t}) ZE(f(Y)).

@
Dokaz. Ako je my(A) = [ ¢y @ dm za A € o ([a,b]), gde je m o-@®-mera
A

na ([a,b],0 (la,b])), na osnovu teoreme 3.7 my je o-G-mera i vazi:
D D
fOoy ©dm = fodmy.
[a,b] [a,b]
Koristeéi prethodnu jednakost, teoreme 3.8 i 4.1, dobijamo:
52}
BUO)= [ fodm ztomy(zenl i@ =),
a,b

Zbog jednakosti (3.3) imamo
tomy ({fzt}) =toP Y e{f=zt}) =toP{f () =t}),
t.
toP{zeQ| f(x)=t}) E(f(Y)).
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4.2 Nejednakost Cebiseva za monotone funkcije

U ovoj sekciji ¢e biti dato uopStenje nejednakosti Cebigeva za monotone
funkcije. Posmatrac¢emo dva slu¢aja realnih poluprstena. U prvom slucaju
pseudo-operacije su definisane pomoc¢u monotonog i neprekidnog generatora
g, a u drugom sluc¢aju pseudo-sabiranje je idempotentna operacija dok je
pseudo-mnoZzenje definisano pomocu generatora g. Specijalan slucaj, kad je
X =10,1], A=B(X)im = g to\ X Lebegova mera na [0, 1], teoreme
koja sledi dat je u [3, 67].

Neka je u teoremama koje slede (X,.A) prostor sa o-algebrom, m o-®-
merana A=B(X), X =[¢,d] i ([a,b],®,®) poluprsten.

Teorema 4.3. Neka su fi, f2 : [c,d] — [a,b] merljive funkcije. Ako je ge-

nerator g pseudo-sabiranja @ i pseudo-mnoZenja © rastuca funkcija i f1, fo
su obe rastuce ili obe opadajuce, tada vazi:

) ® & ®
f1Odmo fo ®dm =< / 1odm | © / (1® fo) ©dm | .

[c.d] [e,d] [c.d] [e.d]
(4.4)

Dokaz. Ako su f1i fo monotono rastuce ili monotono opadajuée i g rastuca

funkcija, tada su kompozicije g o f1 1 g o fo takode monotono rastuce ili
monotono opadajuce funkcije i nenegativne.

Ako primenimo klasiénu nejednakost Cebigeva (2.2), dobijamo:

/ (QOfl)d(gom)-/ (g0 f2)d(gom)
[e,d] [e,d]

S/[C’d]d(gom)/[c’d](gOfl)(gsz)d(gom)-

Kako je funkcija g rastuca funkcija, onda je ¢~! takode rastuca i imamo

-1 . o om
g (/{Qd}(gofl)d(gom) /[C’d]@ f2)d (g ))

<g! (/{c’d}d(gom)'/[c’d} (QOfl)(Qsz)d(gom)>»
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tj.,
gt (9 (gl (/M (go fr)d(go m)))
g (9‘1 (/M (90f2)d(gom)>>>
<g ! -1 d(go
<g <g<g (/[C,d] (g m)))
g (91 (/ (gofl)(gofz)d(gom)>>> .
[e.d]
Sledi
&) D (&) D
fiOdmn o f2®dm§/ 1®dm®/ (f1 © f2) ©dm,
[e,d] [e,d] [c,d] [e,d]
tj.,
® 5] @ [S¥)
[e,d] [e,d] [e,d] [e,d]

0

Primer 4.1. (i) Neka g(x) = z% za neko a € [1,00). Odgovarajuce
pseudo-operacije su @y = 2*+y* iz ©y = xy. Tada se (4.4)
svodi na slede¢u nejednakost

‘i/ fi(z)* dx D\‘/ fao(z)*dr < ‘K/ fi(z) fo(x)*dz .
[0,1] [0,1] [0,1]

(ii) Neka g(x) = e*. Odgovarajuce pseudo-operacije su z@y = In (e” + eY)
iz®y=x+y. Tada se (4.4) svodi na slede¢u nejednakost

ln/ /1@ d:L‘+1n/ (@) dz < In / @ +2@) gy |
[0,1] [0,1] [0,1]

Analogno prethodnoj teoremi moze se pokazati sledec¢a teorema.
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Teorema 4.4. Neka su fi,fo : [c,d] — [a,b] merljive funkcije. Ako je
generator g pseudo-sabiranja @ i pseudo-mnoZenja © opadajuéa funkcija i
f1, fo su obe rastuce ili obe opadajuce, tada vazi:

® ® o ®
fiodne foOdm =< / 1o0dn | o / (1O fo)©dm |.
[c,d] [e,d] [e,d] [e,d]

)

Dokaz. Ako su fi i fo monotono rastuce ili monotono opadajuce i g je

opadajuca funkcija, tada su kompozicije g o f1 1 g o fo monotono rastuce ili
monotono opadajuce funkcije i nenegativne.
Ako primenimo nejednakost CebiSeva (2.2), dobijamo:

/ (gofl)d(gom)-/ (go fa)d(gom)
[c.d]

[c,d]

< d(gom)/[d](gofl)(gofg)d(gom).

e

Funkcija g je opadajuca funkcija i tada je g~! takode opadajuca i imamo:

-1 o om) - o om
g (/{qﬂ@ f)d(g >/[(:7d}<g f)d(g >>

> g (/Md(gom)/[qd](gof1)(gof2)d(gom)>~

Kao u dokazu teoreme 4.3 dobijamo

® 2} @ [S2}
f1Odmo f2®dm2/ 1®dm®/ (f1 ® f2) ®dm,
[e,d] le,d] [e,d] [e,d]
.,
b b 5 b
fiodnoe f2®dmj/ 1®dm®/ (f1® f2) ®dm.
[e,d] [e,d] [c,d] [e,d]

0

U teoremi koja sledi posmatra¢emo sluc¢aj kada je pseudo-sabiranje ide-
mpotentna operacija i pseudo-mnozenje dato pomo¢u monotonog generatora

g tj. d=supi©=g""(g(x)g ).
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Teorema 4.5. Neka je ([0, 00],sup, ®) poluprsten za koji je pseudo-mnoZe-
nje © generisano rastuéim generatorom ¢g. Neka je m sup-mera na

([e,d], B ([c,d])), gde je B([c,d]) Borelova o-algebra na [c,d],

m(A) =esssup (¥ (z) | x € A),
n
gde je u Lebegova mera na R i) : [e,d] — [0, 00] neprekidna funkcija gusti-
ne. Tada za neprekidne funkcije fi, fo : [c,d] — [0, 00], koje su obe rastuce
ili obe opadajuce vazi:

sup sup

sup sup
fiodno fMMmj/ MMmq/ (f1 ® f2) © dm.
[C,d] [C,d] [C»d] [c7d]

Dokaz. Na osnovu teoreme 1.22 postoji familija {my} @®,-mera, gde je @)
generisana sa ¢g*, A € (0, 00), tako da vazi
sup S2)%

fiodm = lim fi ©dmy
[c,d] A=00 Jlc,d]

i () ([ P

C

za1=1,2.
Kako je ® neprekidna funkcija vazi
sup sup
fiodno fo®dm
[c,d] [e,d]

D D
= | lim fieodmy | ©| lim fo ®dmy

A=00 Jlc,d] A=00 Jle,d]

@ DA
= lim fiodmy | ©® fo ® dm,)y .
A—00 [c,d] [c,d]

Ako prvo primenimo teoremu 4.3, a zatim i teoremu 1.22, dobijamo

D D
lim / fiedmy ] o / f2 ©dmy
A—00 [c,d] [e,d]

D D
< lim (/ 1©dm,\®/ (fl@fQ)@dm)\>

A=\ Jled) [c,d]

sup sup
:/ 1®dm®/ (f1® f2) ®dm,
[ [

c,d) c,d)
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tj.,
sup sup sup sup
f1odnoe f2®dmj/ 1®dm®/ (f1© f2) ©dm.
[e,d] [e,d] [e,d] [e,d]
O

Primer 4.2. Koriste¢i primer 4.1(ii) imamo da je ¢*(z) = e*. Tada

1
lim " In (e)‘x + e/\y> = max(z,y),

A—00

TONY =T+ Y.

Nejednakost Cebiseva iz teoreme 4.5 svodi se na

sup(f1(z) +¢(z)) +sup(fa(z) + ¢ (2)) < sup (f1(z) + f2 (2) + ¥(2)),

gde je v iz teoreme 1.21.

4.3 Primena nejednakosti CebiSeva za monotone
funkcije u pseudo-verovatnodi

U ovoj sekciji data je nejednakost vezana za pseudo-ocekivanjanja pseudo-
slu¢ajnih promenljivih koja je analogna nejednakosti (2.3) vezanoj za mate-
maticka oc¢ekivanja sluc¢ajnih promenljivih u klasi¢noj teoriji verovatnoce.

Neka je [a, b] podinterval intervala [—oo, 400, ([a,b],®, ®) poluprsten i
m o-@-mera definisana u prostoru sa o-algebrom ([a, b], o ([a,b])).

Teorema 4.6. Neka je (2, A, P) prostor pseudo-verovatnocée, Y : Q — [a,b]
integrabilna pseudo-slucajna promenljiva i f1, fo : [a,b] — [a,b] merljive
funkcije. Ako je generator g pseudo-sabiranja & i pseudo-mnoZenja @ rastu-
éa funkcija @ f1, fo su obe rastuée ili obe opadajuce, tada vazi:

E(fi(Y)OE(f(Y)2E(fi(Y)o f2(Y)).

@
Dokaz. Neka je E (Y) = /

5]
x ® ¢y © dm. Ako je my(A) = /d)y ®dm
[a,b]
A

za A € o ([a,b]), na osnovu teorema 3.7 i 3.8 vaizi:
S2] @

E(fi(Y)) = [ b]fi®¢Y®dm: [ b]j}-@dmy, (4.5)
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za i = 1,2. Takode, na osnovu teoreme 3.8 vazi:

) D
E(fi(Y)© (V) =/[ (homeeyodn= [ (homodny
a,b a,b
(4.6)
D
Kako je oy @ dm =1, sledi
[a,b]
7 @
/ 1®dmy:/ (1®¢y)®dm=1. (4.7)
[a,b] [a,b]

Zbog prethodne jednakosti nejednakost (4.4) u ovom slucaju se svodi na

(S5] (5] (&)
/ ﬁ@WWQ/ h@ij/ (f1© f2) ©dmy.

[a,b] [a,b] [a,b]

Na osnovu (4.5) i (4.6) prethodna nejednakost je

E(Hi(Y)OE(fa(Y))=2E(fi(Y)o f2(Y)).

O
Analogno se dokazuje sledec¢a teorema.

Teorema 4.7. Neka je (2, A, P) prostor pseudo-verovatnoée, Y : Q) — [a, b]
integrabilna pseudo-slucajna promenljiva i f1, fo : [a,b] — [a,b] merljive
funkcije. Ako je generator g pseudo-sabiranja @ i pseudo-mnozenja © opada-
juéa funkcija i f1, fo su obe rastuce ili obe opadajuce, tada vazi:

E(i(V)OE(f(Y))=2E(fi(Y)o f2(Y)).
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4.4 Nejednakost Stolarskog za pseudo-integral

Nejednakost Cebiseva za pseudo-integral se moze primeniti prilikom poka-
zivanja uopstenja nejednakosti Stolarskog. Posmatra¢emo dva slucaja rea-
Inih poluprstena. U prvom sluc¢aju pseudo-operacije su definisane pomocu
monotonog i neprekidnog generatora g, a u drugom sluc¢aju pseudo-sabiranje
je idempotentna operacija dok je pseudo-mnoZenje definisano pomocu gene-
ratora g.

Posmatrajmo prvo slucaj poluprstena kad su pseudo-operacije definisane
pomoc¢u monotonog i neprekidnog generatora g.

Teorema 4.8. Neka je (X, A) prostor sa o-algebrom, ([a,b],®,®) polu-
prsten gde je g : |a,b] — [0,00] generator pseudo-sabiranja & i pseudo-

mnoZenja © je rastuca funkcija. Ako je f :[0,1] — [0,1] merljiva, rastuca
funkcija, tada za svaku o-@®-meru m i c, d > 0 vazi:

® L ® L ® L
/ f(xz)@dm ® / f(m)@ dm g/ f<xm>® dm.
[0,1] [0,1] [0,1]
(4.8)
Dokaz. Za svako ¢, d > 01z € [0,1] je ze < w7, S obzirom da je f
rastuca funkcija to je
() <o)
Kako je pseudo-mnozenje pozitivno neopadajuca operacijai 0 < f(x) < 1,
imamo da je
F(et)os(et) <1 (af) <1 (=)

Zbog monotonosti pseudo-integrala vazi

2]

) : : 1
/[071] (f (m*) of (g;a)) ® dm < /[071] f <$c+d> © dm.

Primenom nejednakosti CebiSeva za pseudo-integral (4.4) dobijamo

® ) ® 1 o B
(/[071} / (a:E) @dm) ©) (/[071] f (xﬁ) ® dm) < /[0’1] f ($c+d) ® dm.

O



68 Glava 4. Nejednakost Cebiseva za pseudo-integral

Primer 4.3. (i) Neka je g(x) = z® za neko a € [1,00). Odgovarajuce
pseudo-operacije su @y = {2*+y* iz ©y = xy. Tada se (4.8)
svodi na slede¢u nejednakost:

K//[ovu f<x%>adx i//[o,ﬂ / <$%)ad"f§ \//[o,u f (x?%)adx.

(ii) Ako je g(z) = €%, tada su odgovarajuce pseudo-operacije z @y =
In(e®*+e¥),z@y=x+yi(4.8) svodi se na sledecu nejednakost:

1 1
ln/ ef(z%) dr+ ln/ ef<wd) dr <lIn (/ ef<x +d> dx) .
[c,d] [c.d] [e,d]

Analogno se moze pokazati uopStenje nejednakosti Stolarskog za slucaj
kad je 2 @y = sup (z,y) i 2 @y = g~ (9(x)g(y))-

Teorema 4.9. Neka je ([0, 00],sup, ®) poluprsten za koji je pseudo-mnoZe-
nje © generisano rastuéim generatorom g. Neka je m sup-mera na
([0,1],B([0,1])), gde je B(]0,1]) Borelova o-algebra na [0, 1],

m(4) = esssup (U (1) | € 4),

gde je p Lebegova mera na R i1 : [0,1] — [0, 00| neprekidna funkcija gustine
ic,d>0. Tada za svaku merljivu i rastucéu funkciju f : [0,1] — [0, 1] vazi:

([ sty o) ([ o) an) < [ (s=2) 0

Primer 4.4. Koristeéi primer 4.3(ii) imamo da je g*(x) = e**. Tada

1
lim X In (e)‘x + e’\y) = max(z,y),

A—00

TONY=2T+Y.

Nejednakost iz teoreme 4.8 svodi se na

sup} <f <x%) —Hﬁ(w)) + sup (f (x%) —H/J(x))

z€[0,1 z€[0,1]
< le[lol,)l} (f (wﬁ) + (:c)) :

gde je v iz teoreme 1.21.



Glava 5

Nejednakosti Holdera 1
Minkovskog za pseudo-integral

Neke od nejednakosti za Lebegov integral koje se mogu uopstiti za ne-
linearne integrale, uklju¢uju¢i pseudo-integrale, su nejednakosti Holdera i
Minkovskog. U ovoj glavi dati su originalni rezultati iz [5]. U sekcijama 5.1
i 5.2 prvo su pokazane nejednakosti Holdera i Minkovskog u sluc¢aju kad su
pseudo-operacije definisane pomoc¢u monotonog i neprekidnog generatora
g, zatim kad je pseudo-sabiranje idempotentna operacija dok je pseudo-
mnozenje definisano pomocu generatora g i m kompletna sup-mera i na
kraju za opsti slucaj, tj. kada je m proizvoljna o-sup-mera. Takode su
navedene odgovarajuce nejednakosti u slu¢aju kada su obe pseudo-operacije
idempotentne (|5]).

5.1 Holderova nejednakost za pseudo-integral

Teorema koja sledi je uopstenje Holderove nejednakosti za pseudo-integral u
sluc¢aju kad su pseudo-operacije definisane pomoc¢u monotonog i neprekidnog
generatora g.

Teorema 5.1. Neka je (X, A) prostor sa o-algebrom. Ako su p i q konjugo-
vani eksponenti, 1 < p < oo, u,v: X — [a,b] merljive funkcije i generator
g : [a,b] — [0, 00] pseudo-sabiranja & i pseudo-mnoZenja © rastuéa funkcija,
tada za svaku o-®-meru m vazi:

/j(u@v)@ dm < </X®ug)©dm>fj)) ® </X@vg“®dm>ié). (5.1)

69
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Dokaz. Primenom klasi¢ne Holderove nejednakosti (2.4) dobijamo

/ (gou)(gov)d(gom)

X

< </X(QOU)pd(gom)>;-</X(gov)qd(gom)>;-

Kako je g rastuca funkcija, to je g~! takode rastuca i vazi

([ ow@ondom)

gg1((/X@ou)pd(gom));-(/X@ov)qd(gom))‘l])-

tj.,
g (Zg (97" ((gou)(gov)))d(go m))
o),
()
Dakle,

/)(EB(u@v)@dm

gg1<</X(Qou)pd(90m)>i>®g1<</X<gov>qd<gom>);)
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Za desnu stranu nejednakosti vazi:

. <(g (/jug@dm));) - <g </X@Ug;>®dm)>é>

_ </X69 u? (2) dm>ip) o </X@ 09 (2) dm)fj) .

Sto je i trebalo pokazati. O

Primer 5.1. (i) Neka je [a,b] = [0,00] i g(z) = 2 za neko a € [1,00).
Odgovarajuce pseduo-operacije su x By = Y2+ y*ix Oy = xy.
Tada se (5.1) svodi na nejednakost:

(ii) Neka je [a,b] = [—00,00] i g(z) = e®. Odgovarajuce pseduo-operacije
suxz®y=1In(e"+eY)izOy=2x+y. Tada se (5.1) svodi na:

ln/ e @ (@) o < lln / @) dg | + 1ln / @ dg | |
[e,d] p [e,d] q [e,d]
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Teorema 5.2. Neka je (X, A) prostor sa o-algebrom. Ako su p i q konju-
govani eksponenti, 1 < p < 0o u,v : X — [a,b] merljive funkcije i genera-
tor g : la,b] — [0,00] pseudo-sabiranja @ 1 pseudo-mnoZenja © opadajuca
funkcija, tada za svaku o-®-meru m vazi:

/X@(u@vm dm > </X@“g)®dm>fj) . </X@v§§)®dm>§’)

Dokaz. Na slican nacin kao u dokazu teoreme 5.1 dobijamo
([ wowonigom)

>g! ((/X(QOU)pd(gom)Y-</X(90v)qd(90m)>;>-

£,

/XeB(uG)v)@dmZ </X@u(®p)®dm)fj) . (/}(®vg)@dm>§)

Posmatramo slu¢aj kad je z @y =sup (z,y) i z ©y = g 1 (g(x)g(y)).

0

Teorema 5.3. Neka je pseudo-mnoZenje © generisano rastuéim genera-
torom g 1 m kompletna sup-mera, p 1 q konjugovani eksponeneti, 1 < p < oo.
Tada za svake dve merljive funkcije u,v: X — |a,b] vaZi:

sup sup (l) sup (1)
/ (u@v)@dm§</ u%”@dm) ’ ©</ vé?’@dm) '
X X o) X o

Dokaz. Po definiciji pseudo-integrala imamo

[T wevedn = s or@o @)
X xeX

—— <sup (9 (u(@)g (v () g (& <x>>>) ,

reX

gde je ¥ : X — [a,b] funkcija gustine pomocu koje je definisana sup-mera
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m. Vazi

sup (%) %
(/ u? o dm) = g <sup (9" (u(y) g (¥ (y)))>
X ® yeX

Sli¢no,

</Xsup o @ dm> S) =g (Sg (g (v(2)) g7 (& (Z)))> :

Iz prethodnih jednakosti sledi

P ) (%) P (@ (q
</ u@®dm> @(/ v®®dm>
X ® X ®

=g <sup (9N g» @ W) -sup (90 (=) g7 (v <z>>)>

yeX zeX

>0 (sup (5wl (0 (@) 9 0 @) g* (0(0)) )

zeX

g (sup (9.(u(@)) g (v (@) g (6 <x>>>>

zeX

sup

:/ (uOV)© dm,

X

§to je i trebalo pokazati.

O

Napomena 5.1. U slucaju ITI(a), tj. ako je & = sup i ® = inf, za svako

(»)

x € [a,b]ip>0,z; = x. Holderova nejednakost se u ovom sluc¢aju svodi
na nejednakost:

£,

sup sup sup
/ (u@v)@dmﬁ(/ u@dm)@(/ U@dm),
X X X
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sup (inf (u (z) ,v (z), 9 (x)))

zeX

< inf <sup (inf (u (y) ;¥ ())) , sup (inf (v (2) , ¢ (Z)))) :

yeX zeX

Sto trivijalno vazi zbog distributivnosti sup i inf.

Za opsti slucaj poluprstena I(a) i ITI(a), tj. kada je m proizvoljna o-sup-
mera, pretpostavimo da su u i v jednostavne funkcije na (X, .A) sa vred-
nostima u [a,b]. Tada postoji kona¢na particija {E1, ..., E,} od X tako da
je

u= sup U OXxXg, V= sup v;OXEg-
i€{1,2,...,n} 1€{1,2,....,n}

Ako definifemo novi prostor sa o-algebrom (Y, 2Y) sa Y = {y1,.,Un},
vi=FE;,i=1,..,n,imy :2¥ - [a,b], my (B) =m | | A4; ]|, ocigledno

y;€B
je my kompletna sup-mera i vazi

sup sup
/ u@dm:/ uy © dmy,
X Y

gde je uy (y;) = u;, @ = 1,...,n. Analogno se moze definisati vy i

sup sup
/ U@dm:/ vy © dmy.
X Y

Sada ¢emo dokazati Holderov tip nejednakosti za opStu o-sup-meru §to je
posledica teoreme 5.3.

Posledica 5.4. Neka je ® generisano rastuéim generatorom g i m je o-
sup-mera. Neka su p i q konjugovani eksponenti ¢+ 1 < p < co. Tada za sve
merljive funkcije u,v : X — [a,b] vazi:

sup sup ) (%) sup (@)
/ (uOV)©dm < </ ul @dm) @(/ Ve @dm> . (5.2)
X X ® X ©®

Dokaz. Posmatramo nizove elementarnih funkcija (en),cn i (fn)pen 12
definicije 1.14 (ii) takve da d (e, (z),u(x)) — 01 d(fn (z),v(z)) — 0 uni-
formno kad n — oo. Tada

d((en® fu) (@), (@) (@)) = 0, d((e)? (@), uf (@) =0

Q=
N—r
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id ((fn)g]) (x) ,vgl) (x)) — 0 uniformno kad n — oo. Na osnovu teoreme

5.3 nejednakost (5.2) vazi za svaki par (e, fn), te na osnovu definicije 1.14
(ii), nejednakost (5.2) vazi za par (u,v).
]

Primer 5.2. Neka je [a,b] = [—00,00] 1 g generator ® je dat sa g(z) = e*.
Tada je x ©y = z +y i Holderov tip nejednakosti iz teoreme 5.3 svodi se na

sup (u(z) + v () + $(z)) < ~sup(p- u(x) + P(z)) + ~sup(q - v(z) + P(z))
zeX PreXx qreX

gde u, v, su proizvoljne realne funkcije na X.

5.2 Nejednakost Minkovskog za pseudo-integral

U narednoj teoremi dato je uopstenje nejednakosti Minkovskog za pseudo-
integral u sluc¢aju kad su pseudo-operacije definisane pomocu rastuceg gene-
ratora g.

Teorema 5.5. Neka su u,v : X — [a,b] merljive funkcije i p € [1,00).

Ako je generator g : [a,b] — [0, 00| pseudo-sabiranja @ i pseudo-mnoZenja
® rastuca funkcija, tada za o-®-meru m vazi:

</X® (uev)? @dm)S)
< (A(@ug)@dm)s) o (/X@vg’)@dm>fj).

Dokaz. Primenjujudi klasi¢nu nejednakost Minkovskog (2.5) na kompozicije
gowuigowv dobijamo

</X(gou+gowpd(gom)>p

< (/X(QOU)pd(gom));Jr (/X(gov)pd(gom)>

D=
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Kako je funkcija ¢ rastuca, to je g~ ! takode ra;

stuca funkcija i vazi

alje sledi:



5.2. Nejednakost Minkovskog za pseudo-integral 77

(o)) oo (G )
= (/X@ugﬂ@dm)(;) @ (/X@vg)@dm>(;).

¢ime je tvrdenje dokazano. O

Takode u slucaju kad je idempotentno pseudo-sabiranje @& = sup ne-
jednakost Minkovskog vazi. Ako je ® = inf, tada je odgovarajuca nejedna-

kost (tada je xg)) =z za svako z € [a,b], p > 0)

@ ® o
/ (u@v)@dmﬁsup(/ u@dm,/ v@dm),
X X X

sup inf (sup (u (z), v (), ¢ ())
zeX

tj.

yeX zeX

< sup (Sup (inf (u (y) , ¢ (y))) , sup (inf (v (2), ¢ (Z)))) :

§to vazi zbog distributivnosti sup i inf .
Sada posmatramo nejednakost Minkovskog za slucaj kad je x @y =
sup (z,y) iz ©y =g~ (g(x)g(y))-

Teorema 5.6. Neka je ©® generisano rastué¢im gemeratorom g, m je ko-
mpletna sup-mera i p € (0,00). Tada za funkcije u,v : X — [a,b] vaZi:

</XSup (sup (u, v))? @dm>fj)

L su %
= sup (/ pug’)Qdm>(p),</ pfug’)@dm>( )
X ® X ©

Dokaz. Kao sto je ve¢ pokazano u dokazu teoreme 5.3,

</):up u? o dm> (3) =g ! <sg§ (g (u(y)) g7 (¥ (y))>> 7

O]
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([0 e an) fj’) —o (sw (s e 6) ).

gde je ¢ funkcija gustine pomoc¢u koje je definisana sup-mera m. Tada je

1 su 1
sup </ pug) @dm) (p) , </ pvg’) ® dm> (p)
X ® X ©

—g! <sup (sup (9u@)gr @) .sup (90 ()" (@ <Z>>)>>

yeX zeX

— g (sup (s (up (o) 0 (@) 97 (0 2) )

zeX

— (/Sup (sup (u,y))g’) Qdm>fj).

X
g

5.3 Primena nejednakosti Holdera i Minkovskog u
teoriji odluc¢ivanja

Zamena klasitne strukture relnih brojeva (R, +,-) sa idempotentnim polu-
prstenom (P, ®,®) dovodi do pojma idempotentne mere koja je prvi put
uvedena u [42] gde su takode uvedeni i idempotentni integrali. Ako se po-
smatra poluprsten ((—oo, 0o}, min, +), mera ili teorija verovatnoce moze biti
zamenjena optimizacijom. Verovatno¢i odgovara mera troskova, sluc¢ajnoj
promenljivi odgovara promenljiva odluc¢ivanja itd. Analogija optimizacije
i teorije mere prvo je prouCavana u [42|, dok je korespondencija izmedu
pojmova iz teorije verovatode i optimizacije kasnije proucavana od strane
vige autora u |10, 11, 12, 13, 25, 26, 45|. Zakon velikih brojeva i centralna
grani¢na teorema za nezavisne promenljive odlu¢ivanja dokazani su u [76].

5.3.1 Mera troskova i promenljive odlucivanja

Neka je Ry idempotentni poluprsten ((—oo,00], min,+) i posmatramo
metriku d (z,y) = |e™® — e7Y|. Sledi pregled definicija i rezultata iz [13, 63].

Definicija 5.1. Neka je (U,U) topologki prostor. Preslikavanje K iz U u
R je mera troskova ako vazi
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i) K(0) = oo,
i) K(U) =0,
i) K(U,, An) = inf, K (A,) za sve A, iz U.

Trojka (U,U,K) se naziva prostor odlu¢ivanja.

Funkcija ¢ : U — Ry takva da za svako A € U vazi K (A) = infyecq ¢ (u)
naziva se gustina troskova mere troskova K.

Skup D, = {u € U | ¢(u) # oo} je domen gustine troskova c.

Od dole poluneprekidna realna funkcija ¢ takva da je inf,c(u) = 0
definise meru troskova na (U,U) na sledeci na¢in K (A) = inf,eca ¢ (u) ([11]).
Takode postoji minimalno prosirenje K, mere troskova K na partitivhom
skupu skupa U (|38, 43]).

Analogno sluc¢ajnim promenljivima definisu se promenljive odlucivanja.

e Promenljiva odlu¢ivanja X na (U,U,K) je preslikavanje iz U u E
(topologki prostor sa prebrojivom bazom). Ona indukuje meru troskova
Kx na (E,B), gde je B skup otvorenih podskupova od E, definisanu
sa

Ky (A) =K, (X~ (4))

za sve A € B. Mera trogkova Ky ima od dole poluneprekidnu funkciju
gustine cx. Kada je £ = R promenljiva odlucivanja X naziva se re-
alna promenljiva odlu¢ivanja. Ako je E = Ry, tada se X naziva
promenljiva troskova.

e Dve promenljive odlu¢ivanja su nezavisne ako vazi:
exy (,y) = ex (x) + ey (y).
e Uslovni visak trogkova od X znaju¢i Y je definisan sa:
CX|y (,y) =Ku(X =2 |Y =y) =cxy (v,y) —cy (v) .
e Optimum promenljive odluéivanja je
O (X) = arg ;Iélg conv (cx) ()

kad minimum postoji. Sa conv oznacena je od dole poluneprekidna
konveksna obvojnica i arg min je tacka u kojoj se dostize minimum.
Ako je O (X) = 0, kazemo da je promenljiva odlu¢ivanja X centrirana.
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e Ako je optimum promenljive odluc¢ivanja X jedinstven, i kada je blizu
optimuma, imamo:

conv (ex (x) = ; o=t (@ — O (XD + ol — O CO)IP),

definiemo senzitivnost (osetljivost) reda p od K sa SP (X)) = o, gde je
o uobicajena oznaka za asimptotsko ponasanje u matematickoj analizi.
Kada promenljiva odlu¢ivanja ispunjava uslov S (X) = I (jedini¢na
matrica), kazemo da je X reda pi da je normalizovana (videti [13, 63]).

e Srednji broj (sredina) promenljive odlucivanja X je
V(X) =inf (z + cx (x)),
x
dok je uslovni srednji broj definisan sa

V(X |Y =y) :igf(:c—l—cmy (z,y)) -

Napomena 5.2. Kako je poluprsten ((—o0, 0], min, +) specijalan slucaj
poluprstena I b) iz sekcije 1.3.1 gde je 0 = o0 i 1 = 0, to je K, o-®-
mera, odnosno pseudo-verovatnoc¢a definisana u sekciji 1.3.4. Srednji broj
promenljive odluc¢ivanja X je pseudo-integral u odnosu na Kx, odnosno
pseudo-ocekivanje.

Moze se uvesti prostor promenljivih odlu¢ivanja analogno standardnom
LP prostoru, [13].
Teorema 5.7. Za p > 0 sa

r—0(X)

g

| X, = inf {a | ex (x) >

1 p
) |
1 X1, = X1, + 10 (X)]

definisane su respektivno seminorma ¢ norma na vektorskom prostoru ILP
realnih promenljivih odlucivanja koje imaju jedinstven optimum 4 takvih da
je | X|l, konacno.

Vazi sledeca teorema, videti [13].
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Teorema 5.8. Za dve nezavisne realne promenljive odlucivanja X, Yik € R
vazi (ako leve i desne strane postoje):

O(X+Y) = O(X)+0(),
0(kX) = kO(X),
SP(kX) = |K|SP(X),

X +Y) = [P X) + S0,

(1x+v1,)" < (1x1,)" +(1v1,)" . gde je; +;,= 1,
X+Y], < max(yX\p,yyyp) zap<l.

Sledeca nejednakost je nejednakost Cebiseva za promenljivu odluc¢ivanja
[13].

Teorema 5.9. Za promenljivu odlucivanja iz prostora ILP vaZi:

1 a g
K (lz — O (X)| ZG)ZZ; <|X|p> ;

(a—11x1,)"

1
K(X[>a) >~
p X1,

5.3.2 Nejednakosti Holdera i Minkovskog u teoriji odluci-
vanja

U ovoj sekciji date su nejednakosti vezane za srednji broj promenljive odludi-
vanja koje su analogne nejednakostima (2.6), (2.7) vezanih za matematicka
ocekivanja sluc¢ajnih promenljivih u klasi¢noj teoriji verovatnoce.

Srednji broj promenljive odlucivanja, definisan u sekciji 5.3.1, je pseudo-
integral u odnosu na o-@&-meru K,, tj.

inf
V(X) = / X o dK,.
U

Dakle, primenjujudi notaciju iz ove glave nejednakosti Holdera i Minkovskog
dokazane u sekcijama 5.1, 5.2 imaju slede¢i oblik, tj. vazi slede¢a teorema.
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Teorema 5.10. Neka je (U,U,K) prostor odlucivanja. Ako su X 1Y
promenljive troskova, tada vaze respektivno nejednakost Holdera i Minko-
vskog, tj. vaZe sledeée nejednakosti:

1 1
V(X +Y) 2> ];V(pX) + 5V(qY)7
gde su p 1 q konjugovani eksponenti, 1 < p < 0o 1
1 . . 1 1
L i (X)) = (27 () (1))
p p p

gde p € (0,00).

U [25] polazeéi od poluprstena ([—oo,o0),sup,+) dokazane su odgo-
varajuce nejednakosti za idempotentni integral uveden u [42] koje takode
imaju primenu u teoriji odluéivanja. Naime, vaZe nejednakosti Holdera i
Minkovskog u obliku

1 1
E(X+Y)< };E(pX) + 6E(qY) ,
gde su p i g konjugovani eksponenti, 0 <p < g<ooi

;E (psup (X,Y)) = sup <;E (pX), ;E (pY)> ,

gdejep € (0,00) i E (X) srednji broj promenljive odlu¢ivanja definisan preko
sup-integrala (videti [42]).



Glava 6

Uopstenje LP prostora

U teoriji mere prilikom uvodenja i pokazivanja osobina klasi¢nog LP pro-
stora veoma vaznu ulogu imaju klasi¢ne nejednakosti za Lebegov integral.
Integralne nejednakosti za pseudo-integral se slicno mogu primeniti prilikom
uopStavanja klasi¢nog LP prostora.

Neka je (X,.A) prostor sa o-algebrom, m o-@-mera i ([a,b],®, ®) polu-
prsten na intervalu [a,b] C [—o0, +00] .

Definicija 6.1. Neka je A neprazan skup. Funkcija dg : A x A — [a,b],
takva da

(UML) za sve x,y € A vazi dg (x,y) = 0 akko x = y,
(UM2) za sve z,y € A vazi dg (x,y) = dg (y, ),

(UM3) postoji ¢ € [a,b] takvo da za sve z,y,z € A vazi

d@ (.CL‘, y) =cO (d@ (l‘, Z) D dEB (Zvy))

je uopStena metrika na A.

Primer 6.1. Neka je ([a,b],®,®) poluprsten sa pseudo-operacijama koje
su definisane pomocu rastuc¢eg i neprekidnog generatora g. Ako je funkcija
dg : [a,b] x [a,b] — [a,b] definisana sa

de (z,y) =97 (lg(x) —g (W)]), (6.1)

tada je dg uopstena metrika na [a,b] i c = 1.

83
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Primer 6.2. U poluprstenu ([a,b],®,®) gde je t Dy = sup (z,y), z Oy =
g Y(g(x)g(y)) i g rastuca i neprekidna funkcija, funkcija dg, : [a,b] x [a, b] —
[a,b] definisana takode sa (6.1) je uopstena metrika na [a,b] i c = g~ (2).
Kako prve dve osobine slede direktno iz definicije funkcije dg, pokazacemo
samo trecu osobinu.

de (z,y) = g (lg(2) =g W)
< g (9@ =g () +1g(2) =g W)
< g7 @sup(lg(2) —g(2)],lg(2) — g (W)
= g7 (29 (sup (g7 (lg (@) =g (=)D 97" (g (2) =g W)])))

= g7 (2) 0 s (z,2) ®dg (2,9)).
i

Primer 6.3. U [25] posmatran je poluprsten ([—00,00),®, ®) gde je zdy =
sup (z,y) i  ® y = x + y. UopsStena metrika je definisana sa dg (z,y) =
log |e* — e¥|. Uslov (UM3) je ispunjen za ¢ = log 2.

Za 0 <p<ooiu,v:X — [a,b] merljive funkcije posmatramo

® (3)
Dyes (u,v) = [/X (de (u,0)? © dm o

Ako je p = o0, tada je
Doog (u,v) = inf{a € [a,b] | m ({z € X | dg (u(x),v(x)) > a}) =0}.

Definicija 6.2. Neka za funkciju f : X — [a,b] izraz Dpg (f,0) ima konac¢nu
vrednost u smislu poluprstena ([a,b],®,®), tj. ako @ indukuje uobicajeni
poredak, Dpg (f,0) < b, a ako @ indukuje poredak obrnut uobi¢ajenorm,
znadi da je Dpg (f,0) < a. Skup svih takvih funkcija obelezavamo sa £%,, dok
skup funkcija za koje Doog (f, 0) ima kona¢nu vrednost u smislu poluprstena
([a,b] ,®,®) obelezicemo sa L.

Neka je u nastavku rada ([a, b] ,®, ®) poluprsten sa pseudo-operacijama
koje su definisane pomocu rastucéeg i neprekidnog generatora g ili poluprsten
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kod koga je # @y = sup (z,y) i t ©y = g '(g(x)g(y)) gde je g rastuca i
neprekidna funkcija. Neka je uopStena metrika dg na [a,b] definisana sa

(6.1), tada je
[/EB fé)p) 5 dm:| (5)
X o]

Decg (f,0) = inf {a € [a,b] [ m ({z € X | f () > a}) = 0}.

DP@(fvo)

Za dve merljive funkcije u i v kazemo da su jednake skoro svuda u odnosu
na o-®-meru m na X, u oznaci u = v m-a.e., ako vazi

m({ | u ) # v (@)}) = 0.

Funkcija Dpq ne zadovoljava prvu osobinu iz definicije 6.1. Naime, iz oso-
bina pseudo-integrala imamo da ako v = v m-a.e., tada je Dpg (u,v) = 0.
Sli¢no kao u klasi¢noj teoriji mere, posmatrac¢emo klase ekvivalencije u ko-
jima se nalaze sve funkcije iz E% koje su jednake skoro svuda u odnosu na o-
@-meru m na skupu X. Skup ¢iji su elementi klase ekvivalencije obelezi¢emo
sa Lf. Ako su U i V dve klase ekvivalencije iz L%, tada je

DPEB (Ua V) = Dp@ (u’ U)?

gde uw € Uiv e V.U daljem tekstu ¢emo govoriti o elementima L kao o
funkcijama koje predstavljaju klasu ekvivalencije.

Napomena 6.1. U [25] polazec¢i od poluprstena ([—oo, 00) , sup, +) , uopste-
ne metrike iz primera 6.3 i idempotentnog integrala uvedenog u [42] analogno
se uvodi odgovarajuée uopstenje klasi¢nog LP prostora.

Teorema 6.1. Ako je ([a,b],®,®) poluprsten sa pseudo-operacijama koje
su definisane pomocu rastuceg i neprekidnog generatora g (respektivno polu-
prsten kod koga je x ®y = sup (z,y) iz Oy =g Hg(x)g(y))) i1 <p < o0
(respektivno 0 < p < 00), tada je Dpg uopsStena metrika na LY,

Dokaz. Osobine (UM1) i (UM2) iz definicije 6.1 o¢igledno vaze.
Kao posledicu aditivnosti pseudo-integrala za p = 1 imamo slede¢u ne-
jednakost:
DPEB (u7 1)) ScO (DPGB (u, w) @ Dp@ (w7 1))) ) (6'2)

odnosno Dyg zadovoljava osobinu (UM3) iz definicije 6.1.
Ako posmatramo poluprsten sa pseudo-operacijama koje su definisane po-
mocu rastuceg i neprekidnog generatora g prethodna nejednakost vazi i kad
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je 1 < p < oo §to je posledica nejednakosti Minkovskog (5.3), dok u slucaju
poluprstena kod koga je x @y = sup (z,y) i 2 ©y = g (g9(x)g(y)) ta neje-
dnakost je ispunjena za 0 < p < oo §to je posledica nejednakosti (5.4).
Pokazac¢emo da nejednakost (6.2) vazi i za Doog.
Neka je
S (u,v) ={a€fa,b] | m{{ze X |dg (u(x),v(r)) >a}) =0}.
Ako pretpostavimo da a3 € S (u,w) 1 ag € S (w,v), tada ¢ ® (a1 D az) €
S (u,v) . Vazi:
Doog (u,v) = inf{a€la,b] | aeS(u,v)}
< inf{cO® (g @az)|ar €S (u,w),az € S(w,v)}
< O (Do (U, w) @ Doogy (w,v)) .

Funkcija Dpg zadovoljava uslove definicije 6.1 te je uopstena metrika na L%.

O

Teorema koja sledi je posledica nejednakosti Minkovskog za pseudo-
integral (5.3).

Teorema 6.2. Neka je m o-®-mera. Ako w € LE iv € LE, X € [a,b),
1 < p < oo i generator g : [a,b] — [0,00] pseudo-sabiranja @ i pseudo-
mnozZenja ® je rastuca funkcija, tada u @ v € L% 1AQuE Lg;.

Dokaz. Neka p € [1,00). Kako u € L%, i v € L%, to vazi

U@ug’)Qdm](;) <bi [/Qvg’)cadm](;) <b.

X 0] X o

Primenom nejednakosti Minkovskog, teoreme 5.5, dobijamo

® (+)
U @@v)g’)@dm] Y Zbab=b,
X ©

odnosno u @ v € L.
Ako uw e LE i X € [a,b), zbog osobina pseudo-integrala i pseudo-stepena
vazi:

[/ (AOu)g @dm] :A@[/ ug, @dm] <bObL=D,
X o X o}

tj. A\Oue L. O
Analogno se moze pokazati slede¢a teorema, §to je posledica teoreme 5.6.
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Teorema 6.3. Neka je ® generisano rastuéim generatorom g, m je o-sup-
mera ip € (0,00). Ako u,v € L% i X\ € [a,b), tada udv € LY, i \Ou € L,

Slede posledice Holderove nejednakosti za pseudo-integral.

Teorema 6.4. Neka je m o-®-mera i p i q konjugovani eksponenti, 1 < p <
00. Akouw € LY iv € LE, i generator g : [a,b] — [0,00] pseudo-sabiranja &
1 pseudo-mnoZenja © je rastuca funkcija, tada u© v € LéB.

Dokaz. Kako u € L% i v € LL, to vazi

® 1 ® 1
[ oan)? <o [[7 0 0an]” <o
X ® X ®

Primenom Holderove nejednakosti, teoreme 5.1, dobijamo

o
/ (uOV) @dm <bOb =X,
X

odnosno u ©®v € Lé' 0
Analogno se moze pokazati da vaze sledece teoreme.

Teorema 6.5. Neka je m o-®-mera i p i ¢ konjugovani eksponenti, 1 < p <
oo. Ako w € LY, iv e L, i generator g : [a,b] — [0, 0] pseudo-sabiranja &
1 pseudo-mnoZenja ©® je opadajuca funkcija, tada u ® v € Léa.

Teorema 6.6. Neka je ® generisano rastuéim generatorom g, m je o-sup-
mera ¢ p 1 q konjugovani eksponenti, 1 < p < oo. Ako u € L% 1V € Lge, tada
UOUE LéB.

Sledi uops$tenje odgovarajuce teoreme iz klasiCne teorije mere koja je
takode posledica Holderove nejednakosti za pseudo-integral.

Teorema 6.7. Ako je m (X) <bi0<s <p< oo, tada vazi L¥, C L,

Dokaz. Neka je m(X) < b, 0 < s < p < ooi f € LE. Uvrtavajuci
u= fc(;) i v =1 u Holderovu nejednakost (5.1) ili (5.2) u zavisnosti od tipa
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poluprstena, dobijamo

<[/ (1) oam]
e o 16)
= / (fé))@ @dm_@

Dolf

1

D p
odakle sledi [ / fép ) o dm]
©

< b, odnosno f € L%,

Neka je 0 < s <p, p=o0i f € Lg. Tvrdenje sledi iz nejednakosti

f(z) < Doog (£,0)

za m skoro svako .

6.1 Vrste konvergencija

Integralne nejednakosti imaju primenu u dokazivanju teorema konvergencije.
U ovoj sekciji bi¢e uvedeno nekoliko vrsta konvergencija za pseudo-integral.

Definicija 6.3. Neka je (X,.A) prostor sa o-algebrom, m o-@®-mera, {f,}
i f:X — [a,b] funkcija iz LE,.

niz funkcija iz L%, f,, : X — [a, b]

i) Niz {f,} konvergira u srednjem redu p (p > 0) ka funkciji f ako

Tim Dy (fu, f) = 0.

ii) Niz {f,} fundamentalno konvergira u srednjem redu p (p > 0) ako

lim Dpg (fn, fm) = 0.

n,m—0o0
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iii) Niz {f,} konvergira u o-@-meri m reda p (p > 0) ka funkciji f na A
ako

lim m (A N {x | (de (fu, )T > 5}) ~0

n—oo

za svako € > 0. Ako je A = X, onda se kaze da niz {f,} konvergira u
o-@®-meri m reda p (p > 0) ka funkciji f.

iv) Niz {f,} fundamentalno konvergira u o-@-meri m reda p (p > 0) na
A ako

lim m (A N {a: | (de (f, )P > 5}) —0

n,Mm— 00

za svako € > 0. Ako je A = X, onda se kaze da niz { f,,} fundamentalno
konvergira u o-@-meri m reda p (p > 0).

Veza izmedu ovih tipova konvergencija bi¢e posmatrana u zavisnosti od
tipa poluprstena.

6.1.1 Teoreme konvergencije za pseudo-integrale u generi-
sanom poluprstenu

Posmatrajmo poluprsten ([a,b],®,®) sa pseudo-operacijama koje su defi-
nisane pomocu rastuceg i neprekidnog generatora g. Neka je dg uopStena
metrika na [a, b] definisana sa

de (z,y) =g~ " (lg () — g (v)])-

U teoremama koje slede pretpostavljamo da je (X,.A) prostor sa o-
algebrom i m o-@-mera.

Teorema 6.8. Ako niz {f,} konvergira u srednjem redu p, onda on konve-
rgira u o-D-meri m reda p.

Dokaz. Neka niz {f,} konvergira u srednjem redu p. Na osnovu nejedna-
kosti Cebigeva (4.1) imamo

com ({o1 s (G O 2e}) < [ (d6 (D) 0.,

§to je ekvivalentno sa

m({o] (e (f0r NP 2 2}) < 97! (g(lg)> ® /@ (o (fur /NP © dim,
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g(e) #0 jer e > 0.
Kako je m (A) > 0 za svako A € Ai {f,} konvergira u srednjem redu p to
je

tim m ({ | (ds (fa, 1)E) > }) =0,

n—oo

Analogno se moze dokazati sledec¢a teorema.

Teorema 6.9. Ako niz {f,} fundamentalno konvergira u srednjem redu p,
onda on fundamentalno konvergira u o-®-meri m reda p.

Primenjuju¢i nejednakost Minkovskog za pseudo-integral (2.5) moZe se
pokazati da iz konvergencije niza funkcija u srednjem redu p sledi fundamen-
talna konvergencija u srednjem redu p. Medutim, vazi i obrnuto. Teorema
koja sledi je posledica kompletnosti klasi¢nog LP prostora.

Teorema 6.10. Niz {f,} konvergira u srednjem redu p i generator pseudo-
operacija g je rastuca funkcija akko fundamentalno konvergira u srednjem
redu p.

Dokaz. Neka niz { f,,} konvergira u srednjem redu p ka funkciji f. Kako je

[ e i) dm= g ([ latr) - g(nPatgem)

to niz {g (f»)} konvergira u srednjem redu p u LP (g o m) ka funkciji g (f) . Iz
kompletnosti klasi¢nog prostora LP (g o m) sledi da niz {g (f,)} konvergira
u srednjem redu p u LP (g o m) akko niz {g (f,)} fundamentalno konvergira
u srednjem redu p. Odakle sledi tvrdenje. g

Jog jedna primena nejednakosti Holdera (5.1) dokazana je u teoremi koja
sledi.

Teorema 6.11. Ako niz {f,} konvergira u srednjem redu p i 0 <p < p <
o0, tada niz {fn} konvergira u srednjem redu pl.

Dokaz. Neka niz {f,} konvergira u srednjem redu pi 0 < p’ < p < oo.
Uvrstavajuéi u = (dg (fn,f))g)) i v = 1 u Holderovu nejednakost (5.1),
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dobijamo
/EB ((a (s DE) @ 1) @ dm
)l

<| Ia (o o)) odn| o/ e9<1>§§)®dm]®q
-| [ (@ 0an2) P e - f) o ol
=l o [ [7 (4 (o 52) 0.t i

Odakle sledi lim / e s P & dm — 0. 0

Analogno se moze pokazati sledeca teorema.

Teorema 6.12. Ako niz {f,} fundamentalno konvergira u srednjem redu p,
0<p <p< oo, tada niz {fn} fundamentalno konvergira u srednjem redu

pl.

Teorema 6.13. Ako niz {f,} konvergira u srednjem redu p, 1 < p < oo i
generator pseudo-operacija g je rastuéa funkcija, tada

n—oo

S%} @
lim (fn)g’>@dm=/ P @ dm.

Dokaz. Neka je 1 < p < oo. Primenjujuéi nejednakost Minkovskog za
pseudo-integral (2.5) dobijamo

[/@ (fn)g) @dm] fj)

<|/ " do U ) 8 do (7,002 © n) <

©

1

< U@ de (fu, [)¥) © dm] S) 2 [/@ de (£,0)%) © dm] W :

©
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§to je ekvivalentno sa

o (@) atgom)] %
<|[o(d0n)?) d(gom>F+ [o () d(gomﬂ;.

Analogno se dobija

[o (@) atgom) :
< [/g(d@(fn,f)g))d(gom)];Jr [/g(m)”

Iz prethodne dve nejednakosti sledi

o (o) ataom] [ o (1) ataom]

<|[o(@tn?)atgom]".

S§to je ekvivalentno sa

([ o] [ s

<y ([/®d@ (fn,f) @dm]i;)) .
Odakle sledi

Jim d (U@ () @dm] fj) , [/69 1 @dm] fj)) -0,

§to je ekvivalentno sa

@ﬁ
N—
ISH
o
O
3
e,

& &
lim (fn)g) @dm:/ fép) © dm.

n—oo
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6.1.2 Teoreme konvergencije za pseudo-integrale u poluprste-
nu ([a,b] ,sup, ®)

U ovoj sekciji posmatrac¢emo poluprsten ([a,b],®,®) kod koga je z @y =
sup (z,y) i z ®y = g ' (g(2)g(y)), gde je g rastuca i neprekidna funkcija.
Neka je dg, uopstena metrika na [a, b] definisana sa

de (z,y) =g~ (lg (=) — g (W)])-

U teoremama koje slede pretpostavljamo da je (X,.A) prostor sa o-
algebrom i m kompletna sup-mera.

Analogno dokazima teoreme 6.8 i 6.9 mogu se pokazati i sledece teoreme.

Teorema 6.14. Ako niz {f,} konvergira u srednjem redu p, onda on konve-
rgira v o-B-meri m reda p.

Teorema 6.15. Ako niz {f,} fundamentalno konvergira u srednjem redu p,
onda on fundamentalno konvergira u o-®-meri m reda p.

Teorema 6.16. Ako niz {f,} konvergira u srednjem redu p, 0 < p < oo i
generator pseudo-mnoZenja g je rastuca funkcija, tada taj niz fundamentalno
konvergira u srednjem redu p.

Dokaz. Neka je 0 < p < co. Pretpostavimo da { f,,} konvergira u srednjem
redu p ka funkciji f. Primenom nejednakosti Minkovskog (5.4) dobijamo

1

[/sup de (fu frn)? @dm} (1)

O]

P

st @o [ s ) 0 il

©

) [/Sup (dg (fm,f))g) Qdm] (p)

©
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Kako je

L (gl (2 ([ /sup o) dm] (7)

©
o [ JRCT e dm} S)))

= g '(2e(0s0) =0,

to je
sup

lim de (fnafm)g))QdmZO‘

n,m—00

O
Vazi i obrnuto, tj. vazi slede¢a teorema.

Teorema 6.17. Ako niz {f,} fundamentalno konvergira u srednjem redu p,
0 < p < o0 1 generator pseudo-mnoZenja g je rastuca funkcija, tada taj niz
konvergira u srednjem redu p.

Dokaz. Neka je m (A) = supy (z) za svako A € A. Pretpostavimo da {f,}
€A
fundamentalno konvergira u srednjem redu p. Kako je

[/Sup des (s fir) ) Qdm] )

©

=g (sup (19 (0) = 9 (@Dl g% (0 )

zeX
— g (sup o (7 (@) 9% (0 (2) = 9 (@) 6% (0 (0)] )
to imamo

i (supo (1 (2 9% (6(2) = (i (2 9% (0 (2)]) =

n,m—oo \ pcx

Uzmimo da je hy, (z) = g (fn (x))g% (¢ (z)) . Po Kosijevom kriterijumu za
uniformnu konvergenciju funkcionalnih nizova sledi da funkcionalni niz {h,,}

uniformno konvergira ka funkciji b (z) = g (f (z)) g% (¥ (x)), tj.

i (sup g (£ (2)) 97 (0 0) 9 (7 () g% (0 )] ) =
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Po definiciji pseudo-integrala to je

sup
Tim. [/ ds (o, HE @ dm i”) - 0.
O
Kako Kosgijev kriterijum daje potreban i dovoljan uslov za uniformnu
konvergenciju funkcionalnih nizova, teorema 6.16 je takode posledica ovog
kriterijuma.
Kao posledicu Holderove nejednakosti (5.3) imamo sledec¢u teoremu.

Teorema 6.18. Ako niz {f,} konvergira u srednjem redu p i 0 <p <p <
o0, tada niz { fn} konvergira u srednjem redu pl.

Analogno se moze pokazati sledeca teorema.

Teorema 6.19. Ako niz {f,} fundamentalno konvergira u srednjem redu p,
0<p <p< oo, tada niz {fn} fundamentalno konvergira u srednjem redu

pl.

Teorema 6.20. Ako niz {f,} konvergira srednje reda p, 0 < p < o0 i
generator pseudo-operacija g je rastuéa funkcija, tada

sup

: ) _ [
lim (fn)g ©dm fo  ©dm.

n—oo

Dokaz. Neka je 0 < p < o0. Vazi

sup L
g [/ dg (fmo)g)Qdm]

©

= sup ((lg (fa (@)) =g (f @) +9(f @) g7 (¥ (2)))

zeX

1 1

OV o ([ w02 o]

© ©

S g |:/SUP d@ (fn,f)(@p) @dm:|

Analogno se dobija
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1

([esares]?)
([/ d@fmf)%dm] ) ([/ ds (/,0) @dm}(’l’)).

Iz prethodne dve nejednakosti sledi

) ([/sup O ) @dm}fj) ’ [/Supd@ ” )(p)(adm]l)
<g (Up de (fnr )Y @dm] i)) ,

odakle sledi

e[ . [ st o)

§to je ekvivalentno sa

su sup

lim (fn) ©dm = f® © dm.

n—oo
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