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Predgovor

Teorija grafova je relativno mlada oblast matematike. Najve�i napredak po-
stignut je posled�ih decenija, zahva	uju�i savremenoj raqunarskoj tehnologiji.
Graf je matematiqka struktura koja se koristi pri modelira�u relacija izme�u
objekata nekog skupa.

Nauqna oblast kojoj pripada ova disertacija je algebarska teorija grafova, tj.
spektralna teorija grafova. Spektralna teorija grafova je naxla svoju primenu
u rexava�u problema u razliqitim nauqnim i tehniqkim disciplinama, kao xto
su, na primer, molekularna hemija, fizika, bioinformatika, teorija mre�a itd.

Za teoriju grafova i primenu od znaqaja su topoloxki indeksi (invarijante)
koje su zasnovane na spektrima grafa, metrici, stepenima qvorova i grana i
sliqno. Prvi takav indeks, definisan kao suma najkra�ih puteva izme�u svih
qvorova, poznat je pod nazivom Vinerov indeks. �ega je 1947. godine definisao
Harold Viner (eng. Harold Wiener) [135]. On je naxao znaqajnu primenu u drugim
nauqnim disciplinama, a naroqito u molekularnoj hemiji.

Inspirisani Vinerovim indeksom, a po analogiji sa elektriqnim mre�ama,
Klajn (eng. Klein) i Randi� su definisali Kirhofov indeks (eng. Kirchhoff
index). Umesto najkra�ih puteva, u sumi se koristi rastoja�e{otpornost (eng.
resistance–distance) izme�u qvorova grafa. Izraqunava�e ovih veliqina veoma je
slo�eno, te je primena ovako definisanog Kirhofovog indeksa bila veoma ogra-
niqena. Rexe�e ovog problema doxlo je od strane Gutmana i Mohara koji su
1996. godine dokazali da se Kirhofov indeks za povezane grafove mo�e izra-
qunati kao proizvod parametra n (broj qvorova) i sume reciproqnih vrednosti
Laplasovih sopstvenih vrednosti grafa [65](videti i [145]). Zbog dobre operativ-
nosti ove formule pojavio se veliki broj radova u kojima je prouqavan Kirhofov
indeks kao i �egova primena u prouqava�u molekularnih struktura hemijskih
jedi�e�a. Sa matematiqke taqke gledixta, najvixe su prouqavane granice ove
invarijante koje zavise od razliqitih parametara grafa i drugih invarijanti,
kao i ekstremne vrednosti na raznim specijalnim klasama grafova (stablo, uni-
cikliqni, bicikliqni grafovi, itd).

Prouqava�e invarijanti grafova, pa samim tim i Kirhofovog indeksa, je ve-
oma znaqajno za teoriju grafova, a bli�e za spektralnu teoriju grafova. Kako
se Kirhofov indeks mo�e izraqunati na osnovu Laplasovog spektra, uvek je ak-
tuelno prouqavati �egov odnos sa drugim invarijantama grafa koje su tako�e
zasnovane na ovom spektru. Veoma je aktuelno i prouqava�e odnosa Kirhofovog
indeksa i drugih topoloxkih indeksa zasnovanih na stepenima qvorova i grana.
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Predmet interesova�a u ovoj disertaciji bi�e gor�e i do�e granice za Kirho-
fov indeks. Granice �e biti sistematizovane po klasama u zavisnosti od parame-
tara i invarijanti od kojih zavise. Ci	 �e biti da se u svakoj od klasa ustanovi
optimalna granica, tj. do sada poznata najbo	a mogu�a granica. Zatim bi se
pristupilo odre�iva�u novih granica u zavisnosti od drugih invarijanti, pogo-
tovo topoloxkih indeksa koji su zasnovani na stepenima qvorova i grana. Bi�e
ura�ena komparacija novih rezultata sa poznatim publikovanim rezultatima.

Dominantan metod koji �e biti korix�en u disertaciji je analitiqki. Pored
dobrog poznava�a osobina Laplasovog spektra, kao i drugih spektara grafa, to
zahteva i dobro poznava�e analitiqkih nejednakosti, pogotovo u realnom domenu,
i �ihovo kombinova�e.

Disertacija sadr�i pet poglav	a, od kojih su neka pode	ena na izvestan broj
ode	aka.

U prvom poglav	u su navedene neke diskretne analitiqke nejednakosti za re-
alne brojeve, koje su neophodne za ovu disertaciju.

U drugom poglav	u na poqetku su uvedeni osnovni pojmovi koji su vezani za
istorijski razvoj teorije grafova, zatim su navedene osnovne formalne defini-
cije i karakteristike iz teorije grafova, definisane odre�ene matrice koje se
mogu pridru�iti grafu i definisan pojam spektra grafa. Navedeni su neki
topoloxki indeksi koji su zasnovani na stepenima qvorova i grana, a koji su
od interesa za ovu disertaciju. Zatim, navedene su odre�ene grafovske invari-
jante koje su zasnovane na Laplasovom spektru grafa i na kraju uveden pojam
Kirhofovog indeksa i opisane osnovne osobine ovog topoloxkog indeksa.

U tre�em poglav	u su predstav	eni rezultati u vezi sa do�im granicama
za Kirhofov indeks grafa. Navedeni su poznati rezultati vezani za dobija�e
do�ih granica za Kirhofov indeks, a zatim su predstav	eni novi rezultati do
kojih se doxlo u toku rada na predlo�enoj temi, od kojih su neki publikovani u
radovima [55,98,100,105,107,109].

U qetvrtom poglav	u su predstav	eni rezultati u vezi sa gor�im granicama
za Kirhofov indeks grafa. Navedeni su poznati rezultati vezani za dobija�e
gor�ih granica za Kirhofov indeks, a zatim su predstav	eni novi rezultati do
kojih se doxlo u toku rada na predlo�enoj temi, od kojih su neki publikovani u
radu [105].

U petom poglav	u su navedeni rezultati do kojih se doxlo u toku rada na
predlo�enoj temi , a koji se tiqu relacije izme�u Kirhofovog indeksa i Lapla-
sove energije grafa, kao i rezultati koji se odnose na neke nove do�e granice za
Laplasovu energiju grafa, a koji su proistekli iz dobijene relacije [107].

Spisak korix�ene ili citirane literature, koji se sastoji od 158 referenci,
dat je na kraju disertacije.
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Glava 1

Analitiqke nejednakosti za

realne nizove

U ovom ode	ku �e biti navedene neke diskretne analitiqke nejednakosti za
realne brojeve, koje su neophodne za ovu disertaciju.

Lema 1.0.1. [111, 112] Neka su a = (ai) i b = (bi) , i = 1, 2, . . . , n, nizovi ne-
negativnih realnih brojeva, iste monotonosti, i p = (pi) , i = 1, 2, . . . , n niz
pozitivnih realnih brojeva. Tada je

(1.1)
n∑
i=1

pi

n∑
i=1

piaibi ≥
n∑
i=1

piai

n∑
i=1

pibi .

Ako su a = (ai) i b = (bi) razliqitih monotonosti u (1.1) va�i suprotna
nejednakost.
Jednakost u (1.1) va�i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an ili b1 = b2 = · · · = bn .

U radu [73](videti tako�e [111]) dokazana je slede�a generalizacija nejedna-
kosti (1.1) .

Lema 1.0.2. [73] Neka je p = (pi) , i = 1, . . . , n, niz pozitivnih realnih brojeva
i neka su a = (ai), b = (bi), . . . , c = (ci) , i = 1, . . . , n , r nizova nenegativnih
realnih brojeva iste monotonosti. Tada je

(1.2)

( n∑
i=1

pi

)r−1 n∑
i=1

piaibi · · · ci ≥
n∑
i=1

piai

n∑
i=1

pibi · · ·
n∑
i=1

pici .

Jednakost va�i ako i samo ako su r − 1 nizova konstantni.

U pomenutom radu [111] dokazana je slede�a generalizacija nejednakosti (1.1) .

Lema 1.0.3. [111] Neka je p = (pi) , i = 1, . . . , n, niz pozitivnih realnih brojeva
i a = (ai), b = (bi) , i = 1, . . . , n, nizovi nenegativnih realnih brojeva iste
monotonosti. Tada je
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(1.3)

n∑
i=1

piaibi−

n∑
i=1

piai
n∑
i=1

pibi

n∑
i=1

pi

≥
n−1∑
i=1

piaibi−

n−1∑
i=1

piai
n−1∑
i=1

pibi

n−1∑
i=1

pi

≥ · · · ≥ p1p2(a1 − a2)(b1 − b2)

p1 + p2
≥ 0 .

Jednakost va�i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an ili b1 = b2 = · · · = bn .

Lema 1.0.4. [124] Neka su a = (ai) i p = (pi) , i = 1, . . . , n, nizovi pozitivnih
realnih brojeva, sa osobinama p1 +p2 + · · ·+pn = 1 i 0 < r ≤ ai ≤ R < +∞, r, R ∈
R . Tada je

(1.4)
n∑
i=1

piai + rR

n∑
i=1

pi
ai
≤ r +R .

Jednakost va�i ako i samo ako je R = a1 = a2 = · · · = an = r ili je za neko
k, 1 ≤ k ≤ n− 1, R = a1 = a2 = · · · = ak ≥ ak+1 = · · · = an = r .

Lema 1.0.5. [131] Neka je a = (ai), i = 1, . . . , n, niz nenegativnih realnih brojeva,
takav da je 0 < r ≤ ai ≤ R < +∞, r, R ∈ R . Tada je

(1.5) n
n∑
i=1

a2
i −

(
n∑
i=1

ai

)2

≥ n

2
(R− r)2 .

Jednakost va�i ako i samo ako je a1 = R, an = r i a2 = · · · = an−1 = r+R
2

.

Za dva niza realnih brojeva a = (ai) i b = (bi), i = 1, 2, . . . , n, ka�emo da
su istog ure�e�a ako i samo ako za svaki par (i, j), i, j = 1, 2, . . . , n, va�i da je
(ai − aj)(bi − bj) ≥ 0.

Neka su dati skupovi I = {1, 2, . . . , n}, Jk = {i1, i2, . . . , ik}, Jk ⊂ I, 1 < i1 <
· · · < ik < n, 0 ≤ k ≤ n − 2, J0 = ∅, In−k = I − Jk, gde je In = I, I2 = {1, n} i
I1 = {1} .

Neka su a = (ai) i p = (pi) , i = 1, 2, . . . , n, nizovi nenegativnih realnih bro-
jeva. Te�inska sredina reda r, niza a = (ai) u odnosu na niz p = (pi), definisana
je sa

Mr(a, p; I) =

(∑
i∈I
pia

r
i∑

i∈I
pi

) 1
r

.

U radu [69] dokazana je slede�a generalizacija nejednakosti (1.5) .

Lema 1.0.6. [69]Neka su a = (ai) i b = (bi) , i = 1, 2, . . . , n, nizovi nenegativ-
nih realnih brojeva iste monotonosti i p = (pi), i = 1, 2, . . . , n, niz pozi-
tivnih realnih brojeva. Ako su parovi M1(a, p; I − I2), M1(a, p; I2) i M1(b, p; I −
I2), M1(b, p; I2) istog ure�e�a, tada je
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(1.6)
n∑
i=1

pi

n∑
i=1

piaibi −
n∑
i=1

piai

n∑
i=1

pibi ≥
p1pn(a1 − an)(b1 − bn)

p1 + pn

n∑
i=1

pi .

Jednakost va�i ako i samo ako je a2 = a3 = · · · = an−1 = a1+an
2

ili b2 = b3 =

· · · = bn−1 = b1+bn
2

.

Lema 1.0.7. [76] Neka su p = (pi) i a = (ai) , i = 1, 2, . . . , n, nizovi pozitivnih
realnih brojeva sa osobinama p1 +p2 + · · ·+pn = 1 i 0 < r ≤ ai ≤ R < +∞ , r, R ∈
R. Tada je

(1.7)
n∑
i=1

piai

n∑
i=1

pi
ai
≤ 1

4

(√
R

r
+

√
r

R

)2

.

Jednakost va�i ako i samo ako je R = a1 = a2 = · · · = an = r .

U radu [95] je dokazana slede�a generalizacija nejednakosti (1.7) .

Lema 1.0.8. [95] Neka je a = (ai) , i = 1, 2, . . . , n, niz pozitivnih realnih brojeva
sa osobinom 0 < r ≤ ai ≤ R < +∞ , r, R ∈ R. Tada je

(1.8)
n∑
i=1

ai

n∑
i=1

1

ai
≤

1 + α(n)

(√
R

r
−
√
r

R

)2
n2 ,

gde je α(n) =
1

n

⌊n
2

⌋(
1− 1

n

⌊n
2

⌋)
=

1

4

(
1− (−1)n+1 + 1

2n2

)
.

Jednakost va�i ako i samo ako je R = a1 = a2 = · · · = an = r ili je R = a1 =
a2 = · · · = ak ≥ ak+1 = · · · = an = r, k = bn

2
c .

Lema 1.0.9. Neka su p = (pi) i a = (ai), i = 1, 2, . . . , n, nizovi pozitivnih
realnih brojeva. Tada za svako r, r ≤ 0 ili r ≥ 1, va�i nejednakost

(1.9)

(
n∑
i=1

pi

)r−1 n∑
i=1

pia
r
i ≥

(
n∑
i=1

piai

)r

.

Za 0 ≤ r ≤ 1 u (1.9) va�i suprotna nejednakost.
Jednakost va�i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an .

Nejednakost (1.9) je poznata pod nazivom Jensenova nejednakost (videti [112]) .

U radu [25] dokazan je ve�i broj nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrij-
ske sredine, kao i izme�u aritmetiqke i harmonijske sredine pozitivnih realnih
brojeva. Bi�e navedene neke posledice ovih nejednakosti, koje su neophodne za ovu
disertaciju.
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Lema 1.0.10. [25] Neka su a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an > 0 realni brojevi. Tada je

(1.10)
n∑
i=1

ai − n
( n∏

i=1

ai

) 1
n

≥
(√

a1 −
√
an
)2
.

Jednakost va�i ako i samo ako je a2 = a3 = · · · = an−1 =
√
a1an .

Lema 1.0.11. [25] Neka su a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an > 0 realni brojevi. Tada je

(1.11)
a1 + a2 + · · ·+ an
n n
√
a1a2 · · · an

≥

(√
a1/an +

√
an/a1

2

) 2
n

.

Jednakost va�i za a2 = a3 = · · · = an−1 = a1+an
2

.

Veze izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine pozitivnih realnih brojeva
razmatrane su u radu [81] (videti tako�e [148]) .

Lema 1.0.12. [81] Neka je a = (ai) , i = 1, . . . , n, niz pozitivnih realnih brojeva.
Tada je

(1.12) (n− 1)
n∑
i=1

ai + n

( n∏
i=1

ai

) 1
n

≥
( n∑

i=1

√
ai

)2

≥
n∑
i=1

ai + n(n− 1)

( n∏
i=1

ai

) 1
n

.

Jednakosti va�e ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an .

Lema 1.0.13. [122] Neka su x = (xi), i a = (ai), i = 1, 2, . . . ,m dva niza pozi-
tivnih realnih brojeva. Tada za svako r ≥ 0 va�i nejednakost

(1.13)
m∑
i=1

xr+1
i

ari
≥

(
m∑
i=1

xi

)r+1

(
m∑
i=1

ai

) ,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je
x1

a1

=
x2

a2

= · · · = xm
am

.

Lema 1.0.14. [17] Neka su a = (ai), i b = (bi), i = 1, 2, . . . , n, nizovi realnih
brojeva, sa osobinama r1 ≤ ai ≤ R1 < +∞ i r2 ≤ bi ≤ R2 < +∞. Tada je

(1.14)

∣∣∣∣∣n
n∑
i=1

aibi −
n∑
i=1

ai

n∑
i=1

bi

∣∣∣∣∣ ≤ n2(R1 − r1)(R2 − r2)α(n),

gde je

α(n) =
1

n

⌊n
2

⌋(
1− 1

n

⌊n
2

⌋)
=

1

4

(
1− (−1)n+1 + 1

2n2

)
.

Jednakost va�i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an ili b1 = b2 = · · · = bn .
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U radu [2] dokazana je slede�a generalizacija nejednakosti (1.14) .

Lema 1.0.15. [2] Neka su p = (pi), a = (ai) i b = (bi) , i = 1, 2, . . . , n, nizovi
pozitivnih realnih brojeva, sa osobinama 0 < r1 ≤ ai ≤ R1 < +∞ i 0 < r2 ≤ bi ≤
R2 < +∞ . Neka je S podskup od In = {1, 2, ..., n} za koji se minimizira izraz

(1.15)

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

pi

n∑
i=1

piaibi −
n∑
i=1

piai

n∑
i=1

pibi

∣∣∣∣∣ ≤ β(S) (R1 − r1)(R2 − r2)

( n∑
i=1

pi

)2

,

gde je

β(S) =

∑
i∈S

pi

n∑
i=1

pi

(
1−

∑
i∈S

pi

n∑
i=1

pi

)
.

Jednakost va�i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an ili b1 = b2 = · · · = bn .

Lema 1.0.16. [24] Neka su p = (pi) i a = (ai), i = 1, 2, . . . , n, nizovi realnih
brojeva takvi da je pi ≥ 0, p1 + p2 + · · ·+ pn = 1 i r ≤ ai ≤ R. Tada va�i slede�a
nejednakost

(1.16) 0 ≤
n∑
i=1

pia
2
i −

(
n∑
i=1

piai

)2

≤ 1

2
(R− r)

n∑
i=1

pi

∣∣∣∣∣ai −
n∑
j=1

pjaj

∣∣∣∣∣ .
Jednakost va�i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an .

10



Glava 2

Osnovni pojmovi iz teorije

grafova

2.1 Uvodne napomene o skupu

Za razumeva�e i usvaja�e osnovnih pojmova iz teorije grafova neophodna su
predzna�a iz teorije skupova.

Fundamentalni pojmovi u teoriji skupova su skup i element skupa i oni se
ne definixu. Intuitivno se podrazumeva, mada intuicija mo�e i da prevari,
da je skup proizvo	na, lepo opisana, sveukupnost objekata koji su tog trenutka
predmet interesova�a. Da bi se pomenuta intuitivnost u shvata�u pojmova skup i
element skupa bo	e razumela, bi�e navedeno razmix	a�e nemaqkog matematiqara
Dedikinda (eng. Julius Wilhelm Dedikind), na ovu temu:

"Stvar je svaki predmet naxeg razmix	a�a. Da bismo komotnije govo-
rili o stvarima obele�avamo ih simbolima, na primer slovima. Kada
govorimo o a mislimo na stvar a, a ne na slovo a. Jedna stvar je pot-
puno odre�ena svim onim xto �e o �oj biti reqeno i iskazano. Qesto
se dexava da se, iz nekog razloga, razliqite stvari a, b, c, ..., obuhva-
taju jednim zajedniqkim gledixtem, da se u umu one udru�uju i tada
se ka�e da one obrazuju jedan sistem S, tj. skup. Stvari a, b, c, ..., se
zovu elementima skupa S i oni su sadr�ani u S. Obrnuto, S se sastoji
od tih elemenata. Jedan takav skup je kao predmet naxeg razmix	a�a
tako�e neka stvar ".

Da bi se pojmovno graf razlikovao od svojih "ro�aka", neophodno je da se
poznaje razlika izme�u skupa i �egovih srodnika, bar od onih osnovnih, kolekcije
i familije. Va�no je da u skupu nema ponav	a�a elemenata. U protivnom bi
to bila kolekcija. Tako�e, element skupa ne mo�e biti neki drugi skup. U
protivnom bi to bila familija.

Ako skup A, ili �emu srodna struktura, sadr�i konaqan broj elemenata na-
ziva se konaqnim. U protivnom je beskonaqan. Broj elemenata strukture A, ako
je konaqan, tj. kardinalnost ako je beskonaqan, oznaqava se sa |A| . Predmet in-
teresova�a u ovom radu su konaqni skupovi.
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2.2 Va�ni momenti u razvoju teorije grafova

Motivi za nastanak i razvoj neke matematiqke discipline mogu biti veoma
razliqiti. Tako, na primer, teorija brojeva, qije poreklo datira od samog za-
qetka 	udskog roda, nastala je zbog osnovne potrebe qoveka da nexto izbroji ili
izmeri. Numeriqka matematika nastanak i razvoj duguje razvoju tehnike, jer za
brojna neophodna izraqunava�a u klasiqnoj matematici ne postoji odgovaraju�i
aparat. Verovatno�a i statistika su nastali kao plod 	udske �e	e za brzim
boga�e�em na lak naqin. Svoj nastanak svakako duguju pojavi kockarnica, lu-
trija, igara na sre�u i sliqno. Za teoriju grafova, mada to va�i i za topologiju,
mo�e se re�i da svoj zaqetak, ali i razvoj, duguju 	udskoj potrebi za razonodom
koja uk	uquje i rexava�e logiqko-rekreativnih zadataka. Ra�a�e teorije gra-
fova, a i topologije, jer su nastale istovremeno, direktno je vezano za, bez premca
najve�eg matematiqkog genija, Leonarda Ojlera (eng. Leonhard Euler). Danax�i
ruski grad Kali�ingrad, koji se u Ojlerovo doba zvao Kenigsberg i pripadao
Istoqnoj Pruskoj, smexten je na ux�u reke Pregel u Baltiqko more. Na reci se
nalaze dva nase	ena ostrva, koja su me�usobno i sa obalama, povezana sa sedam
mostova. Priqa se da se me�u intelektualcima pojavilo pita�e da li je mogu�e
u jednoj xet�i pre�i preko svih sedam mostova a da se pri tom ni jedan most ne
prelazi dva ili vixe puta. Ovaj problem poznat je u literaturi pod nazivom
Problem Kenigsberxkih mostova.

Slika 2.1: Problem Kenigsberxkih mostova.

Postoje mix	e�a da je ovaj problem izmislio sam Ojler, xto nije tako va�no,
ali ga je on rexio. Odgovor je ne, ali ono xto je najbitnije je naqin na koji je
Ojler doxao do ovog odgovora. On je uveo novi matematiqki pojam GRAF i razra-
dio matematiqki aparat za rad sa grafovima. Svoje rexe�e je saopxtio u Sankt
Petersburxkoj Akademiji nauka 26. avgusta 1735. godine. Ovaj dan je datum
ro�e�a dve nove matematiqke discipline - teorije grafova i topologije. Treba
napomenuti da su grafovi i rad sa �ima oduxevili Ojlera, te im je posvetio
znaqajan deo svog nauqnog rada.

U razvoju teorije grafova znaqajnu ulogu imalo je rexava�e razliqitih log-
iqko-rekreativnih zadataka. Bi�e navedeni samo neki od �ih.
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Problem osam dama

Problem glasi ovako: "Na koliko razliqitih naqina mo�e da se rasporedi osam
dama (kra	ica) na xahovskoj tabli (8 × 8), tako da se nikoje dve me�usobno ne
ugro�avaju ". Rexe�e ovog zadatka, koje glasi 92 dame, dao je nemaqki matemati-
qar Nauk(nem. Franz Nauck) 1850. godine. Interesantno je da se rexava�em ovog
zadatka bavio i veliki nemaqki matematiqar Gaus(nem. Carl Friedrich Gauss), ali
je pronaxao samo 72 rexe�a. Treba napomenuti da je rexe�e ovog zadatka usko
vezano sa problemima vezanim za unutrax�u i spo	ax�u stabilnost grafova.

Problem trgovaqkog putnika

Trgovaqki putnik polazi iz mesta boravka, obilazi sve predvi�ene gradove i
vra�a se u mesto boravka. Treba odrediti marxrutu tako da u svakom gradu boravi
samo jednom i da je cena prevoza minimalna. Rexava�e ovog zadatka, a svodi
se na pronala�e�e Hamiltonovih ciklusa, zbog aktuelnosti u raznim sferama
nauke i 	udskog �ivota, i danas okupira pa��u velikog broja istra�ivaqa. Na
�alost, u opxtem sluqaju ne postoji teorema koja daje potrebne i dovo	ne uslove
za egzistenciju Hamiltonovog ciklusa. Samim tim ne postoji ni algoritam koji
bi odre�ivao Hamiltonov ciklus minimalne du�ine u datom te�inskom grafu.

Problem qetiri boje

Data je geografska karta, ili �en deo, na kojoj su ucrtane dr�ave. Svaka dr�ava
sastoji se samo od jedne regije na karti, a ne od vixe nepovezanih oblasti. Treba
obojiti ovu kartu pomo�u qetiri boje tako da nikoje dve susedne dr�ave ne budu
obojene istom bojom. Rexava�e ovog zadatka ima veoma interesantnu istoriju.
Konaqno su tek 1976. godine ovaj zadatak rexili ameriqki matematiqari.

Problem tri ku�e i tri bunara

Tri ku�e treba povezati stazama sa tri bunara, pri qemu se staze ne smeju ukrxtati.
Rexe�e ovog zadatka, koje je dokaz da tra�eno poveziva�e ne postoji, a do koga je
doxao po	ski matematiqar Kuratovski(po	. Kazimierz Kuratowski), omogu�ilo
mu je da formulixe teoremu koja daje potrebne i dovo	ne uslove za egzistenciju
planarnih grafova.

2.3 Pojam grafa

Intuitivno, "graf" je skup taqaka, konaqan ili beskonaqan, u ravni (pro-
storu, na sferi i sliqno), pri qemu neke mogu biti me�usobno povezane lini-
jama. Ove taqke se nazivaju qvorovima (vrhovima, temenima), a linije granama
(potezima, bridovima, lukovima) grafa.

Qvorovi se najqex�e oznaqavaju malim slovima nekog alfabeta, indeksiranim
ili ne, prirodnim brojevima, kao na primer {a, b, . . .}, {x1, x2, . . .} ili {1, 2, . . .},
zatim promen	ivama, kodovima, nekim simbolima, kao na primer {◦,4,2, �, . . .},
ili se uopxte ne oznaqavaju.

Grane grafa se pored slovnih oznaka, ako se uopxte oznaqavaju, predstav	aju
pomo�u oznaka qvorova koje povezuju. Mogu biti orijentisane ili neorijenti-
sane. Ako neorijentisana grana l povezuje qvorove a i b, predstav	a se pomo�u
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neure�enog para l = {a, b}. Ako orijentisana grana l polazi iz qvora a a za-
vrxava u qvoru b, tada se ona predstav	a pomo�u ure�enog para l = (a, b). Grana
koja povezuje qvor a sa samim sobom naziva se pet	om. Za pet	u nije va�no
da li se ona predstav	a kao orijentisana ili neorijentisana, a oznaqava se sa
l = (a, a) = {a, a}. Grane l1 = (a, b) i l2 = (b, a) se nazivaju paralelne grane.

Definicija 2.3.1. Neka je V, V 6= ∅, dati skup i E kolekcija neure�enih
(ure�enih, mexovitih) parova elemenata iz V . Ure�eni par G = (V,E) naziva
se neorijentisani (orijentisani, mexoviti) pseudograf. Elementi skupa V
su qvorovi, a kolekcije E su grane.

Definicija 2.3.2. Neorijentisani (orijentisani, mexoviti) pseudograf koji
ne sadr�i pet	e naziva se (orijentisani, mexoviti) multigraf.

Definicija 2.3.3. Neka je V neprazan skup i E skup neure�enih (ure�enih,
mexovitih) parova iz V . Ure�eni par G = (V,E) naziva se graf (orijentisani,
mexoviti) .

Treba primetiti da se za neorijentisane grafove bez pet	i i vixestrukih grana,
a oni su predmet interesova�a u ovoj disertaciji, koristi samo naziv graf (ili
prost graf).

Definicija 2.3.4. Neka je V neprazan skup i E familija nad �im. Tada se
ure�eni par G = (V,E) naziva hipergraf .

2.4 Stepeni qvorova. Putevi u grafu. Matrice.

Izomorfizam

Neka je graf G = (V,E) definisan skupom qvorova V = {v1, v2, . . . , vn} i
skupom grana E = {e1, e2, . . . , em}. Broj qvorova grafa G je n = |V | i taj broj
odre�uje �egov red. Broj grana grafa G je m = |E| .

Slika 2.2: Primer grafa sa 6 qvorova i 8 grana.

Definicija 2.4.1. Dva qvora grafa vi i vj su susedna ako su spojena granom
e = vivj. Koristi se i oznaka vi ∼ vj . Pod okolinom qvora vi ∈ V grafa G = (V,E)
(eng. neighborhood) podrazumeva se skup N(vi) = {vj ∈ V : vi ∼ vj} suseda qvora
vi. Stepen qvora vi (eng. degree) je broj suseda qvora vi, di = d(vi) = |N(vi)| .
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Najma�i stepen qvora grafa G je δ = δ(G) = min
vi∈V

d(vi), a najve�i stepen qvora

grafa G je ∆ = ∆(G) = max
vi∈V

d(vi) . Drugi najma�i stepen qvora je δ2, a drugi

najve�i stepen qvora je ∆2 i tako redom.

Definicija 2.4.2. Sred�i stepen qvorova grafa G = (V,E) (eng. average de-
gree), u oznaci d(G), definixe se sa

d(G) =

n∑
i=1

d(vi)

n
.

Va�e slede�e nejednakosti

0 ≤ δ ≤ d(G) ≤ ∆ ≤ n− 1 .

Za odnos broja grana i broja qvorova, tj. �ihovih stepena, u datom grafu G =
(V,E) va�i slede�i rezultat.

Teorema 2.4.1. Za dati graf G = (V,E), va�i da je

n∑
i=1

d(vi) = 2m .

Va�no je uoqiti da je na desnoj strani u prethodnoj jednakosti paran broj,
2m, pa mora biti i na levoj, odakle proizilazi slede�a jednostavna posledica
teoreme 2.4.1.

Posledica 2.4.1. Broj qvorova neparnog stepena u grafu je paran broj.

Definicija 2.4.3. Graf G = (V,E) je r-regularan, r ≥ 0, ili stepena regular-
nosti r, ako za svako i, i = 1, 2, . . . , n, va�i jednakost d(vi) = r . Maksimalni
stepen regularnosti je r = n−1. Takav graf se naziva kompletnim. Kompletan
graf sa n qvorova je graf Kn, n ∈ N .

Ako je dati graf G = (V,E) r-regularan, tada va�i jednakost

m =
r · n

2
.

Va�no je uoqiti u prethodnoj jednakosti, zbog qi�enice da parametar m mora
biti prirodan broj, sledi da bar jedan od parametara r ili n mora biti paran
broj. To znaqi da za proizvo	ne parametre r i n ne mora da postoji r-regularan
graf. Ako je dati graf G = (V,E) r-regularan, tada kra�e pixemo Gr .

Ako je dati graf G = (V,E) kompletan graf Kn, tada va�i jednakost

m =
n(n− 1)

2
.
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Na slede�oj slici su prikazani 2-regularni grafovi za n = 3, 4, 5 i 6 .

Slika 2.3: Primeri 2-regularnih grafova.

Na slede�oj slici su prikazani kompletni grafovi za n = 3, 4, 5 i 6 .

Slika 2.4: Primeri kompletnih grafova.

Definicija 2.4.4. Graf G′ = (V ′, E ′) je podgraf (eng. subgraph) grafa G =
(V,E), ako va�i V ′ ⊆ V i E ′ ⊂ E . Graf G′ = (V ′, E ′) je indukovani podgraf
(eng. induced subgraph) grafa G = (V,E), ako va�i V ′ ⊆ V i E ′ = E ∩

(
V ′

2

)
.

Definicija 2.4.5. Xet�a (eng. walk) W du�ine k u grafu G = (V,E) je niz
v0, e1, v1, e2, v2, . . . , ek, vk qvorova i grana tako da je ei = vi−1vi za i = 1, 2, . . . , k .
Qvorovi v0 i vk su kraj�i qvorovi xet�e W . Xet�a je zatvorena ukoliko je
v0 = vk. Staza (eng. trail) je xet�a u kojoj se nijedna grana ne ponav	a. Put (eng.
path) je xet�a u kojoj se nijedan qvor ne ponav	a. Put sa n qvorova oznaqavamo
sa Pn . Kontura (ciklus) (eng. cycle) je zatvorena staza u kojoj se nijedan qvor
ne ponav	a, izuzev prvog i posled�eg. Konturu sa n qvorova oznaqavamo sa Cn .

Definicija 2.4.6. Qvorovi u i v u grafu G = (V,E) su povezani ako u G postoji
put qiji su kraj�i qvorovi u i v. Za graf G se ka�e da je povezan (eng. connected)
ako su svaka dva �egova qvora povezana - u suprotnom je graf nepovezan i mo�e
se podeliti na komponente povezanosti.

Definicija 2.4.7. Ako su qvorovi u i v grafa G povezani, tada je rastoja�e,
d(u, v), od qvora u do qvora v jednako du�ini najkra�eg puta izme�u qvorova u i v.
Ekscentricitet qvora v je jednak maksimalnom rastoja�u od v do svih ostalih
qvorova, ε(v) = max

u∈V
d(u, v) . Dijametar grafa G je najve�e rastoja�e izme�u neka

dva qvora grafa, diam(G) = max
u,v∈V

d(u, v), dok se radijus grafa G definixe kao

najma�i ekscentricitet me�u qvorovima, r(G) = min
v∈V

ε(v) . Broj parova qvorova

grafa G qije je rastoja�e jednako k oznaqavamo sa d(G, k) .
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Definicija 2.4.8. Graf G = (V,E) je bipartitan (eng. bipartite graph) ako
postoji particija {A,B} skupa qvorova V = A∪B, A∩B = ∅, tako da za svaku
granu e ∈ E va�i da ona spaja qvor iz A sa qvorom iz B. Kompletan bipartitan
graf je prost graf s particijom {A,B}, pri qemu je |A| = a i |B| = b, u oznaci
Ka,b, u kojem je svaki qvor iz particije A spojen sa svakim qvorom iz particije
B. Kompletan bipartitan graf, K1,n−1, je zvezda (eng. star) u oznaci Sn . Graf
G je planaran (eng. planar) ako se mo�e nacrtati u ravni, tako da se nikoje dve
grane ne seku.

Definicija 2.4.9. (r1, r2)-semiregularan bipartitan graf, sa parametrima
(n1, n2, r1, r2), jeste bipartitan graf sa particijom {A,B}, takav da particija
A sadr�i n1 qvorova, particija B sadr�i n2 qvorova i pri qemu svi qvorovi koji
pripadaju istoj particiji imaju isti stepen(qvorovi koji pripadaju particiji
A su stepena r1, a qvorovi koji pripadaju particiji B su stepena r2). Oqigledno
je da tada va�i da je n1r1 = n2r2.

Na slede�oj slici su prikazani grafovi P5, C5, S5, K3,5 .

Slika 2.5: Grafovi P5, C5, S5, K3,5 .

Definicija 2.4.10. Unija grafova G1 = (V1, E1) i G2 = (V2, E2) je graf G1 ∪
G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2). Spaja�e (eng. join) grafova G1 ∨ G2 se dobija od grafa
G1∪G2, tako xto spojimo granom svaki qvor iz grafa G1 sa svakim qvorom iz G2.
Komplement G grafa G = (V,E) je graf G =

(
V,
(
V
2

)
\E
)
, dakle on sadr�i taqno

one grane koje nisu sadr�ane u grafu G, tj. graf G ima n qvorova i m =
(
n
2

)
−m

grana.

Na slede�oj slici je prikazana unija i spaja�e grafova P3 i P5 .

Slika 2.6: Unija i spaja�e grafova P3 i P5 .
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Definicija 2.4.11. Neka je G prost graf, v ∈ V proizvo	an qvor i e = uv
proizvo	na grana tog grafa. Graf G′ = G− v je dobijen brisa�em qvora v i svih
grana koje su susedne sa �im. Graf G−e dobijamo kada iz grafa G uklonimo granu
e = uv .

Definicija 2.4.12. Povezan graf bez ciklusa naziva se stablo (eng. tree). Graf
koji ne sadr�i cikluse, tj. graf qija je svaka komponenta povezanosti stablo,
naziva se xuma (eng. forest). Qvor stepena 1 u grafu G naziva se list ili vise�i
qvor (eng. pendant vertex).

Definicija 2.4.13. Razapi�u�e(spre�no) stablo T = (V,E ′) (eng. spanning
tree) je podgraf grafa G = (V,E), koji je stablo i sadr�i sve �egove qvorove i
neke �egove grane, tj. E ′ ⊆ E .

Definicija 2.4.14. Graf je unicikliqan ako je povezan i sadr�i taqno jedan
ciklus, odnosno n grana. Graf je bicikliqan ako je povezan i sadr�i taqno dva
ciklusa, odnosno n+ 1 granu.

Definicija 2.4.15. Graf G je qvorno k-povezan, ako ne postoji skup od k−1 qvo-
rova qijim se ukla�a�em graf raspada na nekoliko komponenti (odnosno, ka�e
se da je qvorna povezanost grafa ≥ k). Qvor v ∈ V grafa G ze naziva artikula-
cioni qvor (eng. articulation vertex) ako G−v ima vixe komponenti povezanosti
od G. Grana e ∈ E grafa G se naziva most (eng. bridge), ako G − e ima vixe
komponenti povezanosti od G.

Definicija 2.4.16. Neka su dati grafovi G = (V,E) i G′ = (V ′, E ′). Ka�e
se da je graf G izomorfan sa grafom G′, u oznaci G ∼= G′, ako postoji bijekcija
φ : V → V ′, takva da je uv ∈ E ako i samo ako je φ(u)φ(v) ∈ E ′, za svaka dva qvora
u, v ∈ V .

Definicija 2.4.17. Neka je I = I(G) matematiqki objekat (broj, matrica,
polinom, vektor, grupa,...) koji se na neki naqin pridru�uje grafu G. Ako je
zadovo	en uslov da za svaka dva izomorfna grafa G1 i G2 va�i I(G1) = I(G2) ,
onda se ka�e da je I invarijanta grafa ili da je I grafovska invarijanta.

Datom grafu G mogu se pridru�iti odre�ene matrice koja sadr�e infor-
macije o strukturi tog grafa. Neke od matrica koje su najvixe prouqavane u
literaturi, a i koje su predmet interesova�a u ovoj disertaciji, su matrica
susedstva, Laplasova matrica, normalizovana i nenegativna Laplasova matrica.

Definicija 2.4.18. Matrica susedstva grafa G = (V,E), A = A(G), je kva-
dratna matrica reda n, sa elementima aij, i, j = 1, . . . , n, koji su definisani
sa

aij =

{
1 , vi ∼ vj ,
0 , inaqe .

Definicija 2.4.19. Neka je G = (V,E) graf sa n qvorova i m grana . Neka su
d1, d2, . . . , dn stepeni �egovih qvorova . Dijagonalna matrica, D = D(G), grafa
G je kvadratna matrica reda n, takva da je D = diag(d1, d2, . . . , dn) .
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Definicija 2.4.20. Neka je G = (V,E) graf sa n qvorova i m grana . Laplasova
matrica, L = L(G), je matrica qiji su elementi lij definisani sa

lij =


−1 , vi ∼ vj , i 6= j ,
0 , vi � vj , i 6= j ,
di , i = j .

Laplasova matrica se mo�e definisati i kao L = D −A . Laplasova matrica L
grafa G se nekada naziva i Kirhofova matrica grafa G (eng. Kirchhoff matrix).

Definicija 2.4.21. Neka je G = (V,E) graf sa n qvorova i m grana, pri qemu
graf G ne sadr�i izolovane qvorove. Normalizovana Laplasova matrica, L =
L(G), se definixe kao

L = D−
1
2LD−

1
2 = D−

1
2 (D − A)D−

1
2 = I −D−

1
2AD−

1
2 .

Definicija normalizovane Laplasove matrice se mo�e proxiriti na sve gra-
fove, L = (Lij), gde je

Lij =


1 , i = j , di 6= 0 ,
− 1√

didj
, vi ∼ vj ,

0 , inaqe .

Definicija 2.4.22. Neka je G = (V,E) graf sa n qvorova i m grana . Nenega-
tivna Laplasova matrica grafa, Q = Q(G), je matrica Q = D + A .

Ilustracije radi, za graf sa slike 2.2, matrice A, L, L i Q su date redom sa

A =


0 1 0 0 1 0
1 0 1 1 1 0
0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0
1 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0

 , L =


2 −1 0 0 −1 0
−1 4 −1 −1 −1 0
0 −1 2 0 0 −1
0 −1 0 2 −1 0
−1 −1 0 −1 4 −1
0 0 −1 0 −1 2

 ,

L =



1 − 1√
8

0 0 − 1√
8

0

− 1√
8

1 − 1√
8
− 1√

8
−1

4
0

0 − 1√
8

1 0 0 −1
2

0 − 1√
8

0 1 − 1√
8

0

− 1√
8
−1

4
0 − 1√

8
1 − 1√

8

0 0 −1
2

0 − 1√
8

1


, Q =


2 1 0 0 1 0
1 4 1 1 1 0
0 1 2 0 0 1
0 1 0 2 1 0
1 1 0 1 4 1
0 0 1 0 1 2

 .
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2.5 Spektri grafa

U ovom ode	ku bi�e dati neki osnovni pojmovi koji se odnose na spektre
grafa [11, 26].

Definicija 2.5.1. Sopstvena vrednost (eng. eigenvalue) matrice A je realan
broj λ, ako matriqna jednaqina

A · x = λ · x ,
ima netrivijalno rexe�e, koje se naziva sopstveni vektor (eng. eigenvector).
Sopstvene vrednosti grafa su sopstvene vrednosti �egove matrice susedstva.

Spektar grafa (eng. graph spectrum) je skup sopstvenih vrednosti matrice
susedstva, zajedno sa �ihovim algebarskim vixestrukostima. Vixestrukost sop-
stvene vrednosti λ je jednaka n− rang(λI − A) , gde smo sa I oznaqili jediniqnu

matricu reda n . Sa λ
(mi)
i bi�e oznaqena sopstvena vrednost λi qija je vixestru-

kost jednaka mi .
Ako su λ1 > λ2 > . . . > λm razliqite sopstvene vrednosti matrice A, qije su

vixestrukosti k1, k2, . . . , km redom, tada spektar grafa oznaqavamo sa

SpecG =

{
λ

(k1)
1 , λ

(k2)
2 , . . . , λ(km)

m

}
.

Sopstvene vrednosti λ1, λ2, . . . , λn su nule karakteristiqnog polinoma (eng.
characteristic polynomial) matrice A

PA(x) = det(xI − A) = (−1)ndet(A− xI) =
n∏
i=1

(x− λi) .

Kako je PA(x) moniqan polinom sa celobrojnim koeficijentima, sve �egove ra-
cionalne nule su celobrojne, pa su sopstvene vrednosti matrice susedstva ili
iracionalne ili celobrojne. U disertaciji �e sa PG(x) biti oznaqen karakte-
ristiqni polinom matrice susedstva grafa G. Dva grafa su kospektralna ako
�ihove matrice susedstva imaju iste sopstvene vrednosti. Kospektralni grafovi
ne moraju da budu izomorfni, ali su izomorfni grafovi uvek kospektralni.

Teorema 2.5.1. Sliqne matrice A i B imaju iste karakteristiqne polinome.
Obrnuto ne va�i.

Teorema 2.5.2. (Spektralna teorema) Realna simetriqna matrica A ima
samo realne sopstvene vrednosti i n ortonormiranih sopstvenih vektora.

Ako je λ sopstvena vrednost matrice A, tada je skup {x ∈ Rn : Ax = λx}
potprostor od Rn, koji se naziva prostor sopstvene vrednosti λ i oznaqava se
sa ε(λ) ili εA(λ). Takav potprostor se naziva prostor sopstvene vrednosti
grafa G. Naravno, prenumerisa�e qvorova u grafu G ima za rezultat permuta-
ciju koordinata u tom potprostoru. Dimenzija od ε(λ) je jednaka multiplicitetu
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tj. vixestrukosti sopstvene vrednosti λ kao korena od PG(x). Prosta sopstvena
vrednost je sopstvena vrednost vixestrukosti 1.

Ako su elementi simetriqne matrice realni brojevi, tada su i �ene sopstvene
vrednosti realni brojevi. Ako je potrebno, koristi se oznaka λi = λi(G) (i =
1, 2, . . . , n). Najve�a sopstvena vrednost λ1(G) se naziva indeks grafa G.

Za ceo broj k ≥ 0, k-ti spektralni moment grafa G u oznaci sk je

sk =
n∑
i=1

λki .

Spektralni moment sk predstav	a trag matrice A
k i prvih n spektralnih mome-

nata odre�uje spektar grafa G .

Relacija A · x = λ · x mo�e biti interpretirana i na slede�i naqin. Ako je
x = (x1, x2, . . . , xn)T , tada je

λ · xu =
∑
u∼v

xv (u = 1, 2, . . . , n) ,

gde se sumira�e vrxi po svim susedima v qvora u.

Definicija 2.5.2. Za simetriqnu matricu M reda n × n (sa realnim ele-
mentima) ka�emo da je pozitivna semidefinitna, ako su sve �ene sopstvene
vrednosti nenegativne, odnosno, ako je xTMx ≥ 0 za svako x ∈ Rn .

Neke bitne osobine pozitivno semidefinitne matrice date su u slede�im dvema
teoremama.

Teorema 2.5.3. Ako postoji matrica B takva da je A = BTB, tada je matrica
A pozitivna semidefinitna.

Teorema 2.5.4. Ako je matrica A pozitivna semidefinitna, onda su sve �ene
sopstvene vrednosti nenegativne.

Va�no svojstvo Laplasove matrice L i nenegativne Laplasove matrice Q je da
su one pozitivne semidefinitne matrice. Sopstvene vrednosti i sopstveni vek-
tori Laplasove matrice L, nazivaju se Laplasove sopstvene vrednosti i Lapla-
sovi sopstveni vektori grafa G. Laplasove sopstvene vrednosti grafa G se ozna-
qavaju sa µi = µi(G), a �ihovi odgovaraju�i vektori sa xi = xi(G), i = 1, 2, . . . , n,
tako da va�i

Lxi = µi xi .

Vektori xi, i = 1, 2, . . . , n, su n-dimenzionalni vektori kolona.

Ako se sa µi(= µi(G)) oznaqi i-ta najve�a sopstvena vrednost od L, tada je

µ1(G) ≥ µ2(G) ≥ · · · ≥ µn−1(G) > µn(G) = 0 .
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Skup {µ1(G), µ2(G), ..., µn(G)} naziva se Laplasov spektar.

Dobro poznata svojstva Laplasovih sopstvenih vrednosti grafaG (videti [12, 28])
su

n−1∑
i=1

µi =
n∑
i=1

di = 2m i
n−1∑
i=1

µ2
i =

n∑
i=1

d2
i +

n∑
i=1

di .

Sopstvene vrednosti i sopstveni vektori normalizovane Laplasove matrice
L nazivaju se normalizovane Laplasove sopstvene vrednosti i normalizovani La-
plasovi sopstveni vektori grafa G.

Normalizovane Laplasove sopstvene vrednosti grafa G se oznaqavaju sa ρi =
ρi(G), i = 1, 2, . . . , n .

Ako se sa ρi(= ρi(G)) oznaqi i-ta najve�a sopstvena vrednost od L, tada je

ρ1(G) ≥ ρ2(G) ≥ · · · ≥ ρn−1(G) > ρn(G) = 0 .

Skup {ρ1(G), ρ2(G), ..., ρn(G)} naziva se normalizovani Laplasov spektar.

Za ρi, i = 1, 2, . . . , n, va�i (videti [28])

n−1∑
i=1

ρi = n i
n−1∑
i=1

ρ2
i = n+ 2

∑
vi∼vj

1

didj
.

U slede�im primerima bi�e navedeni spektri za neke specijalne klase gra-
fova, u odnosu na matricu susedstva, Laplasovu matricu i normalizovanu La-
plasovu matricu.

Primer 2.5.1. Neka je Kn kompletan graf sa n qvorova. Spektar grafa Kn je{
(−1)(n−1), (n− 1)(1)

}
.

Laplasov spektar grafa Kn je {
0(1), n(n−1)

}
.

Normalizovani Laplasov spektar grafa Kn je{
0(1),

(
n

n− 1

)(n−1)}
.

Primer 2.5.2. Neka je Kp, q kompletan bipartitan graf . Spektar grafa Kp, q

je {
±√pq(1), 0(p+q−2)

}
.
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Laplasov spektar grafa Kp, q je{
0(1), p(q−1), q(p−1), (p+ q)(1)

}
.

Normalizovani Laplasov spektar grafa Kp, q je{
0(1), 1(p+q−2), 2(1)

}
.

Primer 2.5.3. Neka je Pn put sa n qvorova. Spektar grafa Pn je{
2 cos

(
πj

n+ 1

)
: j = 1, 2, . . . , n

}
.

Laplasov spektar grafa Pn je{
2− 2 cos

(
πj

n

)
: j = 0, 1, . . . , n− 1

}
.

Normalizovani Laplasov spektar grafa Pn je{
1− cos

(
πj

n− 1

)
: j = 0, 1, . . . , n− 1

}
.

Primer 2.5.4. Neka je Cn kontura sa n qvorova . Spektar grafa Cn je{
2 cos

(
2πj

n

)
: j = 0, 1, . . . , n− 1

}
.

Laplasov spektar grafa Cn je{
2− 2 cos

(
2πj

n

)
: j = 0, 1, . . . , n− 1

}
.

Normalizovani Laplasov spektar grafa Cn je{
1− cos

(
2πj

n

)
: j = 0, 1, . . . , n− 1

}
.

Primer 2.5.5. Neka je G regularan graf stepena r. Tada va�e slede�e relacije
izme�u matrica A, L i L:

L = rL = rI − A .

Prema tome, ako su poznate sopstvene vrednosti jedne od matrica A, L ili
L, sopstvene vrednosti za ostale dve matrice su potpuno odre�ene na osnovu
prethodnih jednakosti.
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2.6 Topoloxki indeksi zasnovani na stepenima

qvorova i grana

Postoji veliki broj topoloxkih indeksa zasnovanih na stepenima qvorova i
grana (videti [56, 132,133]). U ovoj disertaciji bi�e navedeni samo neki od �ih,
koji su neophodni za da	a razmatra�a.

Gutman i Trinajsti� su u radu [62] definisali topoloxki indeks zasnovan na
stepenima qvorova (eng. Vertex Degree Based),M1, kasnije nazvan prvi Zagrebaqki
indeks, sa

M1 = M1(G) =
n∑
i=1

d 2
i .

U radu [43] je uoqeno da va�i jednakost

M1 =
∑
vi∼vj

(di + dj) .

Kako je stepen svake grane e = vivj, d(e) = di + dj − 2, va�i i jednakost

M1 =
m∑
i=1

(d(ei) + 2) ,

te se ovaj topoloxki indeks mo�e razmatrati i kao topoloxki indeks zasnovan
na stepenima grana.

U radu [62] definisan je topoloxki indeks zasnovan na stepenima qvorova,
kasnije nazvan drugi Zagrebaqki indeks, M2, sa

M2 = M2(G) =
∑
vi∼vj

didj .

U pomenutom radu [62], definisan je topoloxki indeks zasnovan na stepe-
nima qvorova, kasnije nazvan zaborav	eni indeks (eng. forgotten topological in-
dex)(videti [52]), F , sa

F = F (G) =
n∑
i=1

d 3
i .

U radu [52] je prime�eno da za ovaj topoloxki indeks va�i jednakost

F =
∑
vi∼vj

(d2
i + d2

j) .

Nije texko uoqiti da za topoloxke indekse F i M2 va�i jednakost

F + 2M2 =
∑
vi∼vj

(di + dj)
2 .

U radu [129] je definisan topoloxki indeks zasnovan na stepenima qvorova,
HM , pod nazivom Hiper-Zagrebaqki indeks (eng. Hyper-Zagreb index), sa
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HM = HM(G) =
∑
vi∼vj

(di + dj)
2 .

Na osnovu prethodne jednakosti va�i da je

HM = F + 2M2 ,

pa se za HM i ne mo�e re�i da je novi topoloxki indeks zasnovan na stepenima
qvorova . U radu [48] on je nazvan prvi Hiper-Zagrebaqki indeks i definisan je
drugi Hiper-Zagrebaqki indeks, R2, sa

R2 = R2(G) =
∑
vi∼vj

(didj)
2 .

U radu [6] definisan je uopxteni Randi�ev indeks (eng. general Randić index),
Rα, sa

Rα = Rα(G) =
∑
vi∼vj

(didj)
α ,

gde je α proizvo	an realan broj. Pored indeksa R2 i R1 = M2, u literaturi su
najvixe prisutni topoloxki indeksi koji se dobijaju za α = −1

2
i α = −1. Za

α = −1
2
dobija se Randi�ev indeks ili (multiplikativni) indeks povezanosti,

R,

R = R(G) =
∑
vi∼vj

1√
didj

,

definisan u radu [123]. Za α = −1 dobija se topoloxki indeks, R−1,

R−1 = R−1(G) =
∑
vi∼vj

1

didj
.

Ovaj indeks se jav	a pod nazivom modifikovani drugi Zagrebaqki indeks, (vi-
deti [115]) i uopxteni Randi�ev indeks R−1 (videti [22]) .

U radu [86] definisan je topoloxki indeks zasnovan na stepenima qvorova pod
nazivom inverzni indeks, ID, sa

ID = ID(G) =
n∑
i=1

1

di
.

Multiplikativne varijante topoloxkih indeksa M1 i M2 su definisane u
radu [133]. Multiplikativni prvi Zagrebaqki indeks, Π1, definisan je sa

Π1 = Π1(G) =
n∏
i=1

d2
i .

Multiplikativni drugi Zagrebaqki indeks, Π2, definisan je sa

Π2 = Π2(G) =
∏
vi∼vj

di dj .
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Treba napomenuti da je u radu [114] definisan topoloxki indeks, kasnije nazvan
Narumi-Katajama topoloxki indeks (eng. Narumi-Katayama topological index),
NK, sa

NK = NK(G) =
n∏
i=1

di .

Nije texko uoqiti da va�i jednakost

Π1(G) = (NK(G))2 .

U radu [45] definisan je modifikovani multiplikativni Zagrebaqki indeks,
Π∗1, sa

Π∗1 = Π∗1(G) =
∏
vi∼vj

(di + dj) .

Kako je

Π∗1 =
m∏
i=1

(d(ei) + 2) ,

ovaj topoloxki indeks mo�e se tretirati i kao topoloxki indeks zasnovan na
stepenima grana.

Bi�e definisana i tri topoloxka indeksa zasnovana na stepenima qvorova,
koji su i mere iregularnosti grafova. U radu [1] definisan je topoloxki indeks,
kasnije nazvan Albertsonov indeks (eng. Albertson index) (videti [70]), Alb, sa

Alb = Alb(G) =
∑
vi∼vj

|di − dj| .

U radu [126] navedeni su topoloxki indeksi IRLF i IRLA, definisani sa

IRLF = IRLF (G) =
∑
vi∼vj

|di − dj|√
didj

i

IRLA = IRLA(G) = 2
∑
vi∼vj

|di − dj|
di + dj

.

Nije texko uoqiti da, na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geome-
trijske sredine, va�i nejednakost

IRLF (G) ≥ IRLA(G) .
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2.7 Invarijante grafova zasnovane na Laplaso-

vom spektru grafa

Postoji vixe grafovskih invarijanti koje su zasnovane na Laplasovom spek-
tru, odnosno na sopstvenim vrednostima Laplasove matrice. Bi�e navedene samo
one koje su neophodne za ovu disertaciju (videti na primer [57,58]).

Ivan Gutman i Zou (eng. Zhou) su 2006. godine u radu [58] definisali Lapla-
sovu energiju grafa na slede�i naqin

(2.1) LE = LE(G) =
n∑
i=1

∣∣∣∣µi − 2m

n

∣∣∣∣ .
Za vixe deta	a o Laplasovoj energiji videti u [3].

Neka je σ (1 ≤ σ ≤ n) najve�i pozitivan broj takav da je

µσ ≥
2m

n
,

tada sledi da je [35]

LE =
n∑
i=1

∣∣∣∣µi − 2m

n

∣∣∣∣ = 2Sσ(G)− 4mσ

n
,

gde je

Sσ(G) =
σ∑
i=1

µi .

Laplasova energija grafa G mo�e se definisati i na slede�i naqin [35]

LE = 2Sσ(G)− 4mσ

n
= max

1≤i≤n−1

{
2Si(G)− 4mi

n

}
.

Bi�e navedene neke karakteristiqne do�e granice za Laplasovu energiju grafa.

U radu [147] Zou je dobio da za graf G sa n qvorova i m grana va�i

(2.2) LE ≥ 4m

n
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G izomorfan regularnom kompletnom
k-partitnom grafu (1 ≤ k ≤ n) .

Gutman i Zou su u radu [58] dobili slede�u do�u granicu
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(2.3) LE ≥ 2

√√√√m+
1

2

n∑
i=1

(
di −

2m

n

)2

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G izomorfan kompletnom bipartitnom
grafu Kn

2
, n
2
.

U radu [35], autori su dobili do�u granicu za Laplasovu energiju u zavisnosti
od parametara n, m i ∆, tj.

(2.4) LE ≥ 2

(
∆ + 1− 2m

n

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K1, n−1 .
U radu [35] je prime�eno da je do�a granica (2.4) stro�ija od do�e granice

(2.2) za bilo koje stablo osim za put Pn . Xtavixe, granica (2.4) je stro�ija od
granice (2.3) za bilo koje stablo T reda n, gde je ∆(T ) ≥ n√

2
+ 1 .

Za bipartitne grafove, So (eng. So) i ostali koautori u radu [128] su dobili
da je

(2.5) LE ≥
n∑
i=1

∣∣∣∣di − 2m

n

∣∣∣∣ .
U radu [36] je pokazano da je slede�a do�a granica za Laplasovu energiju

povezanog grafa G uvek stro�ija od do�e granice date sa (2.5), tj. va�i da je

(2.6) LE ≥ 2 +
n∑
i=1

∣∣∣∣di − 2m

n

∣∣∣∣ .
U nastavku bi�e navedene neke karakteristiqne gor�e granice za Laplasovu ener-
giju grafa.

U radu [58] Gutman i Zou su dobili slede�e tri gor�e granice

(2.7) LE ≤ 2m+M1(G)− 4m2

n
,

(2.8) LE ≤

√
n

(
2m+M1(G)− 4m2

n

)
,

(2.9) LE ≤ 2m

n
+

√
(n− 1)

(
2m+M1(G)− 4m2

n
− 4m2

n2

)
.
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U radu [35], autori su primetili da je gor�a granica data sa (2.8) stro�ija
od gor�e granice date sa (2.7).Xtavixe, pokazali su da je gor�a granica data
sa (2.9) stro�ija od gor�e granice date sa (2.8) .

U radu [35] za graf G sa n qvorova i m ≥ n
2
grana dobijeno je da va�i

(2.10) LE ≤ 4m− 2∆− 4m

n
+ 2 ,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K1, n−1 ili je G ∼= K1,∆ ∪
Kn−∆−1 (n

2
≤ ∆ ≤ n− 2) .

Kao posledica ovog rezultata, u radu [127] za grafove sa n qvorova i m > 0
grana je dobijeno da va�i

(2.11) LE ≤ 4m

(
1− 1

n

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K2 ∪Kn−2 .
Neka je T stablo reda n sa maksimalnim stepenom qvora ∆ ≥ n

2
(n ≥ 37) . U

radu [35] je pokazano da je gor�a granica data sa (2.10) stro�ija od gor�e granice
date sa (2.9) za bilo koje stablo T .

J. Li (eng. J. Liu) i B. Li (eng. B. Liu) u radu [91] uvode modifikovanu La-
plasovu energiju grafa, u oznaci LEL(G), (eng. Laplacian-energy-like-invariant)
sa

LEL = LEL(G) =
n∑
i=1

√
µi .

�ihova ideja je zasnovana na qi�enici da je

n∑
i=1

(
√
µi)

2 = 2m ,

koja formalno dovodi u vezu LEL sa obiqnom energijom grafa, zasnovanoj na
sopstvenim vrednostima matrice susedstva [85].

Broj razapi�u�ih(spre�nih) stabala povezanog grafaG sa n qvorova, u oznaci
t = t(G), zavisi od Laplasovih sopstvenih vrednosti i odre�en je sa

t = t(G) =
1

n

n−1∏
i=1

µi .

Ova jednakost je data u [54] (videti tako�e [26]) .

Poznato je tako�e da se broj razapi�u�ih stabala mo�e izraziti i preko nor-
malizovanih Laplasovih sopstvenih vrednosti kao [26]

t = t(G) =

n∏
i=1

di

m

n−1∏
i=1

ρi .
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2.8 Kirhofov indeks

Istorija topoloxkih indeksa zasnovanih na rastoja�u poqi�e 1947. godine,
kada je Harold Viner u radu [135], da bi izraqunao taqku k	uqa�a tB alkana,
iskoristio formulu

tB = aW (G) + bWP (G) + c .

U ovoj formuli a, b, c su konstante za datu izomorfnu grupu, W (G) je (u modernoj
terminologiji, razliqit od onog originalnog koji je Viner koristio) jednako
sumi rastoja�a me�u svim parovima qvorova u molekulskom grafuG, dok jeWP (G)
broj parova qvorova qije je rastoja�e jednako 3 u grafu G, tj. d(G, 3).

U poqetku Vinerova ideja nije privlaqila pa��u kod hemiqara, ali kako
je vreme prolazilo, veliqina W postaje jedan od najpopularnijih molekulskih
strukturnih deskriptora koji je naxao primenu u dizajnira�u kvantitativno
strukturnih odnosa. Osim toga, ima veliku primenu u kristalografiji, teoriji
informacija, kriptologiji i dr. Danas, ova grafovska invarijanta je poznata
pod nazivom Vinerov indeks (eng. Wiener index) ili Vinerov broj (eng. Wiener
number) [140].

Matematiqari su poqeli prouqava�e Vinerovog indeksa skoro tri decenije
nakon hemiqara, u poqetku bez ikakvog zna�a o ranijim radovima Vinera. U
savremenoj matematiqkoj literaturi saW (G) se obiqno oznaqava Vinerov indeks.

Viner je veliqinu WP (G) nazvao "polariti" broj, a danas se uobiqajeno ova
veliqina naziva Vinerov "polariti" indeks grafaG (eng. Wiener polarity index).
Dakle, Vinerov i Vinerov "polariti" indeks su definisani redom sa

W (G) =
∑
u,v ∈V

dG(u, v),

WP (G) = d(G, 3) .

Nakon xto je otkriven Vinerov indeks, u hemijskoj i matematiqko-hemijskoj
literaturi pojavio se veliki broj drugih indeksa zasnovanih na rastoja�u u
grafu.

Inspirisani Vinerovim indeksom, a po analogiji sa elektriqnim mre�ama,
Klajn i Randi� su definisali Kirhofov indeks (eng. Kirchhoff index) [15, 79]. On
je definisan kao zbir veliqina rij, rastoja�a{otpornost (eng. resistance–distance)
izme�u qvorova vi i vj, tj.

(2.12) Kf(G) =
∑
i<j

rij .

Izraqunava�e veliqine rij je veoma slo�eno, te je ovako definisan Kirhofov
indeks bio veoma ograniqene primene. Rexe�e ovog problema doxlo je od strane
Gutmana i Mohara [65](videti i [145]), koji su 1996. godine dokazali da se Kir-
hofov indeks za povezane grafove mo�e izraqunati na osnovu jednakosti

(2.13) Kf(G) = n
n∑
i=1

1

µi
.
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Zbog dobre operativnosti ove formule pojavio se veliki broj radova u kojima je
prouqavan Kirhofov indeks, kao i �egova primena u prouqava�u molekularnih
struktura hemijskih jedi�e�a. Sa matematiqke taqke gledixta, najvixe su pro-
uqavane granice ove invarijante koje zavise od razliqitih parametara grafa i
drugih invarijanti, kao i ekstremne vrednosti na raznim specijalnim klasama
grafova (stabla, unicikliqni, bicikliqni grafovi, itd.).

Qen (eng. Chen) i Zang (eng. Zhang) su 2007. godine uveli jox jednu grafov-
sku invarijantu tesno povezanu sa Kirhofovim indeksom, u oznaci Kf ∗(G) (eng.
degree Kirchhoff index) [32]. On je definisan sa

Kf ∗(G) =
∑
i<j

di dj rij .

Po analogiji sa Kirhofovim indeksom, Kf ∗(G) se mo�e definisati i kao [32]

Kf ∗(G) = 2m
n−1∑
i=1

1

ρi
.

Bi�e date vrednosti Kirhofovog indeksa Kf(G) i indeksa Kf ∗(G) za neke
specijalne klase grafova.

Za kompletan graf Kn, kompletan bipartitan graf Kn, n−r , 1 ≤ r ≤ bn
2
c i

ciklus Cn, vrednosti ovih indeksa su date redom sa

Kf(Kn) = n− 1 , Kf ∗(Kn) = (n− 1)3 ,

Kf(Kr, n−r) = (n− 1)

(
r

n− r
+
n− r
r

)
− 1 , Kf ∗(Kr, n−r) = r(n− r)(2n− 3) ,

Kf(Cn) =
n3 − n

12
, Kf ∗(Cn) =

n3 − n
3

.

U specijalnom sluqaju, kada je r = 1, graf K1, n−1 je zvezda i tada je

Kf(K1, n−1) = (n− 1)2 , Kf ∗(K1, n−1) = (n− 1)(2n− 3) .

Za kompletan bipartitan graf za koji je r = n
2
, n je paran broj, dobija se da

je

Kf(Kn
2
, n
2
) = 2n− 3 , Kf ∗(Kn

2
, n
2
) =

n2

4
(2n− 3) .

Za put Pn vrednost Kirhofovog indeksa je

Kf(Pn) =
n3 − n

6
.

Neka je G = Kn − e graf dobijen od kompletnog grafa Kn brisa�em jedne
�egove grane i neka je G = Kn−1 + e graf dobijen dodava�em jednog qvora kom-
pletnom grafu Kn−1 tako da nova grana povezuje taj qvor sa proizvo	nim qvorom
u grafu Kn−1 . Vrednosti Kirhofovog indeksa za tako dobijene grafove su
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Kf(Kn − e) = n− 2 +
n

n− 2
, Kf(Kn−1 + e) = 2n− 1− 2

n− 1
.

U radu [118](videti i [119]) definisana je klasa d-regularnih grafova, u
oznaci Γd, 1 ≤ d ≤ n − 1, na slede�i naqin. Neka je N(vi) skup svih suseda
qvora vi i neka je d(vi, vj) rastoja�e izme�u qvorova vi i vj . Tada je Γd skup svih
d-regularnih grafova, 1 ≤ d ≤ n− 1, sa svojstvom da je

diam(G) = 2 i |N(vi) ∩N(vj)| = d , kada vi i vj nisu susedni.

Za bilo koji graf Gd ∈ Γd va�i da je

Kf(Gd) =
n(n− 1)− d

d
, Kf ∗(Gd) = d(n(n− 1)− d).
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Glava 3

Do�e granice za Kirhofov

indeks

3.1 Poznati rezultati

U ovom ode	ku bi�e dat pregled poznatih do�ih granica za Kirhofov in-
deks, Kf(G), grafa G. Uglavnom �e biti navedeni rezultati koji su od interesa
za razmatra�a u disertaciji. Tu spadaju do�e granice koje zavise od nekih od
parametara n, m, ∆ = d1, ∆2 = d2, d3, . . . , dn−1 = δ2, dn = δ i/ili nekih od inva-
rijanti M1, M2, F, ID, NK, Π1, Π2, Π∗1, R−1, t .

Ka�emo da granica za Kirhofov indeks pripada klasi I(α), ako zavisi od para-
metara iz skupa α.

U radu [145] (videti tako�e [102,118,155]) dokazana je nejednakost

(3.1) Kf(G) ≥ Kf(Kn) = n− 1 .

Ova do�a granica je najbo	a mogu�a u klasi I(n), tj. koja zavisi samo od para-
metra n .

U specijalnom sluqaju, za planarne grafove, u radu [143] je dokazano da va�i
nejednakost

(3.2) Kf(G) ≥ n(n− 1)2

6(n− 2)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K3 ili G ∼= K4.

U radu [106] je, za planarne grafove, dokazano da va�i nejednakost

(3.3) Kf(G) ≥ n2(n− 1)

6(n− 2)
− 1 ,
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pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K3 ili G ∼= K4 . Ova nejednakost
je stro�ija od nejednakosti (3.2), do�a granica u (3.3) je bo	a od do�e granice u
(3.2), za Kf(G) .

U istom radu je dokazano da za planarne bipartitne grafove va�i nejednakost

Kf(G) ≥ n2(n− 1)

4(n− 2)
− 1 ,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K2,2 .

Neka je Gp , 2 ≤ p ≤ bn
2
c , graf dobijen od grafa Kn oduzima�em p grana. U

radu [140] je dokazano da va�i nejednakost

Kf(Gp) ≥ n− 1 +
2p

n− 2
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je Gp
∼= Kn − pK2 .

U radu [79] je dokazano da za svako stablo T va�i

W (T ) ≥ W (K1,n−1) ,

gde je W = W (G) Vinerov indeks grafa G. Kako za svako stablo T va�i W (T ) =
Kf(T ) (videti [31]), va�i nejednakost

Kf(T ) ≥ (n− 1)2 ,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je T ∼= K1,n−1 .
Kako je 2m ≤ n(n− 1) va�i i nejednakost

n ≥ 1

2

(√
8m+ 1 + 1

)
.

Na osnovu ove nejednakosti i nejednakosti (3.1) u radu [110] je dokazano da va�i
nejednakost

Kf(G) ≥ 1

2

(√
8m+ 1− 1

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn . Ova do�a granica je najbo	a
mogu�a u klasi I(m) , tj. koja zavisi samo od parametra m .

Veoma su znaqajne granice za invarijantu Kf(G), kao i za druge invarijante
grafova, koje zavise samo od osnovnih parametara n i m .

U radu [143] (videti tako�e [109]) dokazana je nejednakost

(3.4) Kf(G) ≥ n(n− 1)2

2m
.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn .
U radu [110] je dokazana nejednakost
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(3.5) Kf(G) ≥ n2

(
1

2m+ n
+

(n− 2)2

2m(n− 1)− n

)
.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn .
Nejednakost (3.5) je stro�ija od nejednakosti (3.4) . U radu [44] je dokazana i
nejednakost

(3.6) Kf(G) ≥ n2(n− 1)(n− 2)

2m(n− 1)− n
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn . I ova nejednakost je stro�ija
od nejednakosti (3.4) . Me�utim, lako je pokazati da je nejednakost (3.6) stro�ija
i od nejednakosti (3.5) .

U radu [106] je dokazana nejednakost

(3.7) Kf(G) ≥ n2(n− 1)− 2m

2m
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd .
Lako je dokazati da je nejednakost (3.7) stro�ija od nejednakosti (3.4), (3.5) i

(3.6) . Ipak, ostaje otvoreno pita�e da li je do�a granica u (3.7), koja pripada
klasi I(n,m), tj. koja zavisi samo od parametara n i m, najbo	a mogu�a u ovoj
klasi.

Za sluqaj bipartitnih grafova u radu [110] je dokazana nejednakost

(3.8) Kf(G) ≥ n2(2n− 3)

4m
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn
2
, n
2
, gde je n paran broj .

U radu [151](videti tako�e [119]) je odre�ena do�a granica za Kf(G) koja
zavisi od parametara n i ∆, tj. dokazana je nejednakost

(3.9) Kf(G) ≥ (n− 1)2

∆
.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn .

Kako je 2m ≤ n∆, nejednakost (3.9) je direktna posledica nejednakosti (3.4) .

U specijalnom sluqaju, za d-regularne grafove, 1 ≤ d ≤ n− 1, na osnovu (3.9)
va�i nejednakost

(3.10) Kf(G) ≥ (n− 1)2

d
.
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Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn . Ova nejednakost je dokazana u radu
[121] . U istom radu [121](videti tako�e [8]) je za d-regularne grafove, 1 ≤ d ≤
n− 1 , dokazana nejednakost

Kf(G) ≥ n

(
1

1 + d
+

(n− 2)2

nd− d− 1

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn .
U radu [118](videti tako�e [102]) je dokazana nejednakost

(3.11) Kf(G) ≥ n(n− 1)−∆

∆
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd .
Kako je

n(n− 1)−∆

∆
≥ (n− 1)2

∆
,

nejednakost (3.11) je stro�ija od nejednakosti (3.9) . Ostaje otvoreno pita�e da
li je do�a granica za Kf(G), koja zavisi od parametara n i ∆, odre�ena u (3.11)
najbo	a mogu�a .

Na osnovu nejednakosti (3.11) za d-regularne grafove, 1 ≤ d ≤ n − 1 , va�i
nejednakost

(3.12) Kf(G) ≥ n(n− 1)− d
d

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd . Ova nejednakost
je dokazana u radu [118]. Ona je stro�ija od nejednakosti (3.10) .

Za bipartitne grafove u radu [151](videti tako�e [119]) je dokazana nejedna-
kost

Kf(G) ≥ n(2n− 3)

2∆
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn
2
, n
2
, gde je n paran broj .

U radu [144] je odre�ena do�a granica za Kf(G) koja zavisi od parametara n
i δ, tj. dokazana je nejednakost

Kf(G) ≥ n− 1 +
n

δ
− δ + 1

n− 1
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn .

Za klasu (p, q)-bipartitnih grafova u radu [142] je odre�ena do�a granica za
Kf(G) koja zavisi od parametara p i q, tj. dokazana je nejednakost

Kf(G) ≥ (p+ q − 1)(p2 + q2)− pq
pq

,
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pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn
2
, n
2
, gde je n paran broj .

U radu [149] odre�ena je do�a granica za Kf(G) koja zavisi od parametara
n,m i ∆, tj. dokazana je nejednakost

(3.13) Kf(G) ≥ n

(
1

1 + ∆
+

(n− 2)2

2m−∆− 1

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 .

Do�a granica za Kf(G) koja tako�e zavisi od parametara n,m i ∆ odre�ena
je u radu [118](videti tako�e [146, 149]), tj. dokazana je nejednakost

(3.14) Kf(G) ≥ n− 1 +
n(n− 1)− 2m

∆
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd .

Nejednakosti (3.13) i (3.14) nisu uporedive. Tako na primer, za G ∼= K1, n−1

nejednakost (3.13) je stro�ija od nejednakosti (3.14). Za G ∼= Kn
2
, n
2
, gde je n paran

broj, nejednakost (3.14) je stro�ija od nejednakosti (3.13) .

U radu [106] je dokazana nejednakost

(3.15) Kf(G) ≥ n(n− 1)−∆

∆
+

(n− 1)3

2m−∆
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd .

Kako je

n(n− 1)−∆

∆
+

(n− 1)3

2m−∆
≥ n− 1 +

n(n− 1)− 2m

∆
,

nejednakost (3.15) je stro�ija od nejednakosti (3.14), tj. do�a granica odre�ena
u nejednakosti (3.15) je bo	a od do�e granice, za Kf(G), odre�ene u nejednakosti
(3.14) .

Nejednakost (3.15) je stro�ija od nejednakosti (3.13) kada je G ∼= Pn ili G ∈ Γp
ili kada je niz stepena qvorova grafa G oblika D = (n− 1, d2, . . . , dn) .
Tako�e, u skupu povezanih regularnih grafova sa n ≥ 4 qvorova nije prona�en
nijedan graf za koji je nejednakost (3.13) stro�ija od nejednakosti (3.15). Ipak,
ostaje otvoreno pita�e da li je do�a granica u (3.15), za Kf(G), koja zavisi od
parametara n,m i ∆ najbo	a mogu�a .

U radu [29] (videti tako�e [38]) odre�ena je do�a granica za Kf(G) koja zavisi
od parametara n,m,∆ i δ, tj. dokazana je nejednakost
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(3.16) Kf(G) ≥ n

(
1

1 + ∆
+

1

δ
+

(n− 3)2

2m−∆− δ − 1

)
,

pri qemu je G 6= Kn . Jednakost va�i ako i samo ako je ili G ∼= K1,n−1 ili
G ∼= Kn − e ili G ∼= Kn−1 + e .

Kako je 1 + ∆ ≤ n, na osnovu (3.16) sledi nejednakost

(3.17) Kf(G) ≥ n

(
1

n
+

1

δ
+

(n− 3)2

2m−∆− δ − 1

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je ili G ∼= K1,n−1 ili G ∼= Kn − e ili
G ∼= Kn−1 + e . Kada je G 6= Kn , nejednakost (3.16) je stro�ija od nejednakosti
(3.17) . Nejednakost (3.17) je dokazana u radu [38] .

U radu [106] je dokazana nejednakost

(3.18) Kf(G) ≥ n− 1−∆

∆
+
n− 1

δ
+

(n− 1)(n− 2)2

2m−∆− δ
.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd .

Nejednakosti (3.18) i (3.17) nisu uporedive. Tako na primer, za G ∼= Kn
2
, n
2
,

pri qemu je n paran broj, nejednakost (3.18) je stro�ija nejednakosti (3.17). Za
G ∼= Kn− e nejednakost (3.17) je stro�ija od nejednakosti (3.18) . Sliqno, lako je
pokazati da i nejednakosti (3.16) i (3.18) nisu uporedive .

Neka je

T =
1

2

(
∆ + δ +

√
(∆− δ)2 + 4∆

)
.

Na osnovu jednog opxtijeg rezultata iz rada [14], lako se dobija da za bipar-
titne grafove va�i nejednakost

(3.19) Kf(G) ≥ n

(
1

T
+

(n− 2)2

2m− T

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K1, n−1 .

U da	em tekstu bi�e navedene poznate do�e granice za Kf(G) koje zavise i
od drugih stepena qvorova grafa G .

U radu [33] odre�ena je do�a granica za Kf(G) koja zavisi od parametara
n,m,∆,∆2 i δ, tj. dokazana je nejednakost

(3.20) Kf(G) ≥ n

1 + ∆
+

n

2m−∆− 1

(
(n− 2)2 +

(∆2 − δ)2

∆2 δ

)
,
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pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je ili G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 .

Do�a granica za Kf(G), koja zavisi od istih parametara kao i ona odre�ena
u (3.20), odre�ena je u radu [106], tj. dokazana je nejednakost

(3.21) Kf(G) ≥ n− 1−∆

∆
+

n− 1

2m−∆

(
(n− 2)2 +

(√
∆2

δ
−
√

δ

∆2

)2)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je iliG ∼= Kn iliG ∼= K1,n−1 iliG ∈ Γd .

Nejednakosti (3.20) i (3.21) nisu uporedive .

U radu [89] (videti tako�e [7]) je dokazana slede�a nejednakost, kao specijalan
sluqaj jednog opxtijeg rezultata,

(3.22) Kf(G) ≥ n

(
1

1 + ∆
+

1

∆2

+
(n− 3)2

2m−∆−∆2 − 1

)
,

pri qemu je dn−2 ≥ dn−1 + δ − 1 . Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K1,n−1 .

U radu [106] je dokazana slede�a nejednakost

(3.23) Kf(G) ≥ n− 1−∆

∆
+
n− 1

∆2

+
(n− 1)(n− 2)2

2m−∆−∆2

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd .

Do�e granice za Kf(G) u (3.22) i (3.23) zavise od istih parametara n,m,∆
i ∆2 . Do�a granica za Kf(G) odre�ena u (3.23) je stro�ija od do�e granice
odre�ene u (3.22), na primer za G ∼= Pn ili G ∈ Γd . Ipak, ostaje otvoreno pita�e
da li je nejednakost (3.23) stro�ija od nejednakosti (3.22) .

U radovima [89, 146, 149] dobijene su do�e granice za Kf(G) koje zavise od
parametara n, d1, . . . , dn . Tako je u radu [146] (videti tako�e [89]) dokazana nejed-
nakost

(3.24) Kf(G) ≥ n

(
1

1 + ∆
+

n−2∑
i=2

1

di
+

1

dn−1 + δ − 1

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K1,n−1 ili G ∼= K3 .

U radu [149] dokazana je nejednakost

(3.25) Kf(G) ≥ −1 + (n− 1)
n∑
i=1

1

di
= −1 + (n− 1) ID .
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Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= Kr,n−r , 1 ≤ r ≤ bn
2
c ili

G ∈ Γd (videti [102,110]) .

U radu [146] je prime�eno da nejednakosti (3.24) i (3.25) nisu uporedive.
Me�utim, testira�em nije prona�ena neka klasa povezanih grafova za koju je
nejednakost (3.24) stro�ija od nejednakosti (3.25) .

Na prvi pogled, nejednakost (3.25) je zahtevna, jer za izraqunava�e invari-
jante ID potrebno je poznava�e svih stepena qvorova. Me�utim, invarijanta ID je
dobro prouqena u literaturi. Neke do�e granice za ID mogu se iskoristiti da se
na osnovu (3.25) dobiju veoma dobre do�e granice za Kf(G) koje zavise od raznih
parametara i drugih invarijanti grafa G . Ova qi�enica je dosta korix�ena u
literaturi(videti na primer [110]) . Tako, na primer, na osnovu nejednakosti

(3.26) ID =
n∑
i=1

1

di
≥ n2

2m
,

i nejednakosti (3.25) dobija se nejednakost (3.7), koja je dokazana u radu [106],
a najbo	a je mogu�a, do sada prona�ena, do�a granica za Kf(G) koja zavisi od
parametara n i m .

U da	em tekstu navex�emo neke do�e granice za Kf(G), koje zavise od nekih
parametara i drugih invarijanti grafa G .

U radu [33] je odre�ena do�a granica za invarijantu Kf(G) koja zavisi od
parametara n,m i topoloxkog indeksa M1, tj. dokazana je nejednakost

(3.27) Kf(G) ≥ 2mn(n− 1)(n− 2)

4m2 −M1 − 2m
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn .
U radu [110] je dokazana nejednakost

(3.28) Kf(G) ≥ 2mn

(
1

M1 + 2m
+

(n− 2)2

4m2 −M1 − 2m

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn .
Nejednakost (3.28) je stro�ija od nejednakosti (3.27), te je do�a granica zaKf(G)
odre�ena u (3.28) bo	a od do�e granice odre�ene u (3.27) .

U radu [102] odre�ena je do�a granica za invarijantu Kf(G) koja zavisi od
parametara n,m,∆ i δ i topoloxkog indeksa M1, tj. dokazana je nejednakost

(3.29) Kf(G) ≥ 4(n− 1)m2

(∆ + δ)M1 − 2m∆δ
− 1 ,
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pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= Kn
2
, n
2
, gde je n paran

broj .

U radu [149](videti tako�e [14, 90]) za sluqaj kada je G bipartitni graf,
odre�ena je do�a granica za invarijantu Kf(G) koja zavisi od parametara n,m
i topoloxkog indeksa M1, tj. dokazana je nejednakost

(3.30) Kf(G) ≥ n

2

(
1√
M1

n

+
(n− 2)2

m−
√

M1

n

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn
2
, n
2
, gde je n paran broj .

U radu [152](videti tako�e [14,90,154]) dokazana je nejednakost

(3.31) Kf(G) ≥ n

(
m

M1

+
m(n− 2)2

2m2 −M1

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn
2
, n
2
, gde je n paran broj, ili je

G ∼= K1, n−1 .

Do�e granice za invarijantu Kf(G) odre�ene u (3.30) i (3.31), za bipartitne
grafove, zavise od istih parametara i invarijanti, tj. pripadaju istoj klasi
I(n,m,M1). Lako je pokazati da je do�a granica odre�ena u (3.31) bo	a od do�e
granice, za Kf(G), odre�ene u (3.30) .

U radu [152] (videti tako�e [14, 154]) za povezane bipartitne grafove odre�ena
je do�a granica za Kf(G) koja zavisi od parametara n i m i invarijanti M1 i t,
gde je t = t(G) broj razapi�u�ih stabala u grafu G, tj. dokazana je nejednakost

(3.32) Kf(G) ≥ n

(
m

M1

+ (n− 2)

(
M1

tnm

) 1
n−2
)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn
2
, n
2
, gde je n paran broj .

U radu [102] odre�ena je do�a granica za Kf(G) koja zavisi od parametara
n,m i topoloxkog indeksa M2, tj. dokazana je nejednakost

(3.33) Kf(G) ≥ 2(n− 1)m2

M2

− 1 ,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G regularan ili semiregularan bipar-
titni graf .

U pomenutom radu [102] odre�ena je do�a granica za Kf(G) koja zavisi od
parametara n,m i topoloxkog indeksa F , tj. dokazana je nejednakost
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(3.34) Kf(G) ≥ 4(n− 1)m2

F
− 1 ,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= Kn
2
, n
2
, gde je n paran

broj .
Nije texko uoqiti da se nejednakost (3.34) dobija na osnovu nejednakosti (3.33) i
nejednakosti

2M2 ≤ F .

Tako�e, kako je (videti [77,102])

F ≤ (∆ + δ)M1 − 2m∆δ ,

na osnovu ove nejednakosti i nejednakosti (3.34) dobija se nejednakost (3.29) .

Na osnovu nejednakosti (videti [92])

ID ≥ 2R−1 ,

i nejednakosti (3.25) u radu [102](videti tako�e [110]) je dokazana nejednakost

(3.35) Kf(G) ≥ −1 + 2(n− 1)R−1 ,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd .

Nije texko uoqiti da nejednakost (3.35) ima priliqno xirok karakter, jer
je topoloxki indeks R−1 dobro prouqen u literaturi. Na primer na osnovu
nejednakosti (3.35) i nejednakosti

2R−1 ≥
n

n− 1
,

koja je dokazana u radu [84], dobija se nejednakost (3.1) .
Na osnovu nejednakosti (3.35) i nejednakosti

2R−1 ≥
n

∆
,

koja je dokazana u radu [22], dobija se nejednakost (3.11) .
Na osnovu nejednakosti (3.35) i nejednakosti

R−1 ≥
m2

M2

,

koja je dokazana u radu [92], dobija se nejednakost (3.33) .

Neka je

P = 1 +

√
2R−1

n(n− 1)
.
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U radu [13] (videti tako�e [8]) odre�ena je do�a granica za invarijantu Kf(G)
koja zavisi od parametara n i ∆ i topoloxkog indeksa R−1, tj. dokazana je
nejednakost

(3.36) Kf(G) ≥ n

∆

(
1

P
+

(n− 2)2

n− P

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn .

U radu [150] odre�ena je do�a granica za invarijantu Kf(G), kao specijalan
sluqaj jednog opxtijeg rezultata, koja zavisi od parametara n i ∆ i invarijante
t, tj. dokazana je nejednakost

(3.37) Kf(G) ≥ n

1 + ∆
+ (n− 2)n

n−3
n−2

(
t

1 + ∆

)− 1
n−2

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 .
Sliqno, kao specijalan sluqaj opxtijeg rezultata u radu [40] je dokazana nejed-
nakost

Kf(G) ≥ n

1 + ∆
+ (n− 2)n

n−3
n−2 (1 + ∆)

1
n−2 t−

1
n−2 + (∆

1/2
2 − δ1/2)2 ,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn .

U da	em tekstu bi�e navedene neke do�e granice za invarijantu Kf(G) koje za-
vise i od nekog slobodnog parametra.

Neka je k proizvo	an realni broj sa osobinom µ1 ≥ k ≥ µn−1. U radu [110](vi-
deti tako�e [40]) dokazana je nejednakost

(3.38) Kf(G) ≥ n

(
1

k
+

(n− 2)2

2m− k

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je k = n i G ∼= Kn ili je k = n i
G ∼= K1,n−1 ili je k = n i G ∼= Kn

2
, n
2
, gde je n paran broj, ili je k = n − 2 i

G ∼= Kn − e .
Nejednakost (3.38) je veoma opxteg karaktera, jer se izborom parametra k mogu
dobiti brojne poznate, ali i nove, do�e granice za invarijantu Kf(G). Dovo	no
je iskoristiti nejednakost (videti na primer [72])

µ1 ≥ 1 + ∆ ≥ M1

2m
+ 1 ≥ 2m

n
+ 1 ≥ 2m

n− 1
≥ µn−1 .

Tako, na primer, za k = µ1, dobija se nejednakost

(3.39) Kf(G) ≥ n

(
1

µ1

+
(n− 2)2

2m− µ1

)
,
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pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je µ2 = µ3 = · · · = µn−1 , odnosno, ako
i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∼= Kn

2
,n
2
, gde je n paran broj . Za

nejednakost (3.39) videti u radovima [90,149,150] .

Za k = µn−1 na osnovu (3.38) va�i nejednakost

(3.40) Kf(G) ≥ n

(
1

µn−1

+
(n− 2)2

2m− µn−1

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je µ1 = µ2 = · · · = µn−2 , tj. ako i samo
ako je G ∼= Kn ili G ∼= Kn − e.
Nejednakost (3.40) je dokazana u radu [110]. Na osnovu (3.39) i (3.40) u ovom radu
dokazano je da va�i nejednakost

Kf(G) ≥ nmax

{
1

µ1

+
(n− 2)2

2m− µ1

,
1

µn−1

+
(n− 2)2

2m− µn−1

}
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∼= Kn
2
,n
2
,

gde je n paran broj , ili G ∼= Kn − e.

Tako�e, za k = 2m
n

+ 1, na osnovu (3.38) dobija se nejednakost (3.5), za k = 2m
n−1

dobija se nejednakost (3.4), za k = M1

2m
+1 dobija se nejednakost (3.28), za k = 1+∆

dobija se nejednakost (3.13) .

Sliqno, u sluqaju povezanih bipartitnih grafova va�i nejednakost(videti [44,
90])

µ1 ≥
M1

m
≥ 2

√
M1

n
≥ 4m

n
≥ 2m

n− 1
.

Tako, na primer za k = 4m
n

na osnovu (3.38) dobija se nejednakost (3.8), za k =

2
√

M1

n
dobija se nejednakost (3.30), za k = M1

m
dobija se nejednakost (3.31) .

U radu [108] je dokazano da za proizvo	an realan broj k, sa osobinom ρ1 ≥ k ≥
ρn−1, va�i nejednakost

R−1 ≥
n− 1

2(n− 2)

(
k − n

n− 1

)2

+
n

2(n− 1)
.

Na osnovu ove nejednakosti i nejednakosti (3.35) u radu [110](videti tako�e [102]),
dokazana je nejednakost

(3.41) Kf(G) ≥ n− 1 +
(n− 1)2

n− 2

(
k − n

n− 1

)2

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je k = n
n−1

i G ∼= Kn ili je k = 2 i
G ∼= Kn

2
, n
2
, gde je n paran broj .
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Za k = n
n−1

na osnovu nejednakosti (3.41) dobija se nejednakost (3.1) . Za k = ρ1

i k = ρn−1, redom, na osnovu nejednakosti (3.41) dobijaju se nejednakosti

Kf(G) ≥ n− 1 +
(n− 1)2

n− 2

(
ρ1 −

n

n− 1

)2

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je ρ2 = ρ3 = · · · = ρn−1, i

Kf(G) ≥ n− 1 +
(n− 1)2

n− 2

(
ρn−1 −

n

n− 1

)2

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je ρ2 = ρ3 = · · · = ρn−1 . Na osnovu ove
dve nejednakosti u radu [110](videti tako�e [102]), je dokazana nejednakost

Kf(G) ≥ n− 1 +
(n− 1)2

n− 2
max

{(
ρ1 −

n

n− 1

)2

,

(
ρn−1 −

n

n− 1

)2}
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= Kn
2
, n
2
, gde je n paran

broj .

Slede�e nejednakosti, dokazane u radu [151] (videti tako�e [121]), daju vezu
izme�u Kf(G) i Kf ∗(G)

n

2m∆
Kf ∗(G) ≤ Kf(G) ≤ n

2mδ
Kf ∗(G) .

Jednakosti va�e ako i samo ako je G regularan graf .

Navedene nejednakosti omogu�uju da se na osnovu granica za Kf(G) odrede
granice za Kf ∗(G), i obrnuto. Me�utim, iskustvo ukazuje da su na taj naqin
odre�ene granice dosta grube. Preporuka je da se gor�e nejednakosti koriste ako
se granice ne mogu odrediti na neki drugi naqin.

45



3.2 Novi rezultati

U ovom ode	ku bi�e navedeni i analizirani novi rezultati do kojih se do-
xlo u toku rada na predlo�enoj temi, od kojih su neki publikovani u rado-
vima [55], [98], [100] i [105].

U slede�oj teoremi odre�ena je do�a granica za Kf(G) koja zavisi od parame-
tara n,m,∆ i δ , tj. koja pripada klasi I(n,m,∆, δ) .

Teorema 3.2.1. [100] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m grana.
Tada je

(3.42) Kf(G) ≥ n2(n− 1)− 2m

2m
+

(n− 1)
(√

∆−
√
δ
)2

2∆δ
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Dokaz. Za ai =
1√
di
, i = 1, 2, . . . , n, r =

1√
∆

i R =
1√
δ
, nejednakost (1.5) postaje

(3.43) n
n∑
i=1

1

di
−

(
n∑
i=1

1√
di

)2

≥
n
(√

∆−
√
δ
)2

2∆δ
.

Za r = 3, pi =
1√
di
, ai = bi = ci =

√
di, i = 1, 2, . . . , n , nejednakost (1.2) postaje

(
n∑
i=1

1√
di

)2 n∑
i=1

di ≥ n3,

odnosno

(3.44)

(
n∑
i=1

1√
di

)2

≥ n3

2m
.

Na osnovu nejednakosti (3.43) i (3.44) sledi da je

n∑
i=1

1

di
≥ n2

2m
+

(√
∆−

√
δ
)2

2∆δ
.

Konaqno, na osnovu posled�e nejednakosti i nejednakosti (3.25), dobija se nejed-
nakost (3.42) .

Jednakost u (3.44) va�i ako i samo ako je d1 = d2 = · · · = dn. Jednakost u (3.25)
va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili je G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd, odakle sledi da
jednakost u (3.42) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.
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Napomena 3.2.1. [100] Kako je
(√

∆−
√
δ
)2

≥ 0, nejednakost (3.42) je stro�ija

od nejednakosti (3.7).

Kako je 2m ≤ n∆, va�i slede�a posledica teoreme 3.2.1.

Posledica 3.2.1. [100] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m
grana. Tada je

(3.45) Kf(G) ≥ n(n− 1)−∆

∆
+

(n− 1)
(√

∆−
√
δ
)2

2∆δ
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Napomena 3.2.2. [100] Nejednakost (3.45) je stro�ija od nejednakosti (3.11).
Ako je G d-regularan graf, 1 ≤ d ≤ n − 1, tada na osnovu nejednakosti (3.45)
sledi nejednakost (3.12).

Napomena 3.2.3. [100] Do�e granice za Kf(G) date nejednakostima (3.16) i
(3.42) zavise od istih parametara, n, m, ∆, i δ. Me�utim, one nisu uporedive.
Tako, na primer, za G ∼= Kn

2
,n
2
do�a granica (3.42) je stro�ija od do�e granice

(3.16), ali za G ∼= 2K1 ∨Kn−2 va�i obrnuto.

U slede�oj teoremi odre�ena je do�a granica za Kf(G) koja zavisi od parame-
tara n, m, ∆, ∆2 i δ , tj. koja pripada klasi I(n,m,∆,∆2, δ) .

Teorema 3.2.2. [100] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova i m grana.
Tada va�i

(3.46) Kf(G) ≥ n− 1−∆

∆
+ (n− 1)

(n− 1)2

2m−∆
+

(√
∆2 −

√
δ
)2

2∆2δ

 ,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd.

Dokaz. Nejednakost (1.5) se mo�e posmatrati u obliku

(n− 1)
n∑
i=2

a2
i −

(
n∑
i=2

ai

)2

≥ n− 1

2
(R− r)2.

Za ai =
1√
di
, i = 2, . . . , n, R =

1√
δ
i r =

1√
∆2

dobija se

(n− 1)
n∑
i=2

1

di
−

(
n∑
i=2

1√
di

)2

≥ n− 1

2

(
1√
δ
− 1√

∆2

)2

,

tj.

(3.47) (n− 1)
n∑
i=2

1

di
≥

(
n∑
i=2

1√
di

)2

+
(n− 1)

(√
∆2 −

√
δ
)2

2∆2δ
.
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Sliqno, nejednakost (1.2) se mo�e posmatrati u obliku(
n∑
i=2

pi

)r−1 n∑
i=2

piaibi · · · ci ≥
n∑
i=2

piai

n∑
i=2

pibi · · ·
n∑
i=2

pici.

Za r = 3, pi =
1√
di
, ai = bi = ci =

√
di, i = 2, . . . , n, data nejednakost postaje(

n∑
i=2

1√
di

)2 n∑
i=2

di ≥ (n− 1)3,

tj.

(3.48)

(
n∑
i=2

1√
di

)2

≥ (n− 1)3

2m−∆
.

Na osnovu nejednakosti (3.47) i (3.48) dobija se da je

(n− 1)
n∑
i=2

1

di
≥ (n− 1)3

2m−∆
+

(n− 1)
(√

∆2 −
√
δ
)2

2∆2δ
,

tj.

(3.49) (n− 1)
n∑
i=1

1

di
≥ n− 1

∆
+ (n− 1)

(n− 1)2

2m−∆
+

(√
∆2 −

√
δ
)2

2∆2δ

 .

Na kraju, na osnovu nejednakosti (3.49) i (3.25) sledi nejednakost (3.46).

Jednakost u (3.48) va�i ako i samo ako je d2 = d3 = · · · = dn. Jednakost u (3.25)
va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd. Prema tome, jednakost
u (3.46) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd.

Bi�e navedene tri teoreme, koje se dokazuju sliqnim postupkom kao u teoremi
3.2.2 , te se sami dokazi izostav	aju.

Teorema 3.2.3. [100] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova i m grana.
Tada va�i

Kf(G) ≥ n− 1− δ
δ

+ (n− 1)

(n− 1)2

2m− δ
+

(√
∆−

√
δ2

)2

2∆δ2

 ,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Teorema 3.2.4. [100] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 4 qvorova i m grana.
Tada va�i

(3.50) Kf(G) ≥ (n− 1)(∆ + δ)−∆δ

∆δ
+ (n− 1)

(
(n− 2)2

2m−∆− δ
+

(√
∆2 −

√
δ2

)2

2∆2δ2

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd.
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Teorema 3.2.5. [100] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 4 qvorova i m grana.
Tada va�i
(3.51)

Kf(G) ≥ (n− 1)(∆ + ∆2)−∆∆2

∆∆2

+ (n− 1)

 (n− 2)2

2m−∆− δ
+

(√
∆3 −

√
δ
)2

2∆3δ

 ,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd.

Napomena 3.2.4. [100] Nejednakost (3.50) je stro�ija od nejednakosti (3.18),
ali nije uporediva sa (3.16). Na primer, za G ∼= Kn − e nejednakost (3.16) je
stro�ija od nejednakosti (3.50), ali za G ∼= K1, n−1 nejednakost (3.18) je stro-
�ija od nejednakosti (3.16), pa je nejednakost (3.50) stro�ija od nejednakosti
(3.16). Nejednakost (3.51) je stro�ija od nejednakosti (3.23), ali nije upore-
diva sa (3.22). Tako za G ∼= K1, n−1 nejednakost (3.23) je stro�ija od nejedna-
kosti (3.22), pa je nejednakost (3.51) stro�ija od nejednakosti (3.22), ali za
G ∼= Kn − e nejednakost (3.22) je stro�ija od nejednakosti (3.51) .

U slede�im dvema teoremama odre�ene su do�e granice za Kf(G) koje zavise
od parametara n,m i topoloxkog indeksa NK = NK(G) , tj. granice iz klase
I(n,m,NK(G)) .

Teorema 3.2.6. [100] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m grana.
Tada va�i

(3.52) Kf(G) ≥ (n3 − 2m) (NK(G))
1
n − 2mn

2m (NK(G))
1
n

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Dokaz. Za ai =
1

di
, i = 1, 2, . . . , n, nejednakost (1.12) postaje

(n− 1)
n∑
i=1

1

di
≥

(
n∑
i=1

1√
di

)2

− n

(
n∏
i=1

1

di

) 1
n

,

tj.

(n− 1)
n∑
i=1

1

di
≥

(
n∑
i=1

1√
di

)2

− n

(NK(G))
1
n

.

Na osnovu date nejednakosti i nejednakosti (3.44) dobija se nejednakost

(3.53) (n− 1)
n∑
i=1

1

di
≥ n3

2m
− n

(NK(G))
1
n

.

Nejednakost (3.52) sada sledi na osnovu nejednakosti (3.53) i (3.25).

Jednakost u (3.53) va�i ako i samo ako je d1 = d2 = · · · = dn. Jednakost u (3.25)
va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili je G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd. Dakle, jednakost u
(3.52) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.
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Teorema 3.2.7. [98] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m grana.
Tada va�i

(3.54) Kf(G) ≥ −1 +
n3(n− 1)

2m(n− 1) + n(NK(G))
1
n

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Dokaz. Za r = 3, pi =
√
di, ai = bi = ci = 1√

di
, i = 1, 2, . . . , n, nejednakost (1.2)

postaje

(3.55)

(
n∑
i=1

√
di

)2 n∑
i=1

1

di
≥ n3.

Na osnovu nejednakosti (1.12), za ai = di, i = 1, 2, . . . , n, dobija se nejednakost

(n− 1)
n∑
i=1

di ≥

(
n∑
i=1

√
di

)2

− n

(
n∏
i=1

di

) 1
n

,

tj.

(3.56)

(
n∑
i=1

√
di

)2

≤ 2m(n− 1) + n(NK(G))
1
n .

Na osnovu nejednakosti (3.55) i (3.56) dobija se nejednakost

(3.57)
n∑
i=1

1

di
≥ n3

2m(n− 1) + n(NK(G))
1
n

.

Konaqno, nejednakost (3.54) sada sledi na osnovu nejednakosti (3.25) i (3.57).

Jednakosti u (3.55) i (3.56) va�e ako i samo ako je d1 = d2 = · · · = dn, tj. ako i
samo ako je G regularan graf. Jednakost u (3.25) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn

ili je G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd. Prema tome, jednakost u (3.54) va�i ako i samo ako
je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Kako je 2m ≤ n∆, va�i slede�a posledica teoreme 3.2.6.

Posledica 3.2.2. [100] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m
grana. Tada je

(3.58) Kf(G) ≥ (n2 −∆) (NK(G))
1
n − n∆

∆ (NK(G))
1
n

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Kako va�i da je 2m ≤ n∆, NK(G) ≤ ∆n i NK(G) ≤
(

2m
n

)n
(videti [125]), va�i

slede�a posledica teoreme 3.2.7.
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Posledica 3.2.3. [98] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m grana.
Tada va�i

(3.59) Kf(G) ≥ n(n− 1)−∆

∆

i

(3.60) Kf(G) ≥ n2(n− 1)− 2m

2m
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Nejednakosti (3.59) i (3.60) dokazane su u radu [106] (videti i [110]).

Slede�e tri teoreme dokazuju se na sliqan naqin kao i teorema 3.2.7, te se
�ihovi dokazi izostav	aju.

Teorema 3.2.8. [98] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m grana.
Tada va�i

Kf(G) ≥ n− 1−∆

∆
+

(n− 1)4

(n− 2)(2m−∆) + (n− 1)(NK(G))
1

n−1 ∆−
1

n−1

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je ili G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili
G ∈ Γd.

Teorema 3.2.9. [98] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m grana.
Tada va�i

Kf(G) ≥ n− 1− δ
δ

+
(n− 1)4

(n− 2)(2m− δ) + (n− 1)(NK(G))
1

n−1 δ−
1

n−1

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd.

Teorema 3.2.10. [98] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova i m grana.
Tada va�i

Kf(G) ≥ (n− 1)(∆ + δ)−∆δ

∆δ

+
(n− 1)(n− 2)3

(n− 3)(2m−∆− δ) + (n− 2)(NK(G))
1

n−2 ∆−
1

n−2 δ−
1

n−2

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd.

U slede�oj teoremi odre�ena je do�a granica za Kf(G) koja zavisi od parame-
tara n, m, ∆ i NK(G) , tj. koja pripada klasi I(n,m,∆, NK(G)) .

Teorema 3.2.11. [100] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova i m grana.
Tada va�i

(3.61) Kf(G) ≥ n− 1−∆

∆
+

(n− 1)2

n− 2

(
(n− 1)2

2m−∆
−
(

∆

NK(G)

) 1
n−1

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd.
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Dokaz. Nejednakost (1.12) se mo�e posmatrati u obliku

(n− 2)
n∑
i=2

ai ≥

(
n∑
i=2

√
ai

)2

− (n− 1)

(
n∏
i=2

ai

) 1
n−1

.

Za ai =
1

di
, i = 2, 3, . . . , n, ona postaje

(n− 2)
n∑
i=2

1

di
≥

(
n∑
i=2

1√
di

)2

− (n− 1)

(
n∏
i=2

1

di

) 1
n−1

,

tj.

(n− 2)
n∑
i=2

1

di
≥

(
n∑
i=2

1√
di

)2

− (n− 1)

(
∆

NK(G)

) 1
n−1

.

Na osnovu ove nejednakosti i nejednakosti (3.48) va�i nejednakost

(n− 2)
n∑
i=2

1

di
≥ (n− 1)3

2m−∆
− (n− 1)

∆
1

n−1

(NK(G))
1

n−1

,

tj.

(3.62)
n∑
i=1

1

di
≥ 1

∆
+
n− 1

n− 2

(
(n− 1)2

2m−∆
− ∆

1
n−1

(NK(G))
1

n−1

)
.

Nejednakost (3.61) sada sledi na osnovu nejednakosti (3.62) i (3.25).

Jednakost u (3.62) va�i ako i samo ako je d2 = d3 = · · · = dn. Kako jednakost u
(3.25) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd, tada �e jednakost
u (3.61) va�iti ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd.

Kako je 2m ≤ n∆, va�i slede�a posledica teoreme 3.2.11.

Posledica 3.2.4. [100] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova . Tada
va�i

Kf(G) ≥ (n− 1)(n2 − n− 1)− (n− 2)∆

(n− 2)∆
− (n− 1)2

n− 2

(
∆

NK(G)

) 1
n−1

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd.

Kako je NK(G) ≥ n− 1 (videti [67]), va�i slede�a posledica teoreme 3.2.11.

Posledica 3.2.5. [100] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova i m
grana. Tada va�i

Kf(G) ≥ n− 1−∆

∆
+

(n− 1)2

n− 2

(
(n− 1)2

2m−∆
−
(

∆

n− 1

) 1
n−1

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K1,n−1.
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Neka je t = t(G) ukupan broj razapi�u�ih stabala grafa G. U radu [78] je
dokazano da va�i

NK(G) ≥ (n− 1)t.

Na osnovu ove nejednakosti va�i slede�a posledica teoreme 3.2.11.

Posledica 3.2.6. [100] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova i m
grana. Tada va�i

Kf(G) ≥ n− 1−∆

∆
+

(n− 1)2

n− 2

(
(n− 1)2

2m−∆
−
(

∆

t(n− 1)

) 1
n−1

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K1,n−1.

Slede�e dve teoreme dokazuju se na sliqan naqin kao i teorema 3.2.11, te se
�ihovi dokazi izostav	aju.

Teorema 3.2.12. [100] Neka je G prost povezan grafa sa n ≥ 3 qvorova i m grana.
Tada va�i

Kf(G) ≥ n− 1− δ
δ

+
(n− 1)2

n− 2

(
(n− 1)2

2m− δ
−
(

δ

NK(G)

) 1
n−1

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Teorema 3.2.13. [100] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 4 qvorova i m grana.
Tada va�i

Kf(G) ≥ (n− 1)(∆ + δ)−∆δ

∆δ

+
(n− 1)(n− 2)

n− 3

(
(n− 2)2

2m−∆− δ
−
(

∆δ

NK(G)

) 1
n−2

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd.

Posledica 3.2.7. [100] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 4 qvorova i m
grana. Tada va�i

Kf(G) ≥ (n− 1)(∆ + δ)−∆δ

∆δ

+
(n− 1)(n− 2)

n− 3

(
(n− 2)2

2m−∆− δ
−
(

∆δ

(n− 1)t

) 1
n−2

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K1,n−1.

U slede�oj teoremi je odre�ena do�a granica za Kf(G) koja zavisi od parame-
tara n, δ, ∆ i NK(G) , tj. koja pripada klasi I(n, δ,∆, NK(G)) .
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Teorema 3.2.14. [98] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m grana.
Tada je

(3.63) Kf(G) ≥ n(n− 1)− (∆ + δ)

∆ + δ
+

n(n− 1)∆δ

(∆ + δ)(NK(G))
2
n

+
(∆− δ)2

∆δ
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Dokaz. Za pi =
1
di∑n
i=1

1
di

, ai = di, i = 1, 2, . . . , n, R = di = ∆, r = dn = δ, nejednakost

(1.4) postaje

n
n∑
i=1

1

di

+ ∆δ

n∑
i=1

1

d2
i

n∑
i=1

1

di

≤ ∆ + δ ,

tj.

(3.64)
n∑
i=1

1

di
≥
n+ ∆δ

∑n
i=1

1
d2i

∆ + δ
.

Za ai = 1
dn−i+1

, i = 1, 2, . . . , n, nejednakost (1.10) postaje

n∑
i=1

1

d2
i

≥ n

(
n∏
i=1

1

d2
i

) 1
n

+

(
1

δ
− 1

∆

)2

,

tj.

(3.65)
n∑
i=1

1

d2
i

≥ n

(NK(G))
2
n

+
(∆− δ)2

δ∆
.

Sada se na osnovu nejednakosti (3.64), (3.65) i (3.25) dobija nejednakost (3.63).

Jednakost u (3.64) va�i ako i samo ako je ∆ = d1 = d2 = · · · = dn = δ, ili ako za
neko k, 1 ≤ k ≤ n−1, va�i da je ∆ = d1 = · · · = dk ≥ dk+1 = · · · = dn = δ. Jednakost
u (3.65) va�i ako i samo ako je d2 = · · · = dn−1 =

√
d1dn. Dakle, jednakosti u

nejednakostima (3.64) i (3.65) va�e ako i samo ako je ∆ = d1 = d2 = · · · = dn = δ.
U tom sluqaju nejednakost (3.63) postaje

(3.66) Kf(G) ≥ n(n− 1)− d
d

.

Ova nejednakost je dokazana u radu [118]. Jednakost u nejednakosti (3.66), a samim
tim i u nejednakosti (3.63), va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

U slede�oj teoremi je odre�ena do�a granica za Kf(G) koja zavisi od parame-
tara n, δ, ∆ i topoloxkog indeksa Π1 , tj. koja pripada klasi I(n, δ,∆,Π1) .
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Teorema 3.2.15. [105] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova. Tada
va�i

(3.67) Kf(G) ≥ −1 + n(n− 1)
(∆ + δ)

2
n

(2
√

∆δ)
2
n

(Π1)−
1
2n .

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Dokaz. Za ai = 1
di
, i = 1, 2, . . . , n, a1 = 1

δ
, an = 1

∆
, nejednakost (1.11) postaje

(3.68)

∑n
i=1

1
di

n
(∏n

i=1
1
di

) 1
n

≥

(√
∆
δ

+
√

δ
∆

) 2
n

2
2
n

,

tj.

(3.69)
n∑
i=1

1

di
≥ n(∆ + δ)

2
n

(4∆δ)
1
n

(Π1)−
1
2n .

Na osnovu nejednakosti (3.69) i (3.25) dobija se nejednakost (3.67).

Jednakost u (3.68) va�i ako i samo ako je d2 = · · · = dn−1 = 2d1dn
d1+dn

, tj. ako i samo
ako je d1 = d2 = · · · = dn−1 = dn. Kako jednakost u (3.25) va�i ako i samo ako je
G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd, sledi da jednakost u (3.67) va�i ako i samo
ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Slede�e tri teoreme dokazuju se na sliqan naqin kao i teorema 3.2.15, te se
�ihovi dokazi izostav	aju.

Teorema 3.2.16. [105] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova. Tada
va�i

Kf(G) ≥ n− 1−∆

∆
+ (n− 1)2 (∆1 + δ)

2
n−1

(4∆1δ)
1

n−1

(
Π1

∆2

)− 1
2(n−1)

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd.

Teorema 3.2.17. [105] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova. Tada
va�i

Kf(G) ≥ n− 1− δ
δ

+ (n− 1)2 (∆ + δ1)
2

n−1

(4∆δ1)
1

n−1

(
Π1

δ2

)− 1
2(n−1)

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Teorema 3.2.18. [105] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 4 qvorova. Tada
va�i

Kf(G) ≥ (n− 1)(∆ + δ)−∆δ

∆δ
+ (n− 1)(n− 2)

(∆1 + δ1)
2

n−2

(4∆1δ1)
1

n−2

(
Π1

∆2δ2

)− 1
2(n−2)

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd.
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Teorema 3.2.19. [105] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova. Tada
va�i

(3.70) Kf(G) ≥ −1 + n(n− 1) (Π1)−
1
2n + (n− 1)

(√
∆−

√
δ
)2

∆δ
.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Dokaz. Za ai = 1
di
, i = 1, 2, . . . , n, a1 = 1

δ
, an = 1

∆
, nejednakost (1.10) postaje

(3.71)
n∑
i=1

1

di
− n

(
n∏
i=1

1

di

) 1
n

≥
(

1√
δ
− 1√

∆

)2

,

tj.

(3.72)
n∑
i=1

1

di
≥ n (Π1)−

1
2n +

(√
∆−

√
δ
)2

∆δ
.

Konaqno, na osnovu nejednakosti (3.25) i (3.72) dobija se nejednakost (3.70).

Jednakost u (3.71) va�i ako i samo ako je d2 = · · · = dn−1 =
√

∆δ, tj. ako i samo
ako je ∆ = d1 = · · · = dn = δ. Jednakost u (3.25) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn

ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd. Prema tome, jednakost u (3.70) va�i ako i samo ako
je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Kako va�i da je Π1 = (NK(G))2 i kako je NK(G) ≤ (n−1)n , NK(G) ≤
(
M1

n

)n
2 ,

NK(G) ≤
(

2m
n

)n
(videti [125]), i na osnovu nejednakosti (3.70) va�i slede�a

posledica teoreme 3.2.19 .

Posledica 3.2.8. [98] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova. Tada je

Kf(G) ≥ n− 1 + (n− 1)

(√
∆−

√
δ
)2

∆δ
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn,

Kf(G) ≥ n
√
n(n− 1)−

√
M1√

M1

+ (n− 1)

(√
∆−

√
δ
)2

∆δ
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd,

(3.73) Kf(G) ≥ n2(n− 1)− 2m

2m
+ (n− 1)

(√
∆−

√
δ
)2

∆δ
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.
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Napomena 3.2.5. [98] Nejednakost (3.73) je stro�ija od nejednakosti (3.60).
Kako va�i da je 2m ≤ n∆, na osnovu nejednakosti (3.73) dobijamo da je

Kf(G) ≥ n(n− 1)−∆

∆
+
n
(√

∆−
√
δ
)2

2∆δ
,

koja je stro�ija od nejednakosti (3.59).

Slede�e tri teoreme dokazuju se na sliqan naqin kao i teorema 3.2.19, te se
�ihovi dokazi izostav	aju.

Teorema 3.2.20. [105] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova. Tada
va�i

Kf(G) ≥ n− 1−∆

∆
+ (n− 1)2

(
Π1

∆2

)− 1
2(n−1)

+ (n− 1)

(√
∆2 −

√
δ
)2

∆2δ
.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd.

Teorema 3.2.21. [105] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova. Tada
va�i

Kf(G) ≥ n− 1− δ
δ

+ (n− 1)2

(
Π1

δ2

)− 1
2(n−1)

+ (n− 1)

(√
∆−

√
δ2

)2

∆δ2

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.

Teorema 3.2.22. [105] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 4 qvorova. Tada
va�i

Kf(G) ≥ (n− 1)(∆ + δ)−∆δ

∆δ

+ (n− 1)(n− 2)

(
Π1

∆2δ2

)− 1
2(n−2)

+ (n− 1)

(√
∆2 −

√
δ2

)2

∆2δ2

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∈ Γd.

Kako je Π1 = (NK(G))2 i NK(G) ≤ ∆n (videti [125] ) va�i slede�a posledica
teoreme 3.2.20 .

Posledica 3.2.9. [98] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova. Tada
va�i

Kf(G) ≥ n(n− 1)−∆

∆
+ +(n− 1)

(√
∆2 −

√
δ
)2

∆2δ
.

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.
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Napomena 3.2.6. [105] Do�e granice za Kf(G) date nejednakostima (3.67) i
(3.70) zavise od istih parametara n, ∆, δ i topoloxkog indeksa Π1. Jednakosti
se dosti�u pri istim uslovima, tj. ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd.
Me�utim, ove granice nisu uporedive. Na primer, za G ∼= K1,n−1 nejednakost
(3.67) je stro�ija od nejednakosti (3.70), ali za G ∼= Pn nejednakost (3.70) je
stro�ija od nejednakosti (3.67) za n ≥ 5. Isto va�i i za pore�e�e nejednako-
sti u teoremama 3.2.16, 3.2.17 i 3.2.18 sa nejednakostima u teoremama 3.2.20,
3.2.21 i 3.2.22.

U slede�im teoremama odre�ene su do�e granice za Kf(G) koje zavise od pa-
rametara n,∆,∆2, δ i broja spre�nih stabala u grafu G, t = t(G) , tj. granice iz
klase I(n,∆,∆2, δ, t) .

Teorema 3.2.23. [105] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova. Tada
va�i

(3.74) Kf(G) ≥ n

1 + ∆
+ n(n− 2)

(
∆ + 1

nt

) 1
n−2

+ n

(
1√
δ
− 1√

∆2

)2

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∼= Kn
2
,n
2
,

pod uslovom da je n paran broj.

Dokaz. Na osnovu nejednakosti (1.10) va�i

a2 + a3 + · · ·+ an−1 − (n− 2)(a2a3 · · · an−1)
1

n−2 ≥ (
√
a2 −

√
an−1)

2
.

Za ai =
1

µn−i−1

, i = 2, . . . , n− 1, ova nejednakost postaje

n−1∑
i=2

1

µi
− (n− 2)

(
n−1∏
i=2

1

µi

) 1
n−2

≥
(

1
√
µn−1

− 1
√
µ2

)2

,

tj.

(3.75)
n−1∑
i=1

1

µi
≥ 1

µ1

+ (n− 2)

(
n−1∏
i=2

µ1

µi

) 1
n−2

+

(
1

√
µn−1

− 1
√
µ2

)2

.

Oqigledno je da jednakost u (3.75), tj. (3.74), va�i ako je G ∼= Kn. Prema tome,
pretpostavimo da je G 6= Kn. U tom sluqaju, kako je µ2 ≥ ∆2 (videti [93]) i
µn−1 ≤ δ (videti [53]), nejednakost (3.75) postaje

n−1∑
i=1

1

µi
≥ 1

µ1

+ (n− 2)
(µ1

nt

) 1
n−2

+

(
1√
δ
− 1√

∆2

)2

.

Sada, posmatrajmo funkciju g(x) = 1
x

+(n−2)
(
x
nt

) 1
n−2 . Dokazano je da je monotono

rastu�a za x ≥ 1 + ∆ i x ≥ (nt)
1

n−1 (videti [33]). Kako je µ1 ≥ 1 + ∆ (videti [97])

i µ1 ≥ (nt)
1

n−1 , sledi da je
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n−1∑
i=1

1

µi
≥ 1

1 + ∆
+ (n− 2)

(
1 + ∆

nt

) 1
n−2

+

(
1√
δ
− 1√

∆2

)2

,

odakle sledi nejednakost (3.74).

Jednakost u (3.75) va�i ako i samo ako je µ2 = · · · = µn−1, pa jednakost u (3.74)
va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∼= Kn

2
,n
2
, ako je n paran

broj(videti [34]).

Na sliqan naqin dokazuje se slede�a teorema, te iz tog razloga dokaz izosta-
v	amo.

Teorema 3.2.24. [105] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova. Tada
va�i

(3.76) Kf(G) ≥ n

1 + ∆
+ n(n− 2)

(
1 + ∆

nt

) 1
n−2
(

∆2 + δ

2
√

∆2δ

) 2
n−2

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∼= Kn
2
,n
2
, pod

uslovom da je n paran broj.

Napomena 3.2.7. [105] U radu [33] je dokazana nejednakost

(3.77) Kf(G) ≥ n

1 + ∆
+ n(n− 2)

(
∆ + 1

nt

) 1
n−2

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1.
Kako je (

∆2 + δ

2
√

∆2δ

) 2
n−2

≥ 1 ,

nejednakost (3.76) je stro�ija od nejednakosti (3.77).

U slede�oj teoremi odre�ena je do�a granica za Kf(G) koja zavisi od parame-
tara n, m, ∆ i od broja razapi�u�ih stabala u grafu G, t = t(G) , tj. granica iz
klase I(n,m,∆, t) .

Teorema 3.2.25. [55] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m grana.
Tada va�i

(3.78) Kf(G) ≥ 1 +
n(n− 2)3

(n− 3)(2m−∆− 1) + (n− 2)
(

nt
1+∆

) 1
n−2

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 ili G ∼= Kn
2
,n
2
, za

paran broj n.
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Dokaz. Za r = 3 nejednakost (1.9) mo�e se posmatrati u obliku(
n−1∑
i=2

pi

)2 n−1∑
i=2

pia
3
i ≥

(
n−1∑
i=2

piai

)3

.

Za pi =
√
µi i ai = 1√

µi
, i = 2, 3, . . . , n− 1, ova nejednakost postaje

(3.79)

(
n−1∑
i=2

√
µi

)2(n−1∑
i=2

1

µi

)
≥ (n− 2)3 .

Sliqno, nejednakost (1.12) mo�e se posmatrati u obliku(
n−1∑
i=2

√
ai

)2

≤ (n− 3)
n−1∑
i=2

ai + (n− 2)

(
n−1∏
i=2

ai

) 1
n−2

.

Za ai = µi, i = 2, 3, . . . , n− 1, ova nejednakost postaje(
n−1∑
i=2

√
µi

)2

≤ (n− 3)
n−1∑
i=2

µi + (n− 2)

(
n−1∏
i=2

µi

) 1
n−2

,

tj.

(3.80)

(
n−1∑
i=2

√
µi

)2

≤ (n− 3)(2m− µ1) + (n− 2)

(
nt

µ1

) 1
n−2

.

Na osnovu nejednakosti (3.79) i (3.80) dobija se da je(
(n− 3)(2m− µ1) + (n− 2)

(
nt

µ1

) 1
n−2

)
1

n

(
Kf(G)− n

µ1

)
≥ (n− 2)3 .

Kako va�i da je (videti [94,97])

1 + ∆ ≤ µ1 ≤ n ,

na osnovu gore navedenog sledi da je

(3.81)

(
(n− 3)(2m−∆− 1) + (n− 2)

(
nt

1 + ∆

) 1
n−2

)
(Kf(G)− 1) ≥ n(n− 2)3 ,

odakle se dobija nejednakost (3.83).

Jednakosti u (3.79) i (3.80) va�e ako i samo ako je µ2 = µ3 = · · · = µn−1. Jednakost
u (3.81) va�i ako i samo ako je µ1 = 1+∆ = n i µ2 = µ3 = · · · = µn−1. Prema tome,
(videti [34]), jednakosti u (3.83) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1

ili G ∼= Kn
2
,n
2
za paran broj n,
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Posledica 3.2.10. [55] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova. Tada je

Kf(G) ≥ 1 +
n(n− 2)3

(n− 3)(n∆−∆− 1) + (n− 2)
(
nt

1+δ

) 1
n−2

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Posledica 3.2.11. [55] Neka je T stablo sa n ≥ 2 qvorova. Tada va�i

Kf(T ) ≥ 1 +
n(n− 2)3

(n− 3)(2n−∆− 3) + (n− 2)
(

n
1+∆

) 1
n−2

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je T ∼= K1,n−1.

Sliqnim postupkom kao u teoremi 3.2.25 dokazuju se slede�e dve teoreme, te
iz tog razloga �ihove dokaze izostav	amo.

Teorema 3.2.26. Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m grana. Tada
je

(3.82) Kf(G) ≥ n(n− 1)3

2m(n− 2) + (n− 1)(nt)
1

n−1

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Teorema 3.2.27. Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova i m grana, i
neka je k proizvo	an realan broj sa osobinom µn−1 ≥ k > 0 . Tada je

(3.83) Kf(G) ≥ n

k
+

n(n− 2)3

(n− 3)(2m− δ) + (n− 2)(nt
δ

)
1

n−2

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je k = n i G ∼= Kn.

Teorema 3.2.28. [55] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m grana.
Tada va�i

(3.84) Kf(G) ≥ n(n− 1)

(nt)
1

n−1

+ n

(√
∆ + 1−

√
δ
)2

δ(∆ + 1)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Dokaz. Za ai =
1

µn−i
, i = 1, 2, . . . , n− 1, nejednakost (1.10) postaje

n−1∑
i=1

1

µi
≥ (n− 1)

(
n−1∏
i=1

1

µi

) 1
n−1

+

(
1

√
µn−1

− 1
√
µ1

)2

,

tj.

(3.85) Kf(G) ≥ n(n− 1)

(nt)
1

n−1

+ n

(
1

√
µn−1

− 1
√
µ1

)2

.
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Jednakost u (3.85) va�i ako je graf G kompletan graf. Pretpostavimo da G nije
kompletan graf. Tada je [53]

µn−1 ≤ δ .

Na osnovu ove nejednakosti, nejednakosti µ1 ≥ 1 + ∆ i nejednakosti (3.85) dobija
se nejednakost (3.84).
Jednakost u (3.85) va�i ako i samo ako je µ2 = µ3 = · · · = µn−2 =

√
µ1µn−1.

U slede�oj teoremi odre�ena je do�a granica za Kf(G) koja zavisi od parame-
tara t = t(G), n i k, gde je k proizvo	an realan broj takav da je µn−1 ≥ k > 0.

Teorema 3.2.29. [55] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova. Tada za
bilo koji realan broj k sa osobinom µn−1 ≥ k > 0, va�i

(3.86) Kf(G) ≥ 2n(n− 1)
√
nk

(n+ k)(nt)
1

n−1

.

Jednakost va�i ako i samo ako je k = n i G ∼= Kn.

Dokaz. Za pi =
µ−1
i

n−1∑
i=1

1

µi

, ai = µi, R = µ1, r = µn−1, i = 1, 2, . . . , n − 1, nejednakost

(1.7) postaje

(n− 1)
n−1∑
i=1

µ−2
i(

n−1∑
i=1

1

µi

)2 ≤ 1

4

(√
µ1

µn−1

+

√
µn−1

µ1

)2

,

tj.

(3.87) (n− 1)
n−1∑
i=1

1

µ2
i

≤ 1

4n2

(√
µ1

µn−1

+

√
µn−1

µ1

)2

Kf(G)2 .

Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine za realne
brojeve (videti [113]) sledi da je

n−1∑
i=1

1

µ2
i

≥ (n− 1)

(
n−1∏
i=1

1

µ2
i

) 1
n−1

= (n− 1)(nt)−
2

n−1 .

Na osnovu ove nejednakosti i nejednakosti (3.87) dobija se da je

(3.88)
4n2(n− 1)2

(nt)
2

n−1

≤
(√

µ1

µn−1

+

√
µn−1

µ1

)2

Kf(G)2 .

Kako va�i da je µ1 ≤ n i µn−1 ≥ k > 0 sledi da je(√
µ1

µn−1

+

√
µn−1

µ1

)2

≤

(√
n

k
+

√
k

n

)2

=
(n+ k)2

nk
.
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Na osnovu ove nejednakosti i nejednakosti (3.88) dobija se da je

Kf(G)2 ≥ 4n2(n− 1)2nk

(n+ k)2(nt)
2

n−1

,

odakle sledi nejednakost (3.86).

U slede�oj teoremi odre�ena je do�a granica za Kf(G) koja zavisi od parame-
tara n,m i topoloxkog indeksa R−1 , tj. pripada klasi I(n,m,R−1) .

Teorema 3.2.30. [107] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m grana.
Tada je

(3.89) Kf(G) ≥ n2(n− 1)−m
m

− 2(n− 1)R−1 .

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= Kr, n−r , 1 ≤ r ≤ bn
2
c ili

G ∈ Γd .

Dokaz. Uoqimo da va�e slede�e jednakosti

(3.90)
n∑
i=1

1

di
=
∑
vi∼vj

(
1

d2
i

+
1

d2
j

)
=
∑
vi∼vj

d2
i + d2

j

(didj)2
=
∑
vi∼vj

(
di + dj
didj

)2

−
∑
i∼

2

didj

=
∑
vi∼vj

(
di + dj
didj

)2

− 2R−1 .

Za r = 2, pi = 1 i ai =
di + dj
didj

, pri qemu se sumira�e vrxi po svim granama grafa

G, nejednakost (1.9) postaje

(3.91)
∑
vi∼vj

(
di + dj
didj

)2

≥ m−1

( ∑
vi∼vj

di + dj
didj

)2

=
n2

m
.

Na osnovu jednakosti (3.90) i nejednakosti (3.91) dobija se nejednakost

(3.92)
n∑
i=1

1

di
≥ n2

m
− 2R−1 .

Na osnovu nejednakosti (3.92) i nejednakosti (3.25) dobija se nejednakost

(3.93) Kf(G) ≥ −1 + (n− 1)

(
n2

m
− 2R−1

)
,

odakle sledi nejednakost (3.89) .

63



Jednakost u (3.91) va�i ako i samo ako za svaka dva para susednih qvorova, vi ∼ vj
i vk ∼ vl, tj. za svake dve grane grafa G, va�i jednakost

1

di
+

1

dj
=

1

dk
+

1

dl
.

Neka su vj i vk, proizvo	ni qvorovi grafa G susedni sa qvorom vi, tj. vi ∼ vj i
vi ∼ vk. Tada na osnovu prethodne jednakosti va�i

1

di
+

1

dj
=

1

di
+

1

dk
,

tj. dj = dk . Kako je G povezan graf, jednakost u (3.91) va�i ako i samo ako je G
regularan ili semiregularan bipartitni (biregularan) graf. Jednakost u (3.25)
va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= Kr, n−r , 1 ≤ r ≤ bn

2
c ili G ∈ Γd . To znaqi

da jednakost u (3.89) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= Kr, n−r , 1 ≤ r ≤ bn
2
c

ili G ∈ Γd .

Napomena 3.2.8. [107] Na osnovu nejednakosti (3.89), kao specijalan sluqaj,
mo�e se dobiti nejednakost (3.7) .

Kako je, na osnovu jednakosti (3.90)

n∑
i=1

1

di
=
∑
vi∼vj

d2
i + d2

j

(didj)2
,

na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, za realne
brojeve, va�i nejednakost

n∑
i=1

1

di
≥
∑
vi∼vj

2didj
(didj)2

= 2R−1 .

Na osnovu ove nejednakosti i nejednakosti (3.25) va�i nejednakost (3.35) . Sada,
na osnovu nejednakosti (3.89) i nejednakosti (3.35) va�i nejednakost

2Kf(G) ≥ −1 +
n2(n− 1)−m

m
,

tj.

Kf(G) ≥ n2(n− 1)− 2m

2m
.

Napomena 3.2.9. [107] Neka je G povezan d-regularan graf, 1 ≤ d ≤ n − 1 . Na
osnovu nejednakosti (3.89) dobija se nejednakost (3.12) .

Napomena 3.2.10. [107] Nejednakost (3.89) je stro�ija od nejednakosti (3.35),
na primer, kada je G ∼= Pn ili G ∼= Kr,n−r , 1 ≤ r ≤ bn

2
c . Me�utim, nije

prona�en nijedan povezan graf za koji je nejednakost (3.35) stro�ija od nejedna-
kosti (3.89) . Prema tome, otvoreno je pita�e da li je nejednakost (3.89) uvek
stro�ija od nejednakosti (3.35) .
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Kako nije eksplicitno dokazano da je nejednakost (3.89) uvek stro�ija od ne-
jednakosti (3.35) , sledi slede�a pretpostavka kao ekvivalentan problem.

Pretpostavka 3.2.1. [107] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m
grana. Tada je

R−1 ≤
n2

4m
≤ n2

4(n− 1)
.

U slede�oj teoremi bi�e odre�ena do�a granica za Kf(G) koja zavisi od para-
metara n,m i invarijanti M2 i IRLF , tj. granicu iz klase I(n,m,M2, IRLF ) .

Teorema 3.2.31. [107] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m grana.
Tada je

(3.94) Kf(G) ≥ n2(n− 1)− 2m

2m
+

(n− 1)(IRLF )2

2M2

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= Kr, n−r , 1 ≤ r ≤ bn
2
c ili

G ∈ Γd .

Dokaz. Uoqimo da va�e jednakosti

(3.95)
n∑
i=1

1

di
=
∑
vi∼vj

d2
i + d2

j

(didj)2
=
∑
vi∼vj

(
di − dj
didj

)2

+
∑
vi∼vj

2

didj
=
∑
vi∼vj

(
di − dj
didj

)2

+ 2R−1 .

Za r = 1, xi =
|di − dj|√

didj
i ai = didj, pri qemu se sumira�e vrxi po svim granama

grafa G, nejednakost (1.13) postaje

(3.96)
∑
vi∼vj

(
|di−dj |√
didj

)2

didj
≥

( ∑
vi∼vj

|di−dj |√
didj

)2

∑
vi∼vj

didj
=

(IRLF )2

M2

.

Na osnovu jednakosti (3.95) i nejednakosti (3.96) dobija se nejednakost∑
vi∼vj

1

di
≥ (IRLF )2

M2

+ 2R−1 .

Na osnovu ove nejednakosti i nejednakosti (3.92) va�i nejednakost∑
vi∼vj

1

di
≥ n2

2m
+

(IRLF )2

2M2

.

Nejednakost (3.94) dobija se na osnovu ove nejednakosti i nejednakosti (3.25) .

65



Jednakost u (3.92) va�i ako i samo ako je G regularan ili semiregularan bi-
partitni (biregularan) graf. Jednakost u (3.25) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn

ili G ∼= Kr, n−r , 1 ≤ r ≤ bn
2
c ili G ∈ Γd . To znaqi da jednakost u (3.94) va�i

ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= Kr, n−r , 1 ≤ r ≤ bn
2
c ili G ∈ Γd .

Napomena 3.2.11. [107] Kako je
(n− 1)(IRLF )2

2M2

≥ 0 nejednakost (3.94) je stro-

�ija od nejednakosti (3.7) .

Kako je 2m ≤ n∆ na osnovu nejednakosti (3.94) va�i nejednakost

Kf(G) ≥ n(n− 1)−∆

∆
+

(n− 1)(IRLF )2

2M2

,

koja je stro�ija od nejednakosti (3.11) .

Posledica 3.2.12. [107] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m
grana. Tada je

(3.97) Kf(G) ≥ n2(n− 1)− 2m

2m
+

(n− 1)(IRLA)2

2M2

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd .

Dokaz. Kako je

IRLF =
∑
vi∼vj

|di − dj|√
didj

≥ 2
∑
vi∼vj

|di − dj|
di + dj

= IRLA ,

na osnovu ove nejednakosti i nejednakosti (3.94) dobija se nejednakost (3.97) .

Sliqnim postupkom kao u teoremi 3.2.31 dokazuje se i slede�i rezultat.

Teorema 3.2.32. [107] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m grana.
Tada je

(3.98) Kf(G) ≥ n2(n− 1)− 2m

2m
+

(n− 1)(Alb)2

2R2

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= Kr, n−r , 1 ≤ r ≤ bn
2
c ili

G ∈ Γd .

Napomena 3.2.12. [107] Kako je
(n− 1)(Alb)2

2R2

≥ 0 nejednakost (3.98) je stro�ija

od nejednakosti (3.7) .

Kako je 2R2 ≤ n(n− 1)5 (videti [71]), va�i slede�a posledica teoreme 3.2.32.

Posledica 3.2.13. [107] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m
grana. Tada je

(3.99) Kf(G) ≥ n2(n− 1)− 2m

2m
+

(Alb)2

n(n− 1)4
.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∈ Γd .
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Glava 4

Gor�e granice za Kirhofov

indeks

4.1 Poznati rezultati

U ovom ode	ku bi�e dat pregled poznatih gor�ih granica za Kirhofov indeks
grafa [110] .

Me�u mnogim radovima vezanim za prouqava�e granica za Kirhofov indeks
mnogo je vixe onih koji prouqavaju do�e granice u odnosu na one koje prouqavaju
gor�e granice.

U radu [145] (videti i [120]) odre�ena je slede�a gor�a granica za Kf(G) u
klasi I(n)

(4.1) Kf(G) ≤ Kf(Pn) =
n3 − n

6
.

Data granica je najstro�ija mogu�a gor�a granica za Kf(G) u klasi I(n) .

Za grafove Gp , 2 ≤ p ≤ bn
2
c , dobijene brisa�em p grana iz kompletnog grafa

Kn, u radu [139] dokazana je slede�a nejednakost

(4.2) Kf(Gp) ≤ n− 1− p+
n

n− 1− p
+

n(p− 1)δ

(n− 1)(n− 1− p)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je Gp = Kn −K1, p .

Neka je k proizvo	an realan broj takav da je µn−1 ≥ k > 0 .

U radu [116] je odre�ena jedna gor�a granica za Kf(G) u klasi I(n,m, k) .
Dokazano je da va�i

(4.3) Kf(G) ≤ (n+ k)(n− 1)− 2m

k
,
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pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je k = n i G ∼= Kn, ili k = 1 i G ∼= K1,n−1,
ili k = n

2
i G ∼= Kn

2
, n
2
, ili k = n− 2 i G ∼= Kn − e .

Kao xto se mo�e primetiti, nejednakost (4.3) je veoma stroga, jer se jednakost
dosti�e u vixe sluqajeva. Dakle, pogodno je koristiti nejednakost (4.3) za dobi-
ja�e gor�e granice za Kf(G) uvek kada postoji dobra procena do�e granice za
µn−1 .

U radu [117] odre�ena je slede�a gor�a granica za Kf(G) iz klase I(n,m,∆, k)

(4.4) Kf(G) ≤ n
∆ + 1 + k(n− 1) + n(n− 2)− 2m

k(∆ + 1)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je k = n i G ∼= Kn, ili ako je k = 1 i
G ∼= K1,n−1, ili k = n− 2 i G ∼= Kn − e .

U radu [144] je dokazano da va�i

(4.5) Kf(G) ≤
(
n−∆ + 3

3

)
+ (∆− 1)

(
n−∆ + 2

2

)
+ (∆− 1)(∆− 2) ,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili je G ∼= Pn . Data nejedna-
kost predstav	a gor�u granicu za Kf(G) iz klase I(n,∆) .

Gor�a granica za Kf(G) iz klase I(n,m, t,M1) dokazana u radu [33] data je sa

(4.6) Kf(G) ≤ n− 1

t

(
4m2 −M1 − 2m

(n− 1)(n− 2)

)n−2
n

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili je G ∼= K1,n−1 .

Na osnovu prethodne nejednakosti i na osnovu nejednakosti M1 ≥ 4m2

n
(videti

[44]), odre�ena je slede�a gor�a granica za Kf(G) iz klase I(n,m, t)

(4.7) Kf(G) ≤ n− 1

t

(
2m(2m(n− 1)− 1)

n(n− 1)(n− 2)

)n−2
n

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn .

Sa D(n, a, b) oznaqava se klasa bipartitnih grafova koji imaju n = p + q
qvorova i koji se sastoje iz puta Pn−a−b i a nezavisnih qvorova susednih sa jednim
vise�im qvorom puta Pn−a−b i b nezavisnih qvorova susednih sa drugim vise�im
qvorom puta Pn−a−b .
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Za (p, q)-bipartitne grafove (p < q) u radu [142] je odre�ena slede�a gor�a
granica za Kf(G)

(4.8)

Kf(G) ≤


1
6
(−2p+ 3p2 − p3 − 6pq + 6p2q + 3q2 + 3pq2), (q − p) ≡ 0(mod2),

1
6
(−3 + p+ 3p2 − p3 − 6pq + 6p2q + 3q2 + 3pq2), (q − p) ≡ 1(mod2),

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∈ D(p+ q, bp+q+1
2
c, bp−q+1

2
c) .

U nastavku �e biti dato nekoliko nejednakosti koje se mogu iskoristiti za
dobija�e gor�ih granica za Kf(G) u razliqitim klasama.

U radu [101] je dokazano da va�i

(4.9) Kf(G) ≤ n(n− 1)2

2m

(
1 +

(µ1 − µn−1)2

µ1µn−1

α(n− 1)

)
,

gde je

α(n− 1) =
1

n− 1

⌊
n− 1

2

⌋(
1− 1

n− 1

⌊
n− 1

2

⌋)
=

1

4

(
1− (−1)n + 1

2(n− 1)2

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

U radu [104] je ilustrovano kako se, na primer, mo�e iskoristiti nejednakost
(4.9) za dobija�e gor�ih granica za Kf(G) u klasama I(n,m, k,M1) i I(n,m, k),
gde je k realan broj sa osobinom µn−1 ≥ k > 0 .

U radu [104] je dokazano da va�i

(4.10) (µ1 − µn−1)2 ≤ 2

n− 1
((n− 1)(M1 + 2m)− 4m2) ,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Neka je k proizvo	an realan broj, takav da je µn−1 ≥ k > 0. Tada je

(4.11) µ1µn−1 ≥ k
2m

n− 1
.

Imaju�i u vidu nejednakosti (4.9), (4.10) i (4.11) sledi da je

(4.12) Kf(G) ≤ n(n− 1)2

2m

(
1 +

(n− 1)(M1 + 2m)− 4m2

mk
α(n− 1)

)
,
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pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn . Dakle, odre�ena je gor�a
granica za Kf(G) u klasi I(n,m, k,M1). Osim toga, kako va�i da je (videti [20])

(4.13) M1 ≤ m

(
2m

n− 1
+ n− 2

)
,

na osnovu (4.12) sledi da je

(4.14) Kf(G) ≤ n(n− 1)2

2m

(
1 +

n(n− 1)− 2m

k
α(n− 1)

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn . Ovo je tako�e jox jedna gor�a
granica za Kf(G) iz klase I(n,m, k) .

U radu [104] je dokazano da va�i

(4.15) Kf(G) ≤ n
(µ1 + µn−1)(n− 1)− 2m

µ1µn−1

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G kompletan graf ili je G ∼= Kn
2
, n
2
za

paran broj n.
Zanim	ivo, nejednakost (4.3) se lako dobija iz nejednakosti (4.15) . Tako�e, kako
va�i da je

(4.16) µ1 + µn−1 ≤ n+
2m

n− 1
=
n(n− 1) + 2m

n− 1
,

na osnovu nejednakosti (4.11) i (4.15) sledi da je

(4.17) Kf(G) ≤ n2(n− 1)2

2mk
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je k = n i G ∼= Kn .

Osim toga, kako je

(4.18) µ1µn−1 ≥ k(1 + ∆) ,

na osnovu (4.15) sledi da je

(4.19) Kf(G) ≤ n2(n− 1)

k(1 + ∆)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je k = n i G ∼= Kn .
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Slede�e tri nejednakosti mogu biti tako�e interesantne za dobija�e gor�ih
granica za Kf(G) .

U ve� pomenutom radu [101] dokazane su slede�e nejednakosti

(4.20) Kf(G) ≤ n

1 + ∆
+
n(n− 2)2

2m− n

(
1 +

(µ2 − µn−1)2

µ2µn−1

α(n− 2)

)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 , i

(4.21) Kf(G) ≤ n

1 + ∆
+ n

(µ2 + µn−1)(n− 2)− (2m− n)

µ2µn−1

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1,n−1 , i

(4.22) Kf(G) ≤ n(n− 1)2

8m

(√
µ1

µn−1

+

√
µn−1

µ1

)2

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn .
Date nejednakosti se mogu iskoristiti za dobija�e gor�ih granica za Kf(G) u
raznim klasama (videti [47] i [103]) .
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4.2 Novi rezultati

U slede�oj teoremi odre�ena je gor�a granica za Kf(G) koja zavisi od para-
metara n,m, broja razapi�u�ih stabala t, kao i parametra k, gde je k proizvo	an
realan broja takav da je µn−1 ≥ k > 0.

Teorema 4.2.1. [105] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova. Tada, za
bilo koji realan broj k sa osobinom da je µn−1 ≥ k > 0, va�i

(4.23) Kf(G) ≤ n(n− 1)(n t)−
1

n−1 + n(n− 1)2α(n− 1)

(√
n−
√
k
)2

nk
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je k = n i G ∼= Kn.

Dokaz. Za n := n − 1, ai = bi = 1√
µi
, i = 1, 2, . . . , n − 1, R1 = R2 = 1/

√
µn−1,

r1 = r2 = 1/
√
µ1, nejednakost (1.14) postaje

(n− 1)
n−1∑
i=1

1

µi
−

(
n−1∑
i=1

1
√
µi

)2

≤ (n− 1)2α(n− 1)

(
1

√
µn−1

− 1
√
µ1

)2

.

Kako je 0 < µ1 ≤ n i µn−1 ≥ k > 0, sledi da je

(4.24) (n− 1)
n−1∑
i=1

1

µi
≤

(
n−1∑
i=1

1
√
µi

)2

+ (n− 1)2α(n− 1)

(
1√
k
− 1√

n

)2

.

Za n := n− 1, ai = 1
µi
, i = 1, 2, . . . , n− 1, nejednakost (1.12) postaje

n−1∑
i=1

1

µi
− (n− 1)

(
n−1∏
i=1

1

µi

) 1
n−1

≤ (n− 1)
n−1∑
i=1

1

µi
−

(
n−1∑
i=1

1
√
µi

)2

,

odnosno

(4.25)

(
n−1∑
i=1

1
√
µi

)2

≤ (n− 2)
n−1∑
i=1

1

µi
+ (n− 1)(nt)−

1
n−1 .

Na osnovu nejednakosti (4.24) i (4.25) dobija se da je

(n− 1)
n−1∑
i=1

1

µi
≤ (n− 2)

n−1∑
i=1

1

µi
+ (n− 1)(nt)−

1
n−1 + (n− 1)2α(n− 1)

(√
n−
√
k
)2

nk
,

tj.

n−1∑
i=1

1

µi
≤ (n− 1)(nt)−

1
n−1 + (n− 1)2α(n− 1)

(√
n−
√
k
)2

nk
,

odakle se dobija nejednakost (4.23).

Jednakost u (4.25) va�i ako i samo ako je µ1 = · · · = µn−1, prema tome, jednakost
u (4.23) va�i ako i samo ako je k = n i G ∼= Kn.
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U slede�oj teoremi odre�ena je gor�a granica za Kf(G) koja zavisi od pa-
rametara n,m, kao i parametra k, gde je k proizvo	an realan broja takav da je
µn−1 ≥ k > 0.

Teorema 4.2.2. Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova. Tada, za bilo
koji realan broj k sa osobinom da je µn−1 ≥ k > 0, va�i

(4.26) Kf(G) ≤ n(n− 1)2

2m
+

(
1 + α(n− 1)

(n− k)2

nk

)
.

Jednakost va�i ako je k = n i G ∼= Kn.

Dokaz. Kako je µ1 ≤ n i µn−1 ≥ k > 0 va�i nejednakost(√
µ1

µk−1

−
√
µn−1

µ1

)2

≤
(√

n

k
−
√
k

n

)2

.

Na osnovu ove nejednakosti i nejednakosti (4.9) dobija se nejednakost (4.26) .

Kako je α(n− 1) ≤ 1
4
va�i slede�a posledica teoreme 4.2.2 .

Posledica 4.2.1. Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova i m grana.
Tada za bilo koji realan broj k, sa osobinom µn−1 ≥ k > 0 , va�i nejednakost

Kf(G) ≤ (n− 1)2(n+ k)2

8mk
.

Jednakost va�i ako je k = n i G ∼= Kn.
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Glava 5

Veza izme�u Kirhofovog indeksa

i Laplasove energije grafa

Kako su i Kirhofov indeks i Laplasova energija zasnovane na Laplasovom
spektru, interesantno je na�i i vezu izme�u �ih.

U slede�oj teoremi odre�ena je veza izme�u Kirhofovog indeksa i Laplasove
energije grafa.

Teorema 5.0.1. [107] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova i m grana.
Tada za proizvo	an realan broj k, takav da je µn−1 ≥ k > 0, va�i

(5.1)

((
n+ k − 4m

n

)
(M1 + 2m)− 2nkm+

8m3

n2

)
Kf(G) ≥ n

(
LE(G)− 2m

n

)2

.

Jednakost va�i ako je k = n i G ∼= Kn.

Dokaz. Za r = 1, n := n− 1, xi =
∣∣µi − 2m

n

∣∣, ai = 1
µi
, i = 1, 2, . . . , n− 1, nejednakost

(1.13) postaje

n−1∑
i=1

µi

∣∣∣∣µi − 2m

n

∣∣∣∣2 ≥
(
n−1∑
i=1

∣∣∣∣µi − 2m

n

∣∣∣∣
)2

n−1∑
i=1

1

µi

,

tj.

(5.2)
n−1∑
i=1

µi

∣∣∣∣µi − 2m

n

∣∣∣∣2 ≥ n

(
LE(G)− 2m

n

)2

Kf(G)
.

Za n := n − 1, pi =
µ2i

M1+2m
, ai = µi, r = µn−1, R = µ1, i = 1, 2, . . . , n − 1,

nejednakost (1.4) postaje

n−1∑
i=1

µ3
i + µ1µn−1

n−1∑
i=1

µi ≤ (µ1 + µn−1)(M1 + 2m),
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tj.

(5.3)
n−1∑
i=1

µ3
i ≤ (µ1 + µn−1)(M1 + 2m)− 2mµ1µn−1.

Neka je data funkcija

f(x) = (x+ µn−1)(M1 + 2m)− 2xmµn−1.

Data funkcija je rastu�a za svako x. Otuda, za x = µ1 ≤ n va�i da je f(x) =
f(µ1) ≤ f(n). Na osnovu nejednakosti (5.3) dobija se da je

(5.4)
n−1∑
i=1

µ3
i ≤ (n+ µn−1)(M1 + 2m)− 2nmµn−1.

Kako je funkcija
g(x) = (n+ x)(M1 + 2m)− 2nmx

opadaju�a za svako x, za x = µn−1 ≥ k > 0, va�i da je g(x) = g(µn−1) ≤ g(k).
Prema tome, na osnovu nejednakosti (5.4) sledi da je

(5.5)
n−1∑
i=1

µ3
i ≤ (n+ k)(M1 + 2m)− 2nmk.

S druge strane, va�i slede�a jednakost

(5.6)

n−1∑
i=1

µi

∣∣∣∣µi − 2m

n

∣∣∣∣2 =
n−1∑
i=1

µ3
i −

4m

n

n−1∑
i=1

µ2
i +

4m2

n2

n−1∑
i=1

µi

=
n−1∑
i=1

µ3
i −

4m

n
(M1 + 2m) +

8m3

n2
.

Nejednakost (5.1) sada sledi na osnovu nejednakosti (5.5), (5.2) i jednakosti (5.6).

Na osnovu teoreme 5.0.1 va�e slede�e dve posledice.

Posledica 5.0.1. [107] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova i m
grana. Tada je

(5.7)

(
M1 + 2m− 4m2(n+ 1)

n2

)
Kf(G) ≥

(
LE(G)− 2m

n

)2

.

Jednakost va�i ako je G ∼= Kn.

Dokaz. Kako je µ1 ≤ n, sledi da je

n−1∑
i=1

µi

∣∣∣∣µi − 2m

n

∣∣∣∣2 ≤ n

n−1∑
i=1

∣∣∣∣µi − 2m

n

∣∣∣∣2 = n

(
M1 + 2m− 4m2(n+ 1)

n2

)
.

Na osnovu date nejednakosti i nejednakosti (5.2) dobija se nejednakost (5.7).
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Posledica 5.0.2. [107] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 3 qvorova i m
grana. Tada je

(5.8)

(
2m2

n− 1
+mn− 4m2(n+ 1)

n2

)
Kf(G) ≥

(
LE(G)− 2m

n

)2

.

Jednakost va�i ako je G ∼= Kn.

Dokaz. Nejednakost (5.8) sledi na osnovu nejednakosti (5.7) i nejednakosti

M1 ≤ m

(
2m

n− 1
+ n− 2

)
,

koja je dokazana u [20].

U nastavku �e biti navedene neke nove do�e granice za Laplasovu energiju do
kojih se doxlo u toku rada na predlo�enoj temi.

U slede�oj teoremi je odre�ena do�a granica za LE(G) koja zavisi od parame-
tara n,m,∆, δ i prvog Zagrebaqkog indeksa M1 .

Teorema 5.0.2. [107] Neka je G prost povezan graf sa n ≥ 2 qvorova i m grana,
sa osobinom da je ∆ 6= δ. Tada je

(5.9) LE(G) ≥ 2 +
2(nM1 − 4m2)

n(∆− δ)
.

Dokaz. Za pi = 1
n
, ai = di, r = δ, R = ∆, i = 1, 2, . . . , n, nejednakost (1.16) postaje

1

n

n∑
i=1

d2
i −

(
1

n

n∑
i=1

di

)2

≤ 1

2n
(∆− δ)

n∑
i=1

∣∣∣∣∣di − 1

n

n∑
j=1

dj

∣∣∣∣∣ ,
tj.

(5.10) nM1 − 4m2 ≤ n

2
(∆− δ)

n∑
i=1

∣∣∣∣di − 2m

n

∣∣∣∣ .
Na osnovu nejednakosti (2.6) i nejednakosti (5.10) sledi da je

nM1 − 4m2 ≤ n

2
(∆− δ)(LE(G)− 2) .

Kako je ∆ 6= δ, na osnovu date nejednakosti sledi nejednakost (5.9).

U sluqaju bipartitnih grafova, sliqnim postupkom kao u prethodnoj teoremi,
na osnovu nejednakosti (2.5) i nejednakosti (5.10), mo�e se dokazati slede�a teo-
rema.

Teorema 5.0.3. [107] Neka je G prost bipartitan povezan graf sa n ≥ 2 qvorova
i m grana, sa osobinom da je ∆ 6= δ. Tada je

LE(G) ≥ 2(nM1 − 4m2)

n(∆− δ)
.
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[18] B. Borovićanin, K. C. Das, B. Furtula, I. Gutman, Zagreb indices: Bounds and
Extremal graphs, In: Bounds in Chemical Graph Theory- Basics , (I. Gutman, B.
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[75] P. Hansen, D. Vukičević, Comparing the Zagreb indices, Croat. Chem. Acta 80
(2007) 165-168.

[76] P. Henrici, Two remarks on the Kantorovich inequality, Amer. Math. Mountly 68
(1961) 904-906.
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the Kirchhoff index of graphs, Malaya J. Mat. 6(2) (2018) 349-353.
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[127] M. Robbiano, R. Jiménez, Applications of a theorem by Ky Fan in the theory of
Laplacian energy of graphs , MATCH Commun. Math. Comput. Chem. 62 (2009)
537-552.

[128] W. So, M. Robbiano, N. M. M. De Abreu, I. Gutman, Application of a theorem
by Ky Fan in the theory of graph energy, Lin. Algebra Appl. 432 (2010) 2163-2169.

[129] G. H. Shirdel, H. Rezapour, A. M. Sayadi, The hyper Zagreb index of graph
operations, Iran. J. Math. Chem. 4(2) (2013) 213-220.
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of connected graphs, Czech. Math. J. 65 (2015) 529–535. (ISSN 0011-4642,
IF(2015)=0,284)
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wer bounds for the Kirchhoff index of graphs , The 14th Serbian Mathematical
Congress (14th SMAK), May 16-19, 2018, Kragujevac, Serbia.
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Abstract

Let G be a simple connected graph with n vertices and m edges and d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn > 0 its sequence
of vertex degrees. If µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µn−1 > µn = 0 are the Laplacian eigenvalues of G, then the Kirchhoff

index of G is Kf (G) = n
∑n−1

i=1 µ
−1
i . We prove some new lower bounds for Kf (G) in terms of some of the

parameters ∆ = d1, ∆2 = d2, ∆3 = d3, δ = dn, δ2 = dn−1 and the topological index NK =
∏n

i=1 di.
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1. Introduction

Let G be a simple connected graph with n vertices, V = {1, 2, . . . , n}, and m edges. Let
d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn > 0 be its sequence of vertex degrees and ∆ = d1, ∆2 = d2, ∆3 = d3,
δ = dn, δ2 = dn−1. Let A be the adjacency matrix of G and D = diag(d1, d2, . . . , dn)
the diagonal matrix of its vertex degrees. The Laplacian matrix of G is defined as
L = D − A. The eigenvalues of L, µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µn−1 > µn = 0, form the Laplacian
spectrum of G.

The Wiener index, W(G), originally termed the ‘path number’, is a topological
graph index defined by

W(G) =
∑
i< j

di j,

where di j is the shortest path between vertices i and j in G. The first investigations
of the Wiener index were made by Harold Wiener in 1947 (see [20]) to explain
correlations between the boiling points of paraffin and the structure of the molecules.
Since then it has become one of the most frequently used topological indices in
chemistry, as molecules are usually modelled as undirected graphs. Based on its
success, many other topological indices of chemical graphs, based on information in
the distance matrix of the graph, have been developed.
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Abstract
Let G be a simple connected graph of order n, sequence of vertex degrees d1 ≥ d2 ≥ ·· · ≥ dn > 0 and Laplacian
eigenvalues µ1 ≥ µ2 ≥ ·· · ≥ µn−1 > µn = 0. With Π1 = Π1(G) = ∏

n
i=1 d2

i we denote the multiplicative first Zagreb
index of graph, and K f (G) = n∑

n−1
i=1

1
µi

the Kirchhoff index of G. In this paper we determine several lower and
upper bounds for K f depending on some of the graph parameters such as number of vertices, maximum degree,
minimum degree, and number of spanning trees or multiplicative Zagreb index.
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1. Introduction
Let G=(V,E) be a simple connected graph with n vertices

and m edges with vertex degree sequence d1≥ d2≥ ·· · ≥ dn >
0, and ∆ = d1, ∆1 = d2, δ = dn, δ1 = dn−1. If vertices i and
j are adjacent we write i∼ j. Further, let A be the adjacency
matrix of G and D = diag(d1,d2, . . . ,dn) the diagonal matrix
of its vertex degrees. Then L = D−A is the Laplacian matrix
of G. Eigenvalues of L, µ1 ≥ µ2 ≥ ·· · ≥ µn−1 > µn = 0, form
the so-called Laplacian spectrum of G. Following identities
are valid for µi (see [1])

n−1

∑
i=1

µi = 2m and
n−1

∑
i=1

µ
2
i =

n

∑
i=1

d2
i +

n

∑
i=1

di = M1 +2m,

where M1 = M1(G) = ∑
n
i=1 d2

i is the first Zagreb index intro-
duced in [2]. More about this degree–based topological index
one can be found in [3–8].

It is well known that a connected graph G of order n has

t = t(G) =
1
n

n−1

∏
i=1

µi

spanning trees.
In [9] (see also [10]) a multiplicative variant of the first

Zagreb index, named the first multiplicative Zagreb index, Π1,
was introduced. It is define as

Π1 = Π1(G) =
n

∏
i=1

d2
i .

In [11], Klein and Randić, introduced the notion of resis-
tance distance, ri j. It is defined as the resistance between the
nodes i and j in an electrical network corresponding to the
graph G in which all edges are replaced by unit resistors. The
sum of resistance distances of all pairs of vertices of a graph
G is named as the Kirchhoff index, i.e.

K f (G) = ∑
i< j

ri j.

There are several equivalent ways to define the resistance
distance. Gutman and Mohar [12] (see also [13]) proved
that the Kirchhoff index can be obtained from the non-zero
eigenvalues of the Laplacian matrix:

K f (G) = n
n−1

∑
i=1

1
µi
.

Among various indices in mathematical chemistry, those
based on the effective resistance, ri j, such as the Kirchhoff
index and its generalizations, have received a lot of attention
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Abstract. Let G be a simple connected graph with n vertices and m edges, sequence of vertex degrees
∆ = d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn = δ > 0 and diagonal matrix D = diag(d1, d2, . . . , dn) of its vertex degrees. Denote
by K f (G) = n

∑n−1
i=1

1
µi

, where µi are the Laplacian eigenvalues of graph G, the Kirchhoff index of G, and
by NK =

∏n
i=1 di the Narumi-Katayama index. In this paper we prove some inequalities that exhibit

relationship between the Kirchhoff and Narumi-Katayama indices.

1. Introduction

Let G = (V,E), V = {1, 2, . . . , n}, be a simple connected graph with n vertices and m edges and let
∆ = d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn = δ > 0, di = d(i), be its vertex degree sequence. Further, let D be the diagonal matrix
of order n, whose diagonal elements are d1, d2, . . . , dn. Vertex–degree–based topological index, NK = NK(G),
known as the Narumi–Katayama index, is defined as [26]

NK = NK(G) = det D =
n∏

i=1

di.

This topological index was introduced in [26] and referred to as ”simple topological index”. For a long
period of time it was not in the spotlight. The situation has changed significantly when Todeschini and
Consonni [31] proposed a descriptor named multiplicative Zagreb index, defined as

Π1(G) =
n∏

i=1

d2
i .

One can easily observe that Π1(G) = (NK(G))2. Current name, i.e. the Narumi-Katayama index, was
proposed in [9]. Details on this topological index can be found in [8–10, 18, 34, 35].
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